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Resumo

Neste trabalho, estudamos os problemas de Coloracas#&elde Coloracao Ponderada
apresentando tanto resultados validos para quaisquiErsgi@omo também para classes de
grafos especificas. Exibimos uma revisao da bibliografigthecida sobre esses problemas,
destacando os resultados sobre a complexidade dos mesaraso problema de Coloracao
Gulosa, mostramos um algoritmo de tempo polinomial queutale nimero guloso em uma
nova classe de grafos que definimos: grapsarregados estendidos gordos. Este resultado
implica que o nUmero guloso pode ser calculado em tempaguuial para as seguintes clas-
ses de grafosPs-redutiveis Py-redutiveis estendidofy-esparsosbs-esparsos estendidd’,-
extensiveisP;-leves Py-carregado$y-carregados estendido®earrumados. Para o problema
de Coloracao Ponderada, demonstramos uma versao denf@de Hajos[27] e apresentamos
uma formulagao de programacao inteira, baseada nautagio Assimétrica de Representan-
tes [5], que acreditamos ser a primeira proposta para esskepra. Também apresentamos um
algoritmo polinomial para determinar o nUmero cromapoaderado para uma subclasse dos
grafosPs-esparsos estendidos.

PALAVRAS-CHAVE: Coloracao Gulosa, Coloracao Ponderada, Grafos comgséy's,
Decomposi¢cao Modular.



Abstract

In this work, we study the Greedy Coloring Problem and thegMeid Coloring Problem
presenting valid results for any graph and also for someifspggaph classes. We show a
bibliographical review of these problems, highlighting ttomplexity results about them. For
the Greedy Coloring Problem, we show a polynomial time atigor that calculates the grundy
number in a new class of graphs that we define: the fat exBaden graphs. This result
implies that the grundy number can be calculated in polyabtime for the following classes
of graphs:Ps-reducible, extende&;-reducible,Ps-sparse, extendelgy-sparse Ps-extendible,
Ps-lite, Py-laden, extendeBy-laden ands-tidy. For the Weighted Coloring Problem, we show a
version of the Hajos’ Theorerh [27] and we present an intpgagramming formulation, based
on the Assymetrics Representatives Formulafion [5], theabelieve to be the first proposed to
this problem. We also give a polynomial time algorithm toedlstine the weighted chromatic
number for a subclass of extendegdsparse graphs.

KEYWORDS: Greedy Coloring, Weighted Coloring, Graphs with f&4is, Modular De-
composition.
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1 Introducao

O problema de coloragao de grafps [9] & certamente um dasestudados na area de Teo-
ria de Grafos devido as suas varias aplicacdes, com@xamplo, nos problemas de atribui¢cao
de frequéncias a antenas de radio ou telefonia, de @oade produtos quimicos em armazéns
e de alocacao de registros em compiladores.

Dado um grafoG = (V,E), uma coloracdo & uma funcéoV — N que associa a cada
vértice do grafo um nimero inteiro representativo de uora Dizemos que uma coloracao &
propria se, para cada par de vértices adjacantes, i.e., (u,v) € E(G), temosc(u) # c(V).

Se uma coloracao (propria) de um gr&8@ossuik cores, também podemos denota-la por uma
k-coloracao des.

Umak-coloragao propria de um grafé pode também ser vista como uma particédo=
($1,,...,%) do conjunto de vértices d8 em k conjuntos disjuntos onde cada conjui®o
contém os vértices coloridos com a ¢ppara todd € {1,...,k}.

No problema classico de coloracao de grafos, buscatsentiear a menor quantidade de
cores para a qual o grafo admite uma coloracao propriaa gsantidade &€ chamadamero
cromatico, ou X (G).

Determinar o nUmero cromatico de um grafo qualquer & whlpmaN P-Dificil [86], mas
em varias classes de grafos a determinacao desse par@ode ser feita em tempo polinomial.

Existem diversas variacoes deste problema. Nesta thig&er tratamos de duas dessas
variacoes: a Coloracao Gulosa e a Colora¢ao Ponderad

O algoritmo guloso de colora¢do & um algoritmo executamtwe um grafds = (V,E) e
uma ordem d&/ (G), atribuindo uma cor a um vérticev, sei &€ a menor cor tal que nao existe

nenhum vizinho de& previamente colorido com a cor

Nao é dificil ver que a ordem dos vértices afeta profunelate a qualidade da sua resposta

com respeito ao numero cromatico do grafo.



O numero cromatico guloso de um grao= (V,E) &, portanto, o maior inteirk tal que
existe uma ordem dé(G) que, quando passada como parametro para o algoritmo gldwao
o0 algoritmo guloso a retornar uma coloragcao dooores.

Como determinar o niumero cromatico de um grafo & um pnadNP-dificil, o algoritmo
guloso é bastante utilizado na pratica para gerar cgesaproprias.

Para introduzirmos a variacao que denominamos Caor&pnderada e foi definida por
Guan e Zhul[23], precisamos definir alguns conceitos.

Dado um grafo ponderado nos vértices= (V,E,w), w:V — R, e umak-coloragao
< =(8,S,...,) propria deG, dizemos que o peso de uma classe deSppara todo
i € {1,...,k}, éigual ao maior valor de peso de um vértice nesta classerdeu seja:

wW(§) = rvg%m(w

O peso de uma coloragao é definido como a soma dos pesosaglelasses de cores, ou
seja, dada uma colora¢@6 = (S,S, ..., ) deG, temos:

k
W)= 3 wS)

No problema de Coloragcao Ponderada, busca-se deterohemdre todas as possiveis coloracdes
proprias deG, uma coloragao cujo peso seja minimo. A esse menor pesondecoloracao
propria de um grafo ponderado nos vértices, damos o nomérdero cronatico ponderadp
ou Xp(G). Mais formalmente, temos:

Xp(G> B 7 col. {)p(’;gria de Gw(y)

Veja quexp(G) = x(G), seG & um grafo com pesos unitarios. Isso implica que o pro-
blema de Coloracao Ponderada generaliza o problema adeaCab de Grafos tradicional e,
conseguentemente, também B-Dificil.

Guan e Zhul[23] citam como aplicacdes praticas de Comrddonderada problemas de
alocacao dinamica de memaori@ynamic Storage Allocatigre problemas com protocolo de
controle de acesso de midia em redes distribuidas de dapéb Distributed Dual Bus Network
Media Access Control Protocpl

Nesta dissertacao, mostramos que o Coloracao Poradadmiite uma versao do Teorema
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de Hajos [[21.11], apresentamos uma formulacao de Prag@minteira para este problema
que acreditamos ser a primeira na literatura, aléem de arastis alguns resultados sobre como
calcular o numero croméatico ponderado de um grafo a padetisua decomposicao modular.
Em particular, como consequéncia destes Gltimos retagtamostramos como determinar o
namero cromatico ponderado em tempo polinomial para whelasse dos grafd%-esparsos
estendidos. Mostramos também um algoritmo 2-aproximaiawa Coloracao Ponderada em
P4-esparsos.

Provamos também que o problema de Coloracao Gulosa podesslvido em tempo po-
linomial para os grafoBy-redutiveis Ps-redutiveis estendido®y-esparsoshs-esparsos esten-
didos, Ps-extensiveisPy-leves,Ps-carregadosPs-carregados estendidosPg-arrumados apre-
sentando um algoritmo de tempo polinomial que calcula oerdorguloso de uma nova classe
de grafos que definimos. Tal classe & chanRdearregada estendida gorda e contém propria-
mente as classes anteriormente citadas.

Este documento esta organizado como segue. O Capltulen®rns a terminologia ne-
cessaria para a compreensao deste trabalho. Nos @aftel#l, fazemos um resumo do es-
tado da arte dos problemas. No Capitlilodb e 6, apresentasudtados gerais obtidos sobre
Coloracao Gulosa e Coloracao Ponderada, como, porggemgeneralizacao do Teorema de
Hajos citada previamente. No Capitlllo 7 encontra-se yiieegao dos resultados do Capitulo
sobre os grafoR;-carregados estendidos gordos. Ja no Cagilulo 8 utiisare resultados do
Capituld® sobre a clas&g-esparsa estendida, além de apresentarmos o algoritamadragtivo
para grafo$>-esparsos. Finalmente, fazemos uma avalia¢cao do t@abaka foi desenvolvido
no CapituldD®.
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2 Terminologia

2.1 Conceitos Bsicos

Neste capitulo, introduzimos definicdes e notacaosfuwenecessarias para a compreensao
do texto. Para mais defini¢des, € indicada a leituralde [3]

Um grafo G é definido por um par nao ordenado de conjuntos disjuiMds), tal queE
€ um subconjunto do conjunto de pares nao ordenadds demdos os grafos deste trabalho
sao finitos, i.e.V e E s&o sempre finitos. O conjuntbouV(G), & o conjunto de elementos
chamadosérticese E, oUE(G), & o dearestas Uma arestdu,v} une uev e & denotada por
uvou (u,v). Se(u,v) € E(G), dizemos quel e v sdoadjacentese saocextremidadesia aresta
(u,v). Dizemos que umaresta incide em unévticese esse vértice & uma de suas extremidades.
Dizemos que duas arestas s@jacentese elas possuem uma extremidade em comum. Se uma
aresta possui as duas extremidades iguais, entao essa@otmmadiaco. Se duas ou mais
arestas possuem as mesmas extremidadescomu # v, entao elas sao chamadasadestas
maltiplas. Um grafo sem lagcos e sem arestas miltiplas & chamadeaéte simples A menos
que seja dito o contrario, todos os grafos nesta disgerts@o simples.

O grau de um @rtice v oud(v), & a quantidade de arestas que incidem nesse vértice. Ao
menor (maior) grau de um vértice em um gr&@ dada a simbologid(G) (respectivamente,
A(G)). Avizinhangeé o conjunto de vizinhos de um vérticem um grafdc = (V, E), denotada
por Ng(v) = {u | (u,v) € E(G)}. Quando falamos sobre a vizinhan¢a de um véricejo
grafo se entende pelo contexto, podemos apenas denotanlaaviga poN(v). Mais ainda, a
vizinhanga de um conjuntoSV em um grafdG = (V,E) & a unido das vizinhancas de todos
0s vértices nesse conjunto, ou s&a(S) = UycsNa(V).

Um subgrafo H= (V, E) de um grafdG = (V,E) & um grafo tal qu¥ (H) CV(G), E(H) C
E(G). Dizemos que um subgrafogeradorseV(H) =V(G). Dado um subconjuntd’ do
conjunto de vértices de um gra®= (V, E), dizemos que subgrafo induzidgem vértices) por
V' CV, também denotado p@&[V’], € um subgraf&’ = (V,E) deG tal que s€u,v) € E(G) e
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u,veV(G)=V'entao(u,v) € E(G'). Um grafoG &completsevu,ve V(G), (u,v) e E(G). O
grafo completo com vértices & denotado p&,. Um grafoG évazioseE(G) = 0. Umaclique
em um grafoG & um subconjunto de vertic®s C V(G) tal queG|V'] & completo. Denotamos
por w(G) a cardinalidade da maior clique @& Por outro lado, chamama®njunto esvel,
ou conjunto independentede um grafdG um subconjunto de vértic& C V(G) tal queG|V']

e vazio.

Um caminho P= (vi,e1,...,Vp_1,€p-1,Vp) €M um grafo & uma seqiiéncia alternada de
vértices e arestas que comeca e termina em um vertices tzvértices sao distintos e, para
todoi € {1,...,p— 1}, & = Viviy1. Dizemos que agxtremidadesie P sdov; e v, e que
seus verticemternossaovy, ...,Vp_1, Se eles existirem. @omprimentade um caminho é a
guantidade de arestas nesse caminho.cidio em um grafo € caminho cujas extremidades sao
iguais. Dizemos que um grafe contem umP, (Cy), se existerm vértices deG que induzem
um caminho (ciclo) de comprimenio- 1 (n). Particularmente, se o grafo for composto apenas
de um caminho (ciclo) de tamanhptambém chamamos esse grafdRd€C,,). Umacordaem
um ciclo &€ uma aresta entre qualquer par de vértices naceades do ciclo. Um ciclo sem
cordas de tamanho pelo menos 4 € chamadmnudesca

Dizemos que dois vértices saonectadose existe um caminho entre eles. Um grafé
dito conexose para todo par de vértices @eexiste pelo menos um caminho entre eles. Um
subgrafo conexo maximal d@ &€ chamado deomponente (conexae G. Da mesma forma,
dizemos que um (sub)grafadesconexse ele possui mais de uma componente conexa.

O complemento de um grafo & (V,E), denotado poé, e um grafoéz (V,E) tal que
V(G) = V(G) e, para todo par de vérticesv € V, u v, (u,v) € E(G) se, e somente se,
(uv) ¢ E(G).

Umaparticdo de um conjuntds & uma familia de subconjuntos, também chamatisses
Z={S|iel}, talqueS CS US=SeSNS; =0, para todos, j € |. Dizemos que um
conjunto possui umeparticdose|Z| =r.

Dois grafosG; = (V,E) e G, = (V, E) sao ditodsomorfosse existem bijecdek: V(G1) —
V(G2) eg: E(G1) — E(Gy) tais quev € V(G1) & incidente & € E(G1) se, e somente se,
f(v) & incidente ag(e). Observemos que 98; e G, forem simples, um isomorfismo pode
ser representado apenas por uma funicad (G1) — V(Gp) e temos quéu,v) € E(G;) se, e
somente s¢g,f(u), f(v)) € E(Gp).
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2.2 Classes de Grafos

A dissertacao de mestrado de Vagner Pediotli [47] aptr@sen estudo detalhado sobre as
diversas classes de grafos, que possuem restricoequgoiantidade dBy’s induzidos que
podem possuir, apresentadas neste texto.

Um grafoG & ditor-partido , our-particionadq se existe uma-particao do conjunto de
vértices deG tal que toda aresta possui extremidades em classes didem@atparticado. Em
particular, todo grafo 2-partido € também chamado dertigma

Umaarvore & um grafo conexo e aciclico. Um vértice em uma arvoem@dem chamado
dend . Observe que s6 existe um caminho entre qualquer par denm@sna arvore, pois, caso
contrario, haveria um ciclo na arvore. Definimos cofolhasde uma arvord todos os nos

ve T tais qued(v) < 1. Os nds que nao sao folhas sao chamadogtésos

Podemos destacar um npchamando-o de raiz, de uma arvore e chama-lardere en-
raizadaemr. Dada uma arvor& = (V,E), enraizada em um ng para todo n&, vV, 0s
descendentede v sdo todos os nds que possuem no caminho deas ar. Osfilhosdev sao
seus descendentes que possuem distancia unitari&eau é filho dev, dizemos que & pai
deu. Se, em uma arvore enraizada, todos os nés possuem nmmédais filhos, essa arvore &
chamada déinaria .

Um grafoG = (V,E) & split se o seu conjunto de vértices pode ser particionado em dois
conjuntos disjuntoSeK tal queSé um conjunto estavelke & uma clique.

Um grafo linha de um grafo G= (V,E), denotado pot(G), & tal que, para cada aresta
deE(G), existe um vértice correspondente ¥1iL(G)) e se duas arestas sao incidentes<®Em
Ou seja, possuem uma extremidade em comum, os seus vedicespondentes eh{G) sao
adjacentes.

Um grafo é dito deomparabilidadese ele admite uma orientagao transitiva de suas arestas.

Um grafo G & dito planar se existe uma representacao graficaGdem um plano sem
cruzamentos de arestas, sendo cada vértice um ponto egssaaentacao e existe uma linha
unindo dois pontos se 0s vértices correspondentes saceadps.

Um grafoG é dito deintervalosseG & um grafo de intersecao de um conjunto de intervalos
na reta real, ou seja, existe uma fami#ta= {Ry,...,R¢} de intervalos da reta real tal que,
para cada intervalB;, parai € {1,...,k}, associa-se um vérticge temos uma aresta, ) se

RNR; #0.
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Um grafo € dito deeordal se nao possui buracos como subgrafos induzidos.

Um grafoG = (V,E) & ditolivre de R, (C,) se nenhum subconjunto decom n vértices

induz um caminho (ciclo) de tamanho

A classe dogografos(do inglés,cograph$, também conhecidos como grafos livresRje

é definida recursivamente como segue:

» O grafo trivial & um cografo;
* SeG & um cografo, enta6 também o &;

* SeGy,...,Gn sao cografos, entao o gra®= i<y, m Gi obtido pela unido disjunta
dos grafoss;, para todad € {1,...,n}, &€ um cografo.

2.3 Decomposigao Modular

Dado um grafdG = (V,E), dizemos queM C V & ummodulo de G se para todo vértice
v e V\M, v & adjacente a todo vértice d ou v ndo & adjacente a nenhum vértice Me
Observemos quil &€ um modulo des se, e somente s& &€ um modulo deS. Osmodulos
triviais de um grafo saoV (G), o conjunto vazio e 0s conjuntos com apenas um vértice. Um
grafo tal que qualquer modulo é trivial € chamadade&fo primo. Observe que s & primo,
entaoG e G sao grafos conexos e B&| > 2, entadV| > 4. Se dois vértices possuem a mesma
vizinhanca, eles sdo chamados de gémeos. Veja que ganwbgjs vértices que pertencem um
mesmo modulo sao gémeos. Dizemos quemadulo M é forte se para todo moduld’ = M,
M'NM=0ouM C M ouM C M. SejamM um modulo deG e H um modulo forte des
contido emM. Dizemos quéd & umsubnddulo maximal forteleM se todo modulo forte d&
que contéenH também contén\.

Umaparticdo de congrénciade um grafoG & uma particaoZ = {M1,Mp, ..., My} dos
vértices deG tal que cada part®l; & um modulo forte d&s, para toda € {1,...,k}. Pela
definicao de modulo, nao é dificil verificar que entuasd parted/; e M;, i # j, de uma particao
de congruéncia de um grafo, ou existem todas as arestasosnertices dé/l; e M, e nesse
caso dizemos qué; e Mj sao adjacentes, ou nao existe nenhuma.

Dados um grafds e uma particao de congruéncid = {My,Ma,...,My} de G, o grafo
quociente G.# (também conhecido congrafo representativale .#) é tal queV (G/.#) =
{my,mp,....m¢} eE(G/.#Z)={{m,m;} | Mj,Mj € .#,i # j e M; e M sao adjacentes e@}.
Denota-se pofatoresde.# os subgrafos induzidos por cada partede
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Umadecomposi@o modularde um grafaG &€ uma decomposicao d&que associa a esse
grafo uma Unica arvore de decomposi¢ao denotadd p8j. As folhas dessa arvore sdo os
vértices deG e cada no interng dessa arvore representa um modulo fort€&sdermado pelo
conjunto de folhas descendentevd&m no interno possui um dos rotulBsSouN para repre-
sentar um modulo paralelo, série ou vizinhanca, reg@enente. Ummbdulo paraleloinduz
um grafo desconexo, umbdulo €rieinduz um grafo conexo cujo complemento & desconexo

e ummodulo de vizinhancanduz um grafo conexo cujo complemento também & conexo.

O processo de construcao de uma arvore de decompasadular de um graf6 é tal que
um noé que representa um modulo paralelo &€ decompostoaulos que sao componentes de
G, um modulo série &€ decomposto em componentédam modulo de vizinhanca é decom-
posto em seus submodulos maximais fortes. Como todaceélg um no de vizinhanca esta
contido em apenas um submodulo maximal for{e {[[1L6, 4]vararde decomposi¢cao modular
é Unica.

Existem diversos algoritmos na literatura (por exempl8])[4jue constroem a arvore de
decomposi¢cao modular de um grafo em tempo linear.

A decomposicao modular de um grafo torna-se ainda méipdra algoritmos em grafos
quando os nés de vizinhanca do grafo a ser decompostogrossma estrutura conhecida.
Dessa forma, para ajudar a caracterizar os nos de vizjattinoma decomposicao modular de
um grafoG, foram introduzidas mais algumas notacoes.

Sejah um no interno deT (G). Denote poM(h) o mddulo queh representa, ou seja, 0
modulo formado pelo conjunto de folhas descendentels el T(G). Denote poV (h) =
{hy,...,h} o conjunto de filhos d& em T(G). Denotamos pofG(h) o grafo quociente do
subgrafo induzido pelo modulé (h) cuja particao de congruéncia & formada pelos modulos
M(hy),...,M(hx). Desse modo, o conjunto de vérticesGld) &V (h) e existe uma aresta entre
dois vérticeshj,hj € V(h) se, e somente sd/(h;) e M(h;j) séo adjacentes. Denotamos por
fatores deh os subgrafos induzidos pelos modulhy), ..., M(hy). E facil verificar que sé
representa um modulo paralelo (respectivamente, s&iigrdanca) G(h) sera um grafo sem
arestas (respectivamente, completo e primo). Por Ultitaoote port(G) o conjunto de grafos
quocientes dos nos de vizinhanca da decomposicao ranodieium grafds.
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3 Coloraco Gulosa

Neste capitulo, apresentamos uma revisao da literatinr@ £sse problema. Destacamos
alguns resultados de complexidade, aléem de apresentdimarsos limites conhecidos sobre o
namero guloso de certas classes de grafos e de produtoafds.gr

3.1 Defini@o

Para definirmos formalmente o problema de Coloracao @utdsservemos o Algoritnid 1.

Algoritmo 1: Algoritmo Guloso de Coloragao

Entrada: GrafoG = (V,E) e ordemf = vy, Vo, ..., Vv, sobreV(G)
Sada: Coloracao propria deG

1 paratodoi=1,...,nfaca
2 L c(vi) =k, tal quek € {1,...,n} &amenor cor ndo utilizada eN{vi) N{vi,...,Vi_1}.
3 Retornec.

O Algoritmo[d, também conhecido por algoritmo guloso dewgao, € uma forma muito
intuitiva de se colorir um grafo, pois atribui-se a caddieéra menor cor que nao foi ja atribuida

a sua vizinhanca.

O problema de Coloragao Gulosa consiste em determinarededas as possiveis ordenacdes
6 sobreV (G), a maior quantidade de cores que o Algoriftho 1 utiliza. Demats essa quan-
tidade por nimero guloso d&, ou ' (G). Na literatura, também encontramos referéncias ao
namero guloso como nimero cromatfast-fit ou nUmero de Grundy.

Como o Algoritmd produz coloragdes proprias de um g@ftemos que((G) < I'(G).
Observe que a carso é atribuida a um vértioese existem vértices na vizinhanca\deom
todas as cores menores queDessa forma, podemos concluir ques) < A(G) + 1, sendo
A(G) o maior grau de um vértice de.
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3.2 Complexidade

O problema de Coloracao Gulosa foi estudado pela privvezana década de 307]22], mas
acredita-se que os primeiros autores a tratarem dessepralgomo um problema em Teoria
de Grafos foram Christen e Selkow [7].

Nao se pode falar desse problema sem citar o problema deaCat®n-line Dada uma
ordenaca® = v, ...,Vy dos véertices de um grafs, um algoritmo de Colora¢&on-lineatribui
cores aos veértices de seguindo a orderfl, ou seja, ao atribuir a cor de um vértigeo algo-
ritmo so possui informagao sobre os vérti¢es ..., vi_1} que ja foram coloridos. O algoritmo
também nao pode alterar a cor de um veértice ja colorigdreEodos os algoritmamn-lineque
colorem um grafds, existe aquele que no seu pior desempenho atrifubanenor nUmero de

cores. Esse nUmero & chamado niUmero cromatidine

O algoritmo guloso pode ser visto como um algoritmo de Cglo®n-line A versao de
ColoracadOn-lineque utiliza o algoritmo guloso & chamada ColoraE#st-Fit, denotada por
FF. Denota-se pdfF (G), o comportamento do pior caso da coloraE&oem um grafds. Um
objeto de estudo da colorack& & a determinacéo de limites par& (G). Entretanto, observe
queFF(G) =T (G). Entretanto, a Coloracado Gulosa pode ser consideradaalmacaooff-
line, pois para atingir seu objetivo precisamos de toda a infoamdo grafo, uma vez que todas
as ordens dos vértices do grafo devem ser analisadas.

Existem diversos resultados na literatura sobre Codar@xi-linee ao leitor interessado &
indicada a leitura dos seguintes trabaltios$[[38, 39, 24815, 2

Dada uma ordenaca® = vy, ...,V, dos vertices de um graf@, umacoloragdo propria
parcimoniosade G atribui cores aos vértices d&de tal forma que a cor do vértisgdeve ser
igual a uma das cores usadas nos vértges.,vi_1, para todd € {1,...,n}, a menos que o0
vérticev; possua vizinhos com cada uma das cores atribuidas aoses®it ...,V 1. Nesse

caso é atribuida uma nova cov;a

A pior quantidade de cores que uma coloracao propriairpargosa atribui a um grafo
G, dentre todas as possiveis ordenacdeg (@& & denotada ponimero ocroraticode G. A
determinacao do nUmenzromatico foi um problema proposto e estudado por Simni@&is [
Erd6s et al. demonstraram quéG) é igual ao nimerocromatico des, para todo graf@s.

Por varios anos a determinac¢éao da complexidade de Galo@ulosa foi um problema em
aberto, mas, em 1997, Goyal e Vishvanathan demonstraraoegem@ninar se o nUmero guloso
de um grafo & superior ou iguakapara algunk € N, &€ um problema P-completo [20].
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Foi demonstrado que este problema tambédiPée&ompleto para complementos de grafos
bipartidos[52] e que:

Teorema 3.1 ([52]) Para um grafo qualquer G= (V,E) e um inteiro r, determinar sg(G) <
X(G) +r & um problema coNP-completo.

Na mesma linha de raciocinio do resultado anterior, Astd. §2] demonstraram também
que sao problemasoNPRcompletos determinar 96(G) < ¢ x x(G) e sel'(G) < ¢ x w(G),
para alguma constantee para algum grafG.

Por outro lado, existem alguns resultados polinomiaisssolnttmero guloso. Um resultado
polinomial bem conhecido & que determinar o nUmero gutlessam cografo & um problema
polinomial [24]. Outra classe de grafos cuja determinag@ nimero guloso pode ser feita
em tempo polinomial & a dos hipercubos. Tal resultado folatestrado por Jensen e Toft
[35]. Existem também algoritmos polinomiais para calcol@aimero guloso em arvores [30]
e emk-arvores parciais (grafos com largura em arvore no méa¥n[b0,[42]. Zaker [[58]
recentemente demonstrou que, dados um deafo(V, E) e um inteirok, existe um algoritmo
de complexidad@’(nzkfl) para determinar se(G) > k.

A seguir, veja um resumo dos resultados de complexidade beaCao Gulosa na Tabela

B1:

Tabela 3.1: Resumo - Complexidade

Classe Complexidade
Caso geral NP-Completo [20]
Grafos com largura em arvore limitadaPolinomial [50[42]
Arvores Polinomial [30]
Cografos Polinomial [24]
Hipercubos Polinomial [35]
Complementos de bipartidos NP-completo[52]
3.3 Limites

Existe amplo estudo de limites sobre o nUmero guloso de afo.gExibiremos nesta secao
alguns deles, indicando ainda outros que podem ser endostna literatura.

O primeiro fato importante a ser observado & que o numdosgpode ser arbitrariamente
grande, mesmo para grafos de nUmero cromatico trivigienggterminavel. Por exemplo, para

1Grafos com largura em arvore limitada sao exatamerkeaagores parciais.
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arvores, que sao uma subclasse dos grafos bipartidesnern’cromatico guloso pode ser tao
grande quanto desejarmos. Uma arvore binomial possuisargeglefinicao:

Definicao 3.1 A arvore binomiaBy, de ordem ké definida como segue:

B um \ertice, sek=0
k= , . P
umaarvore com raiz r cujos filhosé® By,...,Bx_1, sek>0

Bo By B, Bs

Figura 3.1:Arvores binomiais.

Considere uma arvore binomik e uma orden® sobre os vértices dBy tal que os pri-
meiros elementos da ordem s&o as folf&s. .., fx} de By, depois, nesta ordet, estdo as
folhas deBy — { f1, ..., fx}, @ assim sucessivamente. Veja que ao aplicarmos o algayitfoso
usando essa orde6h o algoritmo utilizar& + 1 cores.

Ainda sobre grafos bipartidos, apesar de Coloracao @wesum problemBl P-completo
para complementos de grafos bipartidos, o seguinte limitetido:

Teorema 3.2 ([52,.24])Se Gé o complemento de um grafo bipartido, &l (G) < 3w(G)/2.

Em [24] foi demonstrado que $8 & o complemento de um grafo cordal, enfd&) <
2w(G) + 1 e que s& é um grafosplit G= (SUK,E), entaol (G) < 1+ |K|. Para grafos de
intervalos, que sao uma subclasse dos grafos cordaist@nb@conhecido o seguinte fato:

Proposicao 3.1 ([37]) Se Gé um grafo de intervalos, @ (G) < 40w(G).

Esse limite foi melhorado recentemente pasd @) [45].

Nikolopoulos e Papadopoulds|46] demonstraram que o nigndoso em grafos de permutacao,
que sao grafos perfeitos, ndo pode ser limitadogy@s). Isso ocorre porque para um grafo de
permutacads e umn suficientemente grande, a seguinte desigualdade & valida
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X2+ X)+k(x2—x)
2

rG) > (

Gyarfas e Lehel]26] foram os primeiros a conseguir deir@mum limite superior para o
namero guloso de grafos livres B¢ Entretanto, um melhor limite superior para essa classe de
grafos foi encontrado por Kierstead et al.:

P . 49(G) _1
Teorema 3.3 ([40]) Se Gé um grafo livre de § enfio I (G) < *——.

A desigualdadg (G)+ x(G) < n+1 & conhecida como a desigualdade (aditiva) de NordHaus-
Gaddum e é valida para qualquer gr&f@omn vértices.

Zaker [53] encontrou desigualdades similares a de Norgddzaddum com relagao ao
namero guloso para algumas classes de grafos e proposiatsegpnjectura:

Conjectura 3.1 Para qualquer grafo G com révtices, a seguinte desigualdadeéalida:

MNG)+r(G)<n+2

Recentemente, foi demonstrado que essa conjecturada y@ra grafos bipartidos e grafos

com até 8 véertices, mas que em geral nao € valida:

Proposigao 3.2 ([15]) Se Gé um grafo qualquer coV (G)| = n > 3, enio:

22| sen>10
[G)+I(G) << n+3, sen=9
n+2, sen<8

Eles também mostram exemplos para os qhé®) + I'(G) = L5r+jzj, ou seja, esse limite

é o melhor possivel.
Definicao 3.2 Dados grafos G e H, denotamos por produto lexiédgpo GH] o grafo cujo

conjunto de @rticesé formado pelos elementos dé&) x V(H) e cujo conjunto de arestaso
seguinte:

E(G[H]) ={(a,x)(b,y) | abe E(G), oua=b e xyc E(H)}
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Geller e Stahl[[17] obtiveram alguns resultados com reg@&itnimero cromatico de um
grafoG[H] obtido pelo produto lexicografico d& porH. Asté et al.[[2] demonstraram alguns
resultados similares sobre o nUmero guloso de produtosadiesg

Pela definicao do produto lexicografico @epor H, o grafo G[H| pode ser visto como
se cada vértice dé& fosse substituido por uma copia He Dessa forma, denote pét(x) o
subgrafo induzido d&[H| pelos vérticedx} x V(H). Observe quél(x) &€ isomorfo aH. Os
seguintes resultados foram obtidos:

Proposicao 3.3 ([2]) Sejam G e H grafos disjuntos. Em uma col@agulosa de @], no
maximol (H) cores aparecem em cada¥j, para todo xe V(G).

Demonstragio: Considere uma coloracéo gulosa de um gi@fel] e sejamny,...,np asp
cores que aparecem em uma codix) deH. Denote porS, 1 <i < p, o conjunto estavel
formado pelos vértices e (x) coloridos com a con;. Sejau um vértice de5. Observe que
u possui pelo menos um vizinhg € H(x) colorido com a conj, para todoj < i, pois, caso
contrario, uma vez que recebeu a con;, ele deve possuir um vizinhe emV (G)\V (H(x))
com a com; e tal vizinhow também seria vizinho de um vértice H¢x) com a com;, pois a
vizinhanca des ev; emV (G[H])\V(H(x)) € amesma. Logq < T (H(x)) <T(H). O

A proposigao anterior também nos mostra que uma cdorgglosa para um grafg[H|
induz uma coloragao gulosa dit(x), para todox € V(G).

Outro resultado similar aos de Geller e Stahl &€ o seguinte:

Proposicao 3.4 ([2]) Se Hé um grafo tal qué (H) = k, en#o, para todo grafo GI'(G[H]) =
[ (GIK«]).-

Outro resultado interessante demonstradolém [2] & qli¢Ge= A(G) + 1 ouG & uma
arvore, entad (G[H]) =T (G) x I'(H), sendoH um grafo qualquer disjunto de.

Além disso, a seguinte desigualdade geral foi encontrada:

Teorema 3.4 ([2]) Sejam G e H grafos disjuntos. Bt

M(G)xT(H)<T(GH]) <2"©(r(H)-1)+T(G)—1.
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4  Colora@o Ponderada

Apresentamos, neste capitulo, o estado da arte desteprabOs resultados mostram que
mesmo quando restrito a diversas classes de grafos simptesproblema aindaNgP-dificil.
Exibimos ainda alguns limites sobre a quantidade de coreswdecoloracao ponderada 6tima,
além de alguns resultados de aproximabilidade.

4.1 Definiao

O problema de Coloracao Ponderada foi definido por GuarudZdj e consiste em deter-
minar, dentre todas as possiveis colora¢des propfiate um grafo ponderads = (V,E,w),
aquela que possui o0 menor peso. O peso de uma colond¢c#0o & a soma dos pesos de suas
classes de cores e 0 peso de uma classe de cor &€ o maior pesowdgticse que pertence
aguela classe. A esse menor peso de uma coloracao € dadaeaclatura nUmero cromatico
ponderado, denotado pgp(G).

Conforme comentamos no Capitlloxk(G) = x(G) seG & um grafo com pesos unitarios.
Por essa observacao, podemos concluir que Colorag@teRala &€ um probleniP-dificil no
caso geral.

Para determinakx,(G), devemos observar que, quanto menos classes de coresosyverm
menos parcelas teremos para somar ao calcularmos o pesaadmloracao. Entretanto, ob-
serve na Figura 4.1, que nem sempre uma coloragao pordatiath usg (G) cores.

1 2 1 2 1 2 3 1
w(.s) =8 w(.¥) =6

Figura 4.1: Coloragao ponderada 6tima pode usar maig (@ecores.

Devemos observar que colocar os vértices mais pesados ammasma classe de cor pode
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reduzir o peso da coloragao, uma vez que somaremos apemas pesado. Por exemplo, veja

a Figurd 41

1 3 1 3
© (9 (2 (9
2 2
@ ©, @ ©,
2 1 3 1
W) = 14 w() = 12

Figura 4.2: Colocar vértices pesados em uma mesma classe dede reduzir o peso.

Podemos, entao, perceber que 0s pesos sao essenciaieeninarmogp(G). Sendo
assim, mesmo quando estudamos classes particulares dg, geafios apenas informacgoes adi-
cionais sobre a estrutura do grafo, mas nao sobre os pesafdizes do grafo. Isto torna o
problema particularmente dificil, mesmo para classega®g simples.

4.2 Complexidade

Para os seguintes resultados de complexidade, com oedagieles sobre classes de grafos
nas quais Coloracao PonderadhlB-completo, estaremos nos referindo a versao de decisao
deste problema, no qual busca-se determinar se existeaoouma coloracao propri&@ de um
grafo ponderad® = (V,E,w), tal quew(.#) < g, para algung € R, dado como entrada do
problema.

Como comentado no Capitdlb 1, o problema de Coloracaddtada & P-dificil, uma vez
que Coloracao de Grafos & o caso particular de Colorgiderada no qual os vértices tém
pesos unitarios. Usando o mesmo argumento, como o prolden@loracao de Grafos nao
pode ser aproximado com fatof, para algume > 0, a menos qu® = NP [43], Coloracao
Ponderada também nao pode. Por outro lado, sabemos qoélerpa de Coloracao Ponde-
rada pode ser aproximadamente resolvido em tempo polihconaum fator de aproximacgao

padracO(n/logn) [A2].

Coloragao Ponderada em grafos bipartiddéFecompleto, uma vez que foi provado que
este problema BIP-completo mesmo se o grafo é bipartido cAG) < 14 [12] e que &NP-
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completo mesmo se o grafo € bipartido e livreRidLT]. Entretanto sabe-se calcular uma
coloracao ponderada 6tima em tempo polinomial pareogrbipartidos com 2 diferentes pe-
sos nos vertices [12] e para grafos bipartidos livre®dfL1]. Alem disso, & conhecido um
algoritmo%-aproximativo para grafos bipartidds [11] e que, a menosRjg#eNP, nao existe
algoritmo aproximativo com fatcﬁ — ¢, para algune > 0, para esta classe de grafosl [12].

Uma vez que podemos obter uma orientagao transitiva @ssagrde um grafo bipartido
orientando todas as arestas de uma particao para owrmagtafo bipartido € de comparabi-
lidade e, dessa forma, concluimos que Coloracao PodaerhlP-completo para grafos de
comparabilidade.

O problema de Coloracao Ponderada em grafos linha detibipsieN P-completo [12] e
possui um algoritmo aproximativo com fator de aproxinmagg, tal queA &€ o maior grau de
um vértice,0 = po=1e€:

_ A
Sl (L—pi/B)

Pa

Entretanto, para qualquér> 3, € > 0, o problema de Coloragao Ponderada nao pode ser
aproximado com o seguinte fator, a menos BueNP, em grafos linha de bipartidos regulares
de grauA:

Alem dos resultados polinomiais citados anteriormenta geafos bipartidos também se-
rem validos para arvores, & conhecido um esquema deia@e&o de tempo polinomial para
k-arvores parciais [14], em particular, para arvores. Wradavore & definida recursivamente
como segue: umigarvore cok+ 1 vértices consiste de uma clique cér 1 vértices e dada
umak-arvore comn vértices,n > k, constroi-se um#-arvore corm+ 1 vértices adicionando
um novo veérticev a ess&-arvore, fazendo-o adjacente a uma clique de tamandessak-
arvore. Uméak-arvore parcial € um subgrafo de utkarvore. A complexidade deste problema
parak-arvores parciais continua em aberto.

Sabemos que os cografos, também conhecidos como gratssdisP,;, nao possuem ciclos
impares de tamanho maior que 3, uma vez que tal ciclo indunin P4. Logo, todo cografo
que nao possui triangulos & bipartido. Apesar desse @itwracdo Ponderada em cografos &
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polinomial.

Para mostrarmos que o problema de Coloragcao Pondera@gaspodesolvido em tempo
polinomial para cografos, devemos introduzir mais algessltados.

Um grafoG é perfeito se, e somente se, para todo subdiafoG, w(H) = x(H). Chud-
novsky et al.[[8] provaram qu® é perfeito se, e somente §€&nao possui buracos impares nem
seus complementos. Logo, todo cografo é perfeito. Al&aajia seguinte caracterizacao para
cografos foi demonstrada efm]10]:

Proposicdo 4.1 Um grafo Gé& um cografo se, e somente se, para todos os subgrafos induzid
G de G, o algoritmo guloso quando aplicado em qualquer ordedos \ertices de Gobtem
uma colora@o comy (G') cores.

De posse deste resultado, e da suposicao que podemosjtezergrafo dado como en-
trada possui pesos estritamente maiores que zero, poiswelea influenciam no peso de uma
coloracao, Demange et &l.J12] puderam obter os seguiesedtados:

Lema 4.1 Se G= (V,E,w) & um cografo ponderado, & todas as colordiges ponderadas
otimas.” = (S, ..., ) de G satisfazem# x(G).

Demonstra@o: Suponha, por absurdo, uma coloracéo ponderada ¢#tha (S;,...,S,) de

G = (V,E,w) tal quek’ > x(G). Sem perda de generalidade, supomig,) > ... > w(S,).

Crie uma orden® dos vértices dé& colocando, nesta ordem, primeiramente os vértices de
S,. depois o0s d&, e assim sucessivamente. Sefa= (S,...,S) ak-coloracao obtida pela
aplicacao do algoritmo guloso a ordéin Observe que, para todo veértice S] Ve S, para
algumi < j. Uma vez quev(S) > w(S;), temos quev(§ U{v}) =w(§) > w(S). Comok <K/,
Si1=...=S¢ =0 e cadaclasse de c§r# 0, para todo = 1,...,K, temosw(.¥) < w(.&").
Absurdo, pois¥” era uma coloragao 6tima. O

Vale ressaltar que o lema anterior &€ também conseciiéincieoremB 4l 1 demonstrado por
Guan e Zhul23].

Proposicao 4.2 Seja G= (V, E,w) um cografo ponderado. E&b, uma colorago.” = (Sy,. .., )
construda pelo algoritmo guloso, baseada em qualquer ordetal que u< v (ou seja, u antes
de v emf) implica W(u) > w(v), &6tima.

Demonstra@o: Sejamt; > ... > t; osr diferentes valores de pesos dos vérticessdeSeja
G(s) o grafo induzido pelos vértices com peso maior ou igugliee., G(s) = G[{v|w(v) > ts}].
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Observe quev(S) > max{tsjw(G(s)) > i}, ou seja, temos)(G(s)) classes de cores com peso
pelo menods, uma vez que teremos uma clique de tamamiiG(s)) contendo vértices com
peso superior ou igualta

Desta forma, se considerarmos qu&,;) > ... > w(S), entdo os primeiro&(G(1)) con-
juntos § da sequéncidS,,..., &) tem pesow(S) = t; observe também que os primeiros
w(G(2)) conjuntos terao peso superior ou igudp &, de forma geral, os primeiras(G(s))
conjuntos terao peso superior ou igtgal

Suponha, agora, uma colorac&o= (S, ...,S) obtida pelo algoritmo guloso sobre uma
ordem de vértices tal que(vi) > ... > w(v,). Sejav; 0 vértice mais pesado a receber a
cor S, ou seja,w(S) = w(v;). Observe que o subgraf8[{vi,...,vi}] & um cografo para
0 qual o algoritmo guloso produz uma coloragcdo com o nonmemimo de cores. Logo,
X(G[{v1,...,v}]) =i = w[{v1,..., v }], poisG & perfeito. Concluimos, entao, qué satis-
fazw(S) = max{ts|w(G(s)) > i} e, entdo,” &€ uma coloragao 6tima. O

Outra classe de grafos relacionada aos grafos bipartidatos grafosplit. Dizemos que
um grafo & bipartido se o seu conjunto de vértices pode aicipnado em dois conjuntos
estaveis disjuntos. Um grafo & dgplit se 0 seu conjunto de vértices pode ser particionado em
um conjunto estavel e uma clique. Assim como no caso dosgapartidos, Coloracao Pon-
derada em grafasplittambém &NP-completo. Para exibirmos a demonstragao desse respltad
considere a seguinte definicao:

Defini¢do 4.1 Dados um grafo G= (V,E), uma colorago c de G e um conjunto SV(G),
dizemos que uma cor x ocorre em S se, e somente se, existe\@lgiom ve S tal que a

c(v) = Xx.
Proposicdo 4.3 [L2] Coloracao ponderada fortemente NP-completo para grafsit.

Demonstra@o: A reducao se dara a partir do problema de cobertura nairdenum con-
junto. Mais formalmente, dados um conjure= (S1,...,%), uma familia de subconjuntos
¢ = {Ci |Ci C S eic I} e um inteiro positivay, existe uma subfamilia” = {Ciliedtce
tal queU;c;Cj = Se | < g?

Iremos construir um grafo ponderasgplit G= (SUK, E,w) da seguinte forma:

» Paracada elemenm€_§ associa-se um veértigeno conjunto estavedcom pesal |+ 1;

» Para cada subconjun@ € ¢, associa-se um veértiag na cliqueK com pesadl|;
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» Ses ¢ Cj, associa-se uma aresta ergre ;.

Dada esta construgcao do graifalit, temos:

Observago 4.1 Existe uma subfaitia 4" = {C; | j € J} C ¢ tal que;c;Cj =S e[J| <q
se, e somente se, existe uma colémg de G tal que ¥¢) < [I|?+q.

Se existe uma subfamili@ = {C; | j € J} C ¢ tal quelJ;c,;Cj = Se |J| < g, entdo exibiremos
uma colorag&e tal quew(c) < |I|?+ q da seguinte forma:

 Atribuamos uma coloracao qualquer a clique;

» Se o0 elements € coberto pelo conjunt@;, atribuamos a cor dg ao vertices.

Observe primeiro que spé coberto pelo conjuntd, 5 € G, conseqilentements;, ¢j) ¢ E(G)

e, portanto, a coloracao é prépria. Uma vez que no magjisubconjuntos foram escolhidos
para cobrir 0 conjunt&, no maximoq cores serao utilizadas para colorir o est&edPortanto,
w(c) < 112 +q.

Por outro lado, se existe uma coloragiie G tal quew(c) < [1]?+ g ent&o:
+ N&o existe uma cor com apenas vérticesSdpois, neste casay(c) > ||+ |I| +1 >
17 +q;
+ No existenp > q cores deK utilizadas ens, pois teriamosv(c) = |12+ p > [1]2+q.
Desta forma, no maximqg cores deK ocorrem emS e, entao, se escolhermos 0s conjuntos
Ci correspondentes aos verticesKleujas cores ocorrem ef§) veremos que esses conjuntos

formardao uma cobertura @& pois cada vertice d&foi colorido com alguma cor e sera coberto

pelo conjunto que recebeu a mesma corkem O
Para grafosplit &€ conhecido um esquema de aproximacao de tempo polihfid]a

Um grafoG = (V, E) & ditoP4-carregado se para to&LC V tal que|S| < 6, seG[] possuli
mais de 2P,’s distintos, entads[S & um grafosplit.

Um fato que ndao encontramos na literatura, mas & simplee gerificar € que todo grafo
split & Ps-carregado. Logo, uma vez que Coloracao Ponderada ewsgrait &€ NP-completo,

também o sera em graf®-carregados.

Outra conseguiéncia deste problemaNsrcompleto para grafosplit, € que ele também o
sera para grafos cordais e para grafos livre®gePara os grafos de intervalos, que sao uma
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subclasse dos grafos cordais, este problema aittla&mpleto [14]. Coloracao Ponderada
ainda &NP-completo mesmo s & um grafo planar sem triangulos e catG) < 4 [11].

Para o caso geral foi demonstrado quésse um grafo com largura em arvore limitada,
entao uma coloracao ponderada de peso minimo queautiinres, para alguma constamie
pode ser calculada em tempo polinomial, caso existardomdoracao propria dé [23].

Agora consideremos qualquer classe de gr&fesim grafdG € ¢ e suponha que Coloragao
Ponderada 8lP-completo para tod® € ¢. Entao:

Proposicao 4.4 ([12]) Seja¥ uma classe qualquer de grafos ponderados rertices. Se o
problema de Colora&o Ponderada er & NP-completo edb, a menos que £ NP, para todo

ce N, ¢c> 1, nenhum algoritmo de tempo polinomial pode calcular umaga de Colorago
Ponderada en¥ tal que a diferenca entre o seu valor étmo seja limitada superiormente
por c. Akem disso, se o problema de CologacPonderada fortemente NP-completo, éot a
menos que P- NP, Colorag@o Ponderada er¥ nao pode ser resolvida nem por um esquema
de aproximago pad&o, nem por um esquema de aproxidadiferencial de tempo completa-

mente polinomial.

Sabemos também que para os grafos que admitemkernéoracao propria, existe um
algoritmo aproximativo para o problema de ColoragZo Roath com fatok®/(3k? — 3k + 1)
[14] e, se para tais grafos o problema de Coloracao poad.igil[13] for polinomial, entao
para esses grafos existe um esquema de aproximacao depeimpmial [14].

Veja o resumo dos resultados de complexidade deste aapaulabel@Z12.

4.3 Limites

Como o valor do nUmero cromatico ponderado depende dass mksgrafo dado como
entrada e como, no caso geral, os pesos podem assumir queatprereal ndo negativo, nao
s&o conhecidos bons limites pg{g(G). Trivialmente, se denotarmos pkio maior peso de
um vértice em um graf®, podemos observar qug(G) < kn, tal quen = |V (G)|. Com essa
suposigao concluimos também gug(G) < kx(G), pois existe uma coloragao propria com
X (G) cores e o peso de cada classe de cor & no makimo

Existem alguns limites com relacao a quantidade de cdeesma coloracao ponderada
otima. O limitante inferior para a quantidade de cores da woloracao ponderada 6tima &,
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Classe de grafos Complexidade Aproximacgoes
Caso geral NP-Completo O(n/logn) [L2]
Com largura em arvore limitada Polinomial para cores [23] PTAS [14]
Cografos Polinomial [12] -
Bipartidos com 2 pesos diferentes Polinomial [12] -
Bipartidos livres dé> Polinomial [11] -
BipartidosG tal queA(G) < 14 NP-Completo [12] 8/7-aprox. [11]
Bipartidos livres dé>; NP-Completo [11] 8/7-aprox. [11]
: o A
Linha de bipartidos NP-Completo [12] TRy [1L2]
De comparabilidade NP-Completd ?
Split NP-Completo [12] PTAS [11]
Livres dePs NP-Completd ?
Cordais NP-Completd ?
P4-carregados NP-Completd ?
De intervalos NP-Completo [14] ?
Planare<s, sem triangulos A(G) < 4 NP-Completo [11] ?

Tabela 4.1: Resumo - Complexidade

obviamente, o nUmero cromatico, mas vale ressaltar gueal0s para 0s quais esse niamero
pode ser estritamente superior ao nUmero cromatico, canexemplo da Figufa4.1.

Para limites superiores, Guan e Zhu demonstraram que:

Teorema 4.1 [23] A maior quantidade de cores utilizada em uma col@agponderadatima
de um grafo G igual al' (G).

Ainda sobre limites superiores para a quantidade de coresndecoloragao ponderada
otima de um grafo ponderado, Demange etal. [12] demoastrgue:

Proposicao 4.5 Sempre pode-se construir, a partir de uma col@magropria .’ qualquer,
uma k-colorago . = (S, ..., tal que W.v) <w(’) e k< A(G) + 1.

Demonstrago: Suponha uma coloraca®”’ = (S,...,S,) qualquer de um grafG = (V,E)

e, sem perda de generalidade, q8,) > ... > w(S,). Defina. = (S, ...,S) como sendo

a coloracao obtida pela aplicacao do algoritmo gulasgrafoG e a uma ordent) deV(G)

tal que os primeiros vértices dksao os vértices d8,, depois, nessa ordem vém os vértices
deS, e, assim, sucessivamente.\Be S, entdov € S; para algumj <1i, o que implicak < K

1E conhecido algoritmo polinomial para determinar uma @jao de menor peso que useores, para algum
namero inteira dado como entrada.

2Todo grafo bipartido & de comparabilidade.

3Consequiéncia da complexidade de Coloracio Pondenadeadossplit.
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ew(”) <w(.’"). Observe também que se houvesse algum vévte® uma classe de cor
k+1=A(G)+ 2, uma vez que cad§ & um conjunto estavel maximal, significaria que
possuiriaA(G) + 1 vizinhos, o que & uma contradicao. Loge; A(G) + 1. O

Podemos observar que em toda coloracdo ponderada &fima S, ..., S) de um grafo
G qualquer, tal quev(S;) > ... > w(&), pode ser transformada em uma coloragao tal que todo
veértice de§ possui pelo menos um vizinho e, para todd, j € {1,...,k} comj >i. Em
outras palavras, pode-se assumir sempregueuma coloracao gulosa. Esse fato ja havia sido
utilizado por Guan e Zhu na demonstracao do Teoifena 4uneé&erramenta importante para
demonstracdes sobre coloracdes ponderadas Otireagitjgamos.

Uma outra consequéncia desse resultado & g &e grafo linha de um grafbl, i.e.,
G = L(H), entdo pode-se construir, a partir de uma coloragapri@&”’ qualquer, ume-
coloracao? = (Sy,...,&) paraG tal quek < 2A(H) — 1.

Outro fato interessante que eles observaram foi que se, encaloracao ponderada 6tima
< ={S,...,&} de um grafoG, existiremy (G) = q classes de core§,...,Sq de mesmo
peso, entao essas classes de cores devem ser as maisuesaga,ie= k— Q.

Proposicao 4.6 Se G= (V,E,w) & um grafo ponderado com r pesos diferentes-e y(G) &
seu rimero cronatico, entio toda k-colorago ponderadatima.”* = (Sj,...,S;) satisfaz:
W(S) > W(§', 4 1), paratodo i< k—q. Em particular, k< 1+r(q—1) e existem exemplos
gue satisfazem este limite na igualdade.

Demonstragio: Suponha, por absurdo, que existe um indied 1,...,k—q}, tal quew(S") =
... =W(§ 4 1) Observe que par@ C G, x(G') < x(G). SejaG’ o subgrafo induzido por
SU...US 4 1. Comox(G) =g, podemos atribuir uma coloracaoGi com no maximay
cores, obtendo uma coloracao propsaparaG com peso estritamente inferior.&*. Para
tanto, vejamos os detalhes:

W) = WS A+ W)
= W(S)+... +W(S_) +aWS) +W(S o)+ +WS)
> WS+ W) +aMS)
> w(Y)
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5 Resultados Gerais em Colorag
Gulosa

Neste capitulo, apresentamos alguns resultados sobre determinar o nUmero guloso
de grafos cuja arvore decomposi¢ao modular &€ bem esizatia. A estratégia utilizada € de,
a partir do numero guloso das folhas da arvore de decoggmsnodular, calcular o niUmero
guloso dos nos internos através de uma busca em pos-o@ara tanto, na Seciab.1 apre-
sentamos resultados conhecidos na literatura sobre wl@@o nUmero guloso em noés série e
paralelo e na Secda®.2 como tal calculo pode ser feitdgumsnoés de vizinhanca.

5.1 Nimero guloso de 1@s €rie e paralelo

A determinacgao do nUmero guloso em nos série e paraledotir do nUmero guloso de seus
filhos & um fato bastante conhecido na literatura, pois Artag e J. Lehe[]24] demonstraram
como calcular o nimero guloso de um cografo em tempo poialantilizando sua avore de
decomposicao modular.

Como nao existem nos de vizinhanga em uma arvore de geExigdo modular de um
cografo, o algoritmo polinomial que A. Gyarfas e J. Lehelmbnstraram usa as seguintes
proposi¢oes para calcular o nUumero guloso de um codeafpercorrendo a sua arvore de
decomposicao modular em pos-ordem.

Proposicao 5.1 Seja v um f interno daarvore de decomposio modular TG) de um grafo
G que representa umadulo paralelo e sejardvy,..., v} seus filhos. E@dio '(G[M(v)]) =

maXe(1,.. kg M (GM(W)]).

Proposicao 5.2 Seja v um f interno daarvore de decomposio modular TG) de um grafo
G que representa um dgdulo €rie e sejam{vy,...,w} seus filhos. E@@io I'(GM(v)]) =

Yie,..k T (GIM(w)]).
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Como esses resultados sao validos para quaisquer grafasncontrarmos algoritmos po-
linomiais para calcular o nUmero guloso de um determinadfmguja decomposi¢cao modular
€ bem determinada, apenas € necessario determinar @outac 0 numero guloso dos seus
nos de vizinhanca em tempo polinomial a partir do nUmedogp de seus filhos, ou seja, de
seus fatores.

5.2 Niumero guloso em alguns as de vizinhanca

Nesta secao, apresentamos algoritmos de tempo polihpanacalcular o numero guloso
de alguns noés de vizinhanga em fun¢do do numero guleseds fatores. Esses resultados sao
validos para quaisquer classes de grafos cujas decorbpesitodulares possuam tais nos de

vizinhanca.

521 B, PseCs

Veja quePs, P; e Cs sao grafos primos. Existem classes de grafos, como algapnasen-
tadas no Capituldl 7, cuja decomposicao modular podeupasss de vizinhanca tais que o
grafo quocient&(v) & isomorfo a um desses grafos.

Um no6 de vizinhanca cujos fatores nao sao necessartargesifos triviais denotamos por
no gordo. Denote pdC:, por P e porP_g 0s nos gordos ilustrados na Figlira3.2.1. Apresen-
tamos a seguir como calcular o nUmero guloso desses résadmno nUmero guloso de seus
fatores.

@N Hz < Hs < mN@
RS

Figura 5.1: Modulos de vizinhanca gordos.

Notagdo 5.1 Seja G= (H1U...UHs,E) um grafo isomorfo a um dosbs gordos da Figura
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£.21. Denotd (G[Hi]) por ' e denote uma ordem que produza uma colacacoml” (G[H;])
cores para GH;i| por 6, paratodo i€ {1,...,5}.

Definicdo 5.1 Dados grafos G e H, dizemos qué&o grafo obtido de G pelaubstituicaale
um \ertice ve V(G) pelo grafo H se VG') = {V(G)\{v}}UV(H) e E(G') = {E(G)\{uv|ue
Ng(V)} JUE(H)U{uh|ué&e Ng(v) e he H}.

Para demonstrarmos os resultados anunciados, precisaibiosiseguinte proposicao que
generaliza a Proposic&o B.3:

Proposicao 5.3 Sejam G, H,...,Hp, grafos disjuntos e seja+# |[V(G)|. Em uma colorago
gulosa do grafo G, que é obtido pela substituép do \ertice v € V(G) pelo grafo H, no
maximol (H;) cores ocorrem em cada subgrafo induzidoHG*, para todo i€ {1,...,n}.

Demonstrago: Considere uma coloracao gulasde um grafdG* e sejammy, ..., np asp cores
que aparecem e®* [V (Hy)|, para algunk € {1,...,n}. Denote poiS, 1 <i < p, 0 conjunto
estavel formado pelos vértices Hg coloridos com a con;. Sejau um vértice deS. Como

Cc &€ uma coloragao gulosa,possui pelo menos um vizinho colorido com a ogr para todo

j <i. Afirmamos que, para todp< i, u possui um vizinha;j € Hy colorido com a con;. Para
demonstrar esse fato, suponha o contrario. Copazorre enmHy existe pelo menos um vértice
vj € Sj. Uma vez quei recebeu a com;, ele possui um vizinhej; emV (G*)\V (Hx) com a cor
n;j. Entretanto, pela Definicda $.&; também & vizinho dej, pois a vizinhanca de e vj em
V(G*)\V(Hk) € a mesma. Isso & uma contradicao, pois toda coloiggasa é propria. Logo,
concluimos que < I'(G*[Hy]) < T (Hy). O

E facil verificar que a ProposicB0B.3 & o caso partictéalProposicab 5.3 no qual todos os
grafosHs, ..., Hy sdo isomorfos a um gratd.

Para as proposicdes seguintes, considere que as adgscentreH,, ..., Hs ocorrem de
acordo com a Figufa®.2.1.

Proposicao 5.4 Dados os ameros gulosos dos grafog H. ., Hs, 0 nimero guloso de um:P=
(H1U...UHs, E) pode ser calculado em tempo constante.

Demonstrago: Suponha que” = (Sy,...,S) € uma coloragao gulosa otima p&3 ou seja,
< possuil’ (PZ) cores de tal forma que cada vértieee § possui um vizinhau € §j, para
todoj <i,i,j€{1,...,k}. Fagamos uma analise por casos do comportamento de ungasol
gulosa 6tima. O calculo em tempo constante pode ser fe#@wés da determinacdo do maior
valor de uma solugao, dentre a quantidade constante de gas vamos analisar:
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1. Se existe um vérticec Hy colorido com a maior cof, entaol (P) =1 +I>.

Neste caso, comepossui vizinhos com todas as co®s. .., S 1, concluimos qué =
[(PZ) <1+ T2, pela Proposi¢alb d.3. Por outro lado, observe que quatirdenagéo
paraV (P;) que tenha primeiramente os vérticedtiele acordo com a ordefh e depois

0s vértices dél, ordenados po#, leva o algoritmo guloso a produzir uma coloragao para

Pz com pelo meno§, + I, cores.

2. Se existe um vérticec Hs colorido com a maior cof, entaol (P) =4+ .

A demonstracao desse caso €& analoga a anterior.
3. Se existe um vérticec H, colorido com a maior co%,, entao

M+Tro+T03 , sel1 <Ty;
FrPs) =4 M+ry ,sel1>T4el3< s
M+To+l3—95 ,sel'1>r4er3>sl;

sendos; =11 —T4.

Assim como nos casos anteriores, sabemos ¢Bg) < 'y + >+ I3, pois, uma vez que
v € Hy, todas as cores ocorrem éifv), ou seja, entHq, Hy e Hs e, pela Proposicda .3,
nao podemos utilizar mais qulig cores em cads;, i € {1,2,3}.

(@) Sel4>Tq, entdao (PY) =T1+TMa+Ta:
Neste caso, uma ordem sobre os vérticelRidgue comece pddy, 61, 83 € 6>, nessa
ordem, leva o algoritmo guloso a produzir uma colorac@a pacom pelo menos
M1 +T>+T3cores.
Isso é fato, pois como nenhum vérticeldieé adjacente a nenhum vérticeldg as
cores utilizadas pelo algoritmo guloso para colétirsao reutilizadas para colorir
H;. Nenhuma cor utilizada eidz também ocorre erhl4, ou seja, todas as cores de
Hs sao diferentes das coreside.
Logo, o algoritmo guloso produz uma coloragao que posspiianeirag 1 cores em
Hi, '3 cores distintas erHl3 e, conseqiientemente, outfgscores enH,, podendo
inclusive ser cores ja utilizadas &y que nao foram reutilizadas ehly. Dessa

forma, a igualdade segue.
(b) Senad 4 < I1:

Sob essa hipotese, existem ordenacdes para as quaistagdea de cores utilizadas
emH, nao é suficiente para colokit;. Sejas; = ' — N4 a quantidade de cores que
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sobram enmH; com relacao &4 e que podem eventualmente ser utilizadas para
colorir Hs.

» Sel3 < s, entaol (P) =1+
A intuicdo deste caso &€ que mesmo que sejam utilizAgad 4 cores enmH;
e Hy, respectivamente, se a quantidade de cores que sobraty ersuficiente
para colorirHs, entaoHs € colorido com cores dd;. Mais formalmente, veja
que uma ordem sobk&(PZ) que comece pofy, 6s, 63 e 6>, nessa ordem, leva
o0 algoritmo guloso a produzir uma colora¢cao com pelo ménoesrl , cores e
toda cor utilizada entl3 ja havia sido utilizada para colorir algum vértice de
Hl.
Por outro lado, nao existe coloragao gulosa com maisiquel > cores sob
essas suposicdes. Para comprovar esse fato, suponh@ricorsuponha que
existe uma ordem que leva o algoritmo guloso a produzir fafagao.”’ para
Pz com mais qud 1+ I'> cores. Pela Proposicia b.3 e pela observacao que
todas as cores ocorrem &My, H, e Hs, existe pelo menos uma c& que
ocorre emHs e nao ocorre erAl; e emH,.
Pela hipotese sabemos, dquet 4 < M1, ou seja,””’ possui pelo menads; +
344+ 1 cores. Como todas as cores.@déocorrem enHq, Hy e Hz, existe
pelo menos uma cdj que ocorre en$; e nao ocorre erkly, Hz e Ha.
Isso & uma contradi¢ao, pois os vértice§demH3z nao possuem vizinhos com
cor §;j e os vértices d&§ emH; ndo possuem vizinhos com a ®r Em outras
palavras, neng < Sj e nemS;j < S.

* Senad 3 > s, entaol (P) =M+ +TM3—s:
Intuitivamente, neste caso, se a sobraHdenao € suficiente para colofits,
entaos; cores deH; ocorrem enHs. Formalmente, veja que uma ordem sobre
V(PZ) que comece pof, 8s, 63 e 6>, nessa ordem, leva o algoritmo guloso a
produzir uma coloragao com pelo merast N>+ I3 —s; cores.
Para mostrar que(P) <T'1+T>+T3—s;, 0 mesmo raciocinio do caso ante-
rior pode ser aplicado. Suponha, por absurdo, que existealoecao gulosa
' paraP; com mais qud 1+ >+ '3 —s; cores. Observe que existem pelo
menod 3 —S1+ 1 cores que ocorrem ehtg € nao ocorrem erkl; e Ho.
Por hipotese,”’ possui pelo menoB; +T,+T3—s =2+ T3+4+1 co-
res. SejaS uma dessas cores. Logo, existe uma$oque ocorre enH; e
nao ocorre enly, Hz e Hy. A existéncia das core§ e Sj implicam em uma
contradicao por um raciocinio analogo ao caso prededen
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4. Se existe um vérticee Hy colorido com a maior cog,, entao

5+04+T3 ,sels<TIo;
F(Ps) =14 Ts5+T4 ,selfs>Trel3<ss
54+T44+M3—S ,selg>Iyel3> s

sendoss =I5 —1I5.

A demonstracao deste caso € analoga a anterior.

5. Se existe um vérticec Hz colorido com a maior cog,, entao

o+T3+T4 ,sel[1>Tao0ul5>1y;
FPE)=4¢ Mo+TM3+Ms—s4 ,seli<lsels<loely—sy >0
[o+T3+4—5 ,sel1<lgelg<loely—s4<I5;

sendosy =T —Tgey=0I4—1TI1.

Novamente, podemos concluir facilmente &) <>+ T3+ 4, pela Proposicaad.3
e pelas hipoteses qwes Hz ev e S.

(@) Sel'1>Tao0ul5> T, entaol (PY) =T+ T3+ T4
Em ambos os casos, observe que existe uma ordem para ossedP; que leva o
algoritmo guloso a produzir uma coloracao com pelo ménaesl 3+ 4 cores. Se
M1 > 4, basta tomar uma ordem qualquer que comecépd, 63 e B,. No caso
del 5 > I, basta tomar uma ordem que comece @R16,, 65 € 6,.

(b) Senad 1 <lgels <y
Comol; < Iy, uma ordem que comece péy, 64, 63 e 6>, induz o algoritmo
guloso a gerar uma coloragao com pelo mengs '3+ N> —s4 cores. Usando a
hipotese qués < ', uma ordem que comece P&y, 6, B3 e 64, nessa ordem, induz
o algoritmo guloso a produzir uma coloracao com pelo ménos M3+ 14— Sp.
Precisamos, entao, provar que esses limites inferiorebém sao superiores em
casos bem determinados.
Observe que existe sobra de cores tantdiemue pode ser reutilizada er3, como
existe sobra de cores # que pode ser reutilizada @fa. Fagamos a demonstracao

dos seguintes subcasos:
* Selp—s4 > T, entaol (BY) =T+ T3+ —sa
Para mostrarmos tal igualdade, precisamos apenas vegjtieai(P;) <4+
3+ 2 —s4, pois ja sabemos qugP;) € pelo menos esse valor. Suponhamos
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por absurdo que existe uma coloracao gulggaom mais qué 4 +3+o —
4 cores parde;.
Pela Proposi¢cda 3.3 e pela hipbtese gaeHs, existem pelo mends, — s+ 1
cores que ocorrem eht, € nao ocorrem erklz e nem ocorrem erkl;. Como,
por hipbtese['s < ', —s4 + 1, existe pelo menos uma c§remH, que nao
ocorre entHs, Hy e Hs.
PoroutroladoJ 24+ T3+ Ts—s1s+1=T1+T2+T3+1, ou seja, existe uma
corS§j emH,4 que nao ocorre ey, Hy e Ha.
Isso & um absurdo, pois os vérticesSlem H, nao possuem vizinhos com a
cor §j, nem os vértices d§; emH, possuem vizinhos com a c8.

* Selp—sp < T, entao (F) =T+ T3+ —:
Para demonstrarmos esse fato, usamos novamente a sirodfia\@ja que na
analise do caso anterior, consideramos a hipotese dessdora das cores de
H4 emH2 e chegamos a conclusao que se a quantidade de cdigslderentes
da sobra deél, for maior ou igual d 5, sabemos como calcular o nUmero guloso
doP%.
Usando o mesmo raciocinio, podemos concluir o seguirdeltatorma analoga:
Sely—s <y, entaol (By) =4+ T3+T>—5s. Sob essa hipotese, usando
a simetria, chegamos exatamente a conclusao que desgjams sob uma
hipotese aparentemente diferente. Entretanto, comonpasleerificar que
M4—s <1 se, e somente s€, — 4 < 's, a demonstracao do caso com-
plementar & exatamente a demonstra¢ao do caso simétrianterior.

De posse dos valores dig,...,I's podemos determinar o maior valor dentre todos 0s casos
acima descritos em tempo constante, pois a quantidade de eanstante e o calculo em
cada um também pode ser feito em tempo constante. Tal #azatament& (P;), pois es-
tamos analisando todas as possibilidades de posicionamentm vértice com a maior cor e,
conforme demonstrado em cada caso, nao pode existir calmgulosa com uma quantidade
maior de cores. O

Proposicao 5.5 Dados os imeros gulosos deH .., Hs, 0 nimero guloso de unag‘ = (H U
...UHs, E) pode ser calculado em tempo constante.

Demonstra@o: Suponha que” = (S,...,&) € uma coloracdo gulosa palif% com F(F%‘)
cores. De forma analoga a ProposiGad 5.4, fagcamosmente uma analise por casos:
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1. Se existe um vérticec H; colorido com a maior co%;, entéoF(F%) =[1+Ty+T3.

A demonstracao desse caso € simples, pois qualquererqﬂtepara/(F;g‘) gue contenha
suborden$,, 6, e 65 induz o algoritmo guloso a produzir uma colora¢cao com pe00s
M1+ T2+ 3, visto que as cores nao se repetem entreH, e H3. Também nao se pode
utilizar mais do que essa quantidade de cores, pela PrapdSi8 e pela hipotese que
Ve H;.

2. Se existe um veérticec H, colorido com a maior co%,, entao:

(

M+T2+T3 ,sel4<TI3
F(F;‘)— M1+To+T4 ,ser4>r3erlgr5
° M 4+To+T4—s ,sefg>Tzel>Tsels—s >3

M4+To+T3— ,selg4>T3el1>Igel4—s1<l3

\

sendos; =1 —Isep=04—TI3.

* Sely < T3, entaol (PY) =T+ +l3:
Veja quer(P_g) >T1+ T2+ T3, pois uma ordem sobM(P_g) que comece pob;,
6, e 63 induz o algoritmo guloso a utilizar pelo menos+ N> + M3 cores.
Por outro lado, suponha, por absurdo, que existe uma camgglosas”’ com
M+ro+Ir3+1 paraF%‘ sob as hipoteses qwes Hy e M4 < I'3. Pela Proposicao
e pelas hipoteses, existe uma Sogue sb possui vértices ehy. Usando a
hipotese qud 4 < N3, observamos que”’ possui pelo menoBy + T+ T4+ 1
cores. Logo, existe uma c§; que sO possui vertices ddz. Isso & um absurdo,
pois nenhum veértice de, colorido com a col§ é adjacente a nenhum vértice de
Hz colorido com a cof;, ou sejaS nao pode ser nem maior, nem menor, §ue

e Senad 4 > I3:

— Sel5>Ty, entdo (P:) =M1+ T2+
Usando a hipotese ques > 1, podemos concluir facilmente qU‘e(P_g) >
M1+ T2+ T4, pois uma ordem sobre os v'erticesF&eque comece pobs, 64,
6, e 6>, nessa ordem, induz o algoritmo guloso a usar pelo mened >+ 4
cores.
Para mostrarmos que esse limite também & superior, sappohabsurdo, que
existe uma coloracao gulos#d’ paraP_*, pelo menos 1 +T2+T4+1 cores.
Pela Proposicda 3.3 e pela hipbtese gaeH,, concluimos que existe uma cor
S que sb6 ocorre erhl; (observe que s§ ocorre enHsz, nao pode ocorrer em

Hs).
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Usando a hipotese guie > I'3, uma vez que””’ possui pelo menos; + I, +

4+ 1 cores, sabemos qué’ possui pelo mends; + I, + 3+ 2 cores. Dessa

forma, existem pelo menos duas coﬁ%s sz gue sb ocorrem erdy.

Isso &€ um absurdo, pois uma delas & superf®isam possuir vértices adjacen-

tes coloridos com a cds.

— Sel5 <l
x Selg—s5 > T3, entéor(FTg) =[1+Ty+Tg—5:
Usando as hipoteses qlig > '3 e '5 < '1, podemos facilmente verifi-
car que a ordem sobké(P_g) comecada pob,, 65, 6, e 65, nessa ordem,
guando passada ao algoritmo guloso, o leva a produzir urneag@lo com
pelo meno$ 1+I>+T4—s cores.
Para mostrarmos que nao existe coloracao gulosa com uardidade
maior de cores, suponha o contrario. Sejauma coloracao pané_g com
pelo menos$ 1+I>+T4—s + 1 cores.
Comov € Hy, usamos a Proposic@ig b.3 para verificar que existem pelo
menosl 4 —$; + 1 cores que sd ocorrem ey e Hy. Pela hipbtese que
4 —s; > '3, concluimos que pelo menos uma &mdessad 4 —s1+ 1
cores soO ocorrel,.
Sabendo qus; = '] — I, verificamos queY”’ possui pelo menoE; +
Mo4+T4—s1+1=T2+T4+T5+1 cores. Novamente, usamos a hipotese
quev € Hy e a Proposicalo 3.3 para concluir que existe pelo menos ama ¢
Sj que soO pode ocorrer ehfy e Hs.
Isso & um absurdo, pois negn< §j, nemSj < §.
x Selg—s1 <3, entdor (P:) =T+ T2+ s s

Comols—s < '3 se, e somente sé,; —s4 > 5, para simplificar a
demonstracao desse caso, demonstraremos flue-sg > s, entéd’(F%‘) =
14T+ —sa.
Para mostramos qlJ'e(F%) >T1+4+T24+T4—%, apenas é necessario ob-
servar que a ordem sob\rE(P_g) induzida por@,, 63, 6; e 6,, nessa or-
dem, leva o algoritmo guloso a produzir uma coloracao cefo menos
1+ T2+T4—34CoOres.
Suponha, por absurdo, que existe uma coloracao gLﬂﬁqaaraFTg com
pelo menod 1 +T>+T4—s4+ 1 cores. Pela hipotese ques H, e pela
Proposicad@ 313, concluimos que existem pelo ménoess, + 1 cores que
s6 podem ocorrer e, H3 e Hs. Usando a hipotese qug —s4 > Is,
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verificamos que existe pelo menos uma§ajue sd pode ocorrer ehly e
Hs.

Sabendo que a colorac@d’ possui pelo menoB; +To+ Ty —s4+1=
M1+ T2+ T3+ 1 cores, pela hipotese quwe= Hy, e pela Proposicad 3.3,
observamos que existe uma &rgue so ocorre erhly.

Isso & um absurdo, pelo mesmo argumento do item anterior.

3. Se existe um vérticec Hz colorido com a maior co,, entao

;

M+T3+0> ,sel5<TI>
F(F;‘)— I e ,selg>TrelM <y
° M+T3+ls5—5 ,selg>lel1>l4el5—5>10>

MM4+T3+l5—s ,selg>lsel1>T4gelg—s5 <>

sendos; =1 —-lzess=I5—1TIo.

A demonstracao desse caso & analoga a do caso anterior.

4. Se existe um vérticec H, colorido com a maior cog,, entao

Mo4+Ta+T5 ,sel1>1TI5
F(PE) =< F4+Ts ,selM<lseg>T>
M44Ts54+lM2—s ,sel1<lgeg<l)

sendoss =I5— 1.

Novamente, sabemos que o limite superior para 0 nUmersgulesse casole + M4+
s, pela Proposicaod.3.

* Sel; > s, entaol (PY) = M2+ Mg +Ts:
Nesse caso, € simples a verificacao que uma ordem VQB}Q& iniciada por6y, 6s,
6, e 64 induz uma coloracao gulosa péf@que atinge o limite superior de cores.

* Senad 1 < Is:

— Ses; > Iy, entéor(FTg) =I4+TI5s:
Utilizando a mesma ordem do item anterior som(@_g), observe que serao
utilizadas pelo mendS, + I's cores em uma execucao do algoritmo guloso.
Para mostrarmos que nao existe coloracao com uma qadatidaior de cores,
suponha, por absurdo, uma coloracao gulﬁéq)aralgg com pelo menof4+
s+ 1 cores. Pela hipotese que Hy e pela Proposicda 3.3, verificamos que
existe uma cof que ocorre ent, € nao ocorre nem e, € nem enHs.
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Usando a hipotese quse > ', podemos concluir que”’ possui pelo menos
MNg+Ts+1=T1+T2+T4+1 cores. Novamente, pela hipotese gqueH, e
pela Proposicalb 3.3, observamos que pelo mEnasl cores ocorrem erfs
e ndo ocorrem erH e Ha. Pela Proposi¢cga 5.3, pelo menos umaSatessas
M1+ 1 cores s6 ocorre eis.
Isso & um absurdo, pois negn< §j, nemS; < S.

— Senacss < My, entéoF(F;g‘) =lg+ls5+lr—s5
Utilizando a mesma ordem dos itens anteriores, pode-sewvalbgpie o limite
inferior pode ser facilmente determinado, pois tal ordedumuma coloracao
gulosa par@_g com pelo meno§4+ 5+, —s5 cores.
Para verificarmos o limite superior, suponha, por absung®egiste uma coloracao
gulosa nesse caso cdm+ 5+, —s5+ 1 cores.
Usando a hipbtese quec Hy e a Proposicab 3.3, concluimos existem pelo
menod » — S5+ 1 cores que sd ocorrem diy, uma delas §.
Comolg+Tls+Ty—s+1=T4+T2+T1+1, observamos que existe uma
cor Sj que so6 ocorre erHls, pela hipotese quec Hy e pela Proposicgda 3.3.
Isso & um absurdo, aplicand&ae Sj 0 mesmo argumento do caso anterior.

5. Se existe um vérticec Hs colorido com a maior cog,, entao

3+T5+T4 ,sel1>14
F(PE)=4q M5+T4 ,sef1<Myesq>T3
5+TM3+T3—s4 ,sel1<lzesy <l
sendosg =T 4—T1.

A demonstracao desse Ultimo caso é analoga a do casoant

Como na proposi¢ao anterior, a determinacao do nugudoso de un’f%k apartirde4,...,lg
pode ser feita em tempo constante, pois a quantidade de&asostante e o calculo em cada
um deles pode ser feito em tempo constante. O

Proposicgo 5.6 Dados os imeros gulosos dedkl .., Hs, 0 nimero guloso de umC= (H U
...UHs, E) pode ser calculado em tempo constante.

Demonstrago: Suponha que” = (S;,...,S) € uma coloragao gulosa patg com I (C?)

cores.
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Uma vez analisado o caso de existir um vértice com a maioerdd, todos 0s outros
casos sao resolvidos pela simetria. Demonstramos o sedaia:

Sejav € H; colorido com a maior cog. Entao:

M1+T2+T3 ,sel5>Tyoulg >T3;
MCs) =< M+To+lM3—s3 ,selg<lyelyg<l3el,—s5>Trs;
M+T2+lM3—% ,selg<lrely<lzely;—s3< I

sendop; =l2—Ilsess=I3—T4.

O limite superior dado pela Proposidagl5.3 e pela higoteseyv € H; € valido, ou seja,
sabemos quB(Cs) <T1+T>+T3.

» Sel5>Tp0ulg >3 entdol (C)=T1+T2+T3:

A demonstragao desse caso & simples, poigse >, uma ordem sobr¥ (CZ) iniciada
por B, 62, 63 e 61, nessa ordem, leva o algoritmo guloso a produzir uma cdorpara
C: com exatamentE; 4> + "3 cores e o limite superior & atingido.

Casol4 > I'3, uma ordem sobré(C;) iniciada por6s, 63, 6, e 81, nessa ordem, leva o
algoritmo guloso também a produzir uma coloracao pgraomr, 4>+ 3 cores e,

novamente, atingimos o limite superior.

e Senadg<lyels<rla:

Existe sobra de cores dit3, com relacao &4, que pode ser reutilizada ey e deHo,
com relacao #ls, que pode ser reutilizada éfy, poisl's < ', el4 < 3. Para resolver
0 nimero guloso desse caso, vamos analisar o seguintessssbc

—Selp—s3>T5,entad (Cf) =M1 +TM2+T3—S3:
Para mostrarmos qugCz) > N1 + N> + '3 — s, veja que uma ordem sobvEC?)
iniciada por6s, 04, 6, e 6;, nessa ordem, induz o algoritmo guloso a produzir uma
coloracao par&; com pelo meno§, +I>+ I3 —s3 cores.
Para demonstrarmos o limite superior por reducao ao dbssuponha que existe
uma coloracéo gulosa” paraC: com pelo meno§1 + >+ 3 —s3+1 cores.

Pela hipbtese quec Hj e pela Proposi¢da 5.3, concluimos que existem pelo menos
N> —s3+ 1 cores que ocorrem eHp e nao ocorrem e, eHsz. Comolr, —s3 > s,

pelo menos uma cdg dessad » — s3+ 1 cores, também nao ocorre étg, pela
Proposica@bl3. Log& ocorre apenas ei,.
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Sabendo qué1+T2+T3—s3+1=T1+T2+T4+1, vemos que pelo menos
"4+ 1 cores ocorrem erd3 e nao ocorrem erkl; e Hy e vemos também que, pela
Proposica@’l3, existe pelo menos uma$ogue soé ocorre erhls.

Isso & um absurdo, pois negn< S; e nemS; < S.

—Sely—sz<TI5,entad (C) =T1+TM+T3—:
Comol,—s3<I5se, e somente s€g—s, >4 e comosdsz—s, >4 entao
3 — S >[4, ademonstracao desse caso & exatamente o caso siaetaaterior,

pois podemos demonstrar de forma analoga ao caso anteg®efjz — S, > Iy,
entaol (C) =M1+ T2+T3—sp.

De forma analoga as proposi¢cdes anteriores, o nUmgosg de unC: pode ser calculado em
tempo constante, pela analise dos casos acima estudados. O

5.2.2  Split

Sabemos que um grafcsglit se seu conjunto de vértices pode ser particionado em um con-
junto estavel e uma clique, mas observe que, dado um gpditdG = (SUK, E), seu conjunto
de vértices pode ser particionado em 3 conjuntos disjuiG$, K(G) e R(G) tais que todo
vértices € Sque nao é adjacente a pelo menos um vertick gertence &(G) C S, K(G) &
formado pela vizinhanca dos vértices 8(®) e R(G) =V (G)\S(G) UK(G). Desse modo, veja
queR(G) & um modulo d& e que s&s é primo, entdadR(G)| < 1. Observe também que podem
existir modulos en(G) e emK(G) que sao conjuntos estaveis e cliques, respectivamente.

Proposicao 5.7 Seja v um o de vizinhanca de unfvore de decomposio modular TG) de
um grafo G= (V,E) tal que Qv) & isomorfo a um grafeplitH = (S(H) UK(H)UR(H),E). Se
os fatores de v representados efil$e K(H) sio conjuntos esiveis e cliques, respectivamente,
e o rumero guloso de /1) é conhecido, efib, o rimero guloso de M) pode ser calculado

em tempo linear.

Demonstra@o: Uma vez que nao sabemos em principio quais os filhosqiee pertencem a
S(H), aK(H) e aR(H), vale ressaltar que o reconhecimentdtipode ser feito en&’(V(H))

[29].
Como os fatores er§(H) e K(H) s&o conjuntos estaveis e cliques, respectivamente; deno

tamos poiS'(H) (K*(H)) o subgrafo déVi(v) induzido pela uniao de todos os fatoresi )
(resp.K(H)). Observe que o subgrafo 8#v) induzido poV (S*(H)) UV (K*(H)) & um grafo



44

splite que os vértices d&(H ) sao adjacentes a todos os vérticeKdéH) e a nenhum vértice
deS‘(H).

Dada essa notagao, verificamos que em qualquer ordefag@breV (M(v)), o algoritmo
guloso nunca atribuira a vertices 8(H) coresS e S, S # S, que sb contém vértices de
S*(H). Isso & fato porque nenhum vérticeSlseria adjacente a nenhum verticeSjeuma vez
queS‘(H) & um conjunto independente.

Como no maximo uma cor que ocorre em vérticeSdél) pode nao ocorrer etd*(H) U
R(H), casoR(H) seja vazio, pelo argumento anterior sabemoslgi(v)) < |[K*(H)| + 1.
Entretanto, veja que uma ordenacédo sd¥(e) na qual os vértices d&(H) vém todos antes
dos vértices d&*(H) leva o algoritmo guloso a produzir uma coloracao ¢&rf{H)|+ 1 cores,
visto queK (H) & a vizinhanca d&§(H ).

SeR(H) nao for vazio, em qualquer coloragao gulosdwe) existe pelo menos uma cor
S; emR(H) diferente das cores usadas Kif(H). ConsequientementB(M(v)) = |K*(H)| +
(R(H)). Isto ocorre porque nenhum vértice 8%&H ) & adjacente a nenhum vértice RgH ),
ou seja, nao pode existir nenhuma &pgue sb6 contém vértices & (H), pois os vértices em

S nao teriam nenhum vizinho e8;.

Desse modo, calculamdgM(v)) em tempo linear de acordo com a seguinte equagao:

F(M(v))—{ [K*(H)[+T(RH)) ,seR(H) #0

a IK*(H)|+1 , caso contrario.

5.2.3 Quase-aranhas

Outros grafos quocientds(v) relativos a nos de vizinhangaque aparecem com certa
frequéncia na arvore de decomposicao modular de sualtsses de grafos sao isomorfos a
aranhas ou quase-aranhas.

Definicao 5.2 Umaaranhaé um grafo cujo conjunto devtices pode ser particionado egn
conjuntos disjuntos S, K e R tais que:

e Sé& um conjunto eéwel;
* K & uma clique;

» Todo \ertice de R se liga a todaevtice de K e a nenhunettice de S;
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» Existe uma bijego f: S— K tal que, paratodo & S:

1. ouNs) = f(s) (aranha magra);

2. ouNs) = K— f(s) (aranha gorda).

Aranha Gorda

Figura 5.3: Exemplo de aranha gorda.

Se a aranh& = (SUKUR,E) & um grafo primo, ou seja, $B| = 1, entao & chamada
de aranha prima. Em uma aranha primaRsgé 0, entao o Unico vértice efR & chamado de
cabeca da aranha.

Definicdo 5.3 Denote porguase-aranhama aranha G= (SUK UR, E) tal que exatamente um
vertice ue SUK foi substitado por um nddulo com exatamente doisrtices.

Proposicao 5.8 Seja v um b de vizinhanga de umarvore de decomposip modular TG)
de um grafo G= (V,E) tal que GM(v)] & isomorfo a uma quase-aranha=A(SUK UR,E).
Entio, o rimero guloso de (V)] pode ser calculado em tempo linear.

Demonstrago: SeM(v) é isomorfo a uma quase-aranha, entao seus fatores $as gnaais,
com excecao ao fator que representa o modulo induziddRpgrpossivelmente, a um outro
fator emSUK que possui exatamente dois vertizesw.

1As arestas tracejadas representam os pares de vértice&@gao vizinhos enti®e K.
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Figura 5.4: Quase-aranhas.

Como o grafo quocient&(v) deG[M(v)] & um grafosplit, se ndo existe tal fator com dois
vértices emA, ou se existir tal fator & w € Se (x,w) ¢ E(A), ou se existir tal fator & w € K
e (x,w) € E(A), o nUmero guloso d&[M(v)| pode ser calculado segundo a Proposlicalo 5.7.

Nos resta entao analisar 0s seguintes casos:

» Caso 1: Existem vértices gémeos adjaceres emS.

Afirmamos que, em qualquer coloragao gulosadeao existem duas cor&e Sj que

sO contém veértices d&

Para comprovar essa afirmacao, suponha o contrarios Rejamentos apresentados na
demonstracao da Proposidaqgl 5.7, os Gnicos vértisegpgdem ter recebido essas cores
saox ew. Veja que todos os vértices &ou receberam uma cor de um nao vizinho seu
emK ou emR, ou receberam uma dessas cores, diga®os

Sem perda de generalidade, suponhaxgqa& ew € ;. Comox e w sao gémeos, existe
pelo menos um veértick € K que nao &€ adjacente nenxaem aw. Entretanto, veja que

k ndo possui nenhum vizinho de g, 0 que & um absurdo.

Logo, como no maximo uma cor possui apenas vertice§ denumero guloso pode ser
calculado em tempo linear usando a analise similar adeé¢tana Proposi¢cado 3.7 que

considera se o conjuni®é vazio ou nao.

» Caso 2: Existem vértices gémeos nao adjacentas emK.

Afirmamos que nao existem duas coB® §j, § # §j, tais quex € S ew € §j. Esse
fato é trivialmente verificavel, pois, caso contrariorow nao é vizinho dexe como a

vizinhancga dev é igual a dex, w nao possuiria um vizinho com a c§t

Logo, utilizando este argumento, podemos novamente ealoullmero guloso de acordo
com a Proposicadgd.7 em tempo linear.
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6 Resultados Gerais em Colorag
Ponderada

Neste capitulo, apresentamos resultados obtidos sobyeaCao Ponderada que sao validos
para quaisquer grafos. Na primeira se¢cao, apresentamascaracterizacao dos grafos que
possuem namero cromatico ponderado pelo m&npara uma constante Tal caracterizacao
pode ser Util para gerar limites inferiores para impleraedés da formulacao para o problema
de Coloracao Ponderada apresentada na secao sed\crgeitamos que essa seja a primeira
formulacao proposta para esse problema.

As Ultima secao apresenta resultados sobre este pralgjeensao Uteis para tentar resolve-
los em classes de grafos cuja decomposi¢cao modular sejadbterminada. Exibimos um
estudo sobre a dificuldade de determinar o nUmero cromataderado em nos paralelos,
além de apresentarmos algoritmos polinomiais para Galeskse parametro em nds série e em

alguns nos de vizinhanca.

6.1 Teorema de Haps

A caracterizacao dos graféiscromaticos, ou seja, que admitem ukaeoloracao propria,
vem sendo um problema desafiador ha muitos anos. Uma dadagkos possiveis para ca-
racterizar esses grafos & entender a sua construcao. 96iy Hajos [[2l7] encontrou uma
caracterizacao para os grafos que possuem numero ticonp@lo menok: eles devem ser
k-construtiveis. A definicao dos grafksconstrutiveis segue:

Definicao 6.1 O conjunto dografosk-construtivei® definido recursivamente como segue:

1. O grafo completo de ordem ky ke k-constrtitvel.

2. Soma de Haps Dados dois grafos disjuntosi@ G, e duas arestaga;,b;) e (az,by),
pertencendo respectivamente a & G, o grafo G obtido a partir de GU G, pela
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remo@o de(az,b;) e (ap,bp), identificagio de a com &, gerando um &rtice ga, em
V(G) e adicionando uma aresta entre & by, tamlemé k-constrditvel (veja Figurd &.11).

3. Identificacdo de \ertices Dado um grafo G= (V, E) k-construtvel, o grafo H= (V'  E’),
obtido pela identifica@o de dois @rtices r@io-adjacentes de G, a e b, e rerAogle arestas
mlltiplas, caso elas aparecam apa identificaéo, gerando umartice ab em V, tamkem
é k-constriitvel (veja Figurd G11).

a az.*'"”m ,
o
. : a1d

b1 by
Gy Gy G

Figura 6.1: Soma de Hajos.

a
@
~.ab..

b

Figura 6.2: Identificagao de vértices.

Hajos demonstrou que:

Teorema 6.1 (Teorema de Ha)s [27]) Seja G= (V,E). Ento, x(G) > k se, e somente se, G
possui um subgrafo H tal que &lk-constrtitvel.

Existem resultados na literatura sobre extensdes do Meocde Hajos para diferentes tipos
de coloracao. Gravier [21] provou uma extensao do TeardenHajos para Coloragao por Lis-
tas. Kral [41] forneceu uma prova simplificada do resultdddGravier. Zhu[[54] encontrou
uma extensao deste teorema para 0 nUmero cromaticdacirddohar [44] demonstrou duas
novas versoes do referido teorema para o nUmero cran@taular e uma extensao do Teorema
de Hajbs para o problema de atribuicao de canais, i.a,aotoracao de grafos ponderados em
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arestas. A seguir, apresentaremos uma extensao do TedeeHa0s para Coloracao Ponde-
rada que obtivemos. Para tanto, a classe dos gkafomstrutiveis precisou ser redefinida, aléem
de necessitarmos de algumas outras definicoes:

Notagao 6.1 Denote o conjunto de grafos completos de ordem n e ponderamosertices
G = (V,E), tais quey ey ) W(V) = k, por .

Defini¢do 6.2 Dado um grafo G= (V,E), uma fun@o de pesos nosutices w.V — R, e
uma coloraéo propria c de G, chamamos depresentantda cor i em c, rep(i), um e somente
um, ve V tal que ¢v) =iew) > w(x),¥xe {weV | c(w) =i}.

Definicdo 6.3 Dados os grafos ponderados nosrtices G= (V,E,w), H = (V/,E',w/), di-
zemos que H-Z G (H é subgrafo ponderadde G) se VCV, E CE e, W e V/, temos
wW(v) < w(v).

Defini¢cao 6.4 O conjunto dografosk-construtivei® redefinido recursivamente como segue:

1. Os grafos#X,Vl € N, 40 k-constriieis.

2. Soma de Haps PonderadaDados dois grafos disjuntosi@& G, e duas arestagas, b, )
e (ag,b2), pertencendo respectivamente a &G, o grafo G obtido a partir de GU Gy
pela remo&o de(az,by) e (ap,by), identificago de a com &, gerando um é&rtice g ay
emV(G), tal que wajap) = max{w(az),w(ay)} e adicionando uma aresta entre & by,
tamkemé k-constritvel.

3. Identificacdo de \ertices ponderadasDado um grafo G= (V, E) k-construtvel, o grafo
H = (V’,E’), obtido pela identificago de dois @rtices rdo-adjacentes de G, a e b, e
remo@o de arestas fitiplas, caso elas aparecam ap a identificago, gerando um
véertice ab em V, tal que wab) = max{w(a),w(b)}, tamkemé k-constrtitel.

Teorema 6.2 (Teorema de Hdjs para Colorag@o Ponderada[[1]) Seja G= (V,E) um grafo
ponderado. Eréo, xp(G) > k se, e somente se, G possui um subgrafo Heckreonstriitvel.

Demonstragio: Provemos primeiro que sgp(G) > k, entaoG possui um subgraféd k-
construtivel. Suponhamos, por absurdo, que a implaagfa falsa e consideremos um gré&fo
ponderado, contra-exemplo maximal em arestas. Vamosmpawaeiro queG nao &€ um grafo
multipartite completo. Suponhamos, por absurdo, o caotra
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Observemos que, em cada classe de cor de uma coloraczeradadtima, nao ha quais-
quer dois vértices em particdes distintagdlefambém nao pode existir mais de uma classe de
cor em uma mesma particao. Por absurdo, suponhamos gti@exiuas classes de cor (cares
e j), cujos vertices pertencem a uma Unica particaG.deonsideremos o0s vérticee y como
sendaepg(i) erepe(]j), respectivamente. Sgx) > w(y), entdo uma coloragam, obtida a par-
tir de ¢ pela unido das classes de careg, tem custo exatamenjg(G) —w(y), contradizendo
a otimalidade de. Logo, cada particao & totalmente colorida por uma mesasse de cor. Os
vértices com maior peso em cada particao serao exatarnsirepresentantes de cada classe
de cor. Por conseguinte, observemos que o subgrafo indpelde representantes contém um
elemento do conjuntgZ’¥, para algum € N, visto quexp(G) > k. Isto &€ um absudo, pois nao
existia subgrafd-construtivel enG.

Logo, G nao & multipartite completo. Conseqienteme@e)ao satisfaz a relacao de
equivaléncia de nao-adjacéncia. Entao, existemuéisces emG, digamosa, b e c, tais
que (a,b), (b,c) ¢ E(G) e (a,c) € E(G). Consideremos agora os grafég = G+ (a,b) e
G, = G+ (b,c). Pela maximalidade d8, G; e G, possuem, respectivamente, subgrdiee
H» que sao grafok-construtiveis. Obviamente, as arediad) e (b, c) pertencem, respectiva-
mente, aH; e Hy, pois foi a inclusao dessas arestas que gerou um subguafostrutivel em
Gy e Gy. Agora, consideremos a aplicacdo da Soma de HajoklemH, nas arestaga, b)
deH; e (b,c) deH,, identificando os vértices rotuladbsPor Gltimo, identifiguemos todos os
vértices deH; com os seus vértices correspondentesHmcaso eles existam. Observemos
que um grafo isomorfo a um subgrafo @e obtido ao final dessa sequéncia de identificagdes.
Logo, G contém um subgrafk-construtivel, o que contradiz a hipotese inicial.

Vamos provar agora que, €& possui um subgraféd k-construtivel, entagp(G) > k.
Observemos qugp(G) > xp(H). Logo, basta mostrar qug,(H) > k. Demonstremos por
inducao no niumero de operacdes de Hajos (definiddsSBnalicadas para se obtdr

Suponhamos quid & isomorfo a um dos grafos bésidé,& Vi € N. Nesse caso, em qual-
quer coloracao del, cada classe de cor contém um Unico vérticédde, portanto, o nUmero
cromatico ponderado d¢ é igual ak.

SeH nao & um grafk-construtivel basica foi obtido por uma das operacgdes definidas
em[B.].

Suponhamos qud foi obtido pela identificacao de dois vertices nao-edjgesaeb de um
grafoH’ k-construtivel. Sejab o vértice deH obtido pela identificacdo diee b. Por hipotese
de inducaoH’ possui nimero cromatico ponderado pelo mdadSuponhamos, por absurdo,
quexp(H) < k e consideremos uma coloragéo ponderada otioaH. Logo, uma coloragao
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¢’ deH’ pode ser obtida a partir de atribuindo-se @ e b a cor deab e mantendo-se as cores
dos outros vértices tais como lhes foram atribuidacp@bservemos que, exceto pela cde
ab, para todas as outras coresepy(j) =rep(j). Para a cor, orepc(i) tem peso superior ou
igual ao peso dab, que, por sua vez, &€ superior ou igual ao pesa e@o peso db. Portanto,

a coloracaa@’ tem peso igual ao da coloracaque é inferior &, contradizendo a hipotese de
H’ serk-construtivel.

Finalmente, suponhamos agora ddi€oi obtido a partir de grafo&-construtiveisH; e
H, pela Soma de Hajos nas arestag by) e (ap,by) deH; e Hp, respectivamente. Seg@ap
o vértice deH obtido pela identificacda; e a,. Suponhamos, por absurdo, gquéH) < kK,
enquantoy(Hi) > k e x(H2) > k. Consideremos uma coloragao ponderada Otnde H.
Observemos que(ajaz) # c(by) ouc(azap) # c(by) (poisb; e by sdo adjacentes). Sem perda
de generalidade, suponhamos qg(&ay) # c(by). Logo, uma coloragad obtida pela restricao
dec aHj, atribuindo-se @; a cor dea;a; € tal que para toda classe de gatec/, temos que
o peso deepy(j) <rep(]) (inclusive para a coj deas, pois o peso de; é inferior ou igual
ao peso da;ay). Consequientemente, o pesodié inferior ou igual ao peso dg que, por sua
vez, é inferior &, contradizendo a hipotese Hg serk-construtivel. O

Devemos, no entanto, observar que os Teordmas e 6.2sapmm@@tem a existéncia
de uma sequiéncia de operacdes que, a partir de grafqdetos) podemos utilizar para obter
gualquer grafo cujos nimero cromatico e nimero craugtonderado sao superiores ou iguais
ak.

6.2 Formulagao de Programa@o Inteira

Uma outra abordagem de estudo para problemas combire®®réoutilizacdo de ferra-
mentas de Otimizacdo Combinatbria. Para tanto, & sweagina formulacdo de programacao
matematica para o problema a ser estudado. Utilizando mangkeia da formulacao baseada
em representantes para o problema de Coloracao, prquo<tampélo et al[]5], apresentamos
uma formulacao que obtivemos para o problema de CaorBgnderada.

6.2.1 Formulag@o dos Representantes

Campélo et al.[]6] propuseram uma inovadora formulagia p tradicional problema de
Coloracao de grafos utilizando a idéia de represergarRara apresentarmos tal formulacao,
precisamos introduzir a seguinte notagao:
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Notagdo 6.2 Dado um grafo G= (V, E), aléem da notago N(u) que denota a vizinhanca de um
vértice ue V, denote poN(u) = {v | uv¢ E} e por Nu] e N[u] quando adicionamos o pprio
vértice u ao conjunto de vizinhos @ vizinhos, respectivamente. Denote pgy, xiv¢ E,
variaveis indicadoras que tao valor 1 quando u for o representante da cor de v e 0, caso

contrario.

Por Gltimo, denote por H,u) = S yepy Xvu € XU, H) = Tyep X para algum HC NJu] e,

em particular, por Xu,vw) = Xyy+ Xuw, VW € E(G[N(u)]).

A formulagao de Campélo et all[6] € constituida de 3ja@otos de restricdes. O primeiro
indica que cada vértice deve possuir um representant@ifpodnclusive ser ele mesmo). O
segundo conjunto garante que a coloracao sera prapdiaando que vértices adjacentes nao
podem ter o mesmo representante. Finalmente, o Gltimaotmg formado por restricdes de
integralidade.

min- ¥ yev () Xuu
sa. x(Nu,u)>1 vueV
X(U,vW) < Xy YU € V,Yww e E(GIN(u)])

xw € {0,1}  VuveV

A essa formulacao, foram adicionadas restricdes pagdwcao de simetrias, el [5], pois
foi observado que a partir de qualquer solucao viavepesaivel gerar diversas outras solucdes
equivalentes apenas trocando, em pelo menos uma classg devédice a representa. Dessa
forma, foi introduzida uma ordem sobre os vértices do geafim o intuito de evitar essas
simetrias. Para apresentarmos essas novas restrigiesgonos introduzir a seguinte notacao:

Notacdo 6.3 Uma orientag@o o de um grafo G= (V,E) & um mapeamento : E — V tal que
o(uv) € {u,v}. Denote por N (u) ={ve N(u) | a(uv) =v} e por N (u)={ve N(u) | a(uv) =

u}. Se uma orientdip o for dada sobreG podemos definiN* (u) e N~ (u) de modo similar.
Alem disso, a notdp N*[u] e N~[u] poded ser usada, caso u esteja incluso no conjunto.
Denote, tambm por G (u) = G[N* (u)] e por G (u) = G[N~ (u)].

Dada essa notacao, foram adicionadas restricdes daghcea uma orderx sobre os
vértices do grafo para determinar que o representante decané um vértice que &€ minimal
naquela cor, ou seja, se< v, v nao pode ser o representanteude

Uma vez que essa orientacao deve ser aciclica, seréagaois conjuntad8= {s| N~ (s) =
0} eT = {t | N*(t) = 0}. Observe primeiramente que tagajuantoT, induzem cliques. Ob-
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serve que os elementass Snao podem ser representados por nenhum outro vérticégm, en
xuu = 1,Vu € S A formulagao seguinte & conhecida como formula¢c&oaastrica de represen-
tantes|[5]:

minxeP(G) 2 ueV(G)\SXuu+ S|

sa. X(N“[u,u)>1 VueV\S
x(u,K) < yy Yue V\T,VK C N*(u)
Xuv € {0,1} Yu,vevV

SendoK um conjunto que induz uma cliqgue de tamanho 2 ou uma uma atigxénal de
tamanho 1 enG" (u) e sendgy, = 1 seu € Sey, = Xyy, CaS0 contrario.

6.2.2 Formulago para Coloracgo Ponderada

Apobs o estudo da Formulacao Assimétrica dos Repres@&stapudemos observar que tal
formulacao poderia ser facilmente adaptada para o prabtee Coloracao Ponderada.

Observe que em Coloracao Ponderada buscamos uma éaqyeapria de peso minimo,
sendo o peso da coloracao a soma das classes de cores. @aso de uma classe de cor &
dado por um vértice de maior peso nessa classe, chamar@mnégice de representante da sua
cor.

Desse modo, apenas duas alteragdes sao necessaniamiEafao assimétrica de represen-
tantes para que possamos obter uma formulacao para @eprable Coloracao Ponderada.

Primeiramente, precisamos garantir que um vértice eslmlomo representante tem o
maior peso da sua classe de cor. Para tanto, basta seratilinzaa ordenx sobre o grafo que
obedeca aos pesos dos vértices, i.ew(sg > w(v) euv ¢ E, entdou < v. Para os vértices nao
adjacentes de mesmo peso escolhe-se uma ordem arbitraria.

A Ultima alteracao a ser feita € na funcao objetiveg geve somar os pesos dos veértices
representantes. Portanto, a formulacao para o problerGakbracao Ponderada tem a seguinte
forma:

MiMep(G)  Yuev(c) W(U)Xuu

sa X(N"[u,u)>1 VYueV\S
x(u,K) < yy Yue V\T,VK C N*(u)
Xuv € {0,1} Yu,vevV
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Veja que essas modificagdes sao suficientes para quecaselucontrada seja uma coloragcao
propria de menor peso, ou seja, uma coloracao pondetada.”

Como nao foram alteradas as restricdes do problemagnpaslverificar os seguintes re-
sultados:

Teorema 6.3 Para um mesmo grafo ponderado G e uma mesma ordewobre \(G) os poli-
edros P e Psdo iguais.

Corolario 6.1 As desigualdades que foram demonstradas ser facetaB] epafala Formulago
Assingtrica de Representantes, ta@mb 10 \alidas para a de Colora&o Ponderada.

Essa formulacao abre caminho para amplo estudo destlepralatravés da utilizacao de
ferramentas de Otimizacao Combinatoria.

6.3 Decomposiges Modulares

Existem diversos algoritmos polinomiais para resolvebfammas em classes de grafos com-
pletamente caracterizadas pelas suas decomposicoesamesd A maioria deles percorre em
pbs-ordem a arvore de decomposicao modular calcutaadpparametro desejado.

Nesta secao, primeiramente fazemos um estudo da diféittiacalcular o nUmero cromatico
ponderado de um n6 da arvore de decomposi¢cao modulandgafo que representa modulo
paralelo, a partir de seus filhos. Em seguida, demonstraomog calcular o nUmero cromatico
ponderado em nos série, aléem de também demonstrarmuscadcula-lo em aranhas.

6.3.1 Colora@o Ponderada em s %rie e paralelo

Sejav um no série da arvore de decomposi¢cao modul#) de um grafoG = (V,E).
No caso de calcular o niumero cromatico ponderaddide) a partir do nUmero cromatico
ponderado de seus filhdsy, ..., }, & facil observar que o nUmero croméatico ponderado de
M(v) & exatamente igual Ficq1,..ky Xp(M(Vi)), pois todo par de fatore(vi) e M(vj) sao
adjacentes, para todag € {1,...,k}.

Seja, entaos = G U... UGy um grafo desconexo tal que ca@a= (Vi, E;) € uma compo-
nente conexa dé. Se sao conhecidas colorag¢des gp(@;) cores para todG;, i € {1,...,m},
entao podemos facilmente encontrar uma coloracao)o@B) cores pards.
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Para exibirmos uma forma de determinarmos tal colorati@ita’ paraG, denote pors”’ =
{SL, . "S.X(Gi)} uma coloragao 6tima qualquer @g i € {1,...,m}. Como nao existem arestas
entre as componentes, veja que a seguinte coloraca@pégparaG:

y = { U Sl? U SZ» LR U Smaxx(Gi)}
ie{l,..m} ie{l..m} ie{1,...m}
Observe, também, que’ usa max(1 . my X(Gi) cores e que esse valor & também um
limite inferior trivial para uma coloragao d&

Apesar dessa observacao de que a obtencao de uma,éol@tma para um grafo des-
conexo pode ser facilmente encontrada, a partir de cd@egsdtimas de suas componentes,
devemos destacar que tal fato nao ocorre de forma simifargproblema de Coloragcao Pon-
derada.

De forma analoga a anterior, uma idéia bastante intuji@ra encontrar uma coloracao
ponderada otima de um grafo ponderado descoGexds; U. .. UGy, seria combinar as classes
de cores das colora¢cdes ponderadas 6tim& dey, . . ., G, de tal forma que a cor mais pesada
de uma coloracao paraG seria composta pelas cores mais pesadas de coloracts pdas
otimas de cad&;j, j € {1,...m}, a segunda cor mais pesadacdkeria formada pelas segundas
classes de cores mais pesadas de cada componente, e agsisivautente.

Considere que, na Figura&Bvi(s) = w(u;) = 2 e quew(k;) = 1, para todo € {1,2,3}.
Dado esse exemplo, veja que a coloracao ponderada otingaafo AU B & dada por uma
coloracao na forma = {{sy,ky,u1},{S, ko, Uz}, {s3, k3, us}} que, quando restrita &, possui
peso 6 e ndo &€ uma coloracao ponderada 6tinfs geis existe uma coloracao pakale peso
5. Dessa forma, vemos que a idéia anterior de combinar ssedale cores mais pesadas nao
se aplica a Coloragao Ponderada.

s1 S gkl Ug
|
% ° Uz us
Figura 6.3: Coloracao ponderada 6tima da uniao digjo&b é trivial.

Como o peso de uma classe de cor & determinado pelo végtioaidr peso nessa cor, veja
que em uma colora¢a®’ = (S,...,&), comw(S) > ... > w(&), para um grafo desconexo
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G =G1U...UG, se restringirmos” a uma component®; deG, nao necessariamente a cor
S, restrita aG;j, € ai-ésima classe de cor mais pesada da componeptas o vértice de maior
peso da cof pode nao pertenceniG;j).

Dada essa observacao, apesar de nao sabermos calcalaoloracdo ponderada 6tima
para um grafo desconex® a partir de coloracdes ponderadas 6timas de suas comesne
obtivemos o seguinte resultado:

Proposicao 6.1 Dada uma colorago ponderada? = (S, ..., &) de um grafo desconexo-6
G1UGaU...UGy, tal que cada Gé uma componente de G, para tode {1,...,m}, enfio
podemos sempre encontrar uma col@a¢”’ = (S,,...,S,) tal que W.") <w(.), K <k e
a classe de cor{squando restrita ao grafo ¢ & a i-sima classe de cor mais pesada de G

Demonstra@o: Assuma, sem perda de generalidade,w(®&) > ... > w(&) e denote pofﬁj
ai-ésima classe de cor mais pesada da compori@ntdssuma também que todasragom-
ponentes possueknclasses de cores, atribuindo, para aquelas componentegquessuem
ask cores, classes de cores vazias com pesos iguais a zero.aDpasejcada componeris,
suas classes de cores estao ordenwd%'@ > W(Si) > > W(Sﬂ(). Veja que a classe de c8r
€ composta por classes de co@éstal guea, em principio, pode ser diferente dpara cadg
(com excecao da classe de &yque em pelo menos uma compone@iedeve sesi).

G G Gm

Figura 6.4: Coloracao ponderada em grafos ponderadasiuesos.
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Usando essa notagao, provemos que:

w(s) > jeﬂ‘.".‘.),(m}{w(s‘l)}

Suponha que a desigualdade anterior é falsa esﬁuemaxje{lwm}{sﬂ} > w(S), sem
perda de generalidade. Uma vez quSt) > ... > w(S!) > w(S), existiriam pelo menos
classes de cores distintas com pestiitamentesuperior ao d& emG; e, consequentemente,
emG, o que & um absurdo.

Logo, para construirmos a colorac&t, facamos:

s= U ¢
je{1,....m}

Como sabemos que(S) > maxj€{17.,.7m}{w(§‘)}, w(.Z) > w(S). O

Aplicando a Proposi¢ada_8.1 sobre uma coloracao poddebéima, observamos que para
qualquer grafo ponderado desconé€xcexiste uma coloracao ponderada 6timaxdgue pode
ser obtida pela combinacao de colora¢cdes nao ne@assgnte 6timas de suas componentes
pelo procedimento ja citado de combinar as classes de c@iepesadas de cada componente.

6.3.2 Colora@o Ponderada em aranhas

Para o no de vizinhangatal queG(v) é isomorfo a uma arant= (SUKUR E), deter-
minamos como se comporta uma coloragao 6timdide) a partir de coloragdes ponderadas
otimas de seus filhos, ou seja, coloracdes ponderaittagsdtie modulos triviais formados pelos
vértices deSUK e de uma coloracao ponderada 6tima para o modulBara demonstrarmos
esse resultado, precisamos de algumas observacoes.

Observag@o 6.1 Podemos supor, sem perda de generalidade, que 0s pesosodeotértices
sa0 estritamente maiores que zero, pois, caso @ity podemos atribuir k cores aos krtices
de peso nulo edo utilizar mais essas cores no restante da coléamgVeja que osértices de
peso nulo jamais influenciariam no peso da col@mag

Observag@o 6.2 Dadas uma aranha ponderada6(SUK UR E,w), e uma colorago pon-
deradadtima.” = (Sy,...,&) de G, réo existem & §, para i, j € {1,...,k}, i # j, contendo
apenas @rtices de S.
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A observagao anterior pode facilmente ser verificadas pao podem existir classes cores
disjuntas cuja uniao seja um conjunto estavel em umaaciar ponderada 6tima de qualquer
grafo.

Considere a seguinte notagao:

Notagao 6.4 Dada uma colorago ponderadatima.” de uma aranha G= (SUKURE),
denotemos por CK (CR) o conjunto de cores que ocorrem em Kegésamente, em R). Veja
que podem existirartices de S coloridos tanto com cores de CK quanto com caeSRI
Entretanto, pela Observag[6.2, no raximo uma classe de cor possui apenagives de S. Se
essa cor existir en¥’, enfio a denotamos por cS.

Observa@o 6.3 Podemos representar uma cologagde uma aranha po¥” = CKUCRUCS,

tal que cS pode ser vazia. I1sso decorre da obséwagie como existem todas as arestas entre
K e R, as cores de CKas disjuntas das cores de CR. Coniseqtemente, podemos representar
0 peso de uma colord@p . de uma aranha por: W) = w(CK) +w(CR) +w(cS).

Observa@o 6.4 Sem perda de generalidade, podemos assumir que, para étoevsc S,
w(s) > w(k) e w(s) > w(r), para todos ke K e r € R tais que(s,k) ¢ E, pois, caso conério,
para qualquer colorago propria da aranha G, podéamos sempre atribuir a s a mesma cor de
um réo vizinho de peso superior ou igual &sye, dessa forma, o peso da colo&agda aranha
nunca dependeria do peso de s.

Feitas essas observacOes, podemos demonstrar 0s ssdeinas:

Lema 6.1 Dadas uma aranha ponderada (SUK UR E,w) e uma colorago ponderada
otima qualquer = {S,..., &} de G, no raximo uma cor de CR possiénices de S.

Demonstrago: Suponha, por absurdo, que houvessem cgresS;, i, j € {1,...,k}, deCR
contendo vértices d&@ Sem perda de generalidade, suponhax(& > w(S;). Pela Observagao
B.3, os vértices mais pesadosSle S; pertencem & Seja.”’ ={S,,...,S} a coloragéo ob-
tida a partir des” apenas colocando os veérticesSleoloridos com a cogj na classe de c@.
Formalmente, para todoc V(G), sev € SNS;, entdo facar € §, senado, se € S, facav € §,
para todd € {1,...,k}. Podemos concluir facilmente qué’ possui peso estritamente inferior
a.7, pois 0 peso da cdf em.”” &€ o mesmo d& em.”, o peso da coB; é estritamente
inferior aSj em.”’, uma vez que um vértice mais pesadﬂjpertence &, e as outras classes
de cores nao sao alteradas. Isso & um absurdo, pelagipgsie” & uma colora¢ao otiméal
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Lema 6.2 Seja G= (SUKUR E,w) uma aranha ponderada. Dada uma colodagponderada
otima.#; para G|R], entio sempre existe uma colo&gponderad®tima.” para G qued uma
extenfo de.7;.

Demonstra@o: Seja.””’ = {S},...,S.} uma colora¢ao ponderada 6tima p&aPela hipotese
de quew(s) > w(r), para todas € Ser € R, observe que nao existem duas classes de &res
e Sj i,je{1,....k}, em.’ que contéem vértices dg@e R. Isso & verdade, pois caso contrario
existiria uma coloragao com peso estritamente inferigf aa qual os vértices d8N S seriam

recoloridos com a cd§, supondo quev(S) > w(S;j) sem perda de generalidade.

Veja também que a Unica c§f, i € {1,...,k} de.”’, que eventualmente contém vértices
de Se R deve conter necessariamente um vértice de maior peRo @aso contrario, veja que
se recolorissemos os vértices§e&€om a cor de um vértice mais pesadale R, obteriamos

uma coloracao com peso estritamente inferiof’a

Seja, entao,” uma coloracao par@ tal que os véertices de sao coloridos como eny;,
0s veértices coloridos pa¥”’ com cores de clique ou com a cor 8eescebem a mesma cor e 0s
vértices deSainda nao coloridos en¥’, recebem a mesma cor quepossui em;.

Como.¥ & uma coloracao ponderada 6tima pRranao é dificil verificar quav(.’) <
w("), uma vez que as cores de clique e a coBtham o mesmo peso em ambas as coloragdes.
O

A importancia do LemB®&l2 é a garantia que ao executarmoalgmnitmo para calcular o
namero cromatico ponderado percorrendo uma arvore ceng@osicao modular de um grafo
P4-esparso em pos-ordem, para qualquer coloracao patalétema de modul®, existe uma
coloracdo ponderada 6tima para a araBha (SUK UR E) que & uma extensao da coloracao
deR.

Agora nos resta analisar como devemos fazer essa exteasanalcolora¢ao otima de
para uma coloracao 6tima de uma araGha (SUKUR E). Devemos ressaltar que precisamos
descobrir como colorir os vértices & pois os vértices d& recebem todos cores diferentes
das cores d&.

Para os proximos lemas, suponha que os vértic&sadtao ordenados em ordem nao de-
crescente de peso, ou sefa- {S1,...,Sm} ew(sy) < ... <w(sy). Mais ainda, denote pd*
um vértice mais pesado de por k™ um segundo vértice mais pesadoKle pors" o Unico
vizinho dek*, caso a aranha seja magra.

Lema 6.3 Dadas uma aranha ponderada% (SUK UR E,w) e uma colorago ponderada
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otima c de G, existe uma colofi@g ponderadatima ¢ de G tal que ¢ quando restrita a Ré
idéntica a c e exatamente uma das afirmativas a se&guerdadeira:

1. Todos os@rtices em S e8b coloridos ou com a cor ¢S ou com a cor de wrtice mais
pesado em R;

2. Existe unindice je {1,...,m} tal que os ®rtices de S e&b coloridos em’cde 5 a sj_1
ou com a cor ¢S ou com a cor de ui@rtice mais pesado em R (case=j1, nenhum
véertice de & colorido com tais cores) e ogrtices de $a sy com a cor de um de seus

nao vizinhos em K.

Demonstra@o: Observemos primeiro que para todo vértice do conjuntwes§, ou ele per-
tence a cor d&, ou ele recebe uma cor de um nao vizinho seu colorido com omade€CK ou
deCR

Consideremos uma coloracao ponderada otmaalquer de€5. Se todos os vertices &
estiverem coloridos ou com a coSou com a cor de um vértice mais pesado Rnentao a
primeira afirmativa & verdadeira, considerante c.

Caso contrario, sejg— 1 € {0,...,m— 1} o indice do vértice mais pesado que recebeu
ou uma cor ddR ou a cor de§, i.e., c(sj_1) € CRouc(sj_1) = cSe, paratodo € {j,...,m},
c(s) € CK (j — 1= 0implica que todo vértice d8recebeu uma cor dek).

Sejac’ uma coloracgéo pai@ tal quec'(s) = c(sj_1), paratodd € {1,...,j—1},ec(s) =
c(s), paratoda € {j,...,m}. Pela Observacdo 6.4 e pela suposicaowsg) < ... < W(Sm),
é facil concluir quew(c’) < w(c).

Por @ltimo, veja que s€(sj_1) € CRe j —1# 0, pelos mesmos argumentos utilizados no
LemalG.2, podemos recolow,...,Sj_1 com a cor de um vértice mais pesadoRleDessa
forma, concluimos qué€ satisfaz a segunda afirmativac’) < w(c). O

O Lema&.B nos ensina que, ap6s colorirmos os vérticd® aam cg e 0s vértices d&
com |K| cores disjuntas, para encontrarmos uma coloracao padaétima pards apenas
precisamos verificar coloracdes p&que satisfacam as afirmativas do Ldma 6.3.

Se a aranh& for gorda, para colorirmos os vértices jea s, temos apenas uma escolha,
uma vez que soO existe um vértice nao vizinho a cada um detés. Podemos entao concluir
que, para aranhas gordas, apenas & necessario verifitag thelas as coloracdes na forma do
Lemal&.B qual delas tem o menor peso. Dadas as restric@easgafirmativas do Lenfa 6.3
impdem sobre que cores que devem ser atribuidas a caz S, é facil observar que isso
pode ser feito em tempo polinomial.



61

Por outro lado, s& for uma aranha magra, existéi| — 1 possibilidades de cores para
cada vértice no conjuntfs;,...,sm}. Certamente, nesse caso, nao poderiamos gerar todas as
possiveis coloracdes para calcular a de menor pesoapoisiplexidade nao seria polinomial.

Dessaforma, o seguinte lema nos mostra que nao precisaalsaatodas essas coloracdes
em uma aranha magra, para garantir a complexidade polihdm&goritmo:

Lema 6.4 Seja G= (SUKUR E,w) uma aranha magra ponderada e ¢ uma col@agponde-
radadtima de G como no Lenila®.3 que satisfaz a segunda afion&xiste uma coloradp ¢
tal que wc') < w(c) satisfazendo uma das alternativas abaixo:

» Acordosertices s, ...,Sn € iguala cor de um @rtice mais pesadd‘lde K, com possel
exce@o ao \ertice s que tea a cor de um segunde@xtice mais pesado‘'k de K;

* A cor dos ertices §,...,sn € iguala cor de um @rtice k # kK* qualquer de K, com
pos$vel exce@o ao \ertice s, Unico vizinho de kem K, que tedt a cor de um &rtice
mais pesado’kde K;

Demonstra@o: Demonstraremos que, a partircjgpodemos obter uma coloracao satisfazendo
as condi¢cOes do lema de peso inferior ou igual ao. d@ara tanto, sejauma coloragao como
no Lema®&B que satisfaz a segunda afirmacao, ou sejastisesédeS com coress;, ..., Sn
podem ter recebido uma cor de qualquer ndo vizinho seu gaecliFagamos uma analise por

casos.

1. c(sm) = c(k¥)

@) s ¢{sj,....sm}
Nesse caso, todos os vértices com cores de cliqus eao sao adjacenteska e,
consequentemente, todos poderiam receber a dor. de
Sejac’ uma coloragao par@tal quec'(v) = c(k*) = c(sm), paratodw € {s;, ..., Sm}
ec'(v) =c(v), paratodw € V(G)\{sj,...,sn}. Vejaquew(c(k*)) =w(c'(k")), pois
Sm € 0 vértice mais pesado & pela Observacdo ®.4. Como todas as outras cores
de ¢ que ocorriam en8 nao aumentam de peso am pois elas apenas perderam
vertices, concluimos que(c’) < w(c) e quec satisfaz o lema.

(b) s € {s},....Sm}
Comoc(sn) = c(k*) e k* e s* sdo vizinhos, sabemos qse+# s,. Sejac’ uma
coloracao tal que'(v) = c(k*) = c(sm), para todov € {sj,...,sm}\{s'} ec/(v) =
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c(v), paratodov € (V(G)\{sj,...,Sm}) U{s"}. Pelos mesmos argumentos do caso
anterior, podemos concluir quéc’) < w(c).

Sec/(s*) = d(k*), ¢ satisfaz o lema. Senao, considere gi{e*) = c'(k), para
algumk; # k**, ki € K.

Nesse caso, sef uma coloracao pard tal quec’(s") = c/(k**) ec’(v) = c/(v),
para todov € V(G)\{s"}. Pela Observacda ®.4, veja quéc’ (ki) = w(c” (k™)) =
w(s*) ew(c' (k")) = w(k**) > w(ki) = w(c”’(ki)). Dessa forma, como todas as ou-
tras classes de cores sao idénticascemc”, concluimos quev(c’) > w(c”) ec”
satisfaz as condi¢des do lema.

2. c(sm) # oK)

(@) s* ¢ {sj,-- Sm}

Assuma que(k) = c(sm), para algunk; € K, ki # k*. Sejac’ uma coloragao para
G tal que sev € Sec(v) = c(kj), entaoc’ (v) = c(k*), caso contraria@ (v) = c(v).
Como, pela Observacfo b.4 e suposicao dendsg < ... < w(sn), podemos con-
cluir quew(c(k)) = Wi(sm) = w(c'(k*)) e quew(c(k’)) > w(k") > w(k) =w(c (k)),
chegamos ao fato que(c’) < w(c).

Observe que end, c/(sm) = ¢/(k*). Podemos entdo utilizar sobce os mesmos
argumentos do Cagd 1, o qual nos permite obter uma colmrpgisatisfaz o lema.

(b) s" e {sj,...,sm}

I. ¢(s") # c(sm)
Observe que podemos repetir o raciocinio do £ako 2a.

ii. c(s")=c(sm)
Suponha que(s*) = c(sm) = c(ki), para algunk; € K, ki # k*.
Nesse caso, nao podemos definir uma colorat3®la alteracao da cor do
vérticesy para a cor de(k*), pois a cor d&s" & exatamente a cor dg es* ek*
sao vizinhos. Também nao é possivel utilizar a Obg@&w@.# para comparar
0s pesos de tais vértices e, consequentemente, ter uargtigajue o peso da
coloracdo nao aumentara apos a inclusao dos vémieeS\{s*} de corc(k;)
na corc(k*).
Entretanto, como no Ca$d 1, se o Unico vizinhkdem S, s, nao pertencer
ao conjunto{s;,...,sm}, entado defina’ tal quec’(v) = c(ki), para todov €
{sj,...,sm} ec(v) =c(v), paratodos € V(G)\{sj,...,Sm}. Pelos argumentos
dos casos anteriores, é facil observar g€) < w(c) e quec’ satisfaz o lema.
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Ses € {sj,...,sm}, obviamentec(s) # c(k) = c(sm). De forma analoga ao
Casd Db, defind tal quec’(v) = c(sm) = c(ki), paratodos € {sj,...,sm}\{s},
ec(v) =c(v), paratodor € V(G)\{sj, ...,sm} U{s}. Utilizando argumentos
similares aos do Ca§allb, pode-se concluirw(®) < w(c).

Sec/(s) =c/(k"), ¢ satisfaz o lema. Caso contrario, def#faal quec’(s) =
c(k*) ec’(v) = c(v), para todov € V(G)\{s}. Pela Observacdo®.4 e pela
suposigao que(sy) < ... < w(sy), podemos verificar que(c’ (k) =w(s) =
w(c”(k*) e quew(c'(k*)) = w(k*) > w(ki) = w(c”(kj)). Logow(c”) <w(c) e

¢’ satisfaz o lema.

g

De acordo com os lemas anteriores, sabemos que existe uaragéml ponderada 6tima
para uma aranha pondera@a= (SUK UR,E,w) que & uma extensao de qualquer colora¢ao
otima paraG[R], ou seja, que satisfaz o Leinal6.2. Também sabemos que @xiateoloracao
otima que satisfaz os Lemasl16.8°d 6.4. Para finalmente apaes®s o algoritmo, precisamos
apenas verificar que existe uma coloracao que satisfazokemas simultaneamente.

Lema 6.5 Seja G= (SUKUR E,w) uma aranha ponderada.# = {S, ..., S} uma colorago
ponderadabtima de G satisfazendo os Lenfad 6[3"¢ 6.4a&m colorag@o . restrita a Ré
uma colorago ponderada@tima para GRJ.

Demonstra@o: SeR = 0, o lema é trivialmente verdade. Suponha, entdao, parrdbgjue a
coloracao¥ quando restrita &[R] nao & 6tima. Seja’r uma colora¢ao ponderada 6tima para
G[R.

Pelo Lemd&l1, existe no maximo uma &eCRatribuida a vértices d& Se nao existir
tal cor, entdo as cores 4R sO contém veértices de e uma coloracao”’ cujas classes de cores
emCK e a classe de carSsao idénticas & e cujas classes de cores@R sao idénticas a
7R, € uma coloracao com peso estritamente inferior ag’dpela suposicao de qu& quando
restrita aR nao é 6tima. I1sso & uma contradi¢céo a otimalidade’de

Se existe essa c@ deCRcontendo veértices d8em ., pelos argumentos utilizados no
LemaB.2, essa cor contém um vértice mais pesadeR. Usando a mesma idéia desenvolvida
no Lemd&.R, observe que podemos recolorir os vérticoden a coloracac’r, gerando uma
coloragan”” ={8,,...,S,} paraG. Do mesmo, os vértices d@xue possuiam a c&; devem,
em.’, receber a mesma cor dg digamosS’j. Como a coloragae”, quando restrita &, nao
é otima paraR, concluimos quev(.’) < w(.¥), pois as classes de coresCl€ e a corcSsao
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idénticas em ambas as coloracdeg 8j) = w(S)). Isso & outra contradi¢ao, também por causa
da hipbtese que” € uma coloracao ponderada 6tima. O

Finalmente, apresentamos o algoritiho 2 que encontra urnea¢ab ponderada 6tima de
uma aranha pondera@a= (SUK UR E,w) a partir de uma coloracao ponderada Ottpale
G[R].

Proposicao 6.2 Dadas uma aranha ponderada-6(SUK UR E,w), e uma colorago ponde-
rada6tima & de GR], enfio uma colorago ponderada@tima de G pode ser obtida efi(n®).

Demonstrag@o: O algoritmo que calcula a coloracao ponderada 6tim& @eo Algoritmol2.

Sua corretude segue dos Lerhad 62, 6.3, €.4le 6.5. A omenims vértices d8 em ordem

nao decrescente pode ser feita éifnlogn). A atribuicdo de cores R e aK pode ser feita

em tempo linear, uma vez que ja conhecemos uma coloraga®p De acordo com o Lema
B.3, devemos analisar todas as coloragdes tais que tisegsemS, des, atés;, recebem ou a
corcSou a cor de um vértice mais pesado Brenquanto os vértices restantes recebem uma
cor de um nao vizinho erf. Se a aranha & gorda, observe que esse calculo pode ser feit
com complexidade(n®). Entretanto, para o caso de colorirmos uma aranha magrambsy
analisar todas as coloracdes nas quais os vérticEgetmbem a mesma cor de um vertige
para toddk; € K, com possivel excecao ao seu Unico vizinho®mue deve receber a cor do
vértice mais pesado no conjuro {k; }. Desse modo, a complexidade geral do algoritmo fica
o(nd). O
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Algoritmo 2: Algoritmo Coloragao Ponderada de Aranhas

Entrada: AranhaG = (SUKUR E) e uma colorag¢ao 6timar de G[R]
Sada: Coloragao ponderada otincale G

[y

m«— [§
2 Crie vérticessy e sy 1 artificiais emSe ordene-osv(S) < ... <W(Snt1);
3 Escolhak*, k** er* e definac, ¢ « 0;

paratodor € Rfaca
| c(r) «cr(r);
6 paratodok € K faca
7 L c/(k) < uma cor dentre a¥| cores que serao utilizadas para a cligye

[S2 B

[ee]

paratodo j=1,...,m+ 1lfaca
9 paratodoi=0,...,j—1faca

10 cd(s)«cS

11 s;Aranha Gé gordaentao

12 paratodoi=j,...,mfaca

13 t c(s) « cor do seu n&o vizinho ek (¢ (f(s)));
14 sew(c’) < w(c) entdo

15 L c—c;

16 s;rﬁo

17 paratodoi=j,...,mfaca

18 se(s,k*) ¢ E(G) entao

19 L c(s) « c/(k*);

20 serfo

21 t c(s) « c/(k*);

22 s;w(c’ ) < w(c) entdo

23 c—c;

24 p;ra todo k; € K\{k*} faca

25 paratodoi = j,...,mfaca
26 se(s, k) ¢ E(G) entao
27 t d(s) < c(k);

28 serao

29 L d(s) « c(k*);

30 sgw(c’ ) <w(c) entdo

31 c—

32 Repete o lago da linha 7, apenas trocac8porc'(r*), nalinha 9;

33 retorna c




66

/  Coloracdo Gulosa ent,-carregados
estendidos gordos

Neste capitulo, aplicamos os resultados apresentadogpibu®[® na classe dos grafos
P4-carregados estendidos gordos, a qual definimos.

7.1 GrafosP,-carregados estendidos

Sabe-se que um grafé = (V,E) & split se, e somente s& é livre deCs, C4 eC,. Um
grafoH = (V,E) & pseudo-splise, e somente sk, & livre deCy eCq.

Giakoumakis[[1B] definiu a classe dos graRscarregados estendidos da seguinte forma:
um grafo éPs-carregado estendido se, para todo subgrafo G com no maximo 6 vértices, a
seguinte afirmacao é verdadeira:Hs@ossuir mais de doig,’s induzidos, entadél € um grafo

pseudo-split

Ele também caracterizou os nos de vizinhanga da an@dedomposicao modular de um

grafoP4-carregado estendido:

Teorema 7.1 [L8] Um grafo pertenceé classe Rcarregada estendida se, e somente se, o grafo
quociente de cadatnde vizinhanca de suavore de decomposi@ modular for isomorfo a:

« um R ou a umP; ou a um G e os fatores representados pelos seertises forem grafos
triviais; ou
» umaaranha A= (SURUK, E) e os fatores representados pelos seartiees forem grafos

trivais, com posiweis exceges a um fator que representa @dulo induzido por R e a
um outro fator em §K com dois @rtices; ou

» um grafosplitG = (S(G) UK(G) UR(G), E) e os fatores representados pelos sersices
de SG) sdo conjuntos independentes, enquanto que os fatores espigefs pelos seus

vértices de KG) sao cliques.
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7.2 GrafosPy-carregados estendidos gordos

Utilizando a caracterizacao dos graRscarregados estendidos através de sua decomposicao
modular, definimos a seguinte classe:

Definicao 7.1 Definimos a classe dos grafog-€arregados estendidos gordosmo sendo os
grafos que satisfazem ao Teorelnd 7.1, com é&aag primeiro caso no qual os fatores repre-
sentados pelosavtices de B, P; e G5 ndo €10 necessariamente grafos triviais, ou seja, td@s n
de vizinhanca&o gordos.

Note que tais fatores pertencem a classe dos gRafoarregados estendidos gordos. Além
disso, & importante observar que a classe dos gRafoarregados estendidos gordos contém
propriamente a classe dBgcarregados estendidos. Por exemplo, veja na Figura 2&@s
de um grafo que pertence a primeira classe, mas nao adsegun

Figura 7.1: Grafd®s-carregado estendido gordo, que nd-&arregado estendido.

Teorema 7.2 Se G= (V, E) & um grafo k-carregado estendido gordo¥(G)| = n, enfiol (G)
pode ser calculado et (n®).

Demonstra@o: Observe que todos o0s nés de vizinhanc&deram estudados no Capitdlb 5
e, como consequéncia das Proposi¢odd 5.1 B4, blB.8.6.F 4518, sabemos como calcular
0 nUmero guloso de cada modWtv) relativo a cada no6 internoda arvore de decomposicao
modular deG em tempo linear, no pior caso.

Logo, aplicamos um algoritmo de percurso em pos-ordena complexidade & (n?),
calculando o nUmero guloso dos nos interno3 @8) em fun¢ao do nUmero guloso das folhas,
que é igual a um, de acordo com as proposi¢coes citadascantente e, assim, determinamos
M(G)emo(nd). O

Coroléario 7.1 O nimero guloso de um grafo & (V,E) pode ser calculado em tempo po-
linomial, se G pertence a uma das seguintes classgsediiveis, B-redufveis estendidos,
P4-esparsos, Pesparsos estendidos;-Bxtensveis, R-leves, B-carregados, Pcarregados es-
tendidos e Rarrumados.
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Demonstrag@o: Claramente, todo grafe-carregado estendidd®-carregado estendido gordo.
Como todas as outras classes citadas sao subclassesfde®grregados estendidos, como

observado por PedrotfL[47], o resultado segue. O

Veja a seguir um Diagrama de Hasse [47] de ordem parcial tiesBuz definida sobre todas

as classes acima citadas, aléem da classe dos grafos lefes d

Ps-carregados
estendidos gordo!

P4-carregados
estendidos
Ps-arrumados P4-carregados

<

Ps-extensiveis P,-esparsos es Ps-leves
P4-redutiveis est,

Figura 7.2: Diagrama de Hasse.
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8 Colorac@do Ponderada enks-esparsos

Um fato que ndao encontramos na literatura, mas que € Vadilicar & que todo grafo
split & P,-carregado. Consequientemente, Coloracao Pondefd@scémpleto para grafoks-
carregados;-carregados estendido$gcarregados estendidos e gordos.

Buscamos estudar o problema de Coloracao Ponderada eolassade grafos que contém
propriamente os cografos e esta contida propriamenterafissgivres deés, uma vez que este
problema & polinomial para cografos, enquanto gNé&ompleto para grafos livres dig.

8.1 Algoritmo polinomial para subclasse deP;-esparsos es-
tendidos

Dizemos que um grafoR-esparso se cada 5 vértices seus induzem no maxini® (B].
Essa classe de grafos foi bastante estudada por Jamisorie[B832[34].

Giakoumakis e Vanherpe demonstraram que:

Teorema 8.1 [[9] G & um grafo k-esparso se, e somente se, cadala vizinhanca v darvore
de decompos#ép modular TG) é tal que Gv) & isomorfo a uma aranha A (SUKURE) e
o Unico fator réo trivial de GM(v)] & o nbdulo induzido por R, caso R 0.

Um dos subgrafos proibidos para graRsesparsos € Gs. Retirando a restricao de qUe
€ um subgrafo proibido paRy-esparsos, Giakoumakis e Vanherpe definiram a classe dos gra
Ps-esparsos estendidos. Eles também demonstraram quésédan conjunto homogéneo em
um grafoPs-esparso estendido. Logo, é facil observar que, dado ceffe@d8.0l, os grafos
quocientess(v) relativos aos nos de vizinhangala arvore de decomposi¢cao modular de um
grafo Ps-esparso estendido sao isomorfos a uma ar&mthgd SUK UR,E) ou a umCs. Além
disso, o Unico fator nao trivial d@[M(v)] & o fator induzido poR, no caso d&(v) serisomorfo

a uma aranha.
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Teorema 8.2 Seja G= (V, E) um grafo R-esparso estendido cuja decompé@signodular &o
possui 1bs paralelos. Eréto xp(G) pode ser encontrado eri(n°).

Demonstragio: O algoritmo para determingy(G) faz um percurso em pos-ordem r(G),
calculando a partir do nUmero cromatico ponderado das$plo nUmero cromatico ponderado
dos nos internog de T (G), ou seja, déVi(v).

Conforme comentado na Sedag 8.3.1, uma coloracao peelétima de um nd série
é dada por coloragdes ponderadas 6timas de seus faeré&sma que dois fatores disjuntos
nao compartilham nenhuma cor. Isto & podemos em tempar le@contrar uma coloracao
ponderada 6tima patd(v), a partir de colora¢cdes ponderadas 6timas de seusdatore

Pela Proposicab 8.2, podemos determinar uma coloragéderada otima en?(n®) de
um nod de vizinhanca isomorfo a uma aranha = (SUK UR,E), a partir de uma coloragao
ponderada 6tima de. Veja também que uma coloracao ponderada 6tima pai@symode ser
encontrada em tempo constante.

Logo, seG nao possui nos paralelos, entao o algoritmo encontracmheaacao ponderada
btima paraG e, conseqilentemente, seu nimero cromatica@ém). O

8.2 Algoritmo 2-aproximativo para P;-esparsos

Apesar de nao conhecermos um algoritmo polinomial paexgétar o nUmero cromatico
ponderado de grafdd;-esparsos estendidos, determinamos um algoritmo 2-apabixd para
grafosP,-esparsos.

E importante lembrar que nao existe algoritmo aproxinoadie fator constante para deter-
minar o nimero cromatico ponderado de um grafo qualqoafpeme comentamos no Capitulo
H. Para exibirmos tal algoritmo, precisamos introduziuedgs definicdes e resultados:

Definicao 8.1 Um grafo G possui umparticéo especiae existe uma faifia =~ = {Sy,..., &}
de conjuntos eéveis disjuntos de G, congle|S| > 2, paratodoic {1,...,q}, e existe uma
injecdo f: Uiq:13 —V - Uiq:15 tal que as seguintes afirmativa&csverdadeiras:

1. K = {z|z = f(s) paraalgum se S} & uma clique, para todod {1,...,q};

2. Um conjunto de @&rtices A induz umfem G se, e somente se, existemindice i€
{1,...,q} e \ertices distintos ) € S tais que A= {x,y, f(x), f(y)}.
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Figura 8.1: Exemplo de particao especial.

Observe, na Figula8.2, um exemplo de uma particao e$pecia

Teorema 8.3 [BZ] Um grafo & R-esparso se, e somente se, &lem cografo ou ele tem uma
particdo especial.

O algoritmo aproximativo usa esta caracterizacao deogRfesparsos. Para finalmente
apresenta-lo, precisamos ainda do seguinte lema:

Lema 8.1 Sejam G e H grafos ponderados tais que_Hs. Engo, xp(H) < xp(G)

Demonstra@o: Suponha, por absurdd, C G contra-exemplo. Suponha, também, uma coloracao
c ponderada 6tima d&. Se restringirmog aos vértices env(H) NV (G), obteremos uma
coloracacc’ deH tal quew(c’) < xp(H). Absurdo. O

Pela Proposicala 4.2, Coloracao Ponderada em cograflesger resolvida em tempo poli-
nomial. Logo, podemos enunciar o seguinte:

Proposicao 8.1 Existe um algoritmo aproximativo de tempo linear com fatemgroximaéo
2 para resolver o problema de colorag ponderada em grafogfesparsos.

Demonstra@o: Uma vez que todo grafig-esparso, que nao € um cografo, possui uma particao
especial (Definicab8.1), ou seja, posSue K como cografos induzidos, e que o Lemal 8.1
é verdade, nosso algoritmo aproximativo apenas realizacaagao ponderada 6tima d&ee

K em tempo linear com cores disjuntas. CorgiG[S|) < xp(G) e xp(GK]) < xp(G), a
demonstracao esta completa. O
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9 Conclues

Diversos resultados foram obtidos no decorrer desse rdes#adormulacao para Coloracao
Ponderada permite que utilizemos diversas ferramentasiméz@cao Combinatoria para obter-
mMOos mais resultados teodricos e praticos sobre esse pralle futuro. O Teorema de Hajos para
Coloracao Ponderada nos fornece ferramentas para dedoolies inferiores para o nUmero
cromatico ponderado de um grafo, a partir da aplicacaopeeacdes bem definidas sobre cli-
ques. Esses limites podem ser inclusive Uteis para aagdizde técnicas d¥anch-and-Bound
sobre a formulagao proposta.

Um objetivo nao atingido deste trabalho foi a determamagd complexidade de Coloracao
Ponderada em grafd%-esparsos. Entretanto, com os resultados que apresentsabesnos
como calcular em tempo polinomial o nUmero cromatico goado de todo grafB;-esparso
cuja decomposicao modular nao possui nos paralel@nAlisso, demonstramos um resultado
sobre a uniao disjunta de grafos ponderados quaisquer argalica em um resultado sobre
0s nos paralelos de graf®4-esparsos. Conjecturamos que o probleniPecompleto para

P4-esparsos.

Os resultados polinomiais sobre Coloragao Gulosa nass#ig classes de grafos apresenta-
das Ps-redutiveisPs-redutiveis estendidoB;-esparsos;-esparsos estendidd¥;extensiveis,
Ps-leves, Py-arrumados Ps-carregadosPs-carregados estendidosRg-carregados estendidos
gordos) ampliam a quantidade de resultados de complexgtdite esse problema. Esse fato
é importante, visto que a maior parte dos trabalhos sobl@&@o Gulosa sao sobre limites
para o numero guloso. Eles também nos incentivam a estudeas classes de grafos cuja
decomposicao modular seja bem definida, pois apenasameos determinar como calcular o
namero guloso dos noés de vizinhanca da arvore de decziggmomodular.
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