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Fortaleza

2008



Dissertação de Mestrado sob o tı́tuloColoraç̃ao Gulosa e Coloraç̃ao Ponderada, defendida
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Università di Roma ´́ La Sapienza`̀



Resumo

Neste trabalho, estudamos os problemas de Coloração Gulosa e de Coloração Ponderada
apresentando tanto resultados válidos para quaisquer grafos, como também para classes de
grafos especı́ficas. Exibimos uma revisão da bibliografia conhecida sobre esses problemas,
destacando os resultados sobre a complexidade dos mesmos. Para o problema de Coloração
Gulosa, mostramos um algoritmo de tempo polinomial que calcula o número guloso em uma
nova classe de grafos que definimos: grafosP4-carregados estendidos gordos. Este resultado
implica que o número guloso pode ser calculado em tempo polinomial para as seguintes clas-
ses de grafos:P4-redutı́veis,P4-redutı́veis estendidos,P4-esparsos,P4-esparsos estendidos,P4-
extensı́veis,P4-leves,P4-carregados,P4-carregados estendidos eP4-arrumados. Para o problema
de Coloração Ponderada, demonstramos uma versão do Teorema de Hajós [27] e apresentamos
uma formulação de programação inteira, baseada na Formulação Assimétrica de Representan-
tes [5], que acreditamos ser a primeira proposta para esse problema. Também apresentamos um
algoritmo polinomial para determinar o número cromáticoponderado para uma subclasse dos
grafosP4-esparsos estendidos.

PALAVRAS-CHAVE: Coloração Gulosa, Coloração Ponderada, Grafos com poucosP4’s,
Decomposição Modular.



Abstract

In this work, we study the Greedy Coloring Problem and the Weighted Coloring Problem
presenting valid results for any graph and also for some specific graph classes. We show a
bibliographical review of these problems, highlighting the complexity results about them. For
the Greedy Coloring Problem, we show a polynomial time algorithm that calculates the grundy
number in a new class of graphs that we define: the fat extendP4-laden graphs. This result
implies that the grundy number can be calculated in polynomial time for the following classes
of graphs:P4-reducible, extendedP4-reducible,P4-sparse, extendedP4-sparse,P4-extendible,
P4-lite, P4-laden, extendedP4-laden andP4-tidy. For the Weighted Coloring Problem, we show a
version of the Hajós’ Theorem [27] and we present an integerprogramming formulation, based
on the Assymetrics Representatives Formulation [5], that we believe to be the first proposed to
this problem. We also give a polynomial time algorithm to determine the weighted chromatic
number for a subclass of extendedP4-sparse graphs.

KEYWORDS: Greedy Coloring, Weighted Coloring, Graphs with fewP4’s, Modular De-
composition.
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1 Introdução

O problema de coloração de grafos [9] é certamente um dos mais estudados na área de Teo-

ria de Grafos devido às suas várias aplicações, como, por exemplo, nos problemas de atribuição

de freqüências a antenas de rádio ou telefonia, de alocac¸ão de produtos quı́micos em armazéns

e de alocação de registros em compiladores.

Dado um grafoG = (V,E), uma coloração é uma funçãoc : V −→ N que associa a cada

vértice do grafo um número inteiro representativo de uma cor. Dizemos que uma coloração é

própria se, para cada par de vértices adjacentesu e v, i.e., (u,v) ∈ E(G), temosc(u) 6= c(v).

Se uma coloração (própria) de um grafoG possuik cores, também podemos denotá-la por uma

k-coloração deG.

Umak-coloração própria de um grafoG pode também ser vista como uma partiçãoS =

(S1,S2, . . . ,Sk) do conjunto de vértices deG em k conjuntos disjuntos onde cada conjuntoSi

contém os vértices coloridos com a cori, para todoi ∈ {1, . . . ,k}.

No problema clássico de coloração de grafos, busca-se determinar a menor quantidade de

cores para a qual o grafo admite uma coloração própria. Essa quantidade é chamadanúmero

cromático, ou χ(G).

Determinar o número cromático de um grafo qualquer é um problemaNP-Difı́cil [36], mas

em várias classes de grafos a determinação desse parâmetro pode ser feita em tempo polinomial.

Existem diversas variações deste problema. Nesta dissertação, tratamos de duas dessas

variações: a Coloração Gulosa e a Coloração Ponderada.

O algoritmo guloso de coloração é um algoritmo executadosobre um grafoG = (V,E) e

uma ordem deV(G), atribuindo uma cori a um vérticev, sei é a menor cor tal que não existe

nenhum vizinho dev previamente colorido com a cori.

Não é difı́cil ver que a ordem dos vértices afeta profundamente a qualidade da sua resposta

com respeito ao número cromático do grafo.
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O número cromático guloso de um grafoG = (V,E) é, portanto, o maior inteirok tal que

existe uma ordem deV(G) que, quando passada como parâmetro para o algoritmo guloso, leva

o algoritmo guloso a retornar uma coloração comk cores.

Como determinar o número cromático de um grafo é um problemaNP-difı́cil, o algoritmo

guloso é bastante utilizado na prática para gerar colorac¸ões próprias.

Para introduzirmos a variação que denominamos Coloraç˜ao Ponderada e foi definida por

Guan e Zhu [23], precisamos definir alguns conceitos.

Dado um grafo ponderado nos vérticesG = (V,E,w), w : V −→ R+, e umak-coloração

S = (S1,S2, . . . ,Sk) própria deG, dizemos que o peso de uma classe de corSi , para todo

i ∈ {1, . . . ,k}, é igual ao maior valor de peso de um vértice nesta classe decor, ou seja:

w(Si) = max
v∈Si

w(v)

O peso de uma coloração é definido como a soma dos pesos de suas classes de cores, ou

seja, dada uma coloraçãoS = (S1,S2, . . . ,Sk) deG, temos:

w(S ) =
k

∑
i=1

w(Si)

No problema de Coloração Ponderada, busca-se determinar, dentre todas as possı́veis colorações

próprias deG, uma coloração cujo peso seja mı́nimo. A esse menor peso deuma coloração

própria de um grafo ponderado nos vértices, damos o nome denúmero croḿatico ponderado,

ou χp(G). Mais formalmente, temos:

χp(G) = min
S col. própria de G

w(S )

Veja queχp(G) = χ(G), seG é um grafo com pesos unitários. Isso implica que o pro-

blema de Coloração Ponderada generaliza o problema de Coloração de Grafos tradicional e,

conseqüentemente, também éNP-Difı́cil.

Guan e Zhu [23] citam como aplicações práticas de Colorac¸ão Ponderada problemas de

alocação dinâmica de memória (Dynamic Storage Allocation) e problemas com protocolo de

controle de acesso de mı́dia em redes distribuı́das de duplocanal (Distributed Dual Bus Network

Media Access Control Protocol).

Nesta dissertação, mostramos que o Coloração Ponderada admite uma versão do Teorema
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de Hajós [27, 1], apresentamos uma formulação de Programação Inteira para este problema

que acreditamos ser a primeira na literatura, além de mostrarmos alguns resultados sobre como

calcular o número cromático ponderado de um grafo a partirde sua decomposição modular.

Em particular, como consequência destes últimos resultados, mostramos como determinar o

número cromático ponderado em tempo polinomial para uma subclasse dos grafosP4-esparsos

estendidos. Mostramos também um algoritmo 2-aproximativo para Coloração Ponderada em

P4-esparsos.

Provamos também que o problema de Coloração Gulosa pode ser resolvido em tempo po-

linomial para os grafosP4-redutı́veis,P4-redutı́veis estendidos,P4-esparsos,P4-esparsos esten-

didos,P4-extensı́veis,P4-leves,P4-carregados,P4-carregados estendidos eP4-arrumados apre-

sentando um algoritmo de tempo polinomial que calcula o número guloso de uma nova classe

de grafos que definimos. Tal classe é chamadaP4-carregada estendida gorda e contém propria-

mente as classes anteriormente citadas.

Este documento está organizado como segue. O Capı́tulo 2, contém a terminologia ne-

cessária para a compreensão deste trabalho. Nos Capı́tulos 3 e 4, fazemos um resumo do es-

tado da arte dos problemas. No Capı́tulos 5 e 6, apresentamosresultados gerais obtidos sobre

Coloração Gulosa e Coloração Ponderada, como, por exemplo, a generalização do Teorema de

Hajós citada previamente. No Capı́tulo 7 encontra-se uma aplicação dos resultados do Capı́tulo

5 sobre os grafosP4-carregados estendidos gordos. Já no Capı́tulo 8 utilizamos os resultados do

Capı́tulo 6 sobre a classeP4-esparsa estendida, além de apresentarmos o algoritmo aproximativo

para grafosP4-esparsos. Finalmente, fazemos uma avaliação do trabalho que foi desenvolvido

no Capı́tulo 9.
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2 Terminologia

2.1 Conceitos B́asicos

Neste capı́tulo, introduzimos definições e notação quesão necessárias para a compreensão

do texto. Para mais definições, é indicada a leitura de [3].

Um grafo G é definido por um par não ordenado de conjuntos disjuntos(V,E), tal queE

é um subconjunto do conjunto de pares não ordenados deV. Todos os grafos deste trabalho

são finitos, i.e.,V e E são sempre finitos. O conjuntoV ou V(G), é o conjunto de elementos

chamadosvérticese E, ou E(G), é o dearestas. Uma aresta{u,v} une ue v e é denotada por

uv ou (u,v). Se(u,v) ∈ E(G), dizemos queu e v sãoadjacentese sãoextremidadesda aresta

(u,v). Dizemos que umaaresta incide em um vérticese esse vértice é uma de suas extremidades.

Dizemos que duas arestas sãoadjacentesse elas possuem uma extremidade em comum. Se uma

aresta possui as duas extremidades iguais, então essa aresta é chamadalaço. Se duas ou mais

arestas possuem as mesmas extremidadesu e v, comu 6= v, então elas são chamadas dearestas

múltiplas. Um grafo sem laços e sem arestas múltiplas é chamado degrafo simples. A menos

que seja dito o contrário, todos os grafos nesta dissertação são simples.

O grau de um v́ertice v, ou d(v), é a quantidade de arestas que incidem nesse vértice. Ao

menor (maior) grau de um vértice em um grafoG é dada a simbologiaδ (G) (respectivamente,

∆(G)). A vizinhançáe o conjunto de vizinhos de um vérticev em um grafoG= (V,E), denotada

por NG(v) = {u | (u,v) ∈ E(G)}. Quando falamos sobre a vizinhança de um vérticev cujo

grafo se entende pelo contexto, podemos apenas denotar a vizinhança porN(v). Mais ainda, a

vizinhança de um conjunto S⊆V em um grafoG = (V,E) é a união das vizinhanças de todos

os vértices nesse conjunto, ou seja,NG(S) =
⋃

v∈SNG(v).

Um subgrafo H= (V,E) de um grafoG= (V,E) é um grafo tal queV(H)⊆V(G), E(H)⊆

E(G). Dizemos que um subgrafo égeradorseV(H) = V(G). Dado um subconjuntoV ′ do

conjunto de vértices de um grafoG= (V,E), dizemos que osubgrafo induzido(em vértices) por

V ′ ⊆V, também denotado porG[V ′], é um subgrafoG′ = (V,E) deG tal que se(u,v) ∈ E(G) e
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u,v∈V(G′)=V ′ então(u,v)∈E(G′). Um grafoG écompletose∀u,v∈V(G), (u,v)∈E(G). O

grafo completo comn vértices é denotado porKn. Um grafoG évazioseE(G) = /0. Umaclique

em um grafoG é um subconjunto de vérticesV ′ ⊆V(G) tal queG[V ′] é completo. Denotamos

por ω(G) a cardinalidade da maior clique deG. Por outro lado, chamamosconjunto est́avel ,

ouconjunto independente, de um grafoG um subconjunto de vérticesV ′ ⊆V(G) tal queG[V ′]

é vazio.

Um caminho P= 〈v1,e1, . . . ,vp−1,ep−1,vp〉 em um grafo é uma seqüência alternada de

vértices e arestas que começa e termina em um vértice, todos os vértices são distintos e, para

todo i ∈ {1, . . . , p− 1}, ei = vivi+1. Dizemos que asextremidadesde P sãov1 e vp e que

seus vérticesinternossãov2, . . . ,vp−1, se eles existirem. Ocomprimentode um caminho é a

quantidade de arestas nesse caminho. Umciclo em um grafo é caminho cujas extremidades são

iguais. Dizemos que um grafoG contém umPn (Cn), se existemn vértices deG que induzem

um caminho (ciclo) de comprimenton−1 (n). Particularmente, se o grafo for composto apenas

de um caminho (ciclo) de tamanhon, também chamamos esse grafo dePn (Cn). Umacordaem

um ciclo é uma aresta entre qualquer par de vértices não adjacentes do ciclo. Um ciclo sem

cordas de tamanho pelo menos 4 é chamado deburaco.

Dizemos que dois vértices sãoconectadosse existe um caminho entre eles. Um grafoG é

dito conexose para todo par de vértices deG existe pelo menos um caminho entre eles. Um

subgrafo conexo maximal deG é chamado decomponente (conexa)de G. Da mesma forma,

dizemos que um (sub)grafo édesconexose ele possui mais de uma componente conexa.

O complemento de um grafo G= (V,E), denotado porḠ, é um grafoḠ = (V,E) tal que

V(Ḡ) = V(G) e, para todo par de vérticesu,v ∈ V, u 6= v, (u,v) ∈ E(G) se, e somente se,

(u,v) /∈ E(Ḡ).

Umapartiçãode um conjuntoSé uma famı́lia de subconjuntos, também chamadosclasses,

Σ = {Si | i ∈ I}, tal queSi ⊆ S,
⋃

Si = S e Si ∩Sj = /0, para todosi, j ∈ I . Dizemos que um

conjunto possui umar-partição se|Σ|= r.

Dois grafosG1 = (V,E) eG2 = (V,E) são ditosisomorfosse existem bijeçõesf : V(G1)→

V(G2) e g : E(G1)→ E(G2) tais quev ∈ V(G1) é incidente ae∈ E(G1) se, e somente se,

f (v) é incidente ag(e). Observemos que seG1 e G2 forem simples, um isomorfismo pode

ser representado apenas por uma funçãof : V(G1)→V(G2) e temos que(u,v) ∈ E(G1) se, e

somente se,( f (u), f (v)) ∈ E(G2).
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2.2 Classes de Grafos

A dissertação de mestrado de Vagner Pedrotti [47] apresenta um estudo detalhado sobre as

diversas classes de grafos, que possuem restrições quanto à quantidade deP4’s induzidos que

podem possuir, apresentadas neste texto.

Um grafoG é dito r-partido , ou r-particionado, se existe umar-partição do conjunto de

vértices deG tal que toda aresta possui extremidades em classes diferentes da partição. Em

particular, todo grafo 2-partido é também chamado de bipartido.

Uma árvore é um grafo conexo e acı́clico. Um vértice em uma árvore é também chamado

denó . Observe que só existe um caminho entre qualquer par de nósem uma árvore, pois, caso

contrário, haveria um ciclo na árvore. Definimos comofolhasde uma árvoreT todos os nós

v∈ T tais qued(v)≤ 1. Os nós que não são folhas são chamados nósinternos.

Podemos destacar um nór, chamando-o de raiz, de uma árvore e chamá-la deárvore en-

raizadaem r. Dada uma árvoreG = (V,E), enraizada em um nór, para todo nóv, v∈ V, os

descendentesdev são todos os nósu que possuemv no caminho deu a r. Osfilhosde v são

seus descendentes que possuem distância unitária av. Seu é filho dev, dizemos quev é pai

deu. Se, em uma árvore enraizada, todos os nós possuem no máximo dois filhos, essa árvore é

chamada debinária .

Um grafoG = (V,E) é split se o seu conjunto de vértices pode ser particionado em dois

conjuntos disjuntosSeK tal queS é um conjunto estável eK é uma clique.

Um grafo linha de um grafo G= (V,E), denotado porL(G), é tal que, para cada aresta

deE(G), existe um vértice correspondente emV(L(G)) e se duas arestas são incidentes emG,

ou seja, possuem uma extremidade em comum, os seus vérticescorrespondentes emL(G) são

adjacentes.

Um grafo é dito decomparabilidadese ele admite uma orientação transitiva de suas arestas.

Um grafo G é dito planar se existe uma representação gráfica deG em um plano sem

cruzamentos de arestas, sendo cada vértice um ponto nessa representação e existe uma linha

unindo dois pontos se os vértices correspondentes são adjacentes.

Um grafoG é dito deintervalosseG é um grafo de interseção de um conjunto de intervalos

na reta real, ou seja, existe uma famı́liaF = {R1, . . . ,Rk} de intervalos da reta real tal que,

para cada intervaloRi , parai ∈ {1, . . . ,k}, associa-se um vérticer i e temos uma aresta(r i , r j) se

Ri ∩Rj 6= /0.
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Um grafo é dito decordal se não possui buracos como subgrafos induzidos.

Um grafoG = (V,E) é dito livre de Pn (Cn) se nenhum subconjunto deV com n vértices

induz um caminho (ciclo) de tamanhon.

A classe doscografos(do inglês,cographs), também conhecidos como grafos livres deP4,

é definida recursivamente como segue:

• O grafo trivial é um cografo;

• SeG é um cografo, entãōG também o é;

• SeG1, . . . ,Gn são cografos, então o grafoG =
⋃

i∈{1,...,n}Gi obtido pela união disjunta

dos grafosGi , para todoi ∈ {1, . . . ,n}, é um cografo.

2.3 Decomposiç̃ao Modular

Dado um grafoG = (V,E), dizemos queM ⊆ V é ummódulo de G se para todo vértice

v ∈ V\M, v é adjacente a todo vértice deM ou v não é adjacente a nenhum vértice deM.

Observemos queM é um módulo deG se, e somente se,M é um módulo deḠ. Osmódulos

triviais de um grafo são:V(G), o conjunto vazio e os conjuntos com apenas um vértice. Um

grafo tal que qualquer módulo é trivial é chamado degrafo primo. Observe que seG é primo,

entãoG e Ḡ são grafos conexos e se|V|> 2, então|V| ≥ 4. Se dois vértices possuem a mesma

vizinhança, eles são chamados de gêmeos. Veja que quaisquer dois vértices que pertencem um

mesmo módulo são gêmeos. Dizemos que ummódulo Mé forte, se para todo móduloM′ 6= M,

M′ ∩M = /0 ou M ⊆ M′ ou M′ ⊆ M. SejamM um módulo deG e H um módulo forte deG

contido emM. Dizemos queH é umsubḿodulo maximal fortedeM se todo módulo forte deG

que contémH também contémM.

Umapartição de congrûenciade um grafoG é uma partiçãoM = {M1,M2, . . . ,Mk} dos

vértices deG tal que cada parteMi é um módulo forte deG, para todoi ∈ {1, . . . ,k}. Pela

definição de módulo, não é difı́cil verificar que entre duas partesMi eM j , i 6= j, de uma partição

de congruência de um grafo, ou existem todas as arestas entre os vértices deMi e M j , e nesse

caso dizemos queMi eM j são adjacentes, ou não existe nenhuma.

Dados um grafoG e uma partição de congruênciaM = {M1,M2, . . . ,Mk} de G, o grafo

quociente G/M (também conhecido comografo representativodeM ) é tal queV(G/M ) =

{m1,m2, . . . ,mk} eE(G/M ) = {{mi,mj} |Mi ,M j ∈M , i 6= j e Mi e Mj são adjacentes emG}.

Denota-se porfatoresdeM os subgrafos induzidos por cada parte deM .
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Umadecomposiç̃ao modularde um grafoG é uma decomposição deG que associa a esse

grafo uma única árvore de decomposição denotada porT(G). As folhas dessa árvore são os

vértices deG e cada nó internov dessa árvore representa um módulo forte deG formado pelo

conjunto de folhas descendentes dev. Um nó interno possui um dos rótulosP, SouN para repre-

sentar um módulo paralelo, série ou vizinhança, respectivamente. Ummódulo paraleloinduz

um grafo desconexo, ummódulo śerie induz um grafo conexo cujo complemento é desconexo

e ummódulo de vizinhançainduz um grafo conexo cujo complemento também é conexo.

O processo de construção de uma árvore de decomposiçãomodular de um grafoG é tal que

um nó que representa um módulo paralelo é decomposto em m´odulos que são componentes de

G, um módulo série é decomposto em componentes deḠ e um módulo de vizinhança é decom-

posto em seus submódulos maximais fortes. Como todo vértice de um nó de vizinhança está

contido em apenas um submódulo maximal forte ( [16, 4]) a árvore de decomposição modular

é única.

Existem diversos algoritmos na literatura (por exemplo, [49]) que constroem a árvore de

decomposição modular de um grafo em tempo linear.

A decomposição modular de um grafo torna-se ainda mais útil para algoritmos em grafos

quando os nós de vizinhança do grafo a ser decomposto possuem uma estrutura conhecida.

Dessa forma, para ajudar a caracterizar os nós de vizinhanc¸a de uma decomposição modular de

um grafoG, foram introduzidas mais algumas notações.

Sejah um nó interno deT(G). Denote porM(h) o módulo queh representa, ou seja, o

módulo formado pelo conjunto de folhas descendentes deh em T(G). Denote porV(h) =

{h1, . . . ,hk} o conjunto de filhos deh em T(G). Denotamos porG(h) o grafo quociente do

subgrafo induzido pelo móduloM(h) cuja partição de congruência é formada pelos módulos

M(h1), . . . ,M(hk). Desse modo, o conjunto de vértices deG(h) éV(h) e existe uma aresta entre

dois vérticeshi ,h j ∈ V(h) se, e somente se,M(hi) e M(h j) são adjacentes. Denotamos por

fatores deh os subgrafos induzidos pelos módulosM(h1), . . . ,M(hk). É fácil verificar que seh

representa um módulo paralelo (respectivamente, série evizinhança),G(h) será um grafo sem

arestas (respectivamente, completo e primo). Por último,denote porπ(G) o conjunto de grafos

quocientes dos nós de vizinhança da decomposição modular de um grafoG.
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3 Coloraç̃ao Gulosa

Neste capı́tulo, apresentamos uma revisão da literatura sobre esse problema. Destacamos

alguns resultados de complexidade, além de apresentarmosdiversos limites conhecidos sobre o

número guloso de certas classes de grafos e de produtos de grafos.

3.1 Definiç̃ao

Para definirmos formalmente o problema de Coloração Gulosa, observemos o Algoritmo 1.

Algoritmo 1 : Algoritmo Guloso de Coloração

Entrada: GrafoG = (V,E) e ordemθ = v1,v2, . . . ,vn sobreV(G)
Sáıda: Coloração própriac deG

para todo i = 1, . . . ,n faça1

c(vi) = k, tal quek∈ {1, . . . ,n} é a menor cor não utilizada emN(vi)∩{v1, . . . ,vi−1}.2

Retornec.3

O Algoritmo 1, também conhecido por algoritmo guloso de coloração, é uma forma muito

intuitiva de se colorir um grafo, pois atribui-se a cada vértice a menor cor que não foi já atribuı́da

à sua vizinhança.

O problema de Coloração Gulosa consiste em determinar, dentre todas as possı́veis ordenações

θ sobreV(G), a maior quantidade de cores que o Algoritmo 1 utiliza. Denotamos essa quan-

tidade por número guloso deG, ou Γ(G). Na literatura, também encontramos referências ao

número guloso como número cromáticofirst-fit ou número de Grundy.

Como o Algoritmo 1 produz colorações próprias de um grafoG, temos queχ(G)≤ Γ(G).

Observe que a cori só é atribuı́da a um vérticev se existem vértices na vizinhança dev com

todas as cores menores quei. Dessa forma, podemos concluir queΓ(G) ≤ ∆(G) + 1, sendo

∆(G) o maior grau de um vértice deG.
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3.2 Complexidade

O problema de Coloração Gulosa foi estudado pela primeiravez na década de 30 [22], mas

acredita-se que os primeiros autores a tratarem desse problema como um problema em Teoria

de Grafos foram Christen e Selkow [7].

Não se pode falar desse problema sem citar o problema de ColoraçãoOn-line. Dada uma

ordenaçãoθ = v1, . . . ,vn dos vértices de um grafoG, um algoritmo de ColoraçãoOn-lineatribui

cores aos vértices deG seguindo a ordemθ , ou seja, ao atribuir a cor de um vérticevi o algo-

ritmo só possui informação sobre os vértices{v1, . . . ,vi−1} que já foram coloridos. O algoritmo

também não pode alterar a cor de um vértice já colorido. Entre todos os algoritmoson-lineque

colorem um grafoG, existe aquele que no seu pior desempenho atribui aG o menor número de

cores. Esse número é chamado número cromáticoon-line.

O algoritmo guloso pode ser visto como um algoritmo de ColoraçãoOn-line. A versão de

ColoraçãoOn-lineque utiliza o algoritmo guloso é chamada ColoraçãoFirst-Fit, denotada por

FF. Denota-se porFF(G), o comportamento do pior caso da coloraçãoFF em um grafoG. Um

objeto de estudo da coloraçãoFF é a determinação de limites paraFF(G). Entretanto, observe

queFF(G) = Γ(G). Entretanto, a Coloração Gulosa pode ser considerada umacoloraçãooff-

line, pois para atingir seu objetivo precisamos de toda a informação do grafo, uma vez que todas

as ordens dos vértices do grafo devem ser analisadas.

Existem diversos resultados na literatura sobre Coloraç˜aoOn-linee ao leitor interessado é

indicada a leitura dos seguintes trabalhos [38,39,24,25,28].

Dada uma ordenaçãoθ = v1, . . . ,vn dos vértices de um grafoG, umacoloraç̃ao própria

parcimoniosadeG atribui cores aos vértices deG de tal forma que a cor do vérticevi deve ser

igual a uma das cores usadas nos vérticesv1, . . . ,vi−1, para todoi ∈ {1, . . . ,n}, a menos que o

vérticevi possua vizinhos com cada uma das cores atribuı́das aos vérticesv1, . . . ,vi−1. Nesse

caso é atribuı́da uma nova cor avi .

A pior quantidade de cores que uma coloração própria parcimoniosa atribui a um grafo

G, dentre todas as possı́veis ordenações deV(G) é denotada pornúmero ocroḿatico deG. A

determinação do númeroocromático foi um problema proposto e estudado por Simmons [48].

Erdős et al. demonstraram queΓ(G) é igual ao númeroocromático deG, para todo grafoG.

Por vários anos a determinação da complexidade de Coloração Gulosa foi um problema em

aberto, mas, em 1997, Goyal e Vishvanathan demonstraram quedeterminar se o número guloso

de um grafo é superior ou igual ak, para algumk∈ N, é um problemaNP-completo [20].
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Foi demonstrado que este problema também éNP-completo para complementos de grafos

bipartidos [52] e que:

Teorema 3.1 ( [52]) Para um grafo qualquer G= (V,E) e um inteiro r, determinar seΓ(G)≤

χ(G)+ r é um problema coNP-completo.

Na mesma linha de raciocı́nio do resultado anterior, Asté et al. [2] demonstraram também

que são problemascoNP-completos determinar seΓ(G) ≤ c× χ(G) e seΓ(G) ≤ c×ω(G),

para alguma constantec e para algum grafoG.

Por outro lado, existem alguns resultados polinomiais sobre o número guloso. Um resultado

polinomial bem conhecido é que determinar o número gulosode um cografo é um problema

polinomial [24]. Outra classe de grafos cuja determinação do número guloso pode ser feita

em tempo polinomial é a dos hipercubos. Tal resultado foi demonstrado por Jensen e Toft

[35]. Existem também algoritmos polinomiais para calcular o número guloso em árvores [30]

e emk-árvores parciais (grafos com largura em árvore no máximo k) [50, 42]. Zaker [53]

recentemente demonstrou que, dados um grafoG = (V,E) e um inteirok, existe um algoritmo

de complexidadeO(n2k−1
) para determinar seΓ(G)≥ k.

A seguir, veja um resumo dos resultados de complexidade de Coloração Gulosa na Tabela

3.1:

Tabela 3.1: Resumo - Complexidade
Classe Complexidade

Caso geral NP-Completo [20]
Grafos com largura em árvore limitada1 Polinomial [50,42]
Árvores Polinomial [30]
Cografos Polinomial [24]
Hipercubos Polinomial [35]
Complementos de bipartidos NP-completo [52]

3.3 Limites

Existe amplo estudo de limites sobre o número guloso de um grafo. Exibiremos nesta seção

alguns deles, indicando ainda outros que podem ser encontrados na literatura.

O primeiro fato importante a ser observado é que o número guloso pode ser arbitrariamente

grande, mesmo para grafos de número cromático trivialmente determinável. Por exemplo, para

1Grafos com largura em árvore limitada são exatamente ask-árvores parciais.
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árvores, que são uma subclasse dos grafos bipartidos, o n´umero cromático guloso pode ser tão

grande quanto desejarmos. Uma árvore binomial possui a seguinte definição:

Definição 3.1 A árvore binomialBk, de ordem k,́e definida como segue:

Bk =

{

um v́ertice, se k= 0

umaárvore com raiz r cujos filhos são B0, . . . ,Bk−1, se k> 0

B0 B1 B2 B3

Figura 3.1:Árvores binomiais.

Considere uma árvore binomialBk e uma ordemθ sobre os vértices deBk tal que os pri-

meiros elementos da ordem são as folhas{ f1, . . . , fx} de Bk, depois, nesta ordemθ , estão as

folhas deBk−{ f1, . . . , fx}, e assim sucessivamente. Veja que ao aplicarmos o algoritmoguloso

usando essa ordemθ , o algoritmo utilizarák+1 cores.

Ainda sobre grafos bipartidos, apesar de Coloração Gulosa ser um problemaNP-completo

para complementos de grafos bipartidos, o seguinte limite foi obtido:

Teorema 3.2 ( [52,24])Se Gé o complemento de um grafo bipartido, entãoΓ(G)≤ 3ω(G)/2.

Em [24] foi demonstrado que seG é o complemento de um grafo cordal, entãoΓ(G) ≤

2ω(G)+ 1 e que seG é um grafosplit G= (S∪K,E), entãoΓ(G) ≤ 1+ |K|. Para grafos de

intervalos, que são uma subclasse dos grafos cordais, é bastante conhecido o seguinte fato:

Proposiç̃ao 3.1 ( [37]) Se Gé um grafo de intervalos, entãoΓ(G)≤ 40ω(G).

Esse limite foi melhorado recentemente para 8ω(G) [45].

Nikolopoulos e Papadopoulos [46] demonstraram que o número guloso em grafos de permutação,

que são grafos perfeitos, não pode ser limitado porω(G). Isso ocorre porque para um grafo de

permutaçãoG e umn suficientemente grande, a seguinte desigualdade é válida:
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Γ(G)≥
(χ2+ χ)+k(χ2−χ)

2

Gyárfás e Lehel [26] foram os primeiros a conseguir determinar um limite superior para o

número guloso de grafos livres deP5. Entretanto, um melhor limite superior para essa classe de

grafos foi encontrado por Kierstead et al.:

Teorema 3.3 ( [40]) Se Gé um grafo livre de P5, ent̃ao Γ(G)≤ 4ω(G)−1
3 .

A desigualdadeχ(G)+χ(Ḡ)≤n+1 é conhecida como a desigualdade (aditiva) de NordHaus-

Gaddum e é válida para qualquer grafoG comn vértices.

Zaker [53] encontrou desigualdades similares à de NordHaus-Gaddum com relação ao

número guloso para algumas classes de grafos e propôs a seguinte conjectura:

Conjectura 3.1 Para qualquer grafo G com n vértices, a seguinte desigualdadeé v́alida:

Γ(G)+Γ(Ḡ)≤ n+2

Recentemente, foi demonstrado que essa conjectura é válida para grafos bipartidos e grafos

com até 8 vértices, mas que em geral não é válida:

Proposiç̃ao 3.2 ( [15]) Se Gé um grafo qualquer com|V(G)|= n≥ 3, ent̃ao:

Γ(G)+Γ(Ḡ)≤















⌊5n+2
4 ⌋, se n≥ 10

n+3, se n= 9

n+2, se n≤ 8

Eles também mostram exemplos para os quaisΓ(G)+Γ(Ḡ) = ⌊5n+2
4 ⌋, ou seja, esse limite

é o melhor possı́vel.

Definição 3.2 Dados grafos G e H, denotamos por produto lexicográfico G[H] o grafo cujo

conjunto de v́erticesé formado pelos elementos de V(G)×V(H) e cujo conjunto de arestasé o

seguinte:

E(G[H]) = {(a,x)(b,y) | ab∈ E(G), ou a= b e xy∈ E(H)}
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Geller e Stahl [17] obtiveram alguns resultados com respeito ao número cromático de um

grafoG[H] obtido pelo produto lexicográfico deG por H. Asté et al. [2] demonstraram alguns

resultados similares sobre o número guloso de produtos de grafos.

Pela definição do produto lexicográfico deG por H, o grafoG[H] pode ser visto como

se cada vértice deG fosse substituı́do por uma cópia deH. Dessa forma, denote porH(x) o

subgrafo induzido deG[H] pelos vértices{x}×V(H). Observe queH(x) é isomorfo aH. Os

seguintes resultados foram obtidos:

Proposiç̃ao 3.3 ( [2]) Sejam G e H grafos disjuntos. Em uma coloração gulosa de G[H], no

máximoΓ(H) cores aparecem em cada H(x), para todo x∈V(G).

Demonstraç̃ao: Considere uma coloração gulosa de um grafoG[H] e sejamn1, . . . ,np as p

cores que aparecem em uma cópiaH(x) de H. Denote porSi , 1≤ i ≤ p, o conjunto estável

formado pelos vértices emH(x) coloridos com a corni. Sejau um vértice deSi . Observe que

u possui pelo menos um vizinhov j ∈ H(x) colorido com a corn j , para todoj < i, pois, caso

contrário, uma vez queu recebeu a corni , ele deve possuir um vizinhow emV(G)\V(H(x))

com a corn j e tal vizinhow também seria vizinho de um vértice deH(x) com a corn j , pois a

vizinhança deu ev j emV(G[H])\V(H(x)) é a mesma. Logo,p≤ Γ(H(x))≤ Γ(H). �

A proposição anterior também nos mostra que uma coloração gulosa para um grafoG[H]

induz uma coloração gulosa emH(x), para todox∈V(G).

Outro resultado similar aos de Geller e Stahl é o seguinte:

Proposiç̃ao 3.4 ( [2]) Se Hé um grafo tal queΓ(H) = k, ent̃ao, para todo grafo G,Γ(G[H]) =

Γ(G[Kk]).

Outro resultado interessante demonstrado em [2] é que seΓ(G) = ∆(G)+ 1 ou G é uma

árvore, entãoΓ(G[H]) = Γ(G)×Γ(H), sendoH um grafo qualquer disjunto deG.

Além disso, a seguinte desigualdade geral foi encontrada:

Teorema 3.4 ( [2]) Sejam G e H grafos disjuntos. Então:

Γ(G)×Γ(H)≤ Γ(G[H])≤ 2Γ(G)−1(Γ(H)−1)+Γ(G)−1.
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4 Coloraç̃ao Ponderada

Apresentamos, neste capı́tulo, o estado da arte deste problema. Os resultados mostram que

mesmo quando restrito a diversas classes de grafos simples,esse problema ainda éNP-difı́cil.

Exibimos ainda alguns limites sobre a quantidade de cores deuma coloração ponderada ótima,

além de alguns resultados de aproximabilidade.

4.1 Definiç̃ao

O problema de Coloração Ponderada foi definido por Guan e Zhu [23] e consiste em deter-

minar, dentre todas as possı́veis colorações própriasS de um grafo ponderadoG = (V,E,w),

aquela que possui o menor peso. O peso de uma coloraçãow(S ) é a soma dos pesos de suas

classes de cores e o peso de uma classe de cor é o maior peso de um vértice que pertence

àquela classe. A esse menor peso de uma coloração é dada anomenclatura número cromático

ponderado, denotado porχp(G).

Conforme comentamos no Capı́tulo 1,χp(G) = χ(G) seG é um grafo com pesos unitários.

Por essa observação, podemos concluir que Coloração Ponderada é um problemaNP-difı́cil no

caso geral.

Para determinarχp(G), devemos observar que, quanto menos classes de cores tivermos,

menos parcelas teremos para somar ao calcularmos o peso de uma coloração. Entretanto, ob-

serve na Figura 4.1, que nem sempre uma coloração ponderada ótima usaχ(G) cores.

�������������� ��������������
4114 4114

11 2 2 1 2 13

w(S ) = 8 w(S ) = 6

Figura 4.1: Coloração ponderada ótima pode usar mais queχ(G) cores.

Devemos observar que colocar os vértices mais pesados em uma mesma classe de cor pode
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reduzir o peso da coloração, uma vez que somaremos apenas omais pesado. Por exemplo, veja

a Figura 4.1.

2

1 3

2 1

2

1 3

13

5 4

2

5 3

5 4

2

5 3

w(S ) = 12w(S ) = 14

Figura 4.2: Colocar vértices pesados em uma mesma classe decor pode reduzir o peso.

Podemos, então, perceber que os pesos são essenciais paradeterminarmosχp(G). Sendo

assim, mesmo quando estudamos classes particulares de grafos, temos apenas informações adi-

cionais sobre a estrutura do grafo, mas não sobre os pesos dos vértices do grafo. Isto torna o

problema particularmente difı́cil, mesmo para classes de grafos simples.

4.2 Complexidade

Para os seguintes resultados de complexidade, com relação aqueles sobre classes de grafos

nas quais Coloração Ponderada éNP-completo, estaremos nos referindo à versão de decisão

deste problema, no qual busca-se determinar se existe, ou n˜ao, uma coloração própriaS de um

grafo ponderadoG = (V,E,w), tal quew(S ) ≤ q, para algumq∈ R+ dado como entrada do

problema.

Como comentado no Capı́tulo 1, o problema de Coloração Ponderada éNP-difı́cil, uma vez

que Coloração de Grafos é o caso particular de Coloração Ponderada no qual os vértices têm

pesos unitários. Usando o mesmo argumento, como o problemade Coloração de Grafos não

pode ser aproximado com fatornε , para algumε > 0, a menos queP = NP [43], Coloração

Ponderada também não pode. Por outro lado, sabemos que o problema de Coloração Ponde-

rada pode ser aproximadamente resolvido em tempo polinomial com um fator de aproximação

padrãoO(n/ logn) [12].

Coloração Ponderada em grafos bipartidos éNP-completo, uma vez que foi provado que

este problema éNP-completo mesmo se o grafo é bipartido com∆(G)≤ 14 [12] e que éNP-
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completo mesmo se o grafo é bipartido e livre deP8 [11]. Entretanto sabe-se calcular uma

coloração ponderada ótima em tempo polinomial para grafos bipartidos com 2 diferentes pe-

sos nos vértices [12] e para grafos bipartidos livres deP5 [11]. Além disso, é conhecido um

algoritmo 8
7-aproximativo para grafos bipartidos [11] e que, a menos queP = NP, não existe

algoritmo aproximativo com fator87− ε, para algumε > 0, para esta classe de grafos [12].

Uma vez que podemos obter uma orientação transitiva das arestas de um grafo bipartido

orientando todas as arestas de uma partição para outra, todo grafo bipartido é de comparabi-

lidade e, dessa forma, concluı́mos que Coloração Ponderada éNP-completo para grafos de

comparabilidade.

O problema de Coloração Ponderada em grafos linha de bipartidos éNP-completo [12] e

possui um algoritmo aproximativo com fator de aproximação ρ∆, tal que∆ é o maior grau de

um vértice,ρ1 = ρ2 = 1 e:

ρ∆ =
∆

∑∆
j=1∏∆−1

l= j (1−ρl/∆)

.

Entretanto, para qualquer∆≥ 3, ε > 0, o problema de Coloração Ponderada não pode ser

aproximado com o seguinte fator, a menos queP = NP, em grafos linha de bipartidos regulares

de grau∆:

1+
2
∆
−

2
∆+1

− ε

.

Além dos resultados polinomiais citados anteriormente para grafos bipartidos também se-

rem válidos para árvores, é conhecido um esquema de aproximação de tempo polinomial para

k-árvores parciais [14], em particular, para árvores. Umak-árvore é definida recursivamente

como segue: umak-árvore comk+1 vértices consiste de uma clique comk+1 vértices e dada

umak-árvore comn vértices,n > k, constrói-se umak-árvore comn+ 1 vértices adicionando

um novo vérticev a essak-árvore, fazendo-o adjacente a uma clique de tamanhok dessak-

árvore. Umak-árvore parcial é um subgrafo de umak-árvore. A complexidade deste problema

parak-árvores parciais continua em aberto.

Sabemos que os cografos, também conhecidos como grafos livres deP4, não possuem ciclos

ı́mpares de tamanho maior que 3, uma vez que tal ciclo induziria umP4. Logo, todo cografo

que não possui triângulos é bipartido. Apesar desse fato, Coloração Ponderada em cografos é
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polinomial.

Para mostrarmos que o problema de Coloração Ponderada pode ser resolvido em tempo

polinomial para cografos, devemos introduzir mais alguns resultados.

Um grafoG é perfeito se, e somente se, para todo subgrafoH ⊆ G, ω(H) = χ(H). Chud-

novsky et al. [8] provaram queG é perfeito se, e somente se,G não possui buracos ı́mpares nem

seus complementos. Logo, todo cografo é perfeito. Além disso, a seguinte caracterização para

cografos foi demonstrada em [10]:

Proposiç̃ao 4.1 Um grafo Gé um cografo se, e somente se, para todos os subgrafos induzidos

G′ de G, o algoritmo guloso quando aplicado em qualquer ordemθ dos v́ertices de G′ obt́em

uma coloraç̃ao comχ(G′) cores.

De posse deste resultado, e da suposição que podemos fazerque o grafo dado como en-

trada possui pesos estritamente maiores que zero, pois elesnunca influenciam no peso de uma

coloração, Demange et al. [12] puderam obter os seguintesresultados:

Lema 4.1 Se G= (V,E,w) é um cografo ponderado, então todas as coloraç̃oes ponderadas

ótimasS = (S1, . . . ,Sk) de G satisfazem k= χ(G).

Demonstraç̃ao: Suponha, por absurdo, uma coloração ponderada ótimaS ′ = (S′1, . . . ,S
′
k′) de

G = (V,E,w) tal quek′ > χ(G). Sem perda de generalidade, suponhaw(S′1) ≥ . . . ≥ w(S′k′).

Crie uma ordemθ dos vértices deG colocando, nesta ordem, primeiramente os vértices de

S′1, depois os deS′2 e assim sucessivamente. SejaS = (S1, . . . ,Sk) a k-coloração obtida pela

aplicação do algoritmo guloso à ordemθ . Observe que, para todo vérticev∈ S′j , v ∈ Si , para

algumi ≤ j. Uma vez quew(S′i)≥w(S′j), temos quew(S′i∪{v}) = w(S′i)≥w(Si). Comok< k′,

Sk+1 = . . . = Sk′ = /0 e cada classe de corS′i 6= /0, para todoi = 1, . . . ,k′, temosw(S ) < w(S ′).

Absurdo, poisS ′ era uma coloração ótima. �

Vale ressaltar que o lema anterior é também conseqüência do Teorema 4.1 demonstrado por

Guan e Zhu [23].

Proposiç̃ao 4.2 Seja G=(V,E,w) um cografo ponderado. Então, uma coloraç̃aoS =(S1, . . . ,Sk)

constrúıda pelo algoritmo guloso, baseada em qualquer ordemθ tal que u< v (ou seja, u antes

de v emθ ) implica w(u)≥w(v), é ótima.

Demonstraç̃ao: Sejamt1 > .. . > tr os r diferentes valores de pesos dos vértices deG. Seja

G(s) o grafo induzido pelos vértices com peso maior ou igual ats, i.e.,G(s) = G[{v|w(v)≥ ts}].
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Observe quew(Si)≥max{ts|ω(G(s))≥ i}, ou seja, temosω(G(s)) classes de cores com peso

pelo menosts, uma vez que teremos uma clique de tamanhoω(G(s)) contendo vértices com

peso superior ou igual ats.

Desta forma, se considerarmos quew(S1)≥ . . .≥ w(Sk), então os primeirosω(G(1)) con-

juntos Si da seqüência(S1, . . . ,Sk) tem pesow(Si) = t1; observe também que os primeiros

ω(G(2)) conjuntos terão peso superior ou igual at2 e, de forma geral, os primeirosω(G(s))

conjuntos terão peso superior ou igualts.

Suponha, agora, uma coloraçãoS = (S1, . . . ,Sk) obtida pelo algoritmo guloso sobre uma

ordem de vértices tal quew(v1) ≥ . . . ≥ w(vn). Sejavl o vértice mais pesado a receber a

cor Si , ou seja,w(Si) = w(vi). Observe que o subgrafoG[{v1, . . . ,vl}] é um cografo para

o qual o algoritmo guloso produz uma coloração com o número mı́nimo de cores. Logo,

χ(G[{v1, . . . ,vl}]) = i = ω[{v1, . . . ,vl}], poisG é perfeito. Concluı́mos, então, queS satis-

fazw(Si) = max{ts|ω(G(s))≥ i} e, então,S é uma coloração ótima. �

Outra classe de grafos relacionada aos grafos bipartidos éa dos grafossplit. Dizemos que

um grafo é bipartido se o seu conjunto de vértices pode ser particionado em dois conjuntos

estáveis disjuntos. Um grafo é ditosplit se o seu conjunto de vértices pode ser particionado em

um conjunto estável e uma clique. Assim como no caso dos grafos bipartidos, Coloração Pon-

derada em grafossplit também éNP-completo. Para exibirmos a demonstração desse resultado,

considere a seguinte definição:

Definição 4.1 Dados um grafo G= (V,E), uma coloraç̃ao c de G e um conjunto S⊆ V(G),

dizemos que uma cor x ocorre em S se, e somente se, existe algumvértice v∈ S tal que a

c(v) = x.

Proposiç̃ao 4.3 [12] Coloração ponderadáe fortemente NP-completo para grafossplit.

Demonstraç̃ao: A redução se dará a partir do problema de cobertura mı́nima de um con-

junto. Mais formalmente, dados um conjuntōS= (s̄1, . . . , s̄k), uma famı́lia de subconjuntos

C = {Ci |Ci ⊆ S̄ e i∈ I} e um inteiro positivoq, existe uma subfamı́liaC ′ = {C′j | j ∈ J} ⊆ C

tal que
⋃

j∈JC′j = S̄e |J| ≤ q?

Iremos construir um grafo ponderadosplit G= (S∪K,E,w) da seguinte forma:

• Para cada elemento ¯si ∈ S̄, associa-se um vérticesi no conjunto estávelScom peso|I |+1;

• Para cada subconjuntoCi ∈ C , associa-se um vérticeci na cliqueK com peso|I |;
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• Ses̄i /∈Ci , associa-se uma aresta entresi eci .

Dada esta construção do grafosplit, temos:

Observaç̃ao 4.1 Existe uma subfaḿılia C ′ = {C′j | j ∈ J} ⊆ C tal que
⋃

j∈JC′j = S e|J| ≤ q

se, e somente se, existe uma coloração c de G tal que w(c)≤ |I |2+q.

Se existe uma subfamı́liaC ′ = {C′j | j ∈ J} ⊆ C tal que
⋃

j∈JC′j = Se |J| ≤ q, então exibiremos

uma coloraçãoc tal quew(c)≤ |I |2+q da seguinte forma:

• Atribuamos uma coloração qualquer à clique;

• Se o elemento ¯si é coberto pelo conjuntoCi , atribuamos a cor deci ao vérticesi .

Observe primeiro que se ¯si é coberto pelo conjuntoCi , s̄i ∈Ci , conseqüentemente,(si ,c j) /∈E(G)

e, portanto, a coloração é própria. Uma vez que no máximo q subconjuntos foram escolhidos

para cobrir o conjuntōS, no máximoq cores serão utilizadas para colorir o estávelS. Portanto,

w(c)≤ |I |2+q.

Por outro lado, se existe uma coloraçãoc deG tal quew(c)≤ |I |2+q então:

• Não existe uma cor com apenas vértices deS, pois, neste caso,w(c) ≥ |I |2 + |I |+ 1 >

|I |2+q;

• Não existemp > q cores deK utilizadas emS, pois terı́amosw(c) = |I |2+ p > |I |2+q.

Desta forma, no máximoq cores deK ocorrem emS e, então, se escolhermos os conjuntos

Ci correspondentes aos vértices deK cujas cores ocorrem emS, veremos que esses conjuntos

formarão uma cobertura dēS, pois cada vértice deSfoi colorido com alguma cor e será coberto

pelo conjunto que recebeu a mesma cor emK. �

Para grafossplit é conhecido um esquema de aproximação de tempo polinomial [11].

Um grafoG = (V,E) é ditoP4-carregado se para todoS⊆V tal que|S| ≤ 6, seG[S] possui

mais de 2P4’s distintos, entãoG[S] é um grafosplit.

Um fato que não encontramos na literatura, mas é simples dese verificar é que todo grafo

split é P4-carregado. Logo, uma vez que Coloração Ponderada em grafossplit é NP-completo,

também o será em grafosP4-carregados.

Outra conseqüência deste problema serNP-completo para grafossplit, é que ele também o

será para grafos cordais e para grafos livres deP5. Para os grafos de intervalos, que são uma
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subclasse dos grafos cordais, este problema ainda éNP-completo [14]. Coloração Ponderada

ainda éNP-completo mesmo seG é um grafo planar sem triângulos e com∆(G)≤ 4 [11].

Para o caso geral foi demonstrado que seG é um grafo com largura em árvore limitada,

então uma coloração ponderada de peso mı́nimo que utiliza r cores, para alguma constanter,

pode ser calculada em tempo polinomial, caso exista umar-coloração própria deG [23].

Agora consideremos qualquer classe de grafosG e um grafoG∈G e suponha que Coloração

Ponderada éNP-completo para todoG∈ G . Então:

Proposiç̃ao 4.4 ( [12]) SejaG uma classe qualquer de grafos ponderados nos vértices. Se o

problema de Coloraç̃ao Ponderada emG é NP-completo então, a menos que P= NP, para todo

c∈N, c≥ 1, nenhum algoritmo de tempo polinomial pode calcular uma solução de Coloraç̃ao

Ponderada emG tal que a diferença entre o seu valor e oótimo seja limitada superiormente

por c. Aĺem disso, se o problema de Coloração Ponderadáe fortemente NP-completo, então, a

menos que P= NP, Coloraç̃ao Ponderada emG não pode ser resolvida nem por um esquema

de aproximaç̃ao padr̃ao, nem por um esquema de aproximação diferencial de tempo completa-

mente polinomial.

Sabemos também que para os grafos que admitem umak-coloração própria, existe um

algoritmo aproximativo para o problema de Coloração Ponderada com fatork3/(3k2−3k+1)

[14] e, se para tais grafos o problema de Coloração por Listas [51, 13] for polinomial, então

para esses grafos existe um esquema de aproximação de tempo polinomial [14].

Veja o resumo dos resultados de complexidade deste capı́tulo na Tabela 4.2.

4.3 Limites

Como o valor do número cromático ponderado depende dos pesos do grafo dado como

entrada e como, no caso geral, os pesos podem assumir qualquer valor real não negativo, não

são conhecidos bons limites paraχp(G). Trivialmente, se denotarmos pork o maior peso de

um vértice em um grafoG, podemos observar queχp(G)≤ kn, tal quen = |V(G)|. Com essa

suposição concluı́mos também queχp(G) ≤ kχ(G), pois existe uma coloração própria com

χ(G) cores e o peso de cada classe de cor é no máximok.

Existem alguns limites com relação à quantidade de coresde uma coloração ponderada

ótima. O limitante inferior para a quantidade de cores de uma coloração ponderada ótima é,
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Classe de grafos Complexidade Aproximações

Caso geral NP-Completo O(n/ logn) [12]
Com largura em árvore limitada Polinomial parar cores1 [23] PTAS [14]
Cografos Polinomial [12] -
Bipartidos com 2 pesos diferentes Polinomial [12] -
Bipartidos livres deP5 Polinomial [11] -
BipartidosG tal que∆(G)≤ 14 NP-Completo [12] 8/7-aprox. [11]
Bipartidos livres deP8 NP-Completo [11] 8/7-aprox. [11]
Linha de bipartidos NP-Completo [12] ∆

∑∆
j=1 ∏∆−1

l= j (1−ρl /∆)
[12]

De comparabilidade NP-Completo2 ?
Split NP-Completo [12] PTAS [11]
Livres deP5 NP-Completo3 ?
Cordais NP-Completo3 ?
P4-carregados NP-Completo3 ?
De intervalos NP-Completo [14] ?
PlanaresG, sem triângulos e∆(G)≤ 4 NP-Completo [11] ?

Tabela 4.1: Resumo - Complexidade

obviamente, o número cromático, mas vale ressaltar que h´a casos para os quais esse número

pode ser estritamente superior ao número cromático, comono exemplo da Figura 4.1.

Para limites superiores, Guan e Zhu demonstraram que:

Teorema 4.1 [23] A maior quantidade de cores utilizada em uma coloração ponderadáotima

de um grafo Ǵe igual aΓ(G).

Ainda sobre limites superiores para a quantidade de cores deuma coloração ponderada

ótima de um grafo ponderado, Demange et al. [12] demonstraram que:

Proposiç̃ao 4.5 Sempre pode-se construir, a partir de uma coloração própria S ′ qualquer,

uma k-coloraç̃aoS = (S1, . . . ,Sk) tal que w(S )≤ w(S ′) e k≤ ∆(G)+1.

Demonstraç̃ao: Suponha uma coloraçãoS ′ = (S′1, . . . ,S
′
k′) qualquer de um grafoG = (V,E)

e, sem perda de generalidade, quew(S′1) ≥ . . . ≥ w(S′k′). DefinaS = (S1, . . . ,Sk) como sendo

a coloração obtida pela aplicação do algoritmo guloso ao grafoG e a uma ordemθ deV(G)

tal que os primeiros vértices deθ são os vértices deS′1, depois, nessa ordem vêm os vértices

deS′2 e, assim, sucessivamente. Sev∈ S′i , entãov∈ Sj para algumj ≤ i, o que implicak≤ k′

1É conhecido algoritmo polinomial para determinar uma coloração de menor peso que usar cores, para algum
número inteiror dado como entrada.

2Todo grafo bipartido é de comparabilidade.
3Conseqüência da complexidade de Coloração Ponderada em grafossplit.
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e w(S ) ≤ w(S ′). Observe também que se houvesse algum vérticev em uma classe de cor

k+ 1 = ∆(G) + 2, uma vez que cadaSi é um conjunto estável maximal, significaria quev

possuiria∆(G)+1 vizinhos, o que é uma contradição. Logo,k≤ ∆(G)+1. �

Podemos observar que em toda coloração ponderada ótimaS = (S1, . . . ,Sk) de um grafo

G qualquer, tal quew(S1)≥ . . .≥w(Sk), pode ser transformada em uma coloração tal que todo

vértice deSi possui pelo menos um vizinho emSj , para todoi, j ∈ {1, . . . ,k} com j > i. Em

outras palavras, pode-se assumir sempre queS é uma coloração gulosa. Esse fato já havia sido

utilizado por Guan e Zhu na demonstração do Teorema 4.1 e éuma ferramenta importante para

demonstrações sobre colorações ponderadas ótimas que utilizamos.

Uma outra conseqüência desse resultado é que seG é o grafo linha de um grafoH, i.e.,

G = L(H), então pode-se construir, a partir de uma coloração própria S ′ qualquer, umak-

coloraçãoS = (S1, . . . ,Sk) paraG tal quek≤ 2∆(H)−1.

Outro fato interessante que eles observaram foi que se, em uma coloração ponderada ótima

S = {S1, . . . ,Sk} de um grafoG, existiremχ(G) = q classes de coresSi , . . . ,Si+q de mesmo

peso, então essas classes de cores devem ser as mais leves, ou seja,i = k−q.

Proposiç̃ao 4.6 Se G= (V,E,w) é um grafo ponderado com r pesos diferentes e q= χ(G) é

seu ńumero croḿatico, ent̃ao toda k-coloraç̃ao ponderadáotima S ∗ = (S∗1, . . . ,S
∗
k) satisfaz:

w(S∗i ) > w(S∗i+q−1), para todo i≤ k−q. Em particular, k≤ 1+ r(q−1) e existem exemplos

que satisfazem este limite na igualdade.

Demonstraç̃ao: Suponha, por absurdo, que existe um ı́ndicei ∈ {1, . . . ,k−q}, tal quew(S∗i ) =

. . . = w(S∗i+q−1). Observe que paraG′ ⊆ G, χ(G′) ≤ χ(G). SejaG′ o subgrafo induzido por

S∗i ∪ . . .∪S∗i+q−1. Comoχ(G) = q, podemos atribuir uma coloração aG′ com no máximoq

cores, obtendo uma coloração própriaS paraG com peso estritamente inferior aS ∗. Para

tanto, vejamos os detalhes:

w(S ∗) = w(S∗1)+ . . .+w(S∗k)

= w(S∗1)+ . . .+w(S∗i−1)+qw(S∗i )+w(S∗i+q)+ . . .+w(S∗k)

> w(S∗1)+ . . .+w(S∗i−1)+qw(S∗i )

≥ w(S )

�
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5 Resultados Gerais em Coloração
Gulosa

Neste capı́tulo, apresentamos alguns resultados sobre como determinar o número guloso

de grafos cuja árvore decomposição modular é bem caracterizada. A estratégia utilizada é de,

a partir do número guloso das folhas da árvore de decomposição modular, calcular o número

guloso dos nós internos através de uma busca em pós-ordem. Para tanto, na Seção 5.1 apre-

sentamos resultados conhecidos na literatura sobre o cálculo do número guloso em nós série e

paralelo e na Seção 5.2 como tal cálculo pode ser feito em alguns nós de vizinhança.

5.1 Número guloso de ńos śerie e paralelo

A determinação do número guloso em nós série e paraleloa partir do número guloso de seus

filhos é um fato bastante conhecido na literatura, pois A. Gyárfás e J. Lehel [24] demonstraram

como calcular o número guloso de um cografo em tempo polinomial utilizando sua ávore de

decomposição modular.

Como não existem nós de vizinhança em uma árvore de decomposição modular de um

cografo, o algoritmo polinomial que A. Gyárfás e J. Lehel demonstraram usa as seguintes

proposições para calcular o número guloso de um cografoG, percorrendo a sua árvore de

decomposição modular em pós-ordem.

Proposiç̃ao 5.1 Seja v um ńo interno daárvore de decomposição modular T(G) de um grafo

G que representa um ḿodulo paralelo e sejam{v1, . . . ,vk} seus filhos. Então Γ(G[M(v)]) =

maxi∈{1,...,k}Γ(G[M(vi)]).

Proposiç̃ao 5.2 Seja v um ńo interno daárvore de decomposição modular T(G) de um grafo

G que representa um ḿodulo śerie e sejam{v1, . . . ,vk} seus filhos. Então Γ(G[M(v)]) =

∑i∈{1,...,k}Γ(G[M(vi)]).
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Como esses resultados são válidos para quaisquer grafos,para encontrarmos algoritmos po-

linomiais para calcular o número guloso de um determinado grafo cuja decomposição modular

é bem determinada, apenas é necessário determinar como calcular o número guloso dos seus

nós de vizinhança em tempo polinomial a partir do número guloso de seus filhos, ou seja, de

seus fatores.

5.2 Número guloso em alguns ńos de vizinhança

Nesta seção, apresentamos algoritmos de tempo polinomial para calcular o número guloso

de alguns nós de vizinhança em função do número guloso de seus fatores. Esses resultados são

válidos para quaisquer classes de grafos cujas decomposic¸ões modulares possuam tais nós de

vizinhança.

5.2.1 P5, P̄5 eC5

Veja queP5, P̄5 eC5 são grafos primos. Existem classes de grafos, como algumasapresen-

tadas no Capı́tulo 7, cuja decomposição modular pode possuir nós de vizinhançav tais que o

grafo quocienteG(v) é isomorfo a um desses grafos.

Um nó de vizinhança cujos fatores não são necessariamente grafos triviais denotamos por

nó gordo. Denote porC∗5, por P∗5 e porP̄∗5 os nós gordos ilustrados na Figura 5.2.1. Apresen-

tamos a seguir como calcular o número guloso desses nós, baseado no número guloso de seus

fatores.

H1

H2 H3

H4 H5

H1

H2 H3

H4 H5

H2 H3 H4 H5

P∗5

H1

P̄∗5 C∗5

Figura 5.1: Módulos de vizinhança gordos.

Notação 5.1 Seja G= (H1∪ . . .∪H5,E) um grafo isomorfo a um dos nós gordos da Figura
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5.2.1. DenoteΓ(G[Hi]) por Γi e denote uma ordem que produza uma coloração comΓ(G[Hi])

cores para G[Hi] por θi , para todo i∈ {1, . . . ,5}.

Definição 5.1 Dados grafos G e H, dizemos que G′ é o grafo obtido de G pelasubstituiçãode

um v́ertice v∈V(G) pelo grafo H se V(G′) = {V(G)\{v}}∪V(H) e E(G′) = {E(G)\{uv | u∈

NG(v)}}∪E(H)∪{uh | u∈ NG(v) e h∈ H}.

Para demonstrarmos os resultados anunciados, precisamos exibir a seguinte proposição que

generaliza a Proposição 3.3:

Proposiç̃ao 5.3 Sejam G, H1, . . . ,Hn, grafos disjuntos e seja n= |V(G)|. Em uma coloraç̃ao

gulosa do grafo G∗, que é obtido pela substituiç̃ao do v́ertice vi ∈ V(G) pelo grafo Hi, no

máximoΓ(Hi) cores ocorrem em cada subgrafo induzido Hi ⊆G∗, para todo i∈ {1, . . . ,n}.

Demonstraç̃ao: Considere uma coloração gulosac de um grafoG∗ e sejamn1, . . . ,np asp cores

que aparecem emG∗[V(Hk)], para algumk ∈ {1, . . . ,n}. Denote porSi , 1≤ i ≤ p, o conjunto

estável formado pelos vértices deHk coloridos com a corni. Sejau um vértice deSi . Como

c é uma coloração gulosa,u possui pelo menos um vizinho colorido com a corn j , para todo

j < i. Afirmamos que, para todoj < i, u possui um vizinhov j ∈Hk colorido com a corn j . Para

demonstrar esse fato, suponha o contrário. Comon j ocorre emHk existe pelo menos um vértice

v j ∈ Sj . Uma vez queu recebeu a corni , ele possui um vizinhov′j emV(G∗)\V(Hk) com a cor

n j . Entretanto, pela Definição 5.1,v′j também é vizinho dev j , pois a vizinhança deu e v j em

V(G∗)\V(Hk) é a mesma. Isso é uma contradição, pois toda coloraçãogulosa é própria. Logo,

concluı́mos quep≤ Γ(G∗[Hk])≤ Γ(Hk). �

É fácil verificar que a Proposição 3.3 é o caso particularda Proposição 5.3 no qual todos os

grafosH1, . . . ,Hn são isomorfos a um grafoH.

Para as proposições seguintes, considere que as adjacências entreH1, . . . ,H5 ocorrem de

acordo com a Figura 5.2.1.

Proposiç̃ao 5.4 Dados os ńumeros gulosos dos grafos H1, . . . ,H5, o número guloso de um P∗5 =

(H1∪ . . .∪H5,E) pode ser calculado em tempo constante.

Demonstraç̃ao: Suponha queS = (S1, . . . ,Sk) é uma coloração gulosa ótima paraP∗5 , ou seja,

S possuiΓ(P∗5) cores de tal forma que cada vérticev ∈ Si possui um vizinhou ∈ Sj , para

todo j < i, i, j ∈ {1, . . . ,k}. Façamos uma análise por casos do comportamento de uma solução

gulosa ótima. O cálculo em tempo constante pode ser feito através da determinação do maior

valor de uma solução, dentre a quantidade constante de casos que vamos analisar:
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1. Se existe um vérticev∈ H1 colorido com a maior corSk, entãoΓ(P∗5) = Γ1 +Γ2.

Neste caso, comov possui vizinhos com todas as coresS1, . . . ,Sk−1, concluı́mos quek =

Γ(P∗5) ≤ Γ1 + Γ2, pela Proposição 5.3. Por outro lado, observe que qualquer ordenação

paraV(P∗5) que tenha primeiramente os vértices deH1 de acordo com a ordemθ1 e depois

os vértices deH2 ordenados porθ2 leva o algoritmo guloso a produzir uma coloração para

P∗5 com pelo menosΓ1+Γ2 cores.

2. Se existe um vérticev∈ H5 colorido com a maior corSk, entãoΓ(P∗5) = Γ4 +Γ5.

A demonstração desse caso é análoga à anterior.

3. Se existe um vérticev∈ H2 colorido com a maior corSk, então

Γ(P∗5 ) =















Γ1+Γ2 +Γ3 , seΓ1≤ Γ4;

Γ1+Γ2 , seΓ1 > Γ4 e Γ3≤ s1;

Γ1+Γ2 +Γ3−s1 , seΓ1 > Γ4 e Γ3 > s1;

sendos1 = Γ1−Γ4.

Assim como nos casos anteriores, sabemos queΓ(P∗5)≤ Γ1+Γ2+Γ3, pois, uma vez que

v∈ H2, todas as cores ocorrem emN(v), ou seja, emH1, H2 e H3 e, pela Proposição 5.3,

não podemos utilizar mais queΓi cores em cadaHi, i ∈ {1,2,3}.

(a) SeΓ4≥ Γ1, entãoΓ(P∗5) = Γ1 +Γ2 +Γ3:

Neste caso, uma ordem sobre os vértices deP∗5 que comece porθ4, θ1, θ3 eθ2, nessa

ordem, leva o algoritmo guloso a produzir uma coloração para P∗5 com pelo menos

Γ1 +Γ2+Γ3 cores.

Isso é fato, pois como nenhum vértice deH1 é adjacente a nenhum vértice deH4, as

cores utilizadas pelo algoritmo guloso para colorirH4 são reutilizadas para colorir

H1. Nenhuma cor utilizada emH3 também ocorre emH4, ou seja, todas as cores de

H3 são diferentes das cores deH1.

Logo, o algoritmo guloso produz uma coloração que possui as primeirasΓ1 cores em

H1, Γ3 cores distintas emH3 e, conseqüentemente, outrasΓ2 cores emH2, podendo

inclusive ser cores já utilizadas emH4 que não foram reutilizadas emH1. Dessa

forma, a igualdade segue.

(b) SenãoΓ4 < Γ1:

Sob essa hipótese, existem ordenações para as quais a quantidade de cores utilizadas

emH4 não é suficiente para colorirH1. Sejas1 = Γ1−Γ4 a quantidade de cores que
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sobram emH1 com relação aH4 e que podem eventualmente ser utilizadas para

colorir H3.

• SeΓ3≤ s1, entãoΓ(P∗5) = Γ1+Γ2:

A intuição deste caso é que mesmo que sejam utilizadasΓ1 e Γ4 cores emH1

eH4, respectivamente, se a quantidade de cores que sobram emH1 é suficiente

para colorirH3, entãoH3 é colorido com cores deH1. Mais formalmente, veja

que uma ordem sobreV(P∗5) que comece porθ1, θ4, θ3 e θ2, nessa ordem, leva

o algoritmo guloso a produzir uma coloração com pelo menosΓ1 +Γ2 cores e

toda cor utilizada emH3 já havia sido utilizada para colorir algum vértice de

H1.

Por outro lado, não existe coloração gulosa com mais queΓ1 + Γ2 cores sob

essas suposições. Para comprovar esse fato, suponha o contrário. Suponha que

existe uma ordem que leva o algoritmo guloso a produzir tal coloraçãoS ′ para

P∗5 com mais queΓ1 + Γ2 cores. Pela Proposição 5.3 e pela observação que

todas as cores ocorrem emH1, H2 e H3, existe pelo menos uma corSi que

ocorre emH3 e não ocorre emH1 e emH2.

Pela hipótese sabemos, queΓ3+Γ4 ≤ Γ1, ou seja,S ′ possui pelo menosΓ2 +

Γ3+Γ4 +1 cores. Como todas as cores deS ′ ocorrem emH1, H2 eH3, existe

pelo menos uma corSj que ocorre emS1 e não ocorre emH2, H3 eH4.

Isso é uma contradição, pois os vértices deSi emH3 não possuem vizinhos com

corSj e os vértices deSj emH1 não possuem vizinhos com a corSi . Em outras

palavras, nemSi < Sj e nemSj < Si .

• SenãoΓ3 > s1, entãoΓ(P∗5) = Γ1 +Γ2 +Γ3−s1:

Intuitivamente, neste caso, se a sobra deH1 não é suficiente para colorirH3,

entãos1 cores deH1 ocorrem emH3. Formalmente, veja que uma ordem sobre

V(P∗5) que comece porθ1, θ4, θ3 e θ2, nessa ordem, leva o algoritmo guloso a

produzir uma coloração com pelo menosΓ1+Γ2 +Γ3−s1 cores.

Para mostrar queΓ(P∗5)≤ Γ1+Γ2 +Γ3−s1, o mesmo raciocı́nio do caso ante-

rior pode ser aplicado. Suponha, por absurdo, que existe umacoloração gulosa

S ′ paraP∗5 com mais queΓ1 +Γ2 +Γ3−s1 cores. Observe que existem pelo

menosΓ3−s1+1 cores que ocorrem emH3 e não ocorrem emH1 eH2.

Por hipótese,S ′ possui pelo menosΓ1 +Γ2 +Γ3−s1 = Γ2 +Γ3 +Γ4 +1 co-

res. SejaSi uma dessas cores. Logo, existe uma corSj que ocorre emH1 e

não ocorre emH2, H3 e H4. A existência das coresSi e Sj implicam em uma

contradição por um raciocı́nio análogo ao caso precedente.
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4. Se existe um vérticev∈ H4 colorido com a maior corSk, então

Γ(P∗5 ) =















Γ5+Γ4 +Γ3 , seΓ5≤ Γ2;

Γ5+Γ4 , seΓ5 > Γ2 e Γ3≤ s5;

Γ5+Γ4 +Γ3−s5 , seΓ5 > Γ2 e Γ3 > s5;

sendos5 = Γ5−Γ2.

A demonstração deste caso é análoga à anterior.

5. Se existe um vérticev∈ H3 colorido com a maior corSk, então

Γ(P∗5) =















Γ2 +Γ3+Γ4 , seΓ1≥ Γ4 ouΓ5≥ Γ2;

Γ2 +Γ3+Γ4−s4 , seΓ1 < Γ4 e Γ5 < Γ2 e Γ2−s4≥ Γ5;

Γ2 +Γ3+Γ4−s2 , seΓ1 < Γ4 e Γ5 < Γ2 e Γ2−s4 < Γ5;

sendos2 = Γ2−Γ5 es4 = Γ4−Γ1.

Novamente, podemos concluir facilmente queΓ(P∗5)≤ Γ2+Γ3+Γ4, pela Proposição 5.3

e pelas hipóteses quev∈ H3 ev∈ Sk.

(a) SeΓ1≥ Γ4 ou Γ5≥ Γ2, entãoΓ(P∗5) = Γ2+Γ3 +Γ4:

Em ambos os casos, observe que existe uma ordem para os vértices deP∗5 que leva o

algoritmo guloso a produzir uma coloração com pelo menosΓ2+Γ3 +Γ4 cores. Se

Γ1≥ Γ4, basta tomar uma ordem qualquer que comece porθ1, θ4, θ3 e θ2. No caso

deΓ5≥ Γ2, basta tomar uma ordem que comece porθ5, θ2, θ3 e θ4.

(b) SenãoΓ1 < Γ4 e Γ5 < Γ2:

Como Γ1 < Γ4, uma ordem que comece porθ1, θ4, θ3 e θ2, induz o algoritmo

guloso a gerar uma coloração com pelo menosΓ4 + Γ3 + Γ2− s4 cores. Usando a

hipótese queΓ5 < Γ2, uma ordem que comece porθ5, θ2, θ3 eθ4, nessa ordem, induz

o algoritmo guloso a produzir uma coloração com pelo menosΓ2 + Γ3 + Γ4− s2.

Precisamos, então, provar que esses limites inferiores também são superiores em

casos bem determinados.

Observe que existe sobra de cores tanto emH4 que pode ser reutilizada emH2, como

existe sobra de cores deH2 que pode ser reutilizada emH4. Façamos a demonstração

dos seguintes subcasos:

• SeΓ2−s4≥ Γ5, entãoΓ(P∗5) = Γ2 +Γ3+Γ4−s4:

Para mostrarmos tal igualdade, precisamos apenas verificarqueΓ(P∗5) ≤ Γ4 +

Γ3+Γ2−s4, pois já sabemos queΓ(P∗5) é pelo menos esse valor. Suponhamos
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por absurdo que existe uma coloração gulosaS ′ com mais queΓ4+Γ3+Γ2−

s4 cores paraP∗5 .

Pela Proposição 5.3 e pela hipótese quev∈H3, existem pelo menosΓ2−s4+1

cores que ocorrem emH2 e não ocorrem emH3 e nem ocorrem emH4. Como,

por hipótese,Γ5 < Γ2− s4 + 1, existe pelo menos uma corSi em H2 que não

ocorre emH3, H4 eH5.

Por outro lado,Γ2 + Γ3 + Γ4− s4 + 1 = Γ1 + Γ2 + Γ3 + 1, ou seja, existe uma

corSj emH4 que não ocorre emH1, H2 eH3.

Isso é um absurdo, pois os vértices deSi emH2 não possuem vizinhos com a

corSj , nem os vértices deSj emH4 possuem vizinhos com a corSi .

• SeΓ2−s4 < Γ5, entãoΓ(P∗5) = Γ2 +Γ3+Γ4−s2:

Para demonstrarmos esse fato, usamos novamente a simetria do P∗5 . Veja que na

análise do caso anterior, consideramos a hipótese de usara sobra das cores de

H4 emH2 e chegamos a conclusão que se a quantidade de cores deH2 diferentes

da sobra deH4 for maior ou igual aΓ5, sabemos como calcular o número guloso

doP∗5 .

Usando o mesmo raciocı́nio, podemos concluir o seguinte fato de forma análoga:

SeΓ4−s2 < Γ1, entãoΓ(P∗5) = Γ4 +Γ3 +Γ2−s2. Sob essa hipótese, usando

a simetria, chegamos exatamente à conclusão que desejamos, mas sob uma

hipótese aparentemente diferente. Entretanto, como podemos verificar que

Γ4− s2 < Γ1 se, e somente se,Γ2− s4 < Γ5, a demonstração do caso com-

plementar é exatamente a demonstração do caso simétrico ao anterior.

De posse dos valores deΓ1, . . . ,Γ5 podemos determinar o maior valor dentre todos os casos

acima descritos em tempo constante, pois a quantidade de casos é constante e o cálculo em

cada um também pode ser feito em tempo constante. Tal valor ´e exatamenteΓ(P∗5), pois es-

tamos analisando todas as possibilidades de posicionamento de um vértice com a maior cor e,

conforme demonstrado em cada caso, não pode existir coloração gulosa com uma quantidade

maior de cores. �

Proposiç̃ao 5.5 Dados os ńumeros gulosos de H1, . . . ,H5, o número guloso de um̄P∗5 = (H1∪

. . .∪H5,E) pode ser calculado em tempo constante.

Demonstraç̃ao: Suponha queS = (S1, . . . ,Sk) é uma coloração gulosa parāP∗5 com Γ(P̄∗5 )

cores. De forma análoga à Proposição 5.4, façamos novamente uma análise por casos:
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1. Se existe um vérticev∈ H1 colorido com a maior corSk, entãoΓ(P̄∗5) = Γ1 +Γ2+Γ3.

A demonstração desse caso é simples, pois qualquer ordenação paraV(P̄∗5) que contenha

subordensθ1, θ2 eθ3 induz o algoritmo guloso a produzir uma coloração com pelomenos

Γ1+Γ2 +Γ3, visto que as cores não se repetem entreH1, H2 e H3. Também não se pode

utilizar mais do que essa quantidade de cores, pela Proposic¸ão 5.3 e pela hipótese que

v∈H1.

2. Se existe um vérticev∈ H2 colorido com a maior corSk, então:

Γ(P̄∗5) =



























Γ1+Γ2 +Γ3 , seΓ4≤ Γ3

Γ1+Γ2 +Γ4 , seΓ4 > Γ3 e Γ1≤ Γ5

Γ1+Γ2 +Γ4−s1 , seΓ4 > Γ3 e Γ1 > Γ5 e Γ4−s1≥ Γ3

Γ1+Γ2 +Γ4−s4 , seΓ4 > Γ3 e Γ1 > Γ5 e Γ4−s1 < Γ3

sendos1 = Γ1−Γ5 es4 = Γ4−Γ3.

• SeΓ4≤ Γ3, entãoΓ(P̄∗5) = Γ1 +Γ2 +Γ3:

Veja queΓ(P̄∗5) ≥ Γ1 + Γ2 + Γ3, pois uma ordem sobreV(P̄∗5) que comece porθ1,

θ2 e θ3 induz o algoritmo guloso a utilizar pelo menosΓ1+Γ2 +Γ3 cores.

Por outro lado, suponha, por absurdo, que existe uma colorac¸ão gulosaS ′ com

Γ1 + Γ2 + Γ3 + 1 paraP̄∗5 sob as hipóteses quev∈ H2 e Γ4 ≤ Γ3. Pela Proposição

5.3 e pelas hipóteses, existe uma corSi que só possui vértices emH4. Usando a

hipótese queΓ4 ≤ Γ3, observamos queS ′ possui pelo menosΓ1 + Γ2 + Γ4 + 1

cores. Logo, existe uma corSj que só possui vértices deH3. Isso é um absurdo,

pois nenhum vértice deH4 colorido com a corSi é adjacente a nenhum vértice de

H3 colorido com a corSj , ou seja,Si não pode ser nem maior, nem menor, queSj .

• SenãoΓ4 > Γ3:

– SeΓ5≥ Γ1, entãoΓ(P̄∗5 ) = Γ1+Γ2 +Γ4:

Usando a hipótese queΓ5 ≥ Γ1, podemos concluir facilmente queΓ(P̄∗5) ≥

Γ1 +Γ2 +Γ4, pois uma ordem sobre os vértices deP̄∗5 que comece porθ5, θ1,

θ4 eθ2, nessa ordem, induz o algoritmo guloso a usar pelo menosΓ1+Γ2+Γ4

cores.

Para mostrarmos que esse limite também é superior, suponha, por absurdo, que

existe uma coloração gulosaS ′ paraP̄∗5 , pelo menosΓ1 + Γ2 + Γ4 + 1 cores.

Pela Proposição 5.3 e pela hipótese quev∈H2, concluı́mos que existe uma cor

Si que só ocorre emH3 (observe que seSi ocorre emH3, não pode ocorrer em

H5).
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Usando a hipótese queΓ4 > Γ3, uma vez queS ′ possui pelo menosΓ1+Γ2 +

Γ4+1 cores, sabemos queS ′ possui pelo menosΓ1+Γ2+Γ3+2 cores. Dessa

forma, existem pelo menos duas coresS1
j eS2

j que só ocorrem emH4.

Isso é um absurdo, pois uma delas é superior aSi sem possuir vértices adjacen-

tes coloridos com a corSi.

– SeΓ5 < Γ1:

* SeΓ4−s1≥ Γ3, entãoΓ(P̄∗5) = Γ1 +Γ2+Γ4−s1:

Usando as hipóteses queΓ4 > Γ3 e Γ5 < Γ1, podemos facilmente verifi-

car que a ordem sobreV(P̄∗5) começada porθ1, θ5, θ4 e θ2, nessa ordem,

quando passada ao algoritmo guloso, o leva a produzir uma coloração com

pelo menosΓ1+Γ2 +Γ4−s1 cores.

Para mostrarmos que não existe coloração gulosa com uma quantidade

maior de cores, suponha o contrário. SejaS ′ uma coloração parāP∗5 com

pelo menosΓ1+Γ2 +Γ4−s1+1 cores.

Como v ∈ H2, usamos a Proposição 5.3 para verificar que existem pelo

menosΓ4− s1 + 1 cores que só ocorrem emH3 e H4. Pela hipótese que

Γ4− s1 ≥ Γ3, concluı́mos que pelo menos uma corSi dessasΓ4− s1 + 1

cores só ocorreH4.

Sabendo ques1 = Γ1−Γ5, verificamos queS ′ possui pelo menosΓ1 +

Γ2 +Γ4−s1 +1 = Γ2+Γ4 +Γ5 +1 cores. Novamente, usamos a hipótese

quev∈H2 e a Proposição 5.3 para concluir que existe pelo menos uma cor

Sj que só pode ocorrer emH1 eH3.

Isso é um absurdo, pois nemSi < Sj , nemSj < Si .

* SeΓ4−s1 < Γ3, entãoΓ(P̄∗5) = Γ1 +Γ2+Γ4−s4:

Como Γ4− s1 < Γ3 se, e somente se,Γ1− s4 > Γ5, para simplificar a

demonstração desse caso, demonstraremos que seΓ1−s4 > Γ5, entãoΓ(P̄∗5 ) =

Γ1 +Γ2+Γ4−s4.

Para mostramos queΓ(P̄∗5) ≥ Γ1 + Γ2 + Γ4− s4, apenas é necessário ob-

servar que a ordem sobreV(P̄∗5) induzida porθ4, θ3, θ1 e θ2, nessa or-

dem, leva o algoritmo guloso a produzir uma coloração com pelo menos

Γ1 +Γ2+Γ4−s4 cores.

Suponha, por absurdo, que existe uma coloração gulosaS ′ paraP̄∗5 com

pelo menosΓ1 + Γ2 + Γ4− s4 + 1 cores. Pela hipótese quev ∈ H2 e pela

Proposição 3.3, concluı́mos que existem pelo menosΓ4−s4 +1 cores que

só podem ocorrer emH1, H3 e H5. Usando a hipótese queΓ1− s4 > Γ5,
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verificamos que existe pelo menos uma corSi que só pode ocorrer emH1 e

H3.

Sabendo que a coloraçãoS ′ possui pelo menosΓ1 + Γ2 + Γ4− s4 + 1 =

Γ1 + Γ2 + Γ3 + 1 cores, pela hipótese quev ∈ H2 e pela Proposição 5.3,

observamos que existe uma corSj que só ocorre emH4.

Isso é um absurdo, pelo mesmo argumento do item anterior.

3. Se existe um vérticev∈ H3 colorido com a maior corSk, então

Γ(P̄∗5) =



























Γ1+Γ3 +Γ2 , seΓ5≤ Γ2

Γ1+Γ3 +Γ5 , seΓ5 > Γ2 e Γ1≤ Γ4

Γ1+Γ3 +Γ5−s1 , seΓ5 > Γ2 e Γ1 > Γ4 e Γ5−s1≥ Γ2

Γ1+Γ3 +Γ5−s5 , seΓ5 > Γ2 e Γ1 > Γ4 e Γ5−s1 < Γ2

sendos1 = Γ1−Γ4 es5 = Γ5−Γ2.

A demonstração desse caso é análoga a do caso anterior.

4. Se existe um vérticev∈ H4 colorido com a maior corSk, então

Γ(P̄∗5) =















Γ2+Γ4 +Γ5 , seΓ1≥ Γ5

Γ4+Γ5 , seΓ1 < Γ5 e s5≥ Γ2

Γ4+Γ5 +Γ2−s5 , seΓ1 < Γ5 e s5 < Γ2

sendos5 = Γ5−Γ1.

Novamente, sabemos que o limite superior para o número guloso nesse caso éΓ2 +Γ4 +

Γ5, pela Proposição 5.3.

• SeΓ1≥ Γ5, entãoΓ(P̄∗5) = Γ2 +Γ4 +Γ5:

Nesse caso, é simples a verificação que uma ordem sobreV(P̄∗5) iniciada porθ1, θ5,

θ2 e θ4 induz uma coloração gulosa parāP∗5 que atinge o limite superior de cores.

• SenãoΓ1 < Γ5:

– Ses5≥ Γ2, entãoΓ(P̄∗5) = Γ4+Γ5:

Utilizando a mesma ordem do item anterior sobreV(P̄∗5), observe que serão

utilizadas pelo menosΓ4+Γ5 cores em uma execução do algoritmo guloso.

Para mostrarmos que não existe coloração com uma quantidade maior de cores,

suponha, por absurdo, uma coloração gulosaS ′ paraP̄∗5 com pelo menosΓ4+

Γ5 +1 cores. Pela hipótese quev∈ H4 e pela Proposição 5.3, verificamos que

existe uma corSi que ocorre emH2 e não ocorre nem emH4 e nem emH5.
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Usando a hipótese ques5 ≥ Γ2, podemos concluir queS ′ possui pelo menos

Γ4 +Γ5 +1 = Γ1 +Γ2 +Γ4 +1 cores. Novamente, pela hipótese quev∈ H4 e

pela Proposição 5.3, observamos que pelo menosΓ1 +1 cores ocorrem emH5

e não ocorrem emH2 eH4. Pela Proposição 5.3, pelo menos uma corSj dessas

Γ1+1 cores só ocorre emH5.

Isso é um absurdo, pois nemSi < Sj , nemSj < Si .

– Senãos5 < Γ2, entãoΓ(P̄∗5) = Γ4 +Γ5 +Γ2−s5:

Utilizando a mesma ordem dos itens anteriores, pode-se observar que o limite

inferior pode ser facilmente determinado, pois tal ordem induz uma coloração

gulosa paraP̄∗5 com pelo menosΓ4 +Γ5+Γ2−s5 cores.

Para verificarmos o limite superior, suponha, por absurdo, que existe uma coloração

gulosa nesse caso comΓ4+Γ5 +Γ2−s5 +1 cores.

Usando a hipótese quev ∈ H4 e a Proposição 5.3, concluı́mos existem pelo

menosΓ2−s5+1 cores que só ocorrem emH2, uma delas éSi .

ComoΓ4 + Γ5 + Γ2− s5 + 1 = Γ4 + Γ2 + Γ1 + 1, observamos que existe uma

corSj que só ocorre emH5, pela hipótese quev∈ H4 e pela Proposição 5.3.

Isso é um absurdo, aplicando aSi eSj o mesmo argumento do caso anterior.

5. Se existe um vérticev∈ H5 colorido com a maior corSk, então

Γ(P̄∗5) =















Γ3+Γ5 +Γ4 , seΓ1≥ Γ4

Γ5+Γ4 , seΓ1 < Γ4 e s4≥ Γ3

Γ5+Γ4 +Γ3−s4 , seΓ1 < Γ4 e s4 < Γ3

sendos4 = Γ4−Γ1.

A demonstração desse último caso é análoga a do caso anterior.

Como na proposição anterior, a determinação do númeroguloso de umP̄∗5 a partir deΓ1, . . . ,Γ5

pode ser feita em tempo constante, pois a quantidade de casosé constante e o cálculo em cada

um deles pode ser feito em tempo constante. �

Proposiç̃ao 5.6 Dados os ńumeros gulosos de H1, . . . ,H5, o número guloso de um C∗5 = (H1∪

. . .∪H5,E) pode ser calculado em tempo constante.

Demonstraç̃ao: Suponha queS = (S1, . . . ,Sk) é uma coloração gulosa paraC∗5 com Γ(C∗5)

cores.
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Uma vez analisado o caso de existir um vértice com a maior corem H1, todos os outros

casos são resolvidos pela simetria. Demonstramos o seguinte fato:

Sejav∈H1 colorido com a maior corSk. Então:

Γ(C∗5) =















Γ1+Γ2 +Γ3 , seΓ5≥ Γ2 ou Γ4≥ Γ3;

Γ1+Γ2 +Γ3−s3 , seΓ5 < Γ2 e Γ4 < Γ3 e Γ2−s3≥ Γ5;

Γ1+Γ2 +Γ3−s2 , seΓ5 < Γ2 e Γ4 < Γ3 e Γ2−s3 < Γ5;

sendos2 = Γ2−Γ5 es3 = Γ3−Γ4.

O limite superior dado pela Proposição 5.3 e pela hipótese quev ∈ H1 é válido, ou seja,

sabemos queΓ(C∗5)≤ Γ1+Γ2 +Γ3.

• SeΓ5≥ Γ2 ouΓ4≥ Γ3, entãoΓ(C∗5) = Γ1+Γ2 +Γ3:

A demonstração desse caso é simples, pois seΓ5 ≥ Γ2 uma ordem sobreV(C∗5) iniciada

por θ5, θ2, θ3 e θ1, nessa ordem, leva o algoritmo guloso a produzir uma colorac¸ão para

C∗5 com exatamenteΓ1 +Γ2+Γ3 cores e o limite superior é atingido.

CasoΓ4 ≥ Γ3, uma ordem sobreV(C∗5) iniciada porθ4, θ3, θ2 e θ1, nessa ordem, leva o

algoritmo guloso também a produzir uma coloração paraC∗5 com Γ1 + Γ2 + Γ3 cores e,

novamente, atingimos o limite superior.

• SenãoΓ5 < Γ2 e Γ4 < Γ3:

Existe sobra de cores deH3, com relação aH4, que pode ser reutilizada emH2 e deH2,

com relação aH5, que pode ser reutilizada emH3, poisΓ5 < Γ2 e Γ4 < Γ3. Para resolver

o número guloso desse caso, vamos analisar o seguintes subcasos:

– SeΓ2−s3≥ Γ5, entãoΓ(C∗5) = Γ1+Γ2 +Γ3−s3:

Para mostrarmos queΓ(C∗5)≥ Γ1 +Γ2 +Γ3−s3, veja que uma ordem sobreV(C∗5)

iniciada porθ3, θ4, θ2 e θ1, nessa ordem, induz o algoritmo guloso a produzir uma

coloração paraC∗5 com pelo menosΓ1+Γ2 +Γ3−s3 cores.

Para demonstrarmos o limite superior por redução ao absurdo, suponha que existe

uma coloração gulosaS ′ paraC∗5 com pelo menosΓ1 +Γ2+Γ3−s3+1 cores.

Pela hipótese quev∈H1 e pela Proposição 5.3, concluı́mos que existem pelo menos

Γ2−s3+1 cores que ocorrem emH2 e não ocorrem emH1 eH3. ComoΓ2−s3≥Γ5,

pelo menos uma corSi dessasΓ2− s3 + 1 cores, também não ocorre emH5, pela

Proposição 5.3. Logo,Si ocorre apenas emH2.
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Sabendo queΓ1 + Γ2 + Γ3− s3 + 1 = Γ1 + Γ2 + Γ4 + 1, vemos que pelo menos

Γ4 +1 cores ocorrem emH3 e não ocorrem emH1 e H2 e vemos também que, pela

Proposição 5.3, existe pelo menos uma corSj que só ocorre emH3.

Isso é um absurdo, pois nemSi < Sj e nemSj < Si .

– SeΓ2−s3 < Γ5, entãoΓ(C∗5) = Γ1+Γ2 +Γ3−s2:

ComoΓ2− s3 < Γ5 se, e somente se,Γ3− s2 > Γ4 e como seΓ3− s2 > Γ4 então

Γ3−s2≥ Γ4, a demonstração desse caso é exatamente o caso simétrico ao anterior,

pois podemos demonstrar de forma análoga ao caso anterior que seΓ3− s2 ≥ Γ4,

entãoΓ(C∗5) = Γ1 +Γ2+Γ3−s2.

De forma análoga às proposições anteriores, o número guloso de umC∗5 pode ser calculado em

tempo constante, pela análise dos casos acima estudados. �

5.2.2 Split

Sabemos que um grafo ésplit se seu conjunto de vértices pode ser particionado em um con-

junto estável e uma clique, mas observe que, dado um grafosplit G= (S∪K,E), seu conjunto

de vértices pode ser particionado em 3 conjuntos disjuntosS(G), K(G) e R(G) tais que todo

vértices∈ Sque não é adjacente a pelo menos um vértice deK pertence aS(G) ⊆ S, K(G) é

formado pela vizinhança dos vértices emS(G) eR(G) =V(G)\S(G)∪K(G). Desse modo, veja

queR(G) é um módulo deG e que seG é primo, então|R(G)| ≤ 1. Observe também que podem

existir módulos emS(G) e emK(G) que são conjuntos estáveis e cliques, respectivamente.

Proposiç̃ao 5.7 Seja v um ńo de vizinhança de umáarvore de decomposição modular T(G) de

um grafo G= (V,E) tal que G(v) é isomorfo a um grafosplit H = (S(H)∪K(H)∪R(H),E). Se

os fatores de v representados em S(H) e K(H) são conjuntos estáveis e cliques, respectivamente,

e o ńumero guloso de R(H) é conhecido, então, o ńumero guloso de M(v) pode ser calculado

em tempo linear.

Demonstraç̃ao: Uma vez que não sabemos em princı́pio quais os filhos dev que pertencem a

S(H), aK(H) e aR(H), vale ressaltar que o reconhecimento deH pode ser feito emO(V(H))

[29].

Como os fatores emS(H) e K(H) são conjuntos estáveis e cliques, respectivamente, deno-

tamos porS∗(H) (K∗(H)) o subgrafo deM(v) induzido pela união de todos os fatores deS(H)

(resp.,K(H)). Observe que o subgrafo deM(v) induzido porV(S∗(H))∪V(K∗(H)) é um grafo
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split e que os vértices deR(H) são adjacentes a todos os vértices deK∗(H) e a nenhum vértice

deS∗(H).

Dada essa notação, verificamos que em qualquer ordenação θ sobreV(M(v)), o algoritmo

guloso nunca atribuirá a vértices deS∗(H) coresSi e Sj , Si 6= Sj , que só contêm vértices de

S∗(H). Isso é fato porque nenhum vértice deSi seria adjacente a nenhum vértice deSj , uma vez

queS∗(H) é um conjunto independente.

Como no máximo uma cor que ocorre em vértices deS∗(H) pode não ocorrer emK∗(H)∪

R(H), casoR(H) seja vazio, pelo argumento anterior sabemos queΓ(M(v)) ≤ |K∗(H)|+ 1.

Entretanto, veja que uma ordenação sobreM(v) na qual os vértices deS∗(H) vêm todos antes

dos vértices deK∗(H) leva o algoritmo guloso a produzir uma coloração com|K∗(H)|+1 cores,

visto queK(H) é a vizinhança deS(H).

SeR(H) não for vazio, em qualquer coloração gulosa deM(v) existe pelo menos uma cor

Sj emR(H) diferente das cores usadas emK∗(H). Conseqüentemente,Γ(M(v)) = |K∗(H)|+

Γ(R(H)). Isto ocorre porque nenhum vértice deS∗(H) é adjacente a nenhum vértice deR(H),

ou seja, não pode existir nenhuma corSi que só contém vértices deS∗(H), pois os vértices em

Si não teriam nenhum vizinho emSj .

Desse modo, calculamosΓ(M(v)) em tempo linear de acordo com a seguinte equação:

Γ(M(v)) =

{

|K∗(H)|+Γ(R(H)) , seR(H) 6= /0

|K∗(H)|+1 , caso contrário.

�

5.2.3 Quase-aranhas

Outros grafos quocientesG(v) relativos a nós de vizinhançav que aparecem com certa

freqüência na árvore de decomposição modular de muitas classes de grafos são isomorfos a

aranhas ou quase-aranhas.

Definição 5.2 Uma aranhaé um grafo cujo conjunto de vértices pode ser particionado em3

conjuntos disjuntos S, K e R tais que:

• Sé um conjunto estável;

• K é uma clique;

• Todo v́ertice de R se liga a todo vértice de K e a nenhum vértice de S;
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• Existe uma bijeç̃ao f : S→ K tal que, para todo s∈ S:

1. ou N(s) = f (s) (aranha magra);

2. ou N(s) = K− f (s) (aranha gorda).

......
Aranha Magra Aranha GordaS

K R

S

K R

Figura 5.2: Aranhas1.

k3

r2

r3

r1s1

s2

s3

k1

k2

S K R

Figura 5.3: Exemplo de aranha gorda.

Se a aranhaG = (S∪K ∪R,E) é um grafo primo, ou seja, se|R| = 1, então éG chamada

de aranha prima. Em uma aranha prima, seR 6= /0, então o único vértice emR é chamado de

cabeça da aranha.

Definição 5.3 Denote porquase-aranhauma aranha G= (S∪K∪R,E) tal que exatamente um

vértice u∈ S∪K foi substitúıdo por um ḿodulo com exatamente dois vértices.

Proposiç̃ao 5.8 Seja v um ńo de vizinhança de umáarvore de decomposição modular T(G)

de um grafo G= (V,E) tal que G[M(v)] é isomorfo a uma quase-aranha A= (S∪K ∪R,E).

Então, o ńumero guloso de G[M(v)] pode ser calculado em tempo linear.

Demonstraç̃ao: SeM(v) é isomorfo a uma quase-aranha, então seus fatores são grafos triviais,

com exceção ao fator que representa o módulo induzido porR e, possivelmente, a um outro

fator emS∪K que possui exatamente dois vérticesx e w.

1As arestas tracejadas representam os pares de vértices quenão são vizinhos entreSe K.
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S K R

w

x

S K R

w

x

Figura 5.4: Quase-aranhas.

Como o grafo quocienteG(v) deG[M(v)] é um grafosplit, se não existe tal fator com dois

vértices emA, ou se existir tal fator ex,w∈ Se (x,w) /∈ E(A), ou se existir tal fator ex,w∈ K

e (x,w) ∈ E(A), o número guloso deG[M(v)] pode ser calculado segundo a Proposição 5.7.

Nos resta então analisar os seguintes casos:

• Caso 1: Existem vértices gêmeos adjacentesx ew emS.

Afirmamos que, em qualquer coloração gulosa deA, não existem duas coresSi e Sj que

só contém vértices deS.

Para comprovar essa afirmação, suponha o contrário. Pelos argumentos apresentados na

demonstração da Proposição 5.7, os únicos vértices que podem ter recebido essas cores

sãox e w. Veja que todos os vértices deSou receberam uma cor de um não vizinho seu

emK ou emR, ou receberam uma dessas cores, digamosSi .

Sem perda de generalidade, suponha quex∈ Si ew∈ Sj . Comox ew são gêmeos, existe

pelo menos um vérticek∈ K que não é adjacente nem ax nem aw. Entretanto, veja que

k não possui nenhum vizinho de corSj , o que é um absurdo.

Logo, como no máximo uma cor possui apenas vértices deS, o número guloso pode ser

calculado em tempo linear usando a análise similar àquelafeita na Proposição 5.7 que

considera se o conjuntoR é vazio ou não.

• Caso 2: Existem vértices gêmeos não adjacentesx ew emK.

Afirmamos que não existem duas coresSi e Sj , Si 6= Sj , tais quex ∈ Si e w ∈ Sj . Esse

fato é trivialmente verificável, pois, caso contrário, comow não é vizinho dex e como a

vizinhança dew é igual a dex, w não possuiria um vizinho com a corSi.

Logo, utilizando este argumento, podemos novamente calcular o número guloso de acordo

com a Proposição 5.7 em tempo linear.

�
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6 Resultados Gerais em Coloração
Ponderada

Neste capı́tulo, apresentamos resultados obtidos sobre Coloração Ponderada que são válidos

para quaisquer grafos. Na primeira seção, apresentamos uma caracterização dos grafos que

possuem número cromático ponderado pelo menosk, para uma constantek. Tal caracterização

pode ser útil para gerar limites inferiores para implementações da formulação para o problema

de Coloração Ponderada apresentada na seção seguinte.Acreditamos que essa seja a primeira

formulação proposta para esse problema.

As última seção apresenta resultados sobre este problema que são úteis para tentar resolvê-

los em classes de grafos cuja decomposição modular seja bem determinada. Exibimos um

estudo sobre a dificuldade de determinar o número cromático ponderado em nós paralelos,

além de apresentarmos algoritmos polinomiais para calcular esse parâmetro em nós série e em

alguns nós de vizinhança.

6.1 Teorema de Haj́os

A caracterização dos grafosk-cromáticos, ou seja, que admitem umak-coloração própria,

vem sendo um problema desafiador há muitos anos. Uma das abordagens possı́veis para ca-

racterizar esses grafos é entender a sua construção. Em 1961, Hajós [27] encontrou uma

caracterização para os grafos que possuem número cromático pelo menosk: eles devem ser

k-construtı́veis. A definição dos grafosk-construtı́veis segue:

Definição 6.1 O conjunto dosgrafosk-construtı́veiśe definido recursivamente como segue:

1. O grafo completo de ordem k, Kk, é k-construt́ıvel.

2. Soma de Haj́os: Dados dois grafos disjuntos G1 e G2 e duas arestas(a1,b1) e (a2,b2),

pertencendo respectivamente a G1 e G2, o grafo G obtido a partir de G1 ∪G2 pela
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remoç̃ao de(a1,b1) e (a2,b2), identificaç̃ao de a1 com a2, gerando um v́ertice a1a2 em

V(G) e adicionando uma aresta entre b1 e b2, tamb́emé k-construt́ıvel (veja Figura 6.1).

3. Identificação de v́ertices: Dado um grafo G= (V,E) k-construt́ıvel, o grafo H= (V ′,E′),

obtido pela identificaç̃ao de dois v́ertices ñao-adjacentes de G, a e b, e remoção de arestas

múltiplas, caso elas apareçam após a identificaç̃ao, gerando um v́ertice ab em V′, tamb́em

é k-construt́ıvel (veja Figura 6.1).

a1

b1 b2

G1 G2

a1a2

b1 b2
G

a2

Figura 6.1: Soma de Hajós.

a

b

ab

Figura 6.2: Identificação de vértices.

Hajós demonstrou que:

Teorema 6.1 (Teorema de Haj́os [27]) Seja G= (V,E). Ent̃ao, χ(G)≥ k se, e somente se, G

possui um subgrafo H tal que H́e k-construt́ıvel.

Existem resultados na literatura sobre extensões do Teorema de Hajós para diferentes tipos

de coloração. Gravier [21] provou uma extensão do Teorema de Hajós para Coloração por Lis-

tas. Král [41] forneceu uma prova simplificada do resultadode Gravier. Zhu [54] encontrou

uma extensão deste teorema para o número cromático circular. Mohar [44] demonstrou duas

novas versões do referido teorema para o número cromático circular e uma extensão do Teorema

de Hajós para o problema de atribuição de canais, i.e., uma coloração de grafos ponderados em



49

arestas. A seguir, apresentaremos uma extensão do Teoremade Hajós para Coloração Ponde-

rada que obtivemos. Para tanto, a classe dos grafosk-construtı́veis precisou ser redefinida, além

de necessitarmos de algumas outras definições:

Notação 6.1 Denote o conjunto de grafos completos de ordem n e ponderadosnos v́ertices

G = (V,E), tais que∑v∈V(G) w(v) = k, porK k
n .

Definição 6.2 Dado um grafo G= (V,E), uma funç̃ao de pesos nos vértices w: V −→ R+ e

uma coloraç̃ao própria c de G, chamamos derepresentanteda cor i em c, repc(i), um e somente

um, v∈V tal que c(v) = i e w(v)≥w(x),∀x∈ {w∈V | c(w) = i}.

Definição 6.3 Dados os grafos ponderados nos vértices G= (V,E,w), H = (V ′,E′,w′), di-

zemos que H⊆ G (H é subgrafo ponderadode G) se V′ ⊆ V, E′ ⊆ E e, ∀v ∈ V ′, temos

w′(v) ≤ w(v).

Definição 6.4 O conjunto dosgrafosk-construtı́veiśe redefinido recursivamente como segue:

1. Os grafosK k
l ,∀l ∈N, são k-construt́ıveis.

2. Soma de Haj́os Ponderada: Dados dois grafos disjuntos G1 e G2 e duas arestas(a1,b1)

e (a2,b2), pertencendo respectivamente a G1 e G2, o grafo G obtido a partir de G1∪G2

pela remoç̃ao de(a1,b1) e (a2,b2), identificaç̃ao de a1 com a2, gerando um v́ertice a1a2

em V(G), tal que w(a1a2) = max{w(a1),w(a2)} e adicionando uma aresta entre b1 e b2,

tamb́emé k-construt́ıvel.

3. Identificação de v́ertices ponderados: Dado um grafo G= (V,E) k-construt́ıvel, o grafo

H = (V ′,E′), obtido pela identificaç̃ao de dois v́ertices ñao-adjacentes de G, a e b, e

remoç̃ao de arestas ḿultiplas, caso elas apareçam após a identificaç̃ao, gerando um

vértice ab em V′, tal que w(ab) = max{w(a),w(b)}, tamb́emé k-construt́ıvel.

Teorema 6.2 (Teorema de Haj́os para Coloraç̃ao Ponderada [1]) Seja G= (V,E) um grafo

ponderado. Ent̃ao,χp(G)≥ k se, e somente se, G possui um subgrafo H queé k-construt́ıvel.

Demonstraç̃ao: Provemos primeiro que seχp(G) ≥ k, entãoG possui um subgrafoH k-

construtı́vel. Suponhamos, por absurdo, que a implicação seja falsa e consideremos um grafoG

ponderado, contra-exemplo maximal em arestas. Vamos provar primeiro queG não é um grafo

multipartite completo. Suponhamos, por absurdo, o contrário.
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Observemos que, em cada classe de cor de uma coloração ponderada ótimac, não há quais-

quer dois vértices em partições distintas deG. Também não pode existir mais de uma classe de

cor em uma mesma partição. Por absurdo, suponhamos que existam duas classes de cor (coresi

e j), cujos vértices pertencem a uma única partição deG. Consideremos os vérticesx e y como

sendorepc(i) e repc( j), respectivamente. Sew(x)≥w(y), então uma coloraçãoc′, obtida a par-

tir dec pela união das classes de coresi e j, tem custo exatamenteχp(G)−w(y), contradizendo

a otimalidade dec. Logo, cada partição é totalmente colorida por uma mesmaclasse de cor. Os

vértices com maior peso em cada partição serão exatamente os representantes de cada classe

de cor. Por conseguinte, observemos que o subgrafo induzidopelos representantes contém um

elemento do conjuntoK k
l , para alguml ∈ N, visto queχp(G)≥ k. Isto é um absudo, pois não

existia subgrafok-construtı́vel emG.

Logo, G não é multipartite completo. Conseqüentemente,G não satisfaz à relação de

equivalência de não-adjacência. Então, existem trêsvértices emG, digamosa, b e c, tais

que (a,b),(b,c) /∈ E(G) e (a,c) ∈ E(G). Consideremos agora os grafosG1 = G+ (a,b) e

G2 = G+(b,c). Pela maximalidade deG, G1 e G2 possuem, respectivamente, subgrafosH1 e

H2 que são grafosk-construtı́veis. Obviamente, as arestas(a,b) e (b,c) pertencem, respectiva-

mente, aH1 e H2, pois foi a inclusão dessas arestas que gerou um subgrafok-construtı́vel em

G1 e G2. Agora, consideremos a aplicação da Soma de Hajós emH1 e H2 nas arestas(a,b)

deH1 e (b,c) deH2, identificando os vértices rotuladosb. Por último, identifiquemos todos os

vértices deH1 com os seus vértices correspondentes emH2, caso eles existam. Observemos

que um grafo isomorfo a um subgrafo deG é obtido ao final dessa seqüência de identificações.

Logo,G contém um subgrafok-construtı́vel, o que contradiz a hipótese inicial.

Vamos provar agora que, seG possui um subgrafoH k-construtı́vel, entãoχp(G) ≥ k.

Observemos queχp(G) ≥ χp(H). Logo, basta mostrar queχp(H) ≥ k. Demonstremos por

indução no número de operações de Hajós (definidas em 6.1) aplicadas para se obterH.

Suponhamos queH é isomorfo a um dos grafos básicosKk
i ,∀i ∈ N. Nesse caso, em qual-

quer coloração deH, cada classe de cor contém um único vértice deH e, portanto, o número

cromático ponderado deH é igual ak.

SeH não é um grafok-construtı́vel básico,H foi obtido por uma das operações definidas

em 6.1.

Suponhamos queH foi obtido pela identificação de dois vértices não-adjacentesa eb de um

grafoH ′ k-construtı́vel. Sejaab o vértice deH obtido pela identificação dea e b. Por hipótese

de indução,H ′ possui número cromático ponderado pelo menosk. Suponhamos, por absurdo,

queχp(H) < k e consideremos uma coloração ponderada ótimac deH. Logo, uma coloração
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c′ deH ′ pode ser obtida a partir dec, atribuindo-se aa e b a cor deab e mantendo-se as cores

dos outros vértices tais como lhes foram atribuı́das porc. Observemos que, exceto pela cori de

ab, para todas as outras coresj, repc′( j) = repc( j). Para a cori, o repc(i) tem peso superior ou

igual ao peso deab, que, por sua vez, é superior ou igual ao peso dea e ao peso deb. Portanto,

a coloraçãoc′ tem peso igual ao da coloraçãoc que é inferior ak, contradizendo a hipótese de

H ′ serk-construtı́vel.

Finalmente, suponhamos agora queH foi obtido a partir de grafosk-construtı́veisH1 e

H2 pela Soma de Hajós nas arestas(a1,b1) e (a2,b2) deH1 e H2, respectivamente. Sejaa1a2

o vértice deH obtido pela identificaçãoa1 e a2. Suponhamos, por absurdo, queχ(H) < k,

enquantoχ(H1) ≥ k e χ(H2) ≥ k. Consideremos uma coloração ponderada ótimac de H.

Observemos quec(a1a2) 6= c(b1) ou c(a1a2) 6= c(b2) (poisb1 e b2 são adjacentes). Sem perda

de generalidade, suponhamos quec(a1a2) 6= c(b1). Logo, uma coloraçãoc′ obtida pela restrição

dec a H1, atribuindo-se aa1 a cor dea1a2 é tal que para toda classe de corj dec′, temos que

o peso derepc′( j)≤ repc( j) (inclusive para a corj dea1, pois o peso dea1 é inferior ou igual

ao peso dea1a2). Conseqüentemente, o peso dec′ é inferior ou igual ao peso dec, que, por sua

vez, é inferior ak, contradizendo a hipótese deH1 serk-construtı́vel. �

Devemos, no entanto, observar que os Teoremas 6.1 e 6.2 apenas garantem a existência

de uma seqüência de operações que, a partir de grafos completos, podemos utilizar para obter

qualquer grafo cujos número cromático e número cromático ponderado são superiores ou iguais

ak.

6.2 Formulação de Programaç̃ao Inteira

Uma outra abordagem de estudo para problemas combinatórios é a utilização de ferra-

mentas de Otimização Combinatória. Para tanto, é preciso uma formulação de programação

matemática para o problema a ser estudado. Utilizando a mesma idéia da formulação baseada

em representantes para o problema de Coloração, propostapor Campêlo et al. [5], apresentamos

uma formulação que obtivemos para o problema de Coloraç˜ao Ponderada.

6.2.1 Formulaç̃ao dos Representantes

Campêlo et al. [6] propuseram uma inovadora formulação para o tradicional problema de

Coloração de grafos utilizando a idéia de representantes. Para apresentarmos tal formulação,

precisamos introduzir a seguinte notação:
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Notação 6.2 Dado um grafo G= (V,E), além da notaç̃ao N(u) que denota a vizinhança de um

vértice u∈V, denote por̄N(u) = {v | uv /∈ E} e por N[u] eN̄[u] quando adicionamos o próprio

vértice u ao conjunto de vizinhos e não vizinhos, respectivamente. Denote por xuv, uv /∈ E,

variáveis indicadoras que terão valor 1 quando u for o representante da cor de v e 0, caso

contrário.

Por último, denote por x(H,u) = ∑v∈H xvu e x(u,H) = ∑v∈H xuv, para algum H⊆ N̄[u] e,

em particular, por x(u,vw) = xuv+xuw, vw∈ E(G[N̄(u)]).

A formulação de Campêlo et al. [6] é constituı́da de 3 conjuntos de restrições. O primeiro

indica que cada vértice deve possuir um representante (podendo inclusive ser ele mesmo). O

segundo conjunto garante que a coloração será própria,indicando que vértices adjacentes não

podem ter o mesmo representante. Finalmente, o último conjunto é formado por restrições de

integralidade.

min ∑u∈V(G) xuu

s.a. x(N̄[u],u)≥ 1 ∀u∈V

x(u,vw)≤ xuu ∀u∈V,∀vw∈ E(G[N̄(u)])

xuv∈ {0,1} ∀u,v∈V

A essa formulação, foram adicionadas restrições para aredução de simetrias, em [5], pois

foi observado que a partir de qualquer solução viável erapossı́vel gerar diversas outras soluções

equivalentes apenas trocando, em pelo menos uma classe de cor, o vértice a representa. Dessa

forma, foi introduzida uma ordem sobre os vértices do grafocom o intuito de evitar essas

simetrias. Para apresentarmos essas novas restrições precisamos introduzir a seguinte notação:

Notação 6.3 Uma orientaç̃ao σ de um grafo G= (V,E) é um mapeamentoσ : E→V tal que

σ(uv)∈{u,v}. Denote por N+(u)= {v∈N(u) | σ(uv)= v} e por N−(u)= {v∈N(u) | σ(uv)=

u}. Se uma orientaç̃ao σ for dada sobreḠ podemos definir̄N+(u) e N̄−(u) de modo similar.

Além disso, a notaç̃ao N̄+[u] e N̄−[u] podeŕa ser usada, caso u esteja incluso no conjunto.

Denote, tamb́em por G+(u) = G[N+(u)] e por G−(u) = G[N−(u)].

Dada essa notação, foram adicionadas restrições com relação a uma ordem≺ sobre os

vértices do grafo para determinar que o representante de uma cor é um vértice que é minimal

naquela cor, ou seja, seu≺ v, v não pode ser o representante deu.

Uma vez que essa orientação deve ser acı́clica, serão gerados dois conjuntosS= {s| N̄−(s) =

/0} eT = {t | N̄+(t) = /0}. Observe primeiramente que tantoS, quantoT, induzem cliques. Ob-
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serve que os elementosu∈ Snão podem ser representados por nenhum outro vértice e, então,

xuu = 1,∀u∈ S. A formulação seguinte é conhecida como formulação assimétrica de represen-

tantes [5]:

minx∈P(G) ∑u∈V(G)\Sxuu+ |S|

s.a. x(N̄−[u],u)≥ 1 ∀u∈V\S

x(u,K)≤ yu ∀u∈V\T,∀K ⊆ N̄+(u)

xuv∈ {0,1} ∀u,v∈V

SendoK um conjunto que induz uma clique de tamanho 2 ou uma uma cliquemaximal de

tamanho 1 emG+(u) e sendoyu = 1 seu∈ Seyu = xuu, caso contrário.

6.2.2 Formulaç̃ao para Coloraç̃ao Ponderada

Após o estudo da Formulação Assimétrica dos Representantes, pudemos observar que tal

formulação poderia ser facilmente adaptada para o problema de Coloração Ponderada.

Observe que em Coloração Ponderada buscamos uma coloração própria de peso mı́nimo,

sendo o peso da coloração a soma das classes de cores. Como opeso de uma classe de cor é

dado por um vértice de maior peso nessa classe, chamaremos tal vértice de representante da sua

cor.

Desse modo, apenas duas alterações são necessárias à formulação assimétrica de represen-

tantes para que possamos obter uma formulação para o problema de Coloração Ponderada.

Primeiramente, precisamos garantir que um vértice escolhido como representante tem o

maior peso da sua classe de cor. Para tanto, basta ser utilizada uma ordem≺ sobre o grafo que

obedeça aos pesos dos vértices, i.e., sew(u) > w(v) euv /∈ E, entãou≺ v. Para os vértices não

adjacentes de mesmo peso escolhe-se uma ordem arbitrária.

A última alteração a ser feita é na função objetivo, que deve somar os pesos dos vértices

representantes. Portanto, a formulação para o problema de Coloração Ponderada tem a seguinte

forma:

minx∈P′(G) ∑u∈V(G) w(u)xuu

s.a. x(N̄−[u],u)≥ 1 ∀u∈V\S

x(u,K)≤ yu ∀u∈V\T,∀K ⊆ N̄+(u)

xuv∈ {0,1} ∀u,v∈V
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Veja que essas modificações são suficientes para que a solução encontrada seja uma coloração

própria de menor peso, ou seja, uma coloração ponderada ´otima.

Como não foram alteradas as restrições do problemas, podemos verificar os seguintes re-

sultados:

Teorema 6.3 Para um mesmo grafo ponderado G e uma mesma ordem≺ sobre V(G) os poli-

edros P e P′ são iguais.

Corolário 6.1 As desigualdades que foram demonstradas ser facetas, em [5], para a Formulaç̃ao

Assiḿetrica de Representantes, também s̃ao v́alidas para a de Coloraç̃ao Ponderada.

Essa formulação abre caminho para amplo estudo deste problema através da utilização de

ferramentas de Otimização Combinatória.

6.3 Decomposiç̃oes Modulares

Existem diversos algoritmos polinomiais para resolver problemas em classes de grafos com-

pletamente caracterizadas pelas suas decomposições modulares. A maioria deles percorre em

pós-ordem a árvore de decomposição modular calculando-se o parâmetro desejado.

Nesta seção, primeiramente fazemos um estudo da dificuldade de calcular o número cromático

ponderado de um nó da árvore de decomposição modular de um grafo que representa módulo

paralelo, a partir de seus filhos. Em seguida, demonstramos como calcular o número cromático

ponderado em nós série, além de também demonstrarmos como calculá-lo em aranhas.

6.3.1 Coloraç̃ao Ponderada em ńos śerie e paralelo

Sejav um nó série da árvore de decomposição modularT(G) de um grafoG = (V,E).

No caso de calcular o número cromático ponderado deM(v) a partir do número cromático

ponderado de seus filhos{v1, . . . ,vk}, é fácil observar que o número cromático ponderado de

M(v) é exatamente igual a∑i∈{1,...,k} χp(M(vi)), pois todo par de fatoresM(vi) e M(v j) são

adjacentes, para todosi, j ∈ {1, . . . ,k}.

Seja, então,G= G1∪ . . .∪Gm um grafo desconexo tal que cadaGi = (Vi,Ei) é uma compo-

nente conexa deG. Se são conhecidas colorações comχ(Gi) cores para todoGi , i ∈ {1, . . . ,m},

então podemos facilmente encontrar uma coloração comχ(G) cores paraG.
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Para exibirmos uma forma de determinarmos tal coloração ´otima paraG, denote porS i =

{Si
1, . . . ,S

i
χ(Gi)
} uma coloração ótima qualquer deGi, i ∈ {1, . . . ,m}. Como não existem arestas

entre as componentes, veja que a seguinte coloração é pr´opria paraG:

S = {
⋃

i∈{1,...,m}

Si
1,

⋃

i∈{1,...,m}

Si
2, . . . ,

⋃

i∈{1,...,m}

Si
maxχ(Gi)

}

Observe, também, queS usa maxi∈{1,...,m} χ(Gi) cores e que esse valor é também um

limite inferior trivial para uma coloração deG.

Apesar dessa observação de que a obtenção de uma colorac¸ão ótima para um grafo des-

conexo pode ser facilmente encontrada, a partir de colorações ótimas de suas componentes,

devemos destacar que tal fato não ocorre de forma similar para o problema de Coloração Pon-

derada.

De forma análoga à anterior, uma idéia bastante intuitiva para encontrar uma coloração

ponderada ótima de um grafo ponderado desconexoG= G1∪ . . .∪Gm seria combinar as classes

de cores das colorações ponderadas ótimas deG1,G2, . . . ,Gm de tal forma que a cor mais pesada

de uma coloraçãoc paraG seria composta pelas cores mais pesadas de colorações ponderadas

ótimas de cadaG j , j ∈ {1, . . .m}, a segunda cor mais pesada dec seria formada pelas segundas

classes de cores mais pesadas de cada componente, e assim sucessivamente.

Considere que, na Figura 6.3.1,w(si) = w(ui) = 2 e quew(ki) = 1, para todoi ∈ {1,2,3}.

Dado esse exemplo, veja que a coloração ponderada ótima do grafo A∪B é dada por uma

coloração na formac = {{s1,k1,u1},{s2,k2,u2},{s3,k3,u3}} que, quando restrita aA, possui

peso 6 e não é uma coloração ponderada ótima deA, pois existe uma coloração paraA de peso

5. Dessa forma, vemos que a idéia anterior de combinar as classes de cores mais pesadas não

se aplica à Coloração Ponderada.
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k3

u1

u2 u3

Figura 6.3: Coloração ponderada ótima da união disjunta não é trivial.

Como o peso de uma classe de cor é determinado pelo vértice de maior peso nessa cor, veja

que em uma coloraçãoS = (S1, . . . ,Sk), comw(S1) ≥ . . . ≥ w(Sk), para um grafo desconexo
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G = G1∪ . . .∪Gm, se restringirmosS a uma componenteG j deG, não necessariamente a cor

Si, restrita aG j , é ai-ésima classe de cor mais pesada da componentej, pois o vértice de maior

peso da corSi pode não pertencer aV(G j).

Dada essa observação, apesar de não sabermos calcular uma coloração ponderada ótima

para um grafo desconexoG a partir de colorações ponderadas ótimas de suas componentes,

obtivemos o seguinte resultado:

Proposiç̃ao 6.1 Dada uma coloraç̃ao ponderadaS = (S1, . . . ,Sk) de um grafo desconexo G=

G1∪G2∪ . . .∪Gm, tal que cada Gi é uma componente de G, para todo i∈ {1, . . . ,m}, ent̃ao

podemos sempre encontrar uma coloraçãoS ′ = (S′1, . . . ,S
′
k′) tal que w(S ′)≤ w(S ), k′ ≤ k e

a classe de cor S′i , quando restrita ao grafo Gj , é a i-́esima classe de cor mais pesada de Gj .

Demonstraç̃ao: Assuma, sem perda de generalidade, quew(S1)≥ . . .≥ w(Sk) e denote porSj
i

a i-ésima classe de cor mais pesada da componenteG j . Assuma também que todas asm com-

ponentes possuemk classes de cores, atribuindo, para aquelas componentes quenão possuem

ask cores, classes de cores vazias com pesos iguais a zero. Ou seja, para cada componenteG j ,

suas classes de cores estão ordenadasw(Sj
1)≥ w(Sj

2)≥ . . .≥w(Sj
k). Veja que a classe de corSi

é composta por classes de coresSj
a, tal quea, em princı́pio, pode ser diferente dei para cadaj

(com exceção da classe de corS1, que em pelo menos uma componenteG j deve serSj
1).

...

...

... ... ...

... ...

...

Sm
iS2

iS1
i

S1
k Sm

k

G1 G2 Gm

Sm
1S2

1S1
1

Figura 6.4: Coloração ponderada em grafos ponderados desconexos.
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Usando essa notação, provemos que:

w(Si)≥ max
j∈{1,...,m}

{w(Sj
i )}

Suponha que a desigualdade anterior é falsa e queS1
i = maxj∈{1,...,m}{S

j
i } > w(Si), sem

perda de generalidade. Uma vez quew(S1
1) ≥ . . . ≥ w(S1

i ) > w(Si), existiriam pelo menosi

classes de cores distintas com pesoestritamentesuperior ao deSi emG1 e, conseqüentemente,

emG, o que é um absurdo.

Logo, para construirmos a coloraçãoS ′, façamos:

S′i =
⋃

j∈{1,...,m}

Sj
i

Como sabemos quew(Si)≥maxj∈{1,...,m}{w(Sj
i )}, w(S )≥ w(S ′). �

Aplicando a Proposição 6.1 sobre uma coloração ponderada ótima, observamos que para

qualquer grafo ponderado desconexoG, existe uma coloração ponderada ótima deG que pode

ser obtida pela combinação de colorações não necessariamente ótimas de suas componentes

pelo procedimento já citado de combinar as classes de coresmais pesadas de cada componente.

6.3.2 Coloraç̃ao Ponderada em aranhas

Para o nó de vizinhançav tal queG(v) é isomorfo a uma aranhaA = (S∪K ∪R,E), deter-

minamos como se comporta uma coloração ótima deM(v) a partir de colorações ponderadas

ótimas de seus filhos, ou seja, colorações ponderadas ótimas de módulos triviais formados pelos

vértices deS∪K e de uma coloração ponderada ótima para o móduloR. Para demonstrarmos

esse resultado, precisamos de algumas observações.

Observaç̃ao 6.1 Podemos supor, sem perda de generalidade, que os pesos de todos os v́ertices

são estritamente maiores que zero, pois, caso contrário, podemos atribuir k cores aos k vértices

de peso nulo e ñao utilizar mais essas cores no restante da coloração. Veja que os v́ertices de

peso nulo jamais influenciariam no peso da coloração.

Observaç̃ao 6.2 Dadas uma aranha ponderada G= (S∪K ∪R,E,w), e uma coloraç̃ao pon-

deradaótimaS = (S1, . . . ,Sk) de G, ñao existem Si e Sj , para i, j ∈ {1, . . . ,k}, i 6= j, contendo

apenas v́ertices de S.
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A observação anterior pode facilmente ser verificada, pois não podem existir classes cores

disjuntas cuja união seja um conjunto estável em uma coloração ponderada ótima de qualquer

grafo.

Considere a seguinte notação:

Notação 6.4 Dada uma coloraç̃ao ponderadáotima S de uma aranha G= (S∪K ∪R,E),

denotemos por CK (CR) o conjunto de cores que ocorrem em K (respectivamente, em R). Veja

que podem existir v́ertices de S coloridos tanto com cores de CK quanto com cores de CR.

Entretanto, pela Observação 6.2, no ḿaximo uma classe de cor possui apenas vértices de S. Se

essa cor existir emS , ent̃ao a denotamos por cS.

Observaç̃ao 6.3 Podemos representar uma coloração de uma aranha porS = CK∪CR∪cS,

tal que cS pode ser vazia. Isso decorre da observação que como existem todas as arestas entre

K e R, as cores de CK são disjuntas das cores de CR. Conseqüentemente, podemos representar

o peso de uma coloraçãoS de uma aranha por: w(S ) = w(CK)+w(CR)+w(cS).

Observaç̃ao 6.4 Sem perda de generalidade, podemos assumir que, para todo vértice s∈ S,

w(s) > w(k) e w(s) > w(r), para todos k∈ K e r ∈ R tais que(s,k) /∈ E, pois, caso contŕario,

para qualquer coloraç̃ao própria da aranha G, poderı́amos sempre atribuir a s a mesma cor de

um ñao vizinho de peso superior ou igual a w(s) e, dessa forma, o peso da coloração da aranha

nunca dependeria do peso de s.

Feitas essas observações, podemos demonstrar os seguintes lemas:

Lema 6.1 Dadas uma aranha ponderada G= (S∪K ∪R,E,w) e uma coloraç̃ao ponderada

ótima qualquerS = {S1, . . . ,Sk} de G, no ḿaximo uma cor de CR possui vértices de S.

Demonstraç̃ao: Suponha, por absurdo, que houvessem coresSi e Sj , i, j ∈ {1, . . . ,k}, deCR

contendo vértices deS. Sem perda de generalidade, suponha quew(Si)≥w(Sj). Pela Observação

6.4, os vértices mais pesados deSi e Sj pertencem aS. SejaS ′ = {S′1, . . . ,S
′
k} a coloração ob-

tida a partir deS apenas colocando os vértices deScoloridos com a corSj na classe de corSi.

Formalmente, para todov∈V(G), sev∈ S∩Sj , então façav∈ S′i , senão, sev∈ Sl , façav∈ S′l ,

para todol ∈ {1, . . . ,k}. Podemos concluir facilmente queS ′ possui peso estritamente inferior

a S , pois o peso da corS′i em S ′ é o mesmo deSi em S , o peso da corSj é estritamente

inferior aS′j emS ′, uma vez que um vértice mais pesado deS′j pertence aR, e as outras classes

de cores não são alteradas. Isso é um absurdo, pela suposição queS é uma coloração ótima.�
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Lema 6.2 Seja G= (S∪K∪R,E,w) uma aranha ponderada. Dada uma coloração ponderada

ótimaSr para G[R], ent̃ao sempre existe uma coloração ponderadáotimaS para G quée uma

extens̃ao deSr .

Demonstraç̃ao: SejaS ′ = {S′1, . . . ,S
′
k} uma coloração ponderada ótima paraG. Pela hipótese

de quew(s) > w(r), para todos∈ Se r ∈ R, observe que não existem duas classes de coresS′i
e S′j , i, j ∈ {1, . . . ,k}, emS ′ que contêm vértices deSe R. Isso é verdade, pois caso contrário

existiria uma coloração com peso estritamente inferior aS ′ na qual os vértices deS∩Sj seriam

recoloridos com a corSi, supondo quew(Si)≥ w(Sj) sem perda de generalidade.

Veja também que a única corS′i , i ∈ {1, . . . ,k} deS ′, que eventualmente contém vértices

deSe R deve conter necessariamente um vértice de maior peso deR. Caso contrário, veja que

se recolorı́ssemos os vértices deS′i com a cor de um vértice mais pesador∗ de R, obterı́amos

uma coloração com peso estritamente inferior aS ′.

Seja, então,S uma coloração paraG tal que os vértices deR são coloridos como emSr ,

os vértices coloridos porS ′ com cores de clique ou com a cor deSrecebem a mesma cor e os

vértices deSainda não coloridos emS , recebem a mesma cor quer∗ possui emSr .

ComoSr é uma coloração ponderada ótima paraR, não é difı́cil verificar quew(S ) ≤

w(S ′), uma vez que as cores de clique e a cor deStêm o mesmo peso em ambas as colorações.

�

A importância do Lema 6.2 é a garantia que ao executarmos umalgoritmo para calcular o

número cromático ponderado percorrendo uma árvore de decomposição modular de um grafo

P4-esparso em pós-ordem, para qualquer coloração ponderada ótima de móduloR, existe uma

coloração ponderada ótima para a aranhaG = (S∪K ∪R,E) que é uma extensão da coloração

deR.

Agora nos resta analisar como devemos fazer essa extensão de uma coloração ótima deR

para uma coloração ótima de uma aranhaG= (S∪K∪R,E). Devemos ressaltar que precisamos

descobrir como colorir os vértices deS, pois os vértices deK recebem todos cores diferentes

das cores deR.

Para os próximos lemas, suponha que os vértices deSestão ordenados em ordem não de-

crescente de peso, ou seja,S= {s1, . . . ,sm} e w(s1) ≤ . . . ≤ w(sm). Mais ainda, denote pork∗

um vértice mais pesado deK, por k∗∗ um segundo vértice mais pesado deK e pors∗ o único

vizinho dek∗, caso a aranha seja magra.

Lema 6.3 Dadas uma aranha ponderada G= (S∪K ∪R,E,w) e uma coloraç̃ao ponderada
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ótima c de G, existe uma coloração ponderadáotima c′ de G tal que c′, quando restrita a R,́e

idêntica a c e exatamente uma das afirmativas a seguiré verdadeira:

1. Todos os v́ertices em S estão coloridos ou com a cor cS ou com a cor de um vértice mais

pesado em R;

2. Existe uḿındice j∈ {1, . . . ,m} tal que os v́ertices de S estão coloridos em c′ de s1 a sj−1

ou com a cor cS ou com a cor de um vértice mais pesado em R (caso j= 1, nenhum

vértice de Śe colorido com tais cores) e os vértices de sj a sm com a cor de um de seus

não vizinhos em K.

Demonstraç̃ao: Observemos primeiro que para todo vértice do conjunto est´avelS, ou ele per-

tence à cor deS, ou ele recebe uma cor de um não vizinho seu colorido com uma cor deCK ou

deCR.

Consideremos uma coloração ponderada ótimac qualquer deG. Se todos os vértices deS

estiverem coloridos ou com a corcSou com a cor de um vértice mais pesado emR, então a

primeira afirmativa é verdadeira, considerandoc′ = c.

Caso contrário, sejaj − 1 ∈ {0, . . . ,m− 1} o ı́ndice do vértice mais pesado que recebeu

ou uma cor deR ou a cor deS, i.e.,c(sj−1) ∈CRou c(sj−1) = cSe, para todoi ∈ { j, . . . ,m},

c(si) ∈CK ( j−1 = 0 implica que todo vértice deSrecebeu uma cor deCK).

Sejac′ uma coloração paraG tal quec′(si) = c(sj−1), para todoi ∈ {1, . . . , j−1}, ec′(si) =

c(si), para todoi ∈ { j, . . . ,m}. Pela Observação 6.4 e pela suposição quew(s1)≤ . . .≤ w(sm),

é fácil concluir quew(c′)≤w(c).

Por último, veja que sec′(sj−1) ∈CRe j−1 6= 0, pelos mesmos argumentos utilizados no

Lema 6.2, podemos recolorirs1, . . . ,sj−1 com a cor de um vértice mais pesado deR. Dessa

forma, concluı́mos quec′ satisfaz a segunda afirmativa ew(c′)≤w(c). �

O Lema 6.3 nos ensina que, após colorirmos os vértices deR com cR e os vértices deK

com |K| cores disjuntas, para encontrarmos uma coloração ponderada ótima paraG apenas

precisamos verificar colorações paraSque satisfaçam as afirmativas do Lema 6.3.

Se a aranhaG for gorda, para colorirmos os vértices desj a sm temos apenas uma escolha,

uma vez que só existe um vértice não vizinho a cada um delesemK. Podemos então concluir

que, para aranhas gordas, apenas é necessário verificar dentre todas as colorações na forma do

Lema 6.3 qual delas tem o menor peso. Dadas as restrições que as afirmativas do Lema 6.3

impõem sobre que cores que devem ser atribuı́das a cada vértice deS, é fácil observar que isso

pode ser feito em tempo polinomial.
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Por outro lado, seG for uma aranha magra, existem|K| −1 possibilidades de cores para

cada vértice no conjunto{sj , . . . ,sm}. Certamente, nesse caso, não poderı́amos gerar todas as

possı́veis colorações para calcular a de menor peso, poisa complexidade não seria polinomial.

Dessa forma, o seguinte lema nos mostra que não precisamos analisar todas essas colorações

em uma aranha magra, para garantir a complexidade polinomial do algoritmo:

Lema 6.4 Seja G= (S∪K∪R,E,w) uma aranha magra ponderada e c uma coloração ponde-

radaótima de G como no Lema 6.3 que satisfaz a segunda afirmação. Existe uma coloraç̃ao c′

tal que w(c′)≤ w(c) satisfazendo uma das alternativas abaixo:

• A cor dos v́ertices sj , . . . ,sm é igualà cor de um v́ertice mais pesado k∗ de K, com possı́vel

exceç̃ao ao v́ertice s∗ que teŕa a cor de um segundo vértice mais pesado k∗∗ de K;

• A cor dos v́ertices sj , . . . ,sm é igual à cor de um v́ertice ki 6= k∗ qualquer de K, com

posśıvel exceç̃ao ao v́ertice si , único vizinho de ki em K, que teŕa a cor de um v́ertice

mais pesado k∗ de K;

Demonstraç̃ao: Demonstraremos que, a partir dac, podemos obter uma coloração satisfazendo

as condições do lema de peso inferior ou igual ao dec. Para tanto, sejac uma coloração como

no Lema 6.3 que satisfaz a segunda afirmação, ou seja, os vértices deS com coressj , . . . ,sm

podem ter recebido uma cor de qualquer não vizinho seu na clique. Façamos uma análise por

casos:

1. c(sm) = c(k∗)

(a) s∗ /∈ {sj , . . . ,sm}

Nesse caso, todos os vértices com cores de clique emSnão são adjacentes ak∗ e,

conseqüentemente, todos poderiam receber a cor dek∗.

Sejac′ uma coloração paraG tal quec′(v)= c(k∗)= c(sm), para todov∈{sj , . . . ,sm}

ec′(v) = c(v), para todov∈V(G)\{sj , . . . ,sm}. Veja quew(c(k∗)) = w(c′(k∗)), pois

sm é o vértice mais pesado deS, pela Observação 6.4. Como todas as outras cores

de c que ocorriam emS não aumentam de peso emc′, pois elas apenas perderam

vértices, concluı́mos quew(c′)≤w(c) e quec′ satisfaz o lema.

(b) s∗ ∈ {sj , . . . ,sm}

Como c(sm) = c(k∗) e k∗ e s∗ são vizinhos, sabemos ques∗ 6= sm. Sejac′ uma

coloração tal quec′(v) = c(k∗) = c(sm), para todov∈ {sj , . . . ,sm}\{s∗} e c′(v) =
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c(v), para todov∈ (V(G)\{sj , . . . ,sm})∪{s∗}. Pelos mesmos argumentos do caso

anterior, podemos concluir quew(c′)≤ w(c).

Sec′(s∗) = c′(k∗∗), c′ satisfaz o lema. Senão, considere quec′(s∗) = c′(ki), para

algumki 6= k∗∗, ki ∈ K.

Nesse caso, sejac′′ uma coloração paraG tal quec′′(s∗) = c′(k∗∗) e c′′(v) = c′(v),

para todov∈V(G)\{s∗}. Pela Observação 6.4, veja quew(c′(ki)) = w(c′′(k∗∗)) =

w(s∗) e w(c′(k∗∗)) = w(k∗∗)≥ w(ki) = w(c′′(ki)). Dessa forma, como todas as ou-

tras classes de cores são idênticas emc′ e c′′, concluı́mos quew(c′) ≥ w(c′′) e c′′

satisfaz as condições do lema.

2. c(sm) 6= c(k∗)

(a) s∗ /∈ {sj , . . . ,sm}

Assuma quec(ki) = c(sm), para algumki ∈ K, ki 6= k∗. Sejac′ uma coloração para

G tal que sev ∈ S e c(v) = c(ki), entãoc′(v) = c(k∗), caso contrárioc′(v) = c(v).

Como, pela Observação 6.4 e suposição de quew(s1)≤ . . .≤ w(sm), podemos con-

cluir quew(c(ki)) = w(sm) = w(c′(k∗)) e quew(c(k∗))≥w(k∗)≥w(ki) = w(c′(ki)),

chegamos ao fato quew(c′)≤w(c).

Observe que emc′, c′(sm) = c′(k∗). Podemos então utilizar sobrec′ os mesmos

argumentos do Caso 1, o qual nos permite obter uma coloração que satisfaz o lema.

(b) s∗ ∈ {sj , . . . ,sm}

i. c(s∗) 6= c(sm)

Observe que podemos repetir o raciocı́nio do caso 2a.

ii. c(s∗) = c(sm)

Suponha quec(s∗) = c(sm) = c(ki), para algumki ∈ K, ki 6= k∗.

Nesse caso, não podemos definir uma coloraçãoc′ pela alteração da cor do

vérticesm para a cor dec(k∗), pois a cor des∗ é exatamente a cor desm es∗ ek∗

são vizinhos. Também não é possı́vel utilizar a Observação 6.4 para comparar

os pesos de tais vértices e, conseqüentemente, ter uma garantia que o peso da

coloração não aumentará após a inclusão dos vértices emS\{s∗} de corc(ki)

na corc(k∗).

Entretanto, como no Caso 1, se o único vizinho deki em S, si , não pertencer

ao conjunto{sj , . . . ,sm}, então definac′ tal quec′(v) = c(ki), para todov ∈

{sj , . . . ,sm} e c′(v) = c(v), para todov∈V(G)\{sj , . . . ,sm}. Pelos argumentos

dos casos anteriores, é fácil observar quew(c′)≤w(c) e quec′ satisfaz o lema.
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Sesi ∈ {sj , . . . ,sm}, obviamentec(si) 6= c(ki) = c(sm). De forma análoga ao

Caso 1b, definac′ tal quec′(v) = c(sm) = c(ki), para todov∈ {sj , . . . ,sm}\{si},

e c′(v) = c(v), para todov∈V(G)\{sj , . . . ,sm}∪{si}. Utilizando argumentos

similares aos do Caso 1b, pode-se concluir quew(c′)≤w(c).

Sec′(si) = c′(k∗), c′ satisfaz o lema. Caso contrário, definac′′ tal quec′′(si) =

c′(k∗) e c′′(v) = c′(v), para todov ∈ V(G)\{si}. Pela Observação 6.4 e pela

suposição quew(s1)≤ . . . ≤ w(sm), podemos verificar quew(c′(ki)) = w(si) =

w(c′′(k∗) e quew(c′(k∗)) = w(k∗) ≥ w(ki) = w(c′′(ki)). Logo w(c′′) ≤ w(c′) e

c′′ satisfaz o lema.

�

De acordo com os lemas anteriores, sabemos que existe uma coloração ponderada ótima

para uma aranha ponderadaG = (S∪K ∪R,E,w) que é uma extensão de qualquer coloração

ótima paraG[R], ou seja, que satisfaz o Lema 6.2. Também sabemos que existeuma coloração

ótima que satisfaz os Lemas 6.3 e 6.4. Para finalmente apresentarmos o algoritmo, precisamos

apenas verificar que existe uma coloração que satisfaz os três lemas simultaneamente.

Lema 6.5 Seja G=(S∪K∪R,E,w) uma aranha ponderada eS = {S1, . . . ,Sk} uma coloraç̃ao

ponderadáotima de G satisfazendo os Lemas 6.3 e 6.4. Então, a coloraç̃ao S restrita a Ré

uma coloraç̃ao ponderadáotima para G[R].

Demonstraç̃ao: SeR= /0, o lema é trivialmente verdade. Suponha, então, por absurdo que a

coloraçãoS quando restrita aG[R] não é ótima. SejaSR uma coloração ponderada ótima para

G[R].

Pelo Lema 6.1, existe no máximo uma corSj deCRatribuı́da a vértices deS. Se não existir

tal cor, então as cores deCRsó contém vértices deRe uma coloraçãoS ′ cujas classes de cores

emCK e a classe de corcSsão idênticas àS e cujas classes de cores deCR são idênticas a

SR, é uma coloração com peso estritamente inferior ao deS , pela suposição de queS quando

restrita aR não é ótima. Isso é uma contradição à otimalidade deS .

Se existe essa corSj deCRcontendo vértices deSemS , pelos argumentos utilizados no

Lema 6.2, essa cor contém um vértice mais pesador∗ deR. Usando a mesma idéia desenvolvida

no Lema 6.2, observe que podemos recolorir os vértices deRcom a coloraçãoSR, gerando uma

coloraçãoS ′ = {S′1, . . . ,S
′
k′} paraG. Do mesmo, os vértices deSque possuı́am a corSj devem,

emS ′, receber a mesma cor der∗, digamosS′j . Como a coloraçãoS , quando restrita aR, não

é ótima paraR, concluı́mos quew(S ′) < w(S ), pois as classes de cores deCK e a corcSsão
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idênticas em ambas as colorações ew(Sj) = w(S′j). Isso é outra contradição, também por causa

da hipótese queS é uma coloração ponderada ótima. �

Finalmente, apresentamos o algoritmo 2 que encontra uma coloração ponderada ótima de

uma aranha ponderadaG = (S∪K∪R,E,w) a partir de uma coloração ponderada ótimacR de

G[R].

Proposiç̃ao 6.2 Dadas uma aranha ponderada G= (S∪K∪R,E,w), e uma coloraç̃ao ponde-

radaótima cR de G[R], ent̃ao uma coloraç̃ao ponderadáotima de G pode ser obtida emO(n3).

Demonstraç̃ao: O algoritmo que calcula a coloração ponderada ótima deG é o Algoritmo 2.

Sua corretude segue dos Lemas 6.2, 6.3, 6.4 e 6.5. A ordenaç˜ao dos vértices deS em ordem

não decrescente pode ser feita emO(nlogn). A atribuição de cores aR e aK pode ser feita

em tempo linear, uma vez que já conhecemos uma coloração paraR. De acordo com o Lema

6.3, devemos analisar todas as colorações tais que os vértices emS, des1 atésj , recebem ou a

cor cSou a cor de um vértice mais pesado emR, enquanto os vértices restantes recebem uma

cor de um não vizinho emK. Se a aranha é gorda, observe que esse cálculo pode ser feito

com complexidadeO(n2). Entretanto, para o caso de colorirmos uma aranha magra, devemos

analisar todas as colorações nas quais os vértices deS recebem a mesma cor de um vérticeki ,

para todoki ∈ K, com possı́vel exceção ao seu único vizinho emS, que deve receber a cor do

vértice mais pesado no conjuntoK\{ki}. Desse modo, a complexidade geral do algoritmo fica

O(n3). �
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Algoritmo 2 : Algoritmo Coloração Ponderada de Aranhas

Entrada: AranhaG = (S∪K∪R,E) e uma coloração ótimacR deG[R]
Sáıda: Coloração ponderada ótimac deG

m← |S|1

Crie vérticess0 e sm+1 artificiais emSe ordene-osw(s0)≤ . . .≤ w(sm+1);2

Escolhak∗, k∗∗ e r∗ e definac,c′← /0;3

para todo r ∈ R faça4

c′(r)← cR(r);5

para todo k∈ K faça6

c′(k)← uma cor dentre as|K| cores que serão utilizadas para a cliqueK;7

para todo j = 1, . . . ,m+1 faça8

para todo i = 0, . . . , j−1 faça9

c′(si)← cS;10

seAranha Gé gordaentão11

para todo i = j, . . . ,m faça12

c′(si)← cor do seu não vizinho emK (c′( f (si)));13

sew(c′) < w(c) então14

c← c′;15

señao16

para todo i = j, . . . ,m faça17

se(si,k∗) /∈ E(G) então18

c′(si)← c′(k∗);19

señao20

c′(si)← c′(k∗∗);21

sew(c′) < w(c) então22

c← c′;23

para todo ki ∈ K\{k∗} faça24

para todo i = j, . . . ,m faça25

se(si ,ki) /∈ E(G) então26

c′(si)← c′(ki);27

señao28

c′(si)← c′(k∗);29

sew(c′) < w(c) então30

c← c′;31

Repete o laço da linha 7, apenas trocandocSporc′(r∗), na linha 9;32

retorna c33
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7 Coloraç̃ao Gulosa emP4-carregados
estendidos gordos

Neste capı́tulo, aplicamos os resultados apresentados no Capı́tulo 5 na classe dos grafos

P4-carregados estendidos gordos, a qual definimos.

7.1 GrafosP4-carregados estendidos

Sabe-se que um grafoG = (V,E) é split se, e somente se,G é livre deC5, C4 e C̄4. Um

grafoH = (V,E) épseudo-splitse, e somente se,H é livre deC4 eC̄4.

Giakoumakis [18] definiu a classe dos grafosP4-carregados estendidos da seguinte forma:

um grafo éP4-carregado estendido se, para todo subgrafoH ⊆G com no máximo 6 vértices, a

seguinte afirmação é verdadeira: seH possuir mais de doisP4’s induzidos, entãoH é um grafo

pseudo-split.

Ele também caracterizou os nós de vizinhança da árvore de decomposição modular de um

grafoP4-carregado estendido:

Teorema 7.1 [18] Um grafo pertencèa classe P4-carregada estendida se, e somente se, o grafo

quociente de cada nó de vizinhança de suáarvore de decomposição modular for isomorfo a:

• um P5 ou a umP̄5 ou a um C5 e os fatores representados pelos seus vértices forem grafos

triviais; ou

• uma aranha A= (S∪R∪K,E) e os fatores representados pelos seus vértices forem grafos

trivais, com posśıveis exceç̃oes a um fator que representa o módulo induzido por R e a

um outro fator em S∪K com dois v́ertices; ou

• um grafosplitG= (S(G)∪K(G)∪R(G),E) e os fatores representados pelos seus vértices

de S(G) são conjuntos independentes, enquanto que os fatores representados pelos seus

vértices de K(G) são cliques.
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7.2 GrafosP4-carregados estendidos gordos

Utilizando a caracterização dos grafosP4-carregados estendidos através de sua decomposição

modular, definimos a seguinte classe:

Definição 7.1 Definimos a classe dos grafos P4-carregados estendidos gordos, como sendo os

grafos que satisfazem ao Teorema 7.1, com exceção ao primeiro caso no qual os fatores repre-

sentados pelos vértices de P5, P̄5 e C5 não s̃ao necessariamente grafos triviais, ou seja, tais nós

de vizinhança s̃ao gordos.

Note que tais fatores pertencem à classe dos grafosP4-carregados estendidos gordos. Além

disso, é importante observar que a classe dos grafosP4-carregados estendidos gordos contém

propriamente a classe dosP4-carregados estendidos. Por exemplo, veja na Figura 7.2, exemplo

de um grafo que pertence à primeira classe, mas não à segunda.

Figura 7.1: GrafoP4-carregado estendido gordo, que não éP4-carregado estendido.

Teorema 7.2 Se G= (V,E) é um grafo P4-carregado estendido gordo e|V(G)|= n, ent̃aoΓ(G)

pode ser calculado emO(n3).

Demonstraç̃ao: Observe que todos os nós de vizinhança deG foram estudados no Capı́tulo 5

e, como conseqüência das Proposições 5.1, 5.2, 5.4, 5.5, 5.6, 5.7 e 5.8, sabemos como calcular

o número guloso de cada móduloM(v) relativo a cada nó internov da árvore de decomposição

modular deG em tempo linear, no pior caso.

Logo, aplicamos um algoritmo de percurso em pós-ordem, cuja complexidade éO(n2),

calculando o número guloso dos nós internos deT(G) em função do número guloso das folhas,

que é igual a um, de acordo com as proposições citadas anteriormente e, assim, determinamos

Γ(G) emO(n3). �

Corolário 7.1 O número guloso de um grafo G= (V,E) pode ser calculado em tempo po-

linomial, se G pertence a uma das seguintes classes: P4-redut́ıveis, P4-redut́ıveis estendidos,

P4-esparsos, P4-esparsos estendidos, P4-extenśıveis, P4-leves, P4-carregados, P4-carregados es-

tendidos e P4-arrumados.
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Demonstraç̃ao:Claramente, todo grafoP4-carregado estendido éP4-carregado estendido gordo.

Como todas as outras classes citadas são subclasses dos grafosP4-carregados estendidos, como

observado por Pedrotti [47], o resultado segue. �

Veja a seguir um Diagrama de Hasse [47] de ordem parcial de inclusão definida sobre todas

as classes acima citadas, além da classe dos grafos livres deP5.

Cografos

estendidos
P4-carregados

P4-redutı́veis

P4-esparsos est.

Livres deP5 P4-carregados

P4-extensı́veis

P4-esparsosP4-redutı́veis est.

P4-leves

P4-arrumados

P4-carregados
estendidos gordos

Figura 7.2: Diagrama de Hasse.
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8 Coloraç̃ao Ponderada emP4-esparsos

Um fato que não encontramos na literatura, mas que é fácilverificar é que todo grafo

split é P4-carregado. Conseqüentemente, Coloração Ponderada éNP-completo para grafosP4-

carregados,P4-carregados estendidos eP4-carregados estendidos e gordos.

Buscamos estudar o problema de Coloração Ponderada em umaclasse de grafos que contém

propriamente os cografos e está contida propriamente nos grafos livres deP5, uma vez que este

problema é polinomial para cografos, enquanto que éNP-completo para grafos livres deP5.

8.1 Algoritmo polinomial para subclasse deP4-esparsos es-
tendidos

Dizemos que um grafo éP4-esparso se cada 5 vértices seus induzem no máximo umP4 [31].

Essa classe de grafos foi bastante estudada por Jamison e Olariu [33,32,34].

Giakoumakis e Vanherpe demonstraram que:

Teorema 8.1 [19] G é um grafo P4-esparso se, e somente se, cada nó de vizinhança v dáarvore

de decomposiç̃ao modular T(G) é tal que G(v) é isomorfo a uma aranha A= (S∪K ∪R,E) e

o único fator ñao trivial de G[M(v)] é o ḿodulo induzido por R, caso R6= /0.

Um dos subgrafos proibidos para grafosP4-esparsos é oC5. Retirando a restrição de queC5

é um subgrafo proibido paraP4-esparsos, Giakoumakis e Vanherpe definiram a classe dos grafos

P4-esparsos estendidos. Eles também demonstraram que todoC5 é um conjunto homogêneo em

um grafoP4-esparso estendido. Logo, é fácil observar que, dado o Teorema 8.1, os grafos

quocientesG(v) relativos aos nós de vizinhançav da árvore de decomposição modular de um

grafoP4-esparso estendido são isomorfos a uma aranhaA = (S∪K ∪R,E) ou a umC5. Além

disso, o único fator não trivial deG[M(v)] é o fator induzido porR, no caso deG(v) ser isomorfo

a uma aranha.
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Teorema 8.2 Seja G= (V,E) um grafo P4-esparso estendido cuja decomposição modular ñao

possui ńos paralelos. Ent̃ao χp(G) pode ser encontrado emO(n5).

Demonstraç̃ao: O algoritmo para determinarχp(G) faz um percurso em pós-ordem emT(G),

calculando a partir do número cromático ponderado das folhas, o número cromático ponderado

dos nós internosv deT(G), ou seja, deM(v).

Conforme comentado na Seção 6.3.1, uma coloração ponderada ótima de um nó sériev

é dada por colorações ponderadas ótimas de seus fatores, de forma que dois fatores disjuntos

não compartilham nenhuma cor. Isto é podemos em tempo linear encontrar uma coloração

ponderada ótima paraM(v), a partir de colorações ponderadas ótimas de seus fatores.

Pela Proposição 6.2, podemos determinar uma coloraçãoponderada ótima emO(n3) de

um nó de vizinhançav isomorfo a uma aranhaA = (S∪K ∪R,E), a partir de uma coloração

ponderada ótima deR. Veja também que uma coloração ponderada ótima para umC5 pode ser

encontrada em tempo constante.

Logo, seG não possui nós paralelos, então o algoritmo encontra umacoloração ponderada

ótima paraG e, conseqüentemente, seu número cromático emO(n5). �

8.2 Algoritmo 2-aproximativo para P4-esparsos

Apesar de não conhecermos um algoritmo polinomial para determinar o número cromático

ponderado de grafosP4-esparsos estendidos, determinamos um algoritmo 2-aproximativo para

grafosP4-esparsos.

É importante lembrar que não existe algoritmo aproximativo de fator constante para deter-

minar o número cromático ponderado de um grafo qualquer, conforme comentamos no Capı́tulo

4. Para exibirmos tal algoritmo, precisamos introduzir algumas definições e resultados:

Definição 8.1 Um grafo G possui umapartição especialse existe uma faḿılia Σ = {S1, . . . ,Sq}

de conjuntos estáveis disjuntos de G, com q≥ 1 e |Si| ≥ 2, para todo i∈ {1, . . . ,q}, e existe uma

injeção f :
⋃q

i=1Si −→V−
⋃q

i=1Si tal que as seguintes afirmativas são verdadeiras:

1. Ki = {z | z = f (s) para algum s∈ Si} é uma clique, para todo i∈ {1, . . . ,q};

2. Um conjunto de v́ertices A induz um P4 em G se, e somente se, existem umı́ndice i∈

{1, . . . ,q} e v́ertices distintos x,y∈ Si tais que A= {x,y, f (x), f (y)}.
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S1 K1

S2 K2

Figura 8.1: Exemplo de partição especial.

Observe, na Figura 8.2, um exemplo de uma partição especial.

Teorema 8.3 [32] Um grafo é P4-esparso se, e somente se, eleé um cografo ou ele tem uma

partição especial.

O algoritmo aproximativo usa esta caracterização de grafos P4-esparsos. Para finalmente

apresentá-lo, precisamos ainda do seguinte lema:

Lema 8.1 Sejam G e H grafos ponderados tais que H⊆G. Ent̃ao,χp(H)≤ χp(G)

Demonstraç̃ao:Suponha, por absurdo,H⊆Gcontra-exemplo. Suponha, também, uma coloração

c ponderada ótima deG. Se restringirmosc aos vértices emV(H)∩V(G), obteremos uma

coloraçãoc′ deH tal quew(c′) < χp(H). Absurdo. �

Pela Proposição 4.2, Coloração Ponderada em cografos pode ser resolvida em tempo poli-

nomial. Logo, podemos enunciar o seguinte:

Proposiç̃ao 8.1 Existe um algoritmo aproximativo de tempo linear com fator de aproximaç̃ao

2 para resolver o problema de coloração ponderada em grafos P4-esparsos.

Demonstraç̃ao: Uma vez que todo grafoP4-esparso, que não é um cografo, possui uma partição

especial (Definição 8.1), ou seja, possuiS e K como cografos induzidos, e que o Lema 8.1

é verdade, nosso algoritmo aproximativo apenas realiza a coloração ponderada ótima deS e

K em tempo linear com cores disjuntas. Comoχp(G[S]) ≤ χp(G) e χp(G[K]) ≤ χp(G), a

demonstração está completa. �



72

9 Conclus̃oes

Diversos resultados foram obtidos no decorrer desse mestrado. A formulação para Coloração

Ponderada permite que utilizemos diversas ferramentas de Otimização Combinatória para obter-

mos mais resultados teóricos e práticos sobre esse problema no futuro. O Teorema de Hajós para

Coloração Ponderada nos fornece ferramentas para descobrir limites inferiores para o número

cromático ponderado de um grafo, a partir da aplicação deoperações bem definidas sobre cli-

ques. Esses limites podem ser inclusive úteis para a utilização de técnicas deBranch-and-Bound

sobre a formulação proposta.

Um objetivo não atingido deste trabalho foi a determinaç˜ao da complexidade de Coloração

Ponderada em grafosP4-esparsos. Entretanto, com os resultados que apresentamos, sabemos

como calcular em tempo polinomial o número cromático ponderado de todo grafoP4-esparso

cuja decomposição modular não possui nós paralelos. Além disso, demonstramos um resultado

sobre a união disjunta de grafos ponderados quaisquer, o que implica em um resultado sobre

os nós paralelos de grafosP4-esparsos. Conjecturamos que o problema éNP-completo para

P4-esparsos.

Os resultados polinomiais sobre Coloração Gulosa nas diversas classes de grafos apresenta-

das (P4-redutı́veis,P4-redutı́veis estendidos,P4-esparsos,P4-esparsos estendidos,P4-extensı́veis,

P4-leves,P4-arrumados,P4-carregados,P4-carregados estendidos eP4-carregados estendidos

gordos) ampliam a quantidade de resultados de complexidadesobre esse problema. Esse fato

é importante, visto que a maior parte dos trabalhos sobre Coloração Gulosa são sobre limites

para o número guloso. Eles também nos incentivam a estudaroutras classes de grafos cuja

decomposição modular seja bem definida, pois apenas precisamos determinar como calcular o

número guloso dos nós de vizinhança da árvore de decomposição modular.
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[6] CAMPÊLO, M., CORRÊA, R., AND FROTA, Y. Cliques, holes and the vertex coloring
polytope.Information Processing Letters 89(2004), 159–164.

[7] CHRISTEN, C., AND SELKOW, S. Some perfect coloring properties of graphs.J. Combin.
Theory Ser. B 27(1979), 49–59.

[8] CHUDNOVSKY, M., ROBERTSON, N., SEYMOUR, P., AND THOMAS, R. The strong
perfect graph theorem.Annals of Mathematics 164(2006), 51–229.
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