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Setembro/2009



Leonardo Sampaio Rocha
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Abstract

A proper coloring of a graph is ab-coloring if each color class contains ab-vertex, that is,
a vertex that has at least one neighbour in each other color class. Theb-chromatic numberof
a graphG = (V,E), denoted byχb(G), is the greatest integerk such thatG admits ab-coloring
with k colors. Them-degreeof G, denoted bym(G), is the largest integerm such thatG hasm
vertices of degree at leastm−1. Note thatχb(G) ≤ m(G). This text is a survey onb-colorings
of graphs. Moreover, we present original results for a special class of graphs, that we calledm-
tight graphs. A graphG is m-tight if it has exactlym= m(G) vertices of degree exactlym−1.
Determining theb-chromatic number of am-tight graph is a NP-hard problem. We introduce
the notion ofb-closureandpartial b-closureof a m-tight graph and we use these concepts to
develop polynomial algorithms for subclasses ofm-tight graphs. These results lead to a general
method that can be used to obtain similar results in other graph classes. We also study the
b-chromatic number of thelexicographic productof graphs. In this sense, we show the exact
values for the productT[Kk], whereT is a tree, and examine the valueχb(G[Kk]), whereG is a
m-tight graph. We also show that thecacti, graphs where every two distinct cycles have at most
one vertex in common, areb-continuous.

Keywords: graph theory, vertex coloring,b-colorings,m-tight graphs,b-closure, lexico-
graphic product,b-continuity.



Resumo

Uma coloração própria de um grafo é umab-coloraç̃ao se cada classe de cor contém um
b-vértice, ou seja, um vértice com pelo menos um vizinho em cada uma dasoutras classes de
cor. Onúmero b-croḿaticode um grafoG = (V,E), denotadoχb(G), é o maior inteirok tal que
G admite umab-coloração comk cores. Om-graudeG, denotadom(G), é o maior inteirom tal
queG possuimvértices de grau maior ou igual am−1. Observe queχb(G)≤m(G). Neste texto
apresentamos alguns resultados acerca dasb-colorações de grafos. Além disso, introduzimos os
resultados que obtivemos estudando uma classe de grafos, que chamamos de grafosm-estritos.
Um grafo ém-estritose possui exatamentem= m(G) vértices densos, cada um de graum−
1. Determinar o númerob-cromático de grafosm-estritos é um problema NP-difı́cil. Nós
introduzimos a noção deb-fechoe deb-fecho parcialde um grafom-estrito e utilizamos estes
conceitos na obtenção de algoritmos polinomiais para subclasses dos grafosm-estritos. Estas
demonstrações sugerem um método geral, que pode ser utilizado na demonstração de resultados
similares em outras classes de grafos. Estudamos também o númerob-cromático doproduto
lexicogŕaficode grafos. Determinamos o valor exato do produtoT[Kk], ondeT é uma árvore e
examinamos o valorχb(G[Kk]), ondeG é um grafom-estrito. Demostramos ainda que oscactos,
grafos tais que quaisquer dois ciclos distintos possuem no máximo um vértice em comum, são
b-contı́nuos.

Palavras-chave:teoria dos grafos, coloração de vértices,b-colorações, grafosm-estritos,
b-fecho, produto lexicográfico,b-continuidade.
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2.3 Pré-coloração de vértices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . p. 13

3 b-colorações de grafos p. 15

3.1 Definição . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.15
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7.1 O produto lexicográfico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . p. 48

7.2 O produtoG[Kk] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 50
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1 Introdução

Umak-coloraç̃ao, ou simplesmentecoloraç̃ao, de um grafoG= (V,E) é uma função sobre-

jetorac : V(G) →{1,2, ...,k}, k ∈ N. Os valores{1,2, ...,k} são denominadoscores. A classe

de cor Ci é o conjunto dos vértices deG coloridos com a cori. Uma coloração éprópria se

vértices adjacentes recebem cores distintas. As colorações de que tratam essa dissertação são

próprias. Onúmero croḿatico deG, denotado porχ(G), é o menor valork tal que existe uma

k-coloração deG.

O problema de determinar o número cromático de um grafo encontra aplicações, por exem-

plo, em problemas de alocação de frequências [19] e de escalonamento [12], além de problemas

de computação [8] e matemática [42]. Com respeito à complexidade do problema, determinar

se um grafo admite uma coloração comk cores, para um valork dado, é um problema NP-

completo [20]. Na verdade, esse problema é tão difı́cil que a menos que P = NP, não existe um

algoritmo de aproximação polinomial para o número crom´atico de um grafo. Uma grande quan-

tidade de algoritmos, exatos ou não, têm sido propostos, aexemplo dos presentes em [22,23,37].

Uma coloração de um grafo é umab-coloraç̃aose cada classe de cor possui um vértice com

pelo menos um vizinho em cada uma das outras classes de cor. Umvértice que satisfaz essa

propriedade é umb-vértice. O número b-croḿatico de um grafoG, denotado porχb(G), é o

maior inteirok tal queG admite umab-coloração comk cores.

Uma motivação para essas definições é a seguinte. Sec é uma coloração de um grafoG e

existe uma classe de cor, digamosCi , semb-vértices, então podemos recolorir cada vértice em

Ci com uma das cores que não aparece em sua vizinhança, de maneira que a coloração obtida

permanece própria. Além disso, como todos os vértices emCi são recoloridos, a coloração

obtida utiliza uma cor a menos que a coloração inicial. Podemos repetir esse procedimento até

encontramos umab-coloração, situação em que o mesmo deixa de ser aplicável. O númerob-

cromático deG é uma medida do pior caso (isto é, o caso em que utilizamos a maior quantidade

de cores) do procedimento descrito, quando aplicado ao grafo G.

As b-colorações foram primeiramente investigadas em [29] e,desde então, têm sido estu-
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dadas por diversos autores [2,10,25,34,36]. Decidir se um grafo admite umab-coloração com

k cores, ondek é um valor dado como entrada, é um problema NP-completo mesmo para grafos

bipartite conexos [36].

As b-colorações são o assunto principal deste texto. Apresentamos alguns resultados impor-

tantes relacionados àsb-colorações e introduzimos os resultados que obtivemos ao longo deste

trabalho de mestrado. Em particular, nossos resultados tratam deb-colorações de uma classe

de grafos, que denominamos grafosm-estritos. Antes de definir a classe dos grafosm-estritos,

necessitamos introduzir a noção dem-grau. Om-graude um grafoG, denotado porm(G), é

o maior valorm tal queG possuim vértices com grau superior ou igual am−1. Um vértice

com grau superior ou igual am(G)−1 é um vérticedenso. Observe que em todab-coloração

deG comk cores, osb-vértices possuem grau superior ou igual ak−1, uma vez que possuem

vizinhos em cada uma das outrask−1 classes de cor. Consequentemente, é fácil ver quem(G)

é um limite superior paraχb(G).

Um grafo ém-estritose possuim = m(G) vértices densos, cada um de graum− 1. A

redução utilizada em [36] implica que o problema de decidir se um grafom-estritoG satisfaz

χb(G) = m(G) é NP-completo. Por outro lado demonstramos que este problema pode ser re-

solvido em tempo polinomial quando restringimos nossos grafos às árvores, aos complementos

de grafos bipartite e os grafosP4-esparsos. Com exceção do caso dos complementos de gra-

fos bipartite, esses resultados não são originais. Entretanto, o método geral sugerido por essas

demonstrações pode ser utilizado para provar resultadossimilares em outras classes de grafos.

Também investigamos o comportamento do númerob-cromático do produto lexicográfico

de grafos. Determinamos o valor deχb(T[Kk]), ondeT[Kk] é o produto lexicográfico de uma

árvoreT pelo grafo completo de ordemk. Estudamos ainda o valorχb(G[Kk]), ondeG[Kk] é o

produto lexicográfico de um grafom-estritoG pelo grafo completo de ordemk e caracterizamos

alguns casos em queχb(G[Kk]) < m(G[Kk]).

O texto está organizado da seguinte forma. No Capı́tulo 2 s˜ao introduzidas as definições

e notações de teoria dos grafos utilizadas ao longo do texto. No Capı́tulo 3 são definidas as

b-colorações e apresentadas algumas considerações acerca das mesmas. O Capı́tulo 4 trata da

complexidade de alguns problemas sobreb-colorações de grafos. No Capı́tulo 5 são introdu-

zidos os conceitos deb-espectro eb-continuidade de grafos e alguns resultados relacionados

a esses conceitos. Em particular, um primeiro resultado original nosso é apresentado neste

capı́tulo, mostrando que os cactos sãob-contı́nuos.

Nos capı́tulos seguintes apresentamos nossas principais contribuições. No Capı́tulo 6 in-

troduzimos os grafosm-estritos e apresentamos os resultados que obtivemos sobreos mesmos.
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No Capı́tulo 7 são expostos nossos resultados acerca do númerob-cromático do produto lexi-

cográfico de grafos. Finalmente, no Capı́tulo 8, as conclusões e trabalhos futuros são apresen-

tados.
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2 Definições e Notaç̃ao

2.1 Preliminares em teoria dos grafos

Um grafo Gé um par(V,E), ondeV é um conjunto devérticeseE ⊆V×V um conjunto de

arestas. A cardinalidade deV(G) é aordemdeG, e a cardinalidade deE(G) o tamanhodeG.

Utilizamos a notaçãouvpara indicar a aresta(u,v). Dada uma arestauv∈E(G), dizemos que os

vérticesu e v são as suasextremidades. Os grafos considerados neste texto não possuemlaços

(arestas com extremidades idênticas) e nemarestas ḿultiplas (duas arestas com as mesmas

extremidades). Além disso as arestas não são orientadas, o que significa queuvevu denotam a

mesma aresta.

SejaG = (V,E) um grafo. Seuv∈ E(G), entãou e v sãovizinhosem G. O conjunto de

todos os vizinhos de um vérticev∈V(G), denotado porNG(v), é chamado devizinhançadev.

O grau dG(v) de um vérticev∈V(G) é a cardinalidade deNG(v). Utilizamos as notaçõesN(v)

ed(v) sem especificar a que grafo nos referimos, quando o mesmo estiver claro no contexto. O

grau ḿınimoδ (G) é o valor do menor grau dentre os vértices deG, ao passo que ograu ḿaximo

∆(G) é o valor do maior grau dentre os vértices deG. Um grafo ék-regular, 1≤ k≤ |V(G)|−1,

se todos seus vértices possuem grauk. Ocomplementode um grafoG, denotado porG, é o grafo

comV(G) = V(G) eE(G) ={(u,v) | (u,v) /∈ E(G)}.

Dizemos queH ésubgrafodeG seV(H)⊆V(G) eE(H)⊆ {uv∈ E(G) | u,v∈V(H)}. Se

E(H) ={uv∈ E(G) | u,v∈V(H)}, H é umsubgrafo induzidodeG. Por outro lado, seH não é

subgrafo induzido deG, então dizemos queG éH-livre, ou queG é livre deH.

Um caminhoem um grafoG é uma sequência de vértices distintosp = 〈v1,v2, ...,vk〉 tais

que{(v1,v2), (v2,v3), ..., (vk−1,vk)}⊆ E(G). Dizemos quev1 e vk são as extremidades do

caminhop. O grafoG éconexose existe um caminho entre quaisquer dois vértices distintos de

G. Umacomponente conexadeG é um subgrafo conexo maximal. Denotamos pordist(u,v), a

distânciadeu av, a quantidade de arestas do menor caminho entreu ev. Ocaminho de ordem k,

denotadoPk, é o grafo com vérticesV(Pk) = {v1,v2, ...,vk} e arestasE(Pk) = {(v1,v2), (v2,v3),
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..., (vk−1,vk)}.

Um ciclo em um grafoG consiste em uma sequência de vértices distintosc= 〈v1,v2, ...,vk〉

tais que{(v1,v2), (v2,v3), ..., (vk−1,vk),(vk,v1)}⊆ E(G). O ciclo de ordem ḱe o grafo de-

notadoCk, cujos vértices sãoV(Ck) = {v1,v2, ...,vk} e arestasE(Ck) = {(v1,v2), (v2,v3), ...,

(vk−1,vk),(vk,v1)}. Um grafo é ditoaćıclico se ele não possui um ciclo como subgrafo.

O grafo completo de ordem n, denotado porKn, é o grafo em que todo par de vértices

distintos está ligado por uma aresta. Umaclique de cardinalidadek em um grafoG é um

conjunto dek vértices dois a dois adjacentes emG. Denotamos porω(G) a cardinalidade da

maior clique deG. Um conjunto independentede cardinalidadek em G é um conjunto de

vértices dois a dois não adjacentes emG. A cardinalidade do maior conjunto independente de

G é denotada porα(G).

Um emparelhamentode um grafoG= (V,E) consiste em um conjunto de arestasM ⊆E(G)

tais que nenhum par de arestas emM possui extremidades em comum. Um vértice ésaturado

por M se ele é a extremidade de alguma aresta emM. Dizemos queM é umemparelhamento

perfeitose ele satura todas os vértices emV(G).

Um grafo acı́clico é chamado defloresta. Uma árvore é uma floresta conexa. Um grafo é

bipartitese o seu conjunto de vértices pode ser particionado em dois conjuntos independentes.

É fato conhecido que um grafo é bipartite se e somente se nãopossui um ciclo de ordem ı́mpar

como subgrafo.

Um grafo écordalse não contém ciclos induzidos de tamanho maior do que 3. Umvértice

v em um grafoG é ditosimplicialsev e sua vizinhança formam uma clique emG. Umaordem

de eliminaç̃ao perfeitaem um grafoG é uma ordenação dos vértices do mesmo tal que, para

cada vérticev, v é simplicial no subgrafo deG induzido porv e os vértices que o sucedem na

ordem. Um grafo é cordal se e somente se ele possui uma ordem de eliminação perfeita [18].

Dizemos queG é umcactosse quaisquer dois ciclos emG possuem no máximo um vértice

em comum. Um grafoG é umbloco se a remoção de um vértice deG resulta em um grafo

conexo. Umbloco de um grafo Ǵe um subgrafo que é um bloco e é maximal com relação a

esta propriedade. Um grafo é um cactos se e somente se todo bloco do mesmo consiste de uma

aresta ou de um ciclo.

Um cografoé um grafoP4-livre. Um grafo éP4-esparsose qualquer conjunto de 5 vértices

de G induz no máximo umP4. Assim, a classe dos grafosP4-esparsos contém estritamente a

classe dos cografos.
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Figura 2.1: Um exemplo de um cactos

2.2 Coloraç̃ao de v́ertices

Umak-coloraç̃ao, ou simplesmentecoloraç̃ao, de um grafoG= (V,E) é uma função sobre-

jetorac : V(G) →{1,2, ...,k}, k ∈ N. Os valores{1,2, ...,k} são denominadoscores. A classe

de cor Ci é o conjunto dos vértices deG coloridos com a cori. Uma coloração éprópria se

vértices adjacentes recebem cores distintas. Sempre que nos referimos a uma coloração de um

grafo neste texto, pressupomos que a mesma seja própria.

O número croḿatico deG, denotado porχ(G), é o menor inteirok tal queG admite uma

k-coloração. Determinar se um grafo admite uma coloração com k cores, para um valork

dado como entrada, é um problema NP-completo [20]. Consequentemente, determinarχ(G),

dado um grafoG, é um problema NP-difı́cil. Na verdade, a menos que P = NP, n˜ao existe

um algoritmo de aproximação polinomial para o número cromático de um grafo [38]. Uma

grande quantidade de algoritmos de coloração, exatos ou não, têm sido propostos, a exemplo

dos presentes em [22,23,37].

Obviamenteχ(G) ≤ ∆(G)+1, pois um vértice possui no máximo∆ cores distintas em sua

vizinhança e consequentemente∆ +1 cores são suficientes para colorir todos os vértices. Um

importante resultado é o seguinte:

Teorema 2.1(Brooks [4]). Seja G um grafo conexo. Então,χ(G) ≤ ∆(G), a menos que G seja

um cicloı́mpar ou um grafo completo, situações em queχ(G) = ∆(G)+1.

Como geralmente estamos interessados em minimizar a quantidade de cores utilizadas em

uma coloração de um grafo, é natural considerar colorações em que a cori é associada a um

vértice se, e somente se, todas as cores menores quei são atribuı́das a algum de seus vizinhos.

De maneira formal, pode-se definir:
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Definição 2.2(Coloração de Grundy). Uma coloraçãoc de um grafoG é umacoloraç̃ao de

Grundyse todo vérticev∈V(G) satisfazc(v) = i ⇔∀1≤ j < i,∃u∈ N(v) tal quec(u) = j .

Pode-se mostrar que uma coloração é uma coloração de Grundy se, e somente se, a mesma

pode ser obtida pelo algoritmo guloso aplicado a alguma ordenação dos vértices do grafo. O

algoritmo gulosorecebe um grafo cujos vértices estão ordenados e segue atribuindo a cada

vértice a menor cor que não é usada nos seus vizinhos que o precedem na ordem.

Se c é umaχ(G)-coloração deG, o algoritmo guloso aplicado a uma ordem〈v1,v2, ...,

v|V(G)|〉, ondei < j implica quec(vi) ≤ c(v j), fornece uma coloração de Grundy que utiliza

χ(G) cores. Consequentemente, encontrar uma coloração comχ(G) cores de um grafoG

se resume a encontrar uma ordenação adequada de seus vértices que minimize o número de

cores utilizadas pelo algoritmo guloso. O seguinte parâmetro mede o pior caso, com relação à

quantidade de cores utilizadas, da aplicação do algoritmo guloso a um grafo:

Definição 2.3(Número de Grundy). O número de Grundyde um grafoG, denotado porΓ(G),

é omaior valork para o qualG possui umak-coloração de Grundy.

Se um vértice recebe a cori em uma coloração de Grundy, então ele possui vizinhos colori-

dos com cada uma das cores em{1, ..., i−1}, implicando que o mesmo possui no mı́nimoi−1

vizinhos. Assim, pode-se mostrar que:

χ(G) ≤ Γ(G) ≤ ∆+1

O número de Grundy foi primeiramente estudado por Christene Selkow [9], e o leitor

interessado em mais referências pode encontrá-las em [47].

2.3 Pré-coloraç̃ao de v́ertices

Umapré-coloraç̃aode um grafoG é uma funçãopc : W →{1,2, ...,k}, ondeW ⊂V(G) é o

conjunto dosvértices pŕe-coloridosdeG eV(G)\W é o conjunto dosvértices descoloridosde

G. Observe que podemos terW = /0.

Dada uma pré-coloraçãopc de um grafoG, em geral desejamos decidir se a mesma pode

serestendidaa uma coloração própria do mesmo. De maneira formal:

PRÉ-COLORAÇÃO (PrEXT)

Instância: GrafoG = (V,E), o conjunto dos vértices pré-coloridosW ⊂V(G) e uma pré-

coloraçãopc : W →{1,2, ...,k}.
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Quest̃ao: Existe uma coloração própriac : V(G) →{1,2, ...,k} tal quepc(v) = c(v), para

todov∈W?

Listamos agora alguns resultados conhecidos acerca da complexidade de PrEXT. Para tanto

suponha queW1,W2, ...,Wk são os subconjuntos deW cujos vértices são pré-coloridos com as

cores 1,2, ...,k, respectivamente. Além disso, considereℓ-PrEXT como o problema PrEXT com

a restrição adicional de que|Wi| ≤ ℓ, 1≤ i ≤ k.

No caso em queW = /0, PrEXT corresponde ao problema de determinar seG admite uma

coloração própria comk cores, que já comentamos ser NP-completo. Os resultados seguintes

encontram-se listados em [44]. PrEXT é NP-completo em grafos bipartite, mesmo quando

|W| = 3. De fato, é NP-completo mesmo em grafos planares bipartite, parak = 3. Em grafos

perfeitos o problema é polinomial quandoWi = /0, parai ≥ 3, e|W2| ≤ 1. Caso contrário, é NP-

completo. PrEXT é polinomial em cografos, grafos split e complementos de grafos bipartite.

Estamos particularmente interessados na complexidade de 1-PrEXT, pois esse problema

está relacionado ao método que apresentamos no Capı́tulo6. Segue do que foi exposto no

parágrafo anterior que 1-PrEXT é polinomial em cografos,grafos split, e complementos de

grafos bipartites. Além disso, o mesmo é polinomial em grafosP4-esparsos [28], grafos cordais

[11] e complementos de grafos de Meyniel [44]. Por outro lado, 1-PrEXT é NP-completo em

grafos perfeitos [44].
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3 b-coloraç̃oes de grafos

3.1 Definiç̃ao

Considere uma coloração de um grafo obtida por um método qualquer, como o algoritmo

guloso. Com o intuito de reduzir a quantidade de cores utilizadas nessa coloração, várias es-

tratégias podem ser propostas. Em particular, pode-se considerar as seguintes estratégias:

• Estratégiaa: Se existem duas classes de corX eY tais queX∪Y é um conjunto indepen-

dente, podemos colorir os vértices deY com a cor da classeX, dessa forma eliminando

uma classe de cor.

• Estratégiab: Se existe uma classe de corX tal que cada vértice possui pelo menos uma

cor (diferente da sua) que não aparece em sua vizinhança, podemos recolorir todos os

vértices emX, eliminando portanto a classe de corX.

Figura 3.1: Aplicação da estratégiaa

As Figuras 3.1 e 3.2 ilustram uma aplicação dessas estrat´egias.

Obviamente, existem casos em que essas estratégias não podem ser aplicadas. Pode aconte-

cer de nenhuma das classes de cor da coloração consideradaserem compatı́veis com a estratégia
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Figura 3.2: Aplicação da estratégiab

a (resp. estratégiab). Assim, após um número finito de aplicações da estratégia a (resp. es-

tratégiab), encontramos uma coloração que não pode ser melhorada por meio da mesma. Isso

acontece, no caso da estratégiaa (resp. estratégiab), se a coloração encontrada satisfaz:

Definição 3.1(a-coloração). Uma k-coloraçãoc de um grafoG é umaa-coloraç̃ao se, para

quaisqueri, j (1≤ i 6= j ≤ k), existemu,v tais queu∈Ci,v∈Cj e (u,v) ∈ E(G).

Definição 3.2(b-coloração). Umak-coloraçãoc de um grafoG é umab-coloraç̃aose, para todo

i(1≤ i ≤ k), existeu∈Ci tal que, para todoj(1≤ j ≤ k, j 6= i), existev∈Cj com(u,v) ∈ E(G)

(dizemos queu é umb-vértice da cori).

As colorações resultantes, nas Figuras 3.1 e 3.2, são exemplos dea-colorações e deb-

colorações, respectivamente. Os seguintes parâmetrosmedem o pior caso de aplicação das

estratégias descritas:

Definição 3.3(Número a-cromático). O número a-croḿatico de um grafoG, denotado por

χa(G), é omaior valork para o qualG possui umaa-coloração comk cores.

Definição 3.4(Número b-cromático). O número b-croḿatico de um grafoG, denotado por

χb(G), é omaior valork para o qualG possui umab-coloração comk cores.

O númeroa-cromático foi primeiramente definido em [24]. Em [5] é mostrado que o pro-

blema de determinar seχa(G)≥ k para um dado valork é NP-completo, mesmo no caso em que

G é uma árvore. Algoritmos aproximativos para o númeroa-cromático podem ser encontrados

em [7].

O númerob-cromático foi primeiramente definido em [29], por Irving eManlove, e tem

sido amplamente estudado [2,10,25,34,36].

Para um grafoG, as seguintes desigualdades são válidas, uma vez queG não admite uma

coloração com menos deχ(G) cores:
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χ(G) ≤ χa(G)

χ(G) ≤ χb(G)

Os valoresχa(G) e χb(G) podem ser arbitrariamente maiores queχ(G). O grafo da Figura

3.3 é uma árvore (e portanto satisfazχ(G) = 2) e admite umab-coloração, que também é umaa-

coloração, com 5 cores. Esse exemplo pode ser facilmente generalizado, de maneira a obtermos

grafos comχa(G) e χb(G) arbitrariamente maiores queχ(G).

1

2 3 4 5

3 2 2 23 35554 44

Figura 3.3: Um grafo comχ(G) = 2 eχa(G) = χb(G) = 5

3.2 Comparaç̃ao com outros par̂ametros de coloraç̃ao

Uma vez que asb-colorações são o assunto principal deste texto, é natural analisarmos

as relações existentes entre o númerob-cromático de grafos e outros parâmetros de coloração

conhecidos, tais como o númeroa-cromático e o número de Grundy.

A estratégiaa, como definida na seção anterior, é uma generalização da estratégiab. Con-

sequentemente, umab-coloração é necessariamente umaa-coloração, e a seguinte desigualdade

vale para todo grafoG:

χb(G) ≤ χa(G)

Logo, considerando esses parâmetros apenas como limites superiores para o número cro-

mático de grafos, pode-se afirmar que o númerob-cromático é um aprimoramento do número

a-cromático.

Por outro lado, apesar de à primeira vista haver certa semelhança entre as colorações de

Grundy e asb-colorações, pode-se mostrar que os parâmetrosχb(G) e Γ(G) não estão relacio-
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Figura 3.4: Respectivamente,Γ(G) = 4 < χb(G) = 5 eΓ(H) = 3 > χb(H) = 2

nados. Isso é ilustrado na Figura 3.4.

As seguintes desigualdades resumem essas considerações:

χ(G) ≤ χb(G) ≤ χa(G)

χ(G) ≤ χb(G),Γ(G)≤ ∆+1

3.3 Om-grau de um grafo

SejaG um grafo que admite umab-coloraçãoc comk cores. Nesse caso, há pelo menosk b-

vértices emc, um para cada classe de cor. Além disso, estes vértices possuem grau superior ou

igual ak−1, pois os mesmos têm vizinhos emk−1 classes de cor. Assim, se para algum valor

k′ > 0, o grafo em questão não contémk′ vértices com grau superior ou igual ak′−1, pode-se

afirmar que ele não admiteb-colorações comk′ cores. Consequentemente, o maior valork tal

queG possuik vértices com grauk−1 é um limite superior para o númerob-cromático deG.

Essa ideia é utilizada em [29] para definir o seguinte parâmetro:

Definição 3.5(m-grau). O m-graude um grafoG é o valorm(G) = max{k | existemk vértices

emG com grau superior ou igual ak−1}.

Por exemplo, na Figura 3.4 temosm(G) = 5, ao passo quem(H)= 3. Chamamos os vértices

deG com grau superior ou igual am(G)−1 de vérticesdensos, e os demais denão-densos.

SejaG um grafo e suponha queV(G) = {v1,v2, ...,vn}, onded(v1) ≥ d(v2) ≥ ... ≥ d(vn).
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É fácil de ver quem(G) é o maior valori tal qued(vi) ≥ i −1. Dessa forma, om-grau de um

grafo pode ser calculado em tempo polinomial. Além disso, como para todo vérticev∈V(G)

temos qued(v) ≤ ∆(G), pode-se concluir quem(G) ≤ ∆(G), para todo grafoG.

O grafo da Figura 3.3 satisfazχb(G) = m(G) = 5. Já o grafo da Figura 3.5 satisfaz

χb(K4,4) = 2 < m(K4,4) = 5. Pode-se mostrar que o grafo completo bipartiteKk,k satisfaz

m(Kk,k)−χb(Kk,k) = k−1, implicando que os dois parâmetros,m-grau e númerob-cromático,

podem ser arbitrariamente distantes para um mesmo grafo.

Figura 3.5: O grafo completo bipartiteK4,4 satisfazm(K4,4) = 5 eχb(K4,4) = 2

3.4 Peculiaridades dasb-colorações

As b-colorações possuem algumas particularidades interessantes, quando comparadas a ou-

tros tipos de colorações.

É fato conhecido que, seH é um subgrafo induzido deG e χ(H) = k, entãoχ(G) ≥ k. É

esse fato que motiva a definição de grafos crı́ticos para o problema de coloração tradicional.

Um grafo ék-cŕıtico se ele é minimal com relação à propriedade possuir número cromáticok.

Assim, qualquer grafoG que satisfazχ(G)≥ k contém, necessariamente, um subgrafok-crı́tico.

No caso dasb-colorações, pode-se mostrar que:

Proposiç̃ao 3.6( [36]). Para qualquer valor positivo n, existe um grafo G e um subgrafo indu-

zido H de G tal queχb(H)−χb(G) > n.

Idéia da demonstraç̃ao. Pode-se mostrar que o grafoG obtido do grafo bipartite completo

Kn+4,n+4 por meio da remoção de um emparelhamento den+ 3 arestas possui númerob-

cromático 2. Além disso, ele contémH como subgrafo induzido, ondeH é o grafo obtido

do grafo bipartite completoKn+3,n+3 por meio da remoção de um emparelhamento perfeito.

Pode-se mostrar queχb(H) = n+3. Nesse caso,χb(H)−χb(G) = n+3−2 = n+1.
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O grafo da Figura 3.6 é um dos grafos apresentados na demonstração da Proposição 3.6.

No grafo dessa figura, a remoção de dois vértices resulta em um grafo com númerob-cromático

significantemente maior que o do grafo original. Essa caracterı́stica dasb-colorações inibe uma

abordagem por meio de grafos crı́ticos, como é feito no casoda coloração tradicional. O fato

de um grafoG conterH como subgrafo induzido, ondeχb(H) ≥ k, não implica queχb(G)≥ k.

Figura 3.6: O grafoG satisfazχb(G) = 2, mas contémH, ondeχb(H) = 4

Uma outra singularidade dasb-colorações é apresentada agora. Dado um grafoG, têm-se

que o mesmo admite colorações comk cores, para todo valork≥ χ(G). Entretanto, no caso das

b-colorações, temos:

Figura 3.7: Um grafo que só admiteb-colorações comk∈ {2,4} cores

Proposiç̃ao 3.7 ( [36]). Para qualquer valor positivo n, existe um grafo G que possui uma

b-coloraç̃ao com k cores se, e somente se, k∈{2,n}.

Idéia da demonstraç̃ao. O grafoGobtido do grafo bipartite completoKn,n por meio da remoção

de um emparelhamento perfeito satisfaz a propriedade desejada.

O grafo da Figura 3.7 possuib-colorações exclusivamente com 2 ou 4 cores, e faz parte da

famı́lia de grafos que é utilizada na demonstração da Proposição 3.7. Em [1], os autores afirmam

não ter conhecimento de nenhuma outra definição de coloração com uma propriedade similar.
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Essa caracterı́stica dasb-colorações é a principal motivação do Capı́tulo 5, onde tratamos da

b-continuidade de grafos.
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4 Complexidade de problemas
relacionados ab-coloraç̃oes

4.1 Definiç̃ao dos problemas

Os seguintes problemas são considerados no restante destecapı́tulo:

B-COLORAÇÃO

Instância: GrafoG = (V,E), inteirok > 0.

Quest̃ao: Existe umab-coloração deG que utilizek cores?

B-CROMÁTICO

Instância: GrafoG = (V,E), inteirok > 0.

Quest̃ao: χb(G) ≥ k?

Claramente B-CROḾATICO se reduz a B-COLORAÇ̃AO, afinal responder seχb(G) ≥ k

equivale a questionar se existe umab-coloração coml cores, para cada valor del que satisfaça

k ≤ l ≤ m(G). Entretanto, não é óbvio, à primeira vista, seχb(G) ajuda a decidir seG possui

umab-coloração comk cores.

Na Seção 4.2, as complexidades de B-CROMÁTICO e B-COLORAÇÃO são analisadas

e, na Seção 4.3, estudamos a complexidade dos mesmos quando as instâncias são restritas a

árvores. Nessa seção, apresentamos a demonstração deque ambos são polinomiais em árvores

[29]. Para tanto utilizamos um importante conceito, que gereralizamos no Capı́tulo 6, o de

árvore pivoteada.
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4.2 Complexidade no caso geral

No artigo em que introduziram asb-colorações, Irving e Manlove também demonstram:

Teorema 4.1( [29]). Dado um grafo G= (V,E) e um inteiro k, determinar seχb(G) ≥ k é

NP-completo, mesmo se k= χ(G)+1.

A demonstração desse resultado não é apresentada nestetexto. Os autores utilizam uma

redução polinomial de B-COLORAÇ̃AO ao seguinte problema:

Cobertura por 3-Conjuntos (C3C)

Instância: ConjuntoS={s1,s2, ...,sn}, onden = 3k para algumk ≥ 0, e uma coleção

T ={T1,T2, ...,Tm} de subconjuntos deS, onde|Ti | = 3 para cadai.

Quest̃ao: T possui uma cobertura exata paraS? Isto é, existe um conjuntoT ′ ⊆ T de k

conjuntos dois-a-dois disjuntos cuja união sejaS?

Uma vez que C3C é NP-completo [20], B-CROMÁTICO e B-COLORAÇÃO também o

são. Além disso, a redução apresentada pelos autores implica que é NP-completo decidir se

χb(G) = χ(G) para um grafoG qualquer, um indı́cio de que os grafos comχb(G) = χ(G) não

possuem uma estrutura simples de ser reconhecida. Esse fatomotiva o estudo dos grafosb-

perfeitos, primeiramente estudados em [25]. Um grafo éb-perfeitose todo subgrafo induzido

H do mesmo satisfazχ(H) = χb(H) e éb-imperfeitocaso contrário. O leitor interessado em

resultados acerca de grafosb-perfeitos pode consultar [25,26,40]. Uma interessante conjectura

é proposta em [26], visando caracterizar os grafos que sãominimaisb-imperfeitos.

Uma outra redução é apresentada em [36], provando que os problemas B-CROḾATICO e

B-COLORAÇÃO são difı́ceis mesmo quando restritos a grafos bipartites conexos:

Teorema 4.2( [36]). Dado um grafo G= (V,E) e um inteiro k,é NP-completo decidir se

existe uma b-coloraç̃ao de G com k cores em grafos bipartites conexos, mesmo se k= m(G) =

∆(G)+1.

Demonstraç̃ao. Obviamente, o problema pertence a NP. Para mostrar sua NP-completude apre-

sentaremos uma redução do seguinte problema. Dado um grafo bipartite 3-regularG = (V,E)

tal queV(G) = A∪B, existe uma coloração deB com 3 cores tal que cada vértice deA possui

um vizinho de cada cor? A NP-completude desse problema pode ser facilmente derivada do
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problema de decidir se um grafo 3-regular admite uma colorac¸ão de suas arestas com 3 cores,

que é NP-completo [27].

SejaG = (A∪B,E) um grafo 3-regular bipartite comk−3 vértices na partiçãoA. É mos-

trado agora como construir um novo grafo bipartiteH a partir deG. Sejamv1,v2, ...,vk−3 os

vértices na partiçãoA e N(v1) ={w1,w2,w3}⊆ B a vizinhança dev1. Adicione conjuntos in-

dependentesV1,V2 e V3, cada um de cardinalidadek−4, à partiçãoA e conectewi a todos os

vértices emVi , i = 1,2,3. Finalmente, adicione um conjunto independenteW ={w4, ...,wk} aB

e conectevi a todos os vértices emW\{wi+3} parai = 1, ...,k−3.

Mostramos agora queH possui umab-coloração comk cores se, e somente se,G admite

uma coloração na qualB recebe 3 cores e cada vértice deA possui vizinhos com cada uma das

3 cores utilizadas na coloração deB.

Suponha queG admita uma coloração como especificada anteriormente. Além disso, sem

perda de generalidade, considerec(wi) = i, parai = 1,2,3. Partimos desta coloração deB e

obtemos umab-coloração deH comk cores. Atribua cores aos vértices deV1,V2,V3 de modo

quewi seja umb-vértice de cori, parai = 1,2,3. Além disso, façac(vi) = c(wi+3) = i +3, para

i = 1, ...,k−3, ec(v) = k, para os demais vérticesv deA. Procedendo dessa maneira,vi é um

b-vértice de cori + 3, i = 1, ...,k−3. Além disso, é fácil de ver que esta coloração é própria.

Logo, existe umab-coloração deH comk cores.

Agora, suponha queH possua umab-coloração comk cores. Então,w1,w2,w3,v4, ...,vk

são osb-vértices, uma vez que o restante dos vértices possui grauinferior ak−1. Sem perda

de generalidade, sejac(wi) = i, parai = 1,2,3 e c(vi) = i + 3, parai = 1, ...,k−3. Note que

d(vi) = k− 1, parai = 1, ...,k− 3. Portanto, os vértices emW = {w4, ....,wk} são coloridos

comk−3 cores distintas. Suponha que exista um vértice emW colorido com a cor 1, digamos

c(w4) = 1. Uma vez que os vértices emW\w4 são adjacentes av1, e uma vez quec(v1) = 4,

nenhum vértice emW possui cor 4. Consequentemente, deve haver pelo menos um vértice

em (B\W)\{w1,w2,w3} colorido com a cor 4. Pode-se recolorir o grafo fazendoc′(w4) = 4,

c′(w) = 1, paraw ∈ B com c(w) = 4, ec′(v) = c(v) no caso dos demais vértices. Essa nova

coloração é umab-coloração comk b-vértices, pois cadavi , i = 2, ...,k−3, é adjacente aw4

e possui um vizinho de cor 4 na coloração original. Além disso, nada muda na vizinhança

de v1. Se existem vértices emW coloridos com as cores 2 ou 3, modifique a coloração de

maneira análoga. Ao final os vértices deB\W são coloridos pelas cores 1,2 e 3, de maneira

que cada vértice dev1, ...,vk−3 tem um vizinho de cada cor emW. Logo, o resultado está

demonstrado.
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Observe que, analogamente ao que ocorre com os grafos que satisfazemχb(G) = χ(G),

esse resultado indica que os grafos comχb(G) = ∆(G)+1 não possuem uma estrutura simples

de ser reconhecida.

Como B-CROMÁTICO é NP-completo, é natural abordamos este problema por meio de

algoritmos aproximativos. Entretanto, até o momento nãose conhece nenhum algoritmo apro-

ximativo para o problema. O seguinte resultado afirma que o n´umerob-cromático de um grafo

não pode ser aproximado a um fator 120/113− ε, paraε > 0.

Teorema 4.3( [10]). O número b-croḿatico de um grafo ñaoé aproxiḿavel a um fator120
113−ε,

para qualquerε > 0, a menos que P = NP.

Na seção seguinte, apresentamos a demonstração de que B-CROMÁTICO e B-COLORA-

ÇÃO são polinomiais em árvores. B-CROMÁTICO pode ser resolvido em tempo polinomial

em grafosP4-esparsos [3]. Em [36], é mostrado que existe apenas um conjunto finito de grafos

k-regulares com númerob-cromático menor quek+1, para um valor fixok > 0. Esse resultado

serviu de motivação para o resultado em [32]: com exceção de 4 grafos, todo grafo 3-regular

possui númerob-cromático 4. Em [36] é demonstrado que B-COLORAÇÃO é polinomial para

k = 3 em grafos bipartites planares e conexos e é deixado em aberto o problema de estender

este resultado parak = 3 em grafos bipartites conexos. Até o momento não se conhece a com-

plexidade dos problemas quando restritos a grafos cordais.

4.3 O número b-cromático deárvores

Diversos problemas em grafos que são NP-completos em suas formulações originais são

polinomiais quando suas instâncias são restritas às árvores. O problema de determinar o número

b-cromático de um grafo não é uma exceção e nesta seçãoé mostrado que o mesmo pode

ser resolvido em tempo polinomial nesse caso. Os resultadosaqui apresentados encontram-se

em [29], onde os autores demonstram queχb(T) ∈ {m(T),m(T)−1}, para uma árvoreT. No

mesmo artigo é demonstrado que o valorχb(T) pode ser calculado em tempo polinomial. Para

tanto, é mostrado que as únicas árvores que satisfazemχb(T) < m(T) são as que se enquadram

na seguinte definição:

Definição 4.4(Árvore pivoteada). Uma árvoreT = (V,E) é pivoteada seT possui exatamente

m(T) vértices densos e um vértice especialv, que chamamos depivô, satisfazendo:

• v não é denso.
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• Todo vértice denso é adjacente av ou a um vértice denso adjacente av.

• Qualquer vértice denso adjacente av e a outro vértice denso tem graum(T)−1.

Figura 4.1: Um exemplo de árvore pivoteada, comm(T) = 4

Na figura 4.1 temos um exemplo de árvore pivoteada. Não podem haver dois pivôs em uma

árvore, pois isso implicaria na existência de um ciclo na mesma, uma contradição. O seguinte

resultado determina o númerob-cromático das árvores pivoteadas:

Teorema 4.5( [29]). Seja T umáarvore pivoteada. Então χb(T) = m(T)−1.

Demonstraç̃ao. Primeiramente deve-se mostrar queT não admite umab-coloração comm=

m(T) cores. SejaV ′ ={v1, v2, ...,vm} o conjunto de vértices densos deT e suponha, por absurdo,

queT possui umab-coloraçãoc comm cores. Nesse caso, o conjuntoV ′ é necessariamente o

conjunto dosb-vértices dec, uma vez que existem apenasm vértices densos. Suponha, sem

perda de generalidade, quec(vi) = i, 1≤ i ≤ m. Sejav o pivô deT e sejac(v) = k. Nesse

caso,vk não é adjacente av, e portanto existe um vérticevt tal qued(vt) = m−1 evvt ,vtvk ∈

T. Entretanto isso implica quevt possui dois vizinhos coloridos com a cork, e uma vez que

d(vt) = m−1, temos quevt não éb-vértice dec, uma contradição, já que existem apenasm

vértices densos.

Será mostrado agora queT admite umab-coloração comm− 1 cores. Considere que

V(T) = {v1,v2, ...,vn} é ordenado de maneira queV ′ ={v1, ...,vm} seja o conjunto dos vértices

densos,{v1, ...,vp} é o conjunto de vértices densos adjacentes av, e {v1, ...,vq}, para algum

q≤ p, é o conjunto dos vértices densos adjacentes av que possuem ao menos um vértice denso

como vizinho. Sep = 1, v é vizinho de apenas um vértice denso, digamosw. Assim, w é

necessariamente vizinho dosm− 1 vértices densos restantes, o que significa qued(w) ≥ m,

uma contradição com a Definição 4.4. Logo, temos necessariamente quep≥ 2, em uma árvore

pivoteada. Por outro lado,q≥ 1, pois do contráriop = m, ev é vértice denso, uma contradição.

Como p ≥ 2 e q ≥ 1, os vérticesv1 e v2 são adjacentes av. Além disso, para algumr,

p+ 1 ≤ r ≤ m, existe um vértice densovr adjacente av1. Façac(vi) = i, para 2≤ i ≤ m,
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c(v) = r, e c(v1) = 2. Todos os outros vértices permanecem descoloridos. Mostramos agora

como estender essa pré-coloração em umab-coloração comm−1 cores deT. Para 2≤ i ≤ m,

sejaRi ={2,3, ...,m}\{i} (ascores necesśariaspara a vizinhança devi).

SejaCi ={c(v j) : 1≤ j ≤nev j ∈N(vi) ev j não foi colorido} o conjunto dascores existentes

na vizinhança de vi e sejaUi ={v j : m+1≤ j ≤ n ev j ∈ N(vi) ev j não foi colorido} o conjunto

dosvértices descoloridos adjacentes a vi . Devido à pré-coloração apresentada,vi não é adja-

cente a dois vértices da mesma cor. Portanto temos|Ci|+ |Ui | = d(vi) ≥ m−1 > m−2 = |Ri |.

Uma vez queCi ⊆Ri , segue que|Ui| ≥ |Ri\Ci |. Então, seRi\Ci ={r i
1, ..., r

i
ni
}, para algumni ≥ 0,

podemos escolher um conjunto{ui
1, ...,u

i
ni
} ⊆Ui e fazerc(ui

j) = r i
j , para 1≤ j ≤ ni . Esse pro-

cesso não atribui a mesma cor a dois vértices adjacentes, visto que dois vértices adjacentes e

não-densos não podem ser ambos adjacentes a vértices densos. Este processo também não atri-

bui mais de uma cor a um mesmo vértice, pois nenhum par de vértices densos tem um vizinho

comum não-denso (exceto pelo pivôv, que já está colorido).

Os únicos vértices de grau superior ou igual am−1 são osmvértices densos, e os mesmos

estão coloridos. Assim, qualquer vérticev que permanece descolorido satisfazd(v) < m−1,

e consequentemente é fácil estender nossab-coloração parcial ao restante do grafo, bastando

atribuir a cada vértice descolorido uma cor ausente na sua vizinhança. Dessa forma, obtemos

umab-coloração comm−1 cores deT.

Resta examinar o que ocorre em uma árvore não-pivoteadaT. Pode ocorrer, neste caso,

que existam mais dem(T) vértices densos, e portanto pode-se realizar diferentes escolhas dos

vértices que farão o papel deb-vértices em umab-coloração comm(T) cores. Dependendo da

escolha realizada, podemos recair em uma situação similar à que ocorre nas árvores pivoteadas.

Por exemplo, no grafo da Figura 4.2, os vértices densos{a,b,c,d,e} não podem ser osb-

vértices de umab-coloração com 5 cores, pois neste caso não há nenhuma escolha de cor para

o vérticev que leve a umab-coloração deT com m(T) cores (observe que 4 cores diferentes

devem aparecer nas vizinhanças deb e d). A seguir, definimos uma escolha “ruim” de vértices

densos em uma árvore não-pivoteada:

Definição 4.6. SejaT = (V,E) uma árvore, e sejaV ′ o conjunto de vértices densos deT.

Suponha queV ′′ seja um subconjunto deV ′ com cardinalidadem(T). EntãoV ′′ obstruialgum

vérticev∈V\V ′′ se:

1. Cada vértice emV ′′ é adjacente av, ou a um vértice emV ′′ adjacente av; e

2. Qualquer vértice emV ′′ adjacente av e a outro vértice emV ′′ têm graum(T)−1.
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Figura 4.2: O conjunto{a,b,c,d,e} obstruiv, enquanto{a,b,c,e, f} é um conjunto bom

Nos referimos av como umvértice obstrúıdoporV ′′.

Similarmente ao que ocorre nas árvores pivoteadas, se, em uma árvore não-pivoteadaT,

um vérticev é obstruı́do por um conjuntoV ′ (|V ′| = m(T)) de vértices densos, então os vértices

em V ′ não são osb-vértices de umab-coloração deT com m(T) cores. Porém, comoT é

não-pivoteada, o único caso em que isso é possı́vel é quando temos uma quantidade maior do

quem(T) de vértices densos (caso contrário,V ′ é o conjunto dos vértices densos deT, e v

se enquadra na definição de pivô, contradizendo o fato de queT é não-pivoteada), e podemos

escolher outro conjunto de vértices densos para desempenhar o papel deb-vértices. A seguinte

definição caracteriza uma “boa” escolha dos vértices densos de uma árvore não-pivoteada:

Definição 4.7(conjunto bom). SejaT = (V,E) uma árvore, eV ′ o conjunto de vértices densos

de T. Suponha queV ′′ é um subconjunto deV ′ com cardinalidadem(T). EntãoV ′′ é um

conjunto bomcom respeito aT se:

1. V ′′ não obstrui nenhum vértice emV\V ′′; e

2. Qualquer vérticeu∈V\V ′′ tal qued(u) ≥ m(T) é adjacente a algumv∈V ′′ comd(v) =

m(T)−1.

Na figura 4.2, o conjunto{a,c,d,e, f} é um exemplo de conjunto bom. Resta demonstrar

que em uma árvore pivoteada sempre existe um conjunto bom:

Lema 4.8( [29]). Se T= (V,E) é umaárvore ñao-pivoteada, então existe um conjunto bom em

T.

Demonstraç̃ao. SejaV ′ o conjunto dos vértices densos deT. Pode-se escolher um subconjunto

V ′′ deV ′, com |V ′′| = m, tal que cada vértice emV\V ′′ possui grau inferior am. Tal conjunto
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sempre existe, pois o contrário implica na existência de mais demvértices com grau superior ou

igual am, o que nos leva am(T) > m, uma contradição. SejaV ={v1,v2, ...,vn}, e suponha que

seus elementos estejam ordenados de maneira queV ′′ ={v1,v2, ...,vm}. V ′′ necessariamente

obstrui algum vérticev ∈ V\V ′′, pois caso contrário,V ′′ é, por definição, um conjunto bom.

Sem perda de generalidade, suponha quev1,v2, ...,vp, para algump ≤ m, sejam os elementos

deV ′′ adjacentes av, e quev1,v2, ...,vq, para algumq≤ p, sejam os elementos deV ′′ que são

adjacentes av e a pelo menos um outro elemento deV ′′. Note quep≥ 2, caso contrário terı́amos

d(v1) ≥ m, já que cada um dos vérticesv2, ...,vm deve ser adjacente av1 (pela propriedade 1

da Definição 4.6), o que contradiz a propriedade 2 da Definic¸ão 4.6. Além disso,q ≥ 1, caso

contráriop= m, implicando qued(v)≥m, o que contradiz a escolha deV ′′. Consequentemente,

existe um vérticevr ∈V ′′, para algumr, p+1≤ r ≤m, adjacente av1. Consideramos dois casos:

Caso 1: v é denso. Entãod(v) = m−1 pela escolha deV ′′. SejaW = (V ′′\{v2})∪{v}.

Também pela definição deV ′′, o único vértice que não está emW que pode ter grau superior ou

igual am év2. Masv2 é adjacente av∈W, ed(v) = m−1, e portantoW satisfaz a propriedade 2

da Definição 4.7. Além disso,W satisfaz a propriedade 1 da Definição 4.7, pois nenhum vértice

w∈V\(W∪{v2}) adjacente av j , para algumj, p+1≤ j ≤ m, pode ser obstruı́do porW, já que

v está a distância 3 dew. Nenhum vérticew∈V\W, adjacente av j , para algumj, 1≤ j ≤ p,

pode ser obstruı́do porW, pois existevk ∈V ′′, 1≤ k≤ p, adjacente av, a uma distância 3 dew,

já quep≥ 2. Finalmente, nenhum vérticew emV\W, adjacente av, pode ser obstruı́do porW,

já quevr está a uma distância 3 dew.

Caso 2: v não é denso. Se|V ′| = m entãoT é uma árvore pivoteada com pivôv, uma

contradição. Logo,|V ′| > m e existeu∈ V ′\V ′′. SejaW = (V ′′\{v1})∪{u}. Suponha queW

obstrua algum vértice, digamosx. No máximo um vértice que não pertence aW pode estar

presente no caminho entre um par de vértices não-adjacentes emW, isto é, apenas o vérticex.

Masv1 /∈W ev /∈W estão no caminho entrev2 ∈W evr ∈W. Esta contradição implica queW

satisfaz a propriedade 1 da Definição 4.7. Além disso,W satisfaz a propriedade 2 da Definição

4.7, já qued(v) < m−1 ed(v1) = m−1, e portanto qualquer vértice fora deW tem grau menor

quem.

Finalmente, pode-se demonstrar:

Teorema 4.9( [29]). Se Té umaárvore ñao-pivoteada, então χb(T) = m(T).

Demonstraç̃ao. SejaW ={v1,v2, ...,vm}, ondem= m(T), um conjunto bom com respeito aT

(este conjunto existe, pelo Lema 4.8). Atribua a cori ao vérticevi , 1≤ i ≤ m. Mostramos que

esta pré-coloração pode ser estendida a umab-coloração parcial deT ′ onde cada vértice denso é
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b-vértice, para então demonstrarmos que a última leva a umab-coloração commcores do grafo

inteiro.

SejaU = N(W)\W. Particionamos o conjuntoU em subconjuntos da seguinte maneira: um

vérticeu∈U é ditointernose existem vérticesvi ,v j emW, a uma distância no máximo 3 um do

outro, comu no caminho entre eles. Caso contrário,u∈U é chamadoexterno. Primeiramente

estendemos nossa coloração aos vértices internos e posteriormente aos vértices externos, para

então estendê-la aos vértices deV\U .

Suponha, sem perda de generalidade, quev1,v2, ...,vm estão indexados de maneira que,

sei < j, entãovi tem pelo menos tantos vizinhos internos quantov j . Suponha que os vértices

v1, ...,vp possuem ao menos dois vizinhos internos, quevp+1, , ...,vq têm exatamente um vizinho

interno, e quevq+1, ...,vm não possuem vizinhos internos. Note que um ou ambos conjuntos

P ={v1, ...,vp} eQ ={vp+1, , ...,vq} podem ser vazios.

Iniciamos colorindo os vizinhos internos descoloridos devi , de maneira sequencial, de 1

atéq. Primeiro lidamos com os vizinhos internos dev1, , ...,vp (presumindo queP 6= /0). A

demonstração é realizada por indução emi. Como passo indutivo, suponha quei ≤ p, e que os

vizinhos internos dev1, ...,vi−1 são coloridos de maneira que:

• se um vizinho internou recebe cork durante a coloração dos vértices internos dev j , então

o caminho deu avk passa porv j .

• nenhum par de vizinhos de algum vérticev j possui a mesma cor.

• nenhum par de vértices adjacentes possui a mesma cor.

Mostramos agora como colorir os vizinhos internos descoloridos devi de maneira que essas

propriedades continuam válidas.

Sejamx1, ...,xs os vértices em questão. Para cadaj, 1≤ j ≤ s, uma vez quex j é interno,

existe um vérticevci ∈W comci 6= i, tal quevci está a uma distância no máximo 2 dex j , e x j

está no caminho devi avc j . Consequentemente, os vérticesvc1, ...,vcs são todos distintos.

Caso 1:s> 1. Sejad1, ...,ds uma permutação das coresc1, ...,cs tal quedi 6= ci , 1≤ i ≤ s, e

aplique a cord j ao vérticex j , 1≤ j ≤ s. Então, é fácil de verificar que as propriedades desejadas

ainda valem.

Caso 2: s = 1. Comovi tem pelo menos dois vizinhos internos, existe algum vizinho

interno, digamosy, já colorido, digamos com a cord. Atribua a cord ax1 e a corc1 ay. Então,

novamente, é fácil verificar que as propriedades continuam válidas.
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Agora lidamos com os vizinhos internos descoloridos devp+1, ...,vq, supondo queQ 6= /0.

Sejamz1, ...,zk tais vértices. Então nenhumvi possui mais de um vizinho emz1, ...,zk, e portanto

ao atribuirmos cores azj , no máximo um vizinho de cada vérticevi é colorido. Para nossos

propósitos é suficiente mostrar que ao atribuir uma cor a cada vérticezj , tenhamos:

• a coloração parcial é própria; e

• nenhumvi de grau exatamentem−1 possui dois vizinhos de uma mesma cor.

Para escolher uma cor parazj , considere o conjunto de coresC ={c | vc ∈ N(zj)}∪{c |

∃d|N(vd) e vd ∈ N(zj) e d(vd) = m−1), onde 1≤ c,d ≤ m. Dado que escolhemos uma cor

c /∈ C, as propriedades são satisfeitas. SeC ={1,2, ...,m}, entãozj é pivô, uma contradição

com o fato deT ′ ser não-pivoteada. Logo, sempre há uma escolha de cor disponı́vel para cada

zj . Note que cadavr , p+ 1 ≤ r ≤ q, possui apenas um vizinho interno colorido dessa forma,

de maneira que sed(vr) ≥ m, no máximo dois vértices adjacentes avr possuem a mesma cor.

Tendo completado este passo, todos os vértices internos estão coloridos.

Agora lidamos com os vértices remanecentes deV, começando com um conjunto signifi-

cante dos vértices externos deU . Os vizinhos externos de cada vérticevi , 1≤ i ≤ m, podem

ser coloridos de maneira independente, pois estes vértices não são adjacentes entre si e nem a

nenhum vértice colorido, a menos devi . Sed(vi) = m−1, então todos os vértices internos devi

possuem cores distintas, e sed(vi) ≥ m, então no máximo dois vértices internos devi possuem

a mesma cor. Assim, pode-se formar conjuntosRi Ci eUi como os da prova do Teorema 4.5,

de maneira que podemos escolher cores para os vizinhos externos devi , assegurando quevi se

torne umb-vértice. Esse argumento se aplica a cadavi , 1≤ i ≤ m.

Finalmente, pode-se estender a coloração para os vértices remanescentes do grafo. Qual-

quer vértice descoloridov remanescente no grafo deve satisfazerd(v)≤ m−1. Do contrário, se

d(v) ≥ m, então pela propriedade 2 da Definição 4.7,v é adjacente a algum vértice emW com

graum−1, de maneira quev já está colorido. Para um vérticev de grau menor quem, temos

que pelo menos uma dasm cores não ocorre na sua vizinhança. Dessa forma, podemos colorir

o restante dos vértices com as cores que não aparecem em suas vizinhanças. Assim, obtemos

umab-coloração deT commcores.

Logo B-CROMÁTICO é polinomial em árvores. Além disso, as demonstrac¸ões fornecem

algoritmos polinomiais para o cálculo deb-colorações comm− 1 e comm cores, respecti-

vamente no caso de árvores pivotedas e não-pivoteadas. Resta analisar a complexidade de B-

COLORAÇÃO. No Capı́tulo 5, que trata dab-continuidade de grafos, apresentamos o resultado
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de que, dado um grafo cordalG e umab-coloração do mesmo comk cores, pode-se obter em

tempo polinomial umab-coloração deG comk−1 cores, sek≥ χ(G)+1. As árvores são grafos

cordais. Logo, dados uma árvoreT e um valork, para responder seT admite umab-coloração

comk cores basta determinar o valor deχb(T) e verificar se 2≤ k≤ χb(T). Consequentemente,

B-COLORAÇÃO é polinomial em árvores.
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5 A b-continuidade de grafos

5.1 Ob-espectro de grafos

No Capı́tulo 3, a Proposição 3.7 afirma que, para qualquer valor positivon existe um grafo

G tal que o mesmo possui umab-coloração comk cores se, e somente se,k ∈{2,n}. Esta

caracterı́stica dasb-colorações motiva a seguinte definição:

Definição 5.1(b-espectro). O b-espectrode um grafoG = (V,E) é o conjuntoSb(G) ={k | G

admite umab-coloração comk cores}.

Em [36], é questionado para quais conjuntos de inteirosSexistem grafos comSb(G) = S.

Respondendo a esta questão, em [2] é demonstrado que:

V2 V0

v6
2

v5
2
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2
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2

v2
2

v1
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0
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0
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0

v6
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v3
1

v2
1

v1
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Figura 5.1: Um grafo comb-espectro{2,4,6}

Teorema 5.2( [2]). Para todo conjunto finito ñao-vazio I⊂ N\{0,1} existe um grafo G tal que

Sb(G) = I.
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Esboço da demonstração. Denotamos o grafo obtido do grafo completo bipartiteKp,p pela

remoção de um emparelhamento perfeito comoK′
p,p (note que, independente da escolha do em-

parelhamento perfeito, este grafo é único, a menos de isomorfismos). Além disso, dados dois

grafosG eH, denotamos porjoin(G,H) o grafo correspondente à união deG eH, acrescido de

todas as arestas entre os dois grafos. Mais precisamente,join(G,H) = (V(G)∪V(H),E(G)∪

E(H)∪{uv| u∈G,v∈H}). Como citado na Proposição 3.7,Sb(K′
p,p) ={2, p}. Pode-se mostrar

facilmente queSb( join(G,H)) ={k+k′ | k∈ Sb(G),k′ ∈ Sb(H)}.

Mostramos agora como construir um grafo comSb = I , para um conjunto finito não-vazio

I ⊂ N\{0,1}. É suficiente considerar o conjuntoI tal que o menor elemento do mesmo é 2,

pois do contrário, quandomin(I) = α > 2, se existe um grafo comb-espectroSb(G) ={2,n1−

(α −2), ...,np− (α −2)} entãoSb( join(G,Kα−2)) ={α,n1, ...,np}. Podemos portanto restrin-

gir nossa atenção a apenas 3 casos:

Caso 1: I ={2}. É suficiente considerarG = K2.

Caso 2: I ={2,n1}. É suficiente considerarmos o grafo obtido deKn1,n1 pela remoção de

um emparelhamento perfeito, que podemos mostrar facilmente possuirSb(Kn1,n1) ={2,n1}.

Caso 3:I ={2,n1, ...,np}, onde 2< n1 < ... < np e p≥ 2. Construimos um grafo comp+1

conjuntos independentes disjuntos. Este grafoG = (
⋃p

i=0Vi ,
⋃p

i=1Vi) é definido da seguinte

forma (para um exemplo, considere a Figura 5.1):

1. V0 ={v1
0, ...,v

np
0 }, Vp ={v1

p, ...,v
np
p }

2. ∀i ∈{1, ..., p−1}, Vi ={v1
i , ...,v

ni−1
i }

3. ∀l , j com 1≤ j ≤ np e 1≤ l ≤ np, (vl
0,v

j
p) ∈ Ep ⇔ l 6= j

4. ∀i ∈{1, ..., p−1}, ∀l , j com 2≤ j ≤ ni −1 e 1≤ l ≤ np, (vl
0,v

j
i ) ∈ Ei ⇔ l 6= j

5. ∀i ∈{1, ..., p−1}, ∀l ∈{2, ...,ni −1}, (vl
0,v

1
i ) ∈ Ei .

Pode-se ver queG satisfaz às seguintes propriedades:

(a) Qualquer aresta tem exatamente uma extremidade emV0 (veja 3, 4 e 5).

(b) O grafo induzido porV0∪Vp é isomorfo aK′
np,np

(veja 3).

(c) ∀i ∈{1, ..., p−1}, o grafo induzido porVi∪{v1
0, ...,v

ni−1
0 } é isomorfo aK′

ni−1,ni−1 (veja 4

e 5).
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(d) ∀i ∈{1, ..., p−1}, o grafo induzido por{vni
0 , ...,v

np
0 }∪(Vi\{v1

i }) é o grafo completo bipar-

tite Knp−(ni−1),ni−2 (veja 4).

(e) ∀i ∈{1, ..., p−1} não existe uma aresta conectando um vértice do conjunto{v1
0,v

ni
0 ...,v

np
0 }

av1
i (veja 4 e 5).

Mostramos agora que ob-espectro deG é I .

Pela propriedade (a),G é bipartite, e logoχ(G) = 2, o que nos garante que qualquer

coloração deG com 2 cores é umab-coloração. ComoG contém apenasnp vértices de grau

superior ou igual anp, não existemb-colorações deG com mais denp cores. Para todo

k∈{1, ..., p−1 nós definimos umab-coloraçãock deG comnk cores:

• ∀ j ∈{1, ...,nk−1}, ck(v
j
0) = ck(v

j
k) = j

• ∀ j ∈{nk, ...,np}, ck(v
j
0) = 1

• ∀i ∈{1, ..., p}, comi 6= k, ∀v∈Vi , ck(v) = nk

Claramente,∀i ∈{1, ..., p−1}, ck é umab-coloração deG. Os vérticesb-cromáticos são

v1
0, ...,v

nk−1
0 ,v1

p. Finalmente, umab-coloração comnp cores pode ser obtida da seguinte forma:

• ∀ j ∈{1, ...,np}, cp(v
j
0) = cp(v

j
p) = j

• ∀i, 1≤ i < p, ∀ j ∈{1, ...,ni −1}, cp(v
j
i ) = j.

Obviamente,cp é umab-coloração comnp cores deG. Com isso, mostramos queI ⊆Sb(G).

A demonstração de queSb(G) ⊆ I pode ser encontrada em [2].

5.2 Grafosb-cont́ınuos

Pode-se classificar os grafos entre os que possuem e os que não possuem umb-espectro

contı́nuo, segundo a definição:

Definição 5.3(Grafo b-cont́ınuo). Um grafoG é b-cont́ınuoseSb(G) é um intervalo, isto é,

Sb(G) ={k∈ Z | χ(G) ≤ k≤ χb(G)}.

Os grafos cordais, por exemplo, sãob-contı́nuos, como demonstrado a seguir:
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Teorema 5.4( [17] e [46]). Os grafos cordais s̃ao b-cont́ınuos.

Demonstraç̃ao. É suficiente demonstrar que se um grafo cordalG possui umab-coloração com

k > χ(G) cores, então ele também possui uma comk−1 cores.

SejaG um contra-exemplo. Considere umab-coloração comk > χ(G) cores, e sejav um

vértice simplicial deG. Note quev não pode ser umb-vértice, pois sua vizinhança induz uma

clique de no máximoχ(G)− 1 < k−1 vértices. Removav do grafo. Se ainda existe umb-

vértice para cada uma dask classes de cores, continue a remover vértices até que nem todas as

cores possuam umb-vértice. Suponha que o último vértice removido foiv, e que a cor dev é 1.

Denote o grafo assim obtido porG′.

Então existem vérticesw1,w2, ...,ws (s≥ 1) na vizinhança dev tais que cada um desses

vértices é o únicob-vértice da sua cor, e tais quev é o único vizinho remanescente de cor 1.

Suponha quew1 é de cork. Altere a cor dew1 para 1, e a de todos os outros vértices de cor

k para uma cor distinta (eles não sãob-vértices da cork e portanto isso é possı́vel). Como

w1, ...,ws induz uma clique,w2, ...,ws são agorab-vértices para ab-coloração deG′ comk−1

cores.É fácil ver que podemos colorir os vértices removidos por uma cor qualquer que lhe falte

em sua vizinhança, obtendo assim umab-coloração deG comk−1 cores.

Esse resultado é abrangente, uma vez que a classe dos grafoscordais engloba as árvores, os

grafos de intervalo e os grafos split, por exemplo. Outros resultados similares são os seguintes:

Teorema 5.5 ( [43]). A menos do cubo H3 e do grafoC10, qualquer grafo 3-regulaŕe b-

cont́ınuo.

Teorema 5.6( [46]). Seja G um grafo planar conexo com cintura pelo menos 5 e seja m= m(G).

Se G cont́em m v́ertices densos v1,v2, ...,vt tais que dist(vi,v j) ≥ 5, para todo i 6= j, ent̃ao

χb(G) = m(G) e Gé b-cont́ınuo.

Ao final deste capı́tulo demonstramos que os cactos sãob-contı́nuos, utilizando uma de-

monstração similar à utilizada em [43], para demonstrarque as árvores sãob-contı́nuas.

É natural questionar a complexidade do problema de decidir se um grafo éb-contı́nuo. Mais

formalmente, analisamos agora o seguinte problema:

B-CONTINUIDADE

Instância: GrafoG = (V,E).
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Quest̃ao: G éb-contı́nuo?

Intuitivamente, é de se esperar que B-CONTINUIDADE seja NP-completo. No entanto,

pode-se questionar se o problema é fácil quando são fornecidasb-colorações deG comχ(G) e

χb(G) cores, juntas à instância do mesmo. Este não é caso, comomostra o resultado:

Teorema 5.7( [2]). Decidir se um grafo Ǵe b-cont́ınuo é NP-completo, mesmo quando são

fornecidas b-coloraç̃oes comχ(G) e χb(G) cores juntas̀a inst̂ancia do problema.

5.3 b-continuidade dos cactos

Em [43] é demonstrado que as árvores sãob-contı́nuas. Nesta seção, é apresentada uma

demonstração similar, desta vez mostrando que os cactos são b-contı́nuos. Para tanto, se faz

necessária a seguinte definição, introduzida em [43]:

Definição 5.8(vértice extremo). SejaG um grafo, ec umab-coloração deG. Um b-vértice

dec é umvértice extremose o grafo obtido pela remoção dev possui uma componente conexa

Cb
v que contém todos os demaisb-vértices dec. Esta componente é acomponente b-croḿatica

gerada por v.

O seguinte lema assegura a existência de vértices extremos em qualquerb-coloração de um

cactos:

Lema 5.9. Sejam G um cactos e c uma b-coloração de G. Ent̃ao, G possui pelo menos dois

vértices extremos.

Demonstraç̃ao. SejaB ={v1,v2, ...,vm(G)} o conjunto de vérticesb-cromáticos deG com res-

peito ac e sejadmax = maxvi ,v j∈Bdist(vi,v j), ondedist(u,v) representa a distância entre os

vérticesu ev emG.

Suponha quedist(vr,vq) = dmax. Mostramos agora quevr e vq são vértices extremos. Do

contrário suponha, sem perda de generalidade, quevr não é vértice extremo e que portanto

G\{vr} possui pelo menos duas componentesC1 eC2 tais que ambas contémb-vértices. Supo-

nha queC1 contém o vérticevq. Então, o caminho emG devq a qualquerb-vértice emC2 passa

porvr , o que contradiz o fato dedist(vr,vq) = dmax.

Finalmente, pode-se demonstrar:
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Teorema 5.10.Os cactos s̃ao b-cont́ınuos.

Demonstraç̃ao. SejaG um cactos, e sejac umab-coloração deG comk > 3 cores. Mostramos

que podemos reduzirc a umab-coloraçãoc′ de G com apenask− 1 cores. De acordo com

o Lema 5.9,G possui pelo menos dois vértices extremos. Sejav um vértice extremo deG e

suponha, sem perda de generalidade, quec1 é a cor dev. Além disso, considere quec2 é a cor

de um vérticeu adjacente av e pertencente à componenteb-cromáticaCb
v .

ComoG é um cactos, pode-se recolorir o grafoG\Cb
v com as coresc2, c3 e c4, de maneira

que qualquer vértice adjacente av possui corc2 ouc3. Consideramos dois casos:

Caso 1:O vérticev é o único vérticeb-cromático da corc1 emc, e portanto a corc1 perdeu

seu únicob-vértice. Então, para cada vérticew colorido com a corc1, temos que uma das cores

c2,c3, ...,ck não aparece em sua vizinhança. Logo,w pode ser recolorido com uma cor distinta

dec1, que não ocorre em sua vizinhança. Nesse caso, obtemos umab-coloração com as cores

c2, c3, ...,ck.

Caso 2: O vérticev não é o únicob-vértice de corc1 em c. Nesse caso, a coloração que

obtivemos é umab-coloração do grafo comk cores onde a classe de corC1 possui umb-vértice

a menos. Podemos então escolher um novo vértice extremo e aplicar novamente a mesma ideia.

Cada vez que um vértice extremo é recolorido, uma das classes de cor perde exatamente um

b-vértice. Portanto, após um número finito de passos, uma das cores deve perder todos os seus

b-vértices, o que nos leva ao caso 1.

Podemos então reduzir qualquerb-coloração de tamanhok a umab-coloração de tamanho

k−1, para todok, 4≤ k≤ b(G). Temos, para um cactosG, queχ(G) = 2 ouχ(G) = 3. Logo,

para qualquer valorχ(G) ≤ k≤ b(G), existe umab-coloração comk cores do cactosG.
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6 Asb-coloraç̃oes de grafosm-estritos

6.1 Grafosm-estritos

Neste capı́tulo são examinadas asb-colorações dos seguintes grafos:

Definição 6.1(Grafo m-estrito). Dizemos que um grafoG ém-estritose ele possui exatamente

m(G) vértices densos, cada um de grau exatamentem(G)−1.

É natural questionar se B-CROḾATICO e B-COLORAÇÃO, os problemas definidos no

Capı́tulo 4, são polinomiais quando restritos a grafosm-estritos. A resposta negativa é dada por

meio do seguinte resultado:

Teorema 6.2.Seja G um grafo m-estrito bipartite conexo.É um problema NP-completo decidir

seχb(G) = m(G).

Demonstraç̃ao. O grafoH apresentado na demonstração do Teorema 4.2 é bipartite,conexo e

m-estrito. Além disso, a redução é realizada sobre o problema de decidir seχb(H) = m(H).

A complexidade do problema no caso em que os grafos possuemm-grau fixo é tratada a

seguir:

Teorema 6.3.Seja k um inteiro fixo e G um grafo m-estrito tal que m(G) ≤ k. Neste caso,

decidir seχb(G) = m(G) pode ser feito em tempo polinomial.

Demonstraç̃ao. SejaV ′ ={v∈V(G) | v é um vértice denso em ou é adjacente a um vértice denso

emG}. Observe que, como um vértice denso deG possui exatamentem(G)−1 vizinhos,|V ′| ≤

k(k−1). Além disso, uma vez que existem exatamentem = m(G) vértices densos no grafo,

qualquerb-coloração deG comm(G) cores, restrita aos vértices emV ′, é umab-coloração de

G[V ′] com m(G) cores. Por outro lado, umab-coloração deG[V ′] com m(G) cores pode ser

facilmente estendida aos vértices emV\V ′, uma vez que os mesmos possuem grau inferior a

m(G)−1. Assim, decidir seχb(G) = m(G) equivale a decidir seχb(G[V ′]) = m(G). Como
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m(G)≤ k, a última questão pode ser respondida em tempo polinomial, pois existem no máximo

m|V ′| ≤ k|V
′| ≤ kk(k−1) atribuições possı́veis dentre asm(G) cores para os vértices emG[V ′]) e o

resultado segue.

No restante deste capı́tulo são introduzidas as noções deb-fecho e deb-fecho parcial de um

grafom-estrito. Além disso, a noção de árvore pivoteada é generalizada por meio da definição

de grafom-estrito pivoteado. Por sua vez, essa definição é utilizada para caracterizar uma

classe de grafos que satisfazemχb(G) < m(G). Usamos ob-fecho (e ob-fecho parcial) para

elaborar algoritmos polinomiais para o problema de decidirseχb(G) = m(G), ondeG pertence

a determinadas subclasses dos grafosm-estritos.

6.2 Ob-fecho

A idéia por trás da noção deb-fecho consiste em relacionar, dado um grafom-estrito, o seu

númerob-cromático com o número cromático de seub-fecho. Ob-fecho de um grafom-estrito

é definido a seguir:

Definição 6.4 (b-fecho de um grafom-estrito). SejaG um grafom-estrito. Ob-fecho de

G, denotadoG∗, é o grafo com conjunto de vérticesV(G∗) = V(G), e conjunto de arestas

E(G∗) = E(G) ∪ {uv | u e v são vértices densos emG} ∪ {uv | u e v são vértices com um

vizinho denso comum emG}.

O númerob-cromático de um grafom-estritoG está relacionado comχ(G∗) da seguinte

forma:

Lema 6.5. Se Gé um grafo m-estrito, então χb(G) = m(G) se e somente seχ(G∗) = m(G).

Demonstraç̃ao. Suponha queGsejam-estrito, comχb(G) = m= m(G). Sejac umab-coloração

de G com m cores. Visto quem≤ ω(G∗) ≤ χ(G∗), temos que mostrar apenas quec é uma

coloração própria deG∗ para concluir queχ(G∗) = m(G). Considere uma arestauv∈ E(G∗).

Seuv∈ E(G), uma vez quec é uma coloração própria deG, temosc(u) 6= c(v). Suponha,

portanto, queuv /∈ E(G). Seu e v são ambos densos emG, como existem apenasm vértices

densos, temos quec(u) 6= c(v). Seu ouv é não-denso, a Definição 6.4 implica queuev possuem

um vizinho denso em comum, digamosd, emG. Como todo vértice denso deG possui grau

m−1 ec é umab-coloração,u ev devem possuir cores distintas emc. Logo,c é uma coloração

própria deG∗, e portantoχ(G∗) = m.
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Por outro lado, sejac′ uma coloração própria deG∗ commcores. Nesse caso, comoE(G)⊆

E(G∗), c′ é também uma coloração própria deG. Resta apenas demonstrar que cada classe de

cor dec′ emG possui umb-vértice. Como os vértices densos deG formam uma clique emG∗,

eles devem receber cores distintas emc′. Além disso, para um vértice densod deG, temos que

NG(d) é uma clique emG∗. Consequentemented é umb-vértice. Assim,χb(G) = m.

Comoω(G∗) > m(G) implica queχ(G∗) > m(G), temos:

Corolário 6.6. Se Gé um grafo m-estrito eχb(G) = m(G), ent̃aoω(G∗) = χ(G∗) = m(G).

G G*

H H*

Figura 6.1: Dois grafos comχb < me os seus respectivosb-fechos

Na Figura 6.3 são ilustrados dois grafos e os seus respectivos b-fechos. Nesta figura, as

arestas escuras são as arestas adicionadas entre vértices densos e as tracejadas as que são adi-

cionadas na vizinhança de cada vértice denso. As demais arestas pertencem ao grafo original.

Note que os grafos do exemplo satisfazemχb(G) < m(G), e ambos possuem cliques de tama-

nho superior am(G) nos seus respectivosb-fechos (os vértices destas cliques são indicados na

figura por um retângulo), implicando emχ(G∗) > m(G).
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Figura 6.2:G é cordal, não-pivoteado, e satisfazχb(G) < m(G) e χ(G∗) > ω(G∗) = m(G)

No Capı́tulo 4, mostramos que o conceito de árvore pivoteada é fundamental para deter-

minarmos o númerob-cromático das árvores. No que segue, vamos generalizar esse conceito,

com o intuito de caracterizar uma famı́lia de grafosm-estritos satisfazendoχb(G) < m(G):

Definição 6.7 (Grafo m-estrito pivoteado). SejaG um grafom-estrito. Dizemos queG é

pivoteado se existe um conjuntoN ⊂ V(G) de vértices não-densos,|N| = k, e um conjunto de

vértices densosD ⊆V(G), |D| = m−k+1, que satisfazem:

• Para qualquer paru,v∈N, u é adjacente av, ou existe um vértice densow que é adjacente

au e av; e

• Para qualquer paru ∈ N, d ∈ D, u é adjacente ad ou u e d são ambos adjacentes a um

vértice densow (observe quew pode não pertencer aD).
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Mostramos agora como a noção de grafo pivoteado está diretamente ligada à existência de

cliques grandes, ou seja, de cardinalidade superior aom-grau, nob-fecho de grafos:

Teorema 6.8.Se Gé um grafo m-estrito, então Gé um grafo pivoteado se e somente seω(G∗) >

m(G).

Demonstraç̃ao. Primeiro, suponha queG é um grafo pivoteado, e sejamN e D os conjuntos

apresentados na Definição 6.7. Mostramos que os vérticesemN∪D formam uma clique emG∗.

Sejamu,v∈ N∪D. Seu,v∈ D, pela Definição 6.4 temos queuv∈ E(G∗). Seu∈ N,v∈ N∪D,

a Definição 6.7 implica que ouuv∈ E(G), ou existe um vértice denso que é adjacente a ambos.

Segue, da Definição 6.4, que em ambos casosuv∈ E(G∗). Assim, o conjuntoN∪D é uma

clique de cardinalidadem+1 emG∗ .

Por outro lado, suponha queω(G∗) > m. SejaS⊆ V(G∗) uma clique de tamanhom+ 1

emG∗. SejaN ={v∈ S| v é não-denso emG} e D ={v∈ S| v é densoG}. Mostramos agora

que os conjuntosN e D satisfazem a Definição 6.7. Considere um paru,v ∈ S. Seu,v ∈ D

não há nada a demonstrar, pois a Definição 6.7 não impõerestrições entre os vértices deD. Se

u∈ N,v∈ D∪N, temos queuv∈ E(G) ou ud,vd∈ E(G), para algum vértice densod ∈V(G).

Logo, os conjuntosN eD satisfazem a Definição 6.7.

Corolário 6.9. Se Gé um grafo m-estrito pivoteado, então χb(G) < m(G).

Demonstraç̃ao. ComoG é pivoteado, o Teorema 6.8 determina queω(G∗) > m(G), e portanto

χ(G∗) > m(G). Finalmente, o Lema 6.5 garante queχb(G) < m(G).

Logo, para um grafo pivoteadoG temosχb(G) < m(G). Intuitivamente, espera-se que

existam grafos que satisfaçamχ(G∗) > m(G), mas nãoω(G∗) > m(G). O grafoG da Figura

6.2 ém-estrito, cordal e não-pivoteado, porém satisfazχb(G) < m(G). Em contraste com o que

acontece com os grafos pivoteados, onde uma clique de tamanho superior am(G) é formada no

b-fecho dos mesmos, ob-fecho do grafo da Figura 6.2 possui tamanho de clique 7, mas contém

um buraco ı́mpar (formado pelos cinco vértices não-densos da componente maior deG), que

acarreta emχ(G∗) > 7.

6.3 Algoritmos polinomiais para classes especı́ficas de grafos

Relacionar o númerob-cromático de um grafoG com o número cromático deG∗ pode

ser inútil, uma vez que determinar este último parâmetroé um problema NP-difı́cil. De fato,

mesmo quando o número cromático deG pode ser determinado em tempo polinomial, este
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pode não ser o caso paraG∗. Por exemplo, ob-fecho de um grafo perfeito não necessariamente

é perfeito. Esse é o caso do grafo na Figura 6.2. Uma maneiraintuitiva de contornar esse

problema consiste em acrescentar o número mı́nimo possı́vel de arestas aob-fecho de um grafo.

Com esta motivação, definimos ob-fecho parcial como segue:

Definição 6.10(b-fecho parcial de um grafom-estrito). SejaG um grafom-estrito. Ob-fecho

parcialdeG, que denotamosG∗
p , é o grafo com vérticesV(G∗) =V(G) e arestasE(G∗) = E(G)

∪ {uv | u ev são vértices com um vizinho denso comum emG}.

Figura 6.3: Dois grafos comχb < m e os seus respectivosb-fechos parciais

De maneira similar a que ocorre no caso dob-fecho, ob-fecho parcial de um grafoG

também está relacionado à existência de determinadas colorações emG∗
p, o que é mostrado a

seguir:

Lema 6.11.Seja G um grafo m-estrito. Então χb(G) = m(G) se e somente se a pré-coloraç̃ao

de χ(G∗
p) onde cada v́ertice denso em G recebe uma dentre as m(G) cores distintas pode ser

estendida ao restante do grafo.

Demonstraç̃ao. O Lema 6.5 afirma que, para um grafom-estritoG, χb(G) = m(G) se e so-

mente seχ(G∗) = m(G). Nosso resultado segue trivialmente, observando-se queG∗ admite

umam(G)-coloração própria se e somente se os vértices que são densos deG são coloridos
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com m(G) cores distintas, pois os mesmos formam uma clique emG∗ (pela definição deb-

fecho).

No restante deste capı́tulo apresentamos um método geral para decidir, dado um grafom-

estritoG, seχb(G) < m(G). Obviamente, uma vez que este é um problema NP-completo, nosso

método só pode ser aplicado a subclasses dos grafosm-estritos. Consideraremos nas próximas

seções árvores, complementos de grafos bipartites e grafosP4-esparsos como ilustrações para o

nosso método. Os resultados que apresentamos são conhecidos para árvores (como mostramos

no Capı́tulo 4) e para grafosP4-esparsos (veja [3]). Entretanto, para os complementos de grafos

bipartites o mesmo não era conhecido (uma caracterização para os complementos de grafos

bipartites comχb(G) = k, dada em [35], não leva a um algoritmo polinomial para o problema

em questão).

6.3.1 Árvores

Lema 6.12.Se Té umaárvore m-estrita, ent̃ao T∗
p é cordal.

Demonstraç̃ao. Por contradição, suponha queT∗
p possui um ciclo induzido de tamanhok, k> 3.

SejaC ={v1,v2, ...,vk} este ciclo (ondevivi+1(mod k) são as arestas do mesmo). Afirmamos que,

para cada parvi , vi+1(mod k) , existe um caminho emT que conectavi a vi+1(mod k). Como

vivi+1(mod k) ∈ E(T∗
p ), temos quevivi+1(mod k) ∈ E(T), e a afirmação é satisfeita, ou existe um

vértice densodi ∈V(T) tal quevidi,divi+1(mod k) ∈ E(T), e nesse caso nossa afirmação também

é satisfeita. Observe que, uma vez queC não possui cordas,di não pode ser adjacente a nenhum

outro vértice deC além devi e vi+1(modk). É fácil ver, a partir dessas observações, que existem

dois caminhos distintos entrev1 evk emT, contradizendo o fato de queT é uma árvore.

Teorema 6.13.Se Té umaárvore m-estrita, podemos decidir em tempo polinomial seχb(T) =

m(T).

Demonstraç̃ao. SejaS o conjunto dos vértices densos deT, e T∗
p o seub-fecho parcial. Pelo

Lema 6.11, para decidir seχb(T) = m(T) é suficiente colorir os vértices emScomm(T∗
p ) cores

distintas e verificar se esta coloração parcial pode ser estendida ao restante do grafo. O grafo

T∗
p é cordal, de acordo com o Lema 6.12, e portanto podemos verificar se a coloração pode ser

estendida em tempo polinomial [11].
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6.3.2 Complementos de grafos bipartites

Lema 6.14.Se Gé um grafo m-estrito e complemento de um grafo bipartite, então G∗ tamb́em

é o complemento de um grafo bipartite.

Demonstraç̃ao. SejaV(G) = X ∪Y, ondeX e Y são cliques emG. ComoV(G∗
p) = V(G), e

uma vez queE(G) ⊆ E(G∗
p), os conjuntosX eY também são cliques emG∗

p, e portantoG∗
p é o

complemento de um grafo bipartite.

Teorema 6.15.Seja G= (V,E) um grafo m-estrito e complemento de um grafo bipartite. Então

existe um algoritmo polinomial para decidir seχb(G) = m(G).

Demonstraç̃ao. SejaG um grafom-estrito e complemento de um grafo bipartite, e sejaG∗ o seu

b-fecho. Pelo Lema 6.5,χb(G) = m(G) se e somente seχ(G∗) = m(G). O Lema 6.14 assegura

queG∗ é o complemento de um grafo bipartite, e portanto perfeito (um grafoG′ é perfeitose

χ(H) = ω(H), para todo subgrafo induzidoH de G′), podemos determinar o valor deχ(G∗)

em tempo polinomial [21].

6.3.3 GrafosP4-esparsos

Lema 6.16.Se Gé um grafo m-estrito P4-esparso, ent̃ao G∗
p é P4-esparso.

Demonstraç̃ao. SejaG um grafom-estritoP4-esparso, e suponha, por contradição, queG∗
p não

é P4-esparso. Então existe pelo menos umP4 induzido emG∗
p que não existe emG, uma vez

queG é P4-esparso. SejaP ={v1,v2,v3,v4}, ondev1v2,v2v3,v3v4 ∈ E(G∗
p), um talP4 emG∗

p.

Mostraremos que, se isso ocorre, existe um conjunto de 5 vértices que induz doisP4’s distintos

emG. Para tanto, consideramos os seguintes casos:

Caso 1: v1v2 ∈ E(G), v2v3 ∈ E(G) e v3v4 /∈ E(G). Podemos concluir quev3 e v4 são

ambos adjacentes a um vértice densow ∈ V(G). Note quev1w /∈ E(G) (resp. v2w /∈ E(G)),

caso contrário terı́amos a arestav1v4 ∈ E(G∗
p) (resp.v2v4 ∈ E(G∗

p)), eP não poderia ser umP4

induzido emG∗
p. Portanto{v1,v2,v3,w,v4} induz umP5 emG, uma contradição.

Caso 2:v1v2 ∈ E(G), v2v3 /∈ E(G) e v3v4 ∈ E(G). Entãov2 e v3 são ambos adjacentes a

um vértice densow ∈ V(G) (pela definição deb-fecho). Note quev1w,v4w /∈ E(G), pois isto

implicaria quev1v3 ∈ E(G∗
p) (resp. v2v4 ∈ E(G∗

p)), pela definição deb-fecho parcial. Dessa

maneira,v1,v2,w,v3,v4 induz umP5 emG, e temos a contradição desejada.
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Caso 3:v1v2 /∈ E(G), v2v3 ∈ E(G) e v3v4 /∈ E(G). Comov1v2 /∈ E(G), entãov1 e v2 são

ambos adjacentes a um vértice densow1 ∈ V(G). Além disso,w1v3 /∈ E(G) (resp. w1v4 /∈

E(G)), pois isto significaria quev1v3 ∈ E(G∗
p) (resp. v1v4 ∈ E(G∗

p)), e P não seria umP4 em

G∗
p. Por um argumento semelhante, temos quev3 ev4 são ambos adjacentes a um vértice denso

w2 ∈ V(G) (observe quew1 e w2 são distintos, pois do contrário, terı́amos a arestav1v4 ∈

E(G∗
p)). Casow1w2 /∈ E(G), {v1,w1,v2,v3,w2} é umP5 emG. Casow1w2 ∈ E(G), o conjunto

{v1,w1,v2,w2,v4} possui doisP4’s. Dessa forma, em ambos casos obtemos uma contradição.

Caso 4:v1v2 /∈ E(G), v2v3 /∈ E(G) e v3v4 ∈ E(G). Como nos casos anteriores, existem

vértices densosw1,w2 ∈V(G) tais quev1w1,v2w1,v2w2,v3w2 ∈ E(G), ev1w2,v4w2,v3w1,v4w1

/∈E(G). Sew1w2∈E(G), {v1,w1,w2,v3,v4} induz umP5 emG. Do contrário, sew1w2 /∈E(G),

o conjunto{v1,w1,v2,w2,v3} induz umP5 emG. Em ambos casos, temos uma contradição.

Caso 5:v1v2 /∈ E(G), v2v3 /∈ E(G) e v3v4 /∈ E(G). Novamente, por argumentos simila-

res aos que utilizamos nos casos anteriores, existem vértices densosw1,w2,w3 ∈ V(G) tais

que v1w1,v2w1,v2w2,v3w2,v3w3,v4w3 ∈ E(G), e v3w1,v4w1,v1w2,v4w2,v1w3,v2w3 /∈ E(G).

Se w1w3 ∈ E(G), o conjunto{v1,w1,w3,v3,v4} induz doisP4’s em G. Se w1w3 /∈ E(G) e

w1w2,w2w3 ∈ E(G), então o conjunto{v1,w1,w2,w3,v4} induz doisP4’s emG. Sew1w3,w1w2

/∈ E(G) e w2w3 ∈ E(G), o conjunto{v1,w1,v2,w2,w3} induz doisP4’s emG. Sew1w3,w1w2,

w2w3 /∈E(G), o conjunto{v1,w1,v2,w2,v3} induz doisP4’s emG. Finalmente, sew1w3,w1w2 /∈

E(G) ew2w3 ∈ E(G), o conjunto{v1,w1,v2,w2,w3} induz doisP4’s emG. Em todos os casos,

obtemos uma contradição.

Teorema 6.17.Se Gé um grafo m-estrito P4-esparso, ent̃ao, existe algoritmo polinomial para

decidir seχb(G) = m(G).

Demonstraç̃ao. SejaS o conjunto dos vértices densos deG, e G∗
p o seub-fecho parcial. Pelo

Lema 6.11, para decidir seχb(G) = m(G) é suficiente colorir os vértices emScomm(G) cores

distintas e verificar se esta coloração parcial pode ser estendida ao restante do grafo. O grafo

G∗
p éP4-esparso, de acordo com o Lema 6.16, e portanto podemos verificar se a coloração pode

ser estendida em tempo polinomial [28].
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7 O númerob-cromático do produto
lexicográfico de grafos

7.1 O produto lexicogŕafico

De maneira geral, o produto de dois grafos, digamosG e H, é o grafo cujo conjunto de

vértices éV(G)×V(H) e cujas arestas são determinadas em função deE(G) e E(H). Dentre

os produtos mais conhecidos pode-se citar oproduto cartesiano, o produto diretoe oproduto

lexicogŕaficode grafos. Colorações de grafos obtidos por meio destes produtos têm sido am-

plamente estudadas e o leitor interessado pode consultar [31].

Em [34] asb-colorações de grafos obtidos por meio do produto cartesiano são examinadas.

Apresentamos neste capı́tulo os resultados que obtivemos acerca do númerob-cromático do

produto lexicográfico de grafos.

O produto lexicográfico é definido como segue:

Definição 7.1(Produto lexicográfico). O produto lexicográficoG[H] dos grafosG e H é o

grafo com vérticesV(G[H]) = V(G)×V(H) e arestasE(G[H]) ={((a,x),(b,y)) | ab∈ E(G),

oua = b e xy∈ E(H)}.

Alguns exemplos são apresentados na Figura 7.1. Nessa figura pode-se observar que os

grafosG[H] eH[G] podem ser distintos e que portanto o produto lexicográfico não é comutativo.

SejamG e H grafos, e considere o produtoG[H]. Sev ∈ V(G), o conjuntoX(v) ={u ∈

V(G[H]) | u = (v,w) e w∈ H} é oconjunto dos v́ertices com origem em v, enquantoXN(v) =
⋃

w∈NG(v) X(w) é oconjunto dos v́ertices com origem em um vizinho de v. É fácil de ver que,

parau,v∈V(G), temosX(u)∩X(v) = /0. Além disso,V(G[H]) =
⋃

v∈GX(v).

Denotamos porG[H](v) o subgrafo deG[H] induzido pelos vértices emX(v). Pode-se

verificar, pela Definição 7.1, queG[H](v) é isomorfo aH e portanto pode-se referir aG[H](v)

como acópia de H com origem em v.
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G H G[H]

Figura 7.1: O produto lexicográfico de alguns grafos

No restante deste capı́tulo nos concentramos em determinaro valor deχb(G[H]) em função

dos valoresχb(G) e χb(H). Tendo esse objetivo em vista, mostramos no lema a seguir como

b-colorações deG[H] podem ser obtidas a partir deb-colorações existentes deG eH:

Lema 7.2. Sejam G e H grafos. Se G e H admitem b-colorações com p e q cores, respectiva-

mente, ent̃ao G[H] admite uma b-coloraç̃ao com p·q cores.

Demonstraç̃ao. SejacG umab-coloração deG cujas cores são{1,2, ...,q}. Além disso, sejaCi ,

para 1≤ i ≤ q, um conjunto de cores com cardinalidadep. Considere que esses conjuntos de

cores são escolhidos de maneira queCj ∩Ck = /0, paraj 6= k. No que segue, é apresentada uma

b-coloração deG[H] que utiliza asp ·q cores em
⋃

1≤i≤qCi .

Dado um vérticev∈ V(G), G[H](v) é isomorfo aH e portanto existe umab-coloração de

G[H](v) com p cores. Reproduza essa coloração emG[H](v), utilizando as cores do conjunto

Ci , ondei = cG(v). Denote porcG[H] a coloração deG[H] obtida procedendo dessa forma com

cada vértice deV(G).

Afirmamos quecG[H] é própria. Do contrário, suponha que(u,v),(u′,v′) ∈ V(G[H]) são

vértices adjacentes com cores idênticas emcG[H]. Seu = u′, então(u,v),(u′,v′) ∈V(G[H](u)),

e ab-coloração deH assegura que(u,v) e (u′,v′) recebem cores distintas. Logo,u 6= u′. Se
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cG(u) 6= cG(u′), entãoCcG(u) ∩CcG(u′) = /0, e as cores de(u,v) e (u′,v′) são necessariamente

distintas emcG[H]. Logo,cG(u) = cG(u′) e uma vez quecG é própria,uu′ /∈ E(G). Nesse caso,

a Definição 7.1 implica que(u,v) e (u′,v′) são adjacentes emG[H] se e somente seu = u′ e

vv′ ∈ E(H), uma contradição com o fato de queu 6= u′. Logo,cG[H] é própria.

Mostramos agora quecG[H] é umab-coloração deG[H]. Para tanto é suficiente mostrar que

toda cor emcG[H] possui umb-vértice. Considere a cori e suponha, sem perda de generalidade,

que i ∈ Ck e queu é o b-vértice de cork emcG. Pela maneira como definimoscG[H], o grafo

G[H](u) foi colorido de maneira que existe um vértice(u,v) ∈ G[H](v) que éb-vértice de

cor i com relação às cores emCk. Afirmamos que(u,v) possui um vizinho de cork′, para

1 ≤ k′ 6= i ≤ p · q. Suponha, sem perda de generalidade, quek′ ∈ Ct . Set = k, já havı́amos

comentado que(u,v) é b-vértice com relação às cores emCk, e a afirmação é satisfeita. Resta

considerar o casot 6= k. Comou é b-vértice emcG, o mesmo possui um vizinho, digamos

u′ ∈ V(G), tal quecG(u′) = t. Pela Definição 7.1,(u,v) é adjacente a todos os vértices em

G[H](u′). Portanto, uma vez que todas as cores emCt aparecem emG[H](u′) e k′ ∈ Ct , (u,v)

possui um vizinho colorido com a cork′ emcG[H] e a afirmação é satisfeita. Consequentemente,

toda classe de cor decG[H] possui umb-vértice, e o lema está demonstrado.

Como consequência do Lema 7.2, temos:

Corolário 7.3. Sejam G e H grafos. Então χb(G[H]) ≥ χb(G) ·χb(H).

Uma vez queχb(Kk) = k, temos também:

Corolário 7.4. Seja G um grafo. Então χb(G[Kk]) ≥ k ·χb(G).

7.2 O produto G[Kk]

De agora em diante restringimos nosso estudo ao produtoG[Kk]. Iniciamos por determinar

o valorm(G[Kk]):

Lema 7.5. Para todo grafo G, m(G[Kk]) = k ·m(G).

Demonstraç̃ao. Suponha, por absurdo, quem(G[Kk]) > k ·m(G). Considere um vértice denso

(u,v) ∈V(G[Kk]). Pela Definição 7.1 temos quedG[H]((u,v)) = k ·dG(u)+k−1. Além disso,

como supomos quem(G[Kk]) > k ·m(G), é válida a desigualdadek ·dG(u)+k−1 > k ·m(G).

Dividindo por k em ambos lados da desigualdade, obtemos quedG(u) > m(G)−1+ 1
k . Uma

vez que o grau de um vértice é um número inteiro, pode-se concluir quedG(u) ≥ m(G). Dessa
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forma, todo vértice denso emG[H] é originado por um vértice de grau superior ou igual am(G)

emG. Como supomos que existem mais dek ·m(G) vértices densos emG[H], e uma vez que

um vérticeu∈ G origina exatamente|X(u)|= k vértices emG[H], existem mais dek·m(G)+1
k >

m(G) vértices distintos emG que originam algum vértice denso emG[H]. Consequentemente,

existem mais dem(G) vértices com grau superior ou igual am(G) emG, um absurdo.

Finalmente, pode-se determinar o valor do produtoG[Kk] no caso em queχb(G) = m(G):

Teorema 7.6.Seja G um grafo tal queχb(G) = m(G). Ent̃ao χb(G[Kk]) = k ·m(G).

Demonstraç̃ao. É uma consequência direta do Corolário 7.3 e do Lema 7.5.

7.2.1 Árvores

Nesta seção, o produtoT[Kk], ondeT é uma árvore, é examinado. No Capı́tulo 4 foi

mostrado que uma árvore não-pivoteadaT satisfazχb(T) = m(T). Portanto, nesse caso, o

Teorema 7.6 afirma queχb(T[Kk]) = k·m(T). Resta determinar o que acontece quando a árvore

em questão é pivoteada. Necessitamos da seguinte definição, antes de prosseguirmos:

Definição 7.7(vértice obstrúıdo). SejaT uma árvore pivoteada. Um vértice denso emT é

obstruı́do se é adjacente ao pivô e a algum vértice denso deT.

No que segue, para uma árvore pivoteadaT, determinamos o valorχb(T[Kk]) em função do

parâmetrom(T) e da quantidade de vértices obstruı́dos existentes emT. Para tanto, primeira-

mente mostramos o seguinte limite superior:

Lema 7.8. Seja T umáarvore pivoteada com q vértices obstrúıdos. Ent̃ao χb(T[Kk]) ≤ k ·

m(T)−⌈k
q⌉.

Demonstraç̃ao. SejaT uma árvore pivoteada cujo pivô é o vérticev. Suponha, por contradição,

quec é umab-coloração deT[Kk] com l cores,l > k ·m(T)−⌈k
q⌉. Nesse caso pode-se supor,

sem perda de generalidade, quec(X(v)) ={1,2, ...,k}. Comoc é uma coloração própria, se

u é um vértice denso emT adjacente av, c(X(u))∩ c(X(v)) = /0. Logo, qualquerb-vértice

de c colorido com uma das cores no conjuntoc(X(v)) é originado por um vértice que não é

vizinho dev, e que consequentemente é vizinho de um vértice obstruı́do deT. Existem apenasq

vértices obstruı́dos emT, e consequentemente existe pelo menos um vértice obstruı́do, digamos

d ∈ T, com mais de⌈k
q⌉ cores no conjunto{1,2, ...,k} que aparecem emc(XN(d)). Porém

nesse caso existem mais de⌈k
q⌉ cores repetidas emc(XN(d)). Consequentemente, nenhum dos
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k vértices emX(d) é b-vértice, afinal os mesmos possuem grauk ·m(T)− 1. Logo, restam

apenask ·m(T)−k vértices densos que podem serb-vértices emc. Entretanto já foi observado,

na demonstração do Teorema 4.5, que toda árvore pivoteada possui pelo menos dois vértices

obstruı́dos, e portantoq≥ 2. Consequentemente,k ·m(T)−k < l = k ·m(T)−⌈k
q⌉, e portanto

c não é umab-coloração.

Finalmente determinamos o valorχb(T[Kk]), quandoT é uma árvore pivoteada:

Teorema 7.9.Seja T umáarvore pivoteada com q vértices obstrúıdos. Ent̃ao χb(T[Kk]) =

k ·m(T)−⌈k
q⌉.

Demonstraç̃ao. O Lema 7.8 afirma queχb(T[Kk])≤ km(T)−⌈k
q⌉. Resta demonstrar queT[Kk]

admite umab-coloração comk ·m(T)−⌈k
q⌉ cores.

Seja{d1,d2, ...,dq} o conjunto dos vértices obstruı́dos deT, e seja{w1,w2, ...,wq} um

conjunto de vértices tais quewi é um vizinho denso dedi, 1 ≤ i ≤ q. Observe que sedi é

adjacente a mais de um vértice denso, o vérticewi é escolhido arbitrariamente. Mostramos

agora como construir umab-coloraçãoc deT[Kk] comk ·m(T)−⌈k
q⌉ cores.

Sejav o pivô deT. Atribua cores arbitrariamente aos vértices emX(v), de tal forma que

c(X(v)) ={1,2, ...,k}. SejaS1,S2, ...,Sq uma partição das cores emc(X(v)), onde|S1| = ⌈k
q⌉,

|Si| ≤ ⌈k
q⌉, para 2≤ i ≤q. Associe cores arbitrariamente a|Si| vértices emX(wi), de maneira que

Si ⊆ c(X(wi)), para cada 1≤ i ≤ q. Uma vez quewi , 1≤ i ≤ q, não é adjacente av, nenhum par

de vértices adjacentes coloridos possui cores idênticas. Atribua cores aos vértices emX(d1) e

X(d2), de modo que{k+1,k+2, ...,k+⌈k
q⌉}⊆ c(X(d1)) e{k+1,k+2, ...,k+⌈k

q⌉}⊆ c(X(d2)).

O vérticed1 não é adjacente ad2, pois do contráriod1, d2 e v formam um ciclo emT. Assim,

a pré-coloração é própria. Restamk ·m(T)−k−2 · ⌈k
q⌉ vértices densos descoloridos e pode-se

colorir os mesmos com cores distintas no conjunto{k+ ⌈k
q⌉,k+ ⌈k

q⌉+ 1, ...,k ·m(T)−⌈k
q⌉}.

É fácil de ver que, de acordo com a pré-coloração descrita, nenhum vértice denso possui mais

do que⌈k
q⌉ cores repetidas em sua vizinhança. Isso ocorre porque nenhum vértice denso é

adjacente a dois vértices em{w1,w2, ...,wq} e nem a ambos vérticesd1 ed2.

Agora estendemos a pré-coloração obtida no parágrafo anterior de maneira que todo vértice

denso sejab-vértice. Para tanto, consideramos cada vértice denso que ainda não éb-vértice e

colorimos sua vizinhança de maneira apropriada, para o quemesmo se torneb-vértice. Além

disso, desejamos assegurar que seja mantida a propriedade de que nenhum vértice denso possui

mais de⌈k
q⌉ vizinhos com cores repetidas. Sejad um vértice denso que não éb-vértice em nossa

pré-coloração, e considere os conjuntosP ={u∈ N(d) | u não está colorido}, Q ={v∈ N(d) | v

está colorido} e R ={k ∈ C | k 6= c(d) e a cork não é cor de nenhum vizinho ded}. Uma
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vez qued é denso,|N(d)| ≥ k ·m(T)− 1 e como nenhum vértice denso possui mais de⌈k
q⌉

cores repetidas em sua vizinhança, temos que|Q|+ |P| ≥ k ·m(T)−⌈k
q⌉ e |R| ≤ k ·m(T)−⌈k

q⌉.

Pode-se atribuir cada cor emR a exatamente um vizinho ded, escolhido de maneira arbitrária.

Resta assegurar que procedendo desta forma obtemos uma coloração que ainda é própria. Até o

momento os únicos vértices que estão coloridos são os que têm origem em um vértice denso, ou

em algum vizinho de um vértice denso. Como nenhum par de vértices adjacentes e não densos

podem ser ambos adjacentes a um vértice denso, nossa coloração parcial permanece própria.

Além disso, os vizinhos de qualquer vértice denso diferente ded não são afetados. Repetindo o

mesmo procedimento para os outros vértices densos, obtemos quec é umab-coloração parcial

deT[Kk].

Note que alguns vértices não-densos podem permanecer descoloridos. Mas esses vértices

possuem grau no máximok·m−k−1, pois eles possuem grau no máximom−2 emT. Assim,

podemos associar aos mesmos alguma cor que não apareça em suas vizinhanças.

7.2.2 Grafosm-estritos

Nesta seção o produtoχb(G[Kk]) é analisado, ondeG é um grafom-estrito. Novamente, é

suficiente considerar os grafos comχb(G) < m(G), uma vez que o Teorema 7.6 determina que

χb(G[Kk]) = k ·m(G), quandoχb(G) = m(G).

Lema 7.10.Se Gé um grafo m-estrito, então G[Kk] é m-estrito.

Demonstraç̃ao. Deve-se mostrar queG[Kk] possuim(G[Kk]) vértices densos e que os mesmos

possuem graum(G[Kk])− 1. Pelo Lema 7.5, temos quem(G[Kk]) = k ·m(G). Além disso,

se(u,v) é um vértice denso emG[Kk], dG[H]((u,v)) = k ·dG(u)+ k−1 ≥ k ·m(G)−1, o que

implica queu é denso. Uma vez queG é m-estrito,dG[H]((u,v)) = k ·m(G)−1. Para ver que

não existem mais do quek ·m(G) vértices densos emG[H] basta observar que, pela Definição

7.1, um vértice denso deG origina exatosk vértices densos emG[Kk].

Assim, seG é m-estrito, o grafoG[Kk] é tambémm-estrito e consequentemente ob-fecho

deG[Kk], G[Kk]
∗, está bem definido. Pode-se mostrar que:

Lema 7.11.Seja G um grafo m-estrito. Então G[Kk]
∗ é isomorfo a G∗[Kk].

Demonstraç̃ao. Primeiro deve-se mostrar queV(G[Kk]
∗) = V(G∗[Kk]). A Definição 6.4 afirma

queV(G[Kk]
∗) = V(G[Kk]) e portanto, pela Definição 7.1,V(G[Kk]

∗) = V(G)×V(Kk). Por
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outro lado, as Definições 6.4 e 7.1 implicam queV(G∗[Kk]) =V(G∗)×V(Kk) =V(G)×V(Kk).

Logo,V(G[Kk]
∗) = V(G∗[Kk]).

Resta mostrar queE(G[Kk]
∗) = E(G∗[Kk]). Para tanto, é suficiente mostrar que((u,v),

(u′,v′)) ∈ E(G∗[Kk]) se e somente se((u,v),(u′,v′)) ∈ E(G[Kk]
∗). Por conveniência, assuma

quee= ((u,v),(u′,v′)). É fácil ver queE(G[Kk])⊆ E(G∗[Kk]) eE(G[Kk])⊆ E(G[Kk]
∗). Logo,

see∈E(G[Kk]), temos trivialmente quee∈E(G∗[Kk]) ee∈E(G[Kk]
∗). Assim, podemos supor

quee /∈ E(G[Kk]). Além disso, pode-se supor queu 6= u′, pois do contrário têm-se necessaria-

mente quee∈ E(G[Kk]).

Suponha quee∈ E(G∗[Kk]). Comoe /∈ E(G[Kk]), pode-se concluir queuu′ /∈ E(G) euu′ ∈

E(G∗). De acordo com a Definição 6.4, se isso ocorre significa que ou u eu′ são ambos densos,

ou são ambos adjacentes a um vértice denso emG. Casou e u′ sejam densos emG, é fácil de

observar que(u,v) e (u′,v′) são densos emG[Kk]. Consequentemente, a Definição 6.4 implica

quee∈ E(G[Kk]
∗), como querı́amos demonstrar. De modo similar, seu e u′ são adjacentes a

um vértice densow∈V(G), a Definição 7.1 implica que(u,v) e (u′,v′) são adjacentes a todos

os vértices emX(w) no grafoG[Kk]. Uma vez queX(w) é um conjunto de vértices densos em

G[Kk], a Definição 6.4 implica quee∈ E(G[Kk]
∗), como desejado.

Suponha agora quee∈ E(G[Kk]
∗). Nesse caso, comoe /∈ E(G[Kk]), a Definição 6.4 implica

que ou(u,v) e (u′,v′) são ambos densos, ou ambos adjacentes a um vértice denso emG[Kk]. Se

(u,v) e (u′,v′) são ambos densos emG[Kk], a Definição 7.1 implica queu e u′ são densos em

G. Consequentemente a Definição 6.4 assegura queuu′ ∈ E(G∗). Finalmente, a Definição 7.1

implica que(u,v) e (u′,v′) são adjacentes emG∗[Kk]. Resta considerar o caso em que(u,v) e

(u′,v′) são adjacentes a um vértice denso, digamos(x,y), emG[Kk]. Nesse caso, como(x,y) é

denso emG[Kk], o vérticex é necessariamente denso emG, pela Definição 7.1. Uma vez que

u 6= u′, a Definição 7.1 implica queu e u′ são ambos adjacentes ax no grafoG. Logo, pela

Definição 6.4,uu′ ∈ E(G∗). Finalmente, a Definição 7.1 assegura quee∈ E(G∗[Kk]).

Pode-se então demonstrar:

Teorema 7.12.Seja G um grafo m-estrito pivoteado. Então χb(G[Kk]) < k ·m(G).

Demonstraç̃ao. Uma vez queG é pivoteado, o Teorema 6.8 implica queω(G∗) > m(G). Conse-

quentemente, é fácil de ver queω(G∗[Kk])> k·m(G) e portantoχ(G∗[Kk])> k·m(G). Suponha,

por contradição, queχb(G[Kk]) = k ·m. Nesse caso, o Lema 6.5 afirma queχ(G[Kk]
∗) = k ·m.

Finalmente, pelo Lema 7.11, temos queG[Kk]
∗ ≡ G∗[Kk] e portantoχ(G[Kk]

∗) = χ(G∗[Kk]),
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uma contradição.

7.3 Consideraç̃oes acerca do produto lexicogŕafico

Os resultados nas seções anteriores podem sugerir que, demaneira geral, se um grafo satis-

faz χb(G) < m(G) então é válida a desigualdadeχb(G[Kk]) < k·m(G). Veremos agora que isso

não é verdade para todo grafo.

O grafo de Petersen, que iremos denotar porP, é o grafo com conjunto de vérticesV(P) =

{u0,u1, ...,u4,v0,v1, ...,v4} e conjunto de arestasE(P) ={uiui+1(mod5),uivi ,vivi+2(mod5) | 0≤ i ≤

4}. Pode-se verificar que o grafo de Petersen é cúbico, possuinúmero cromático 3 e satisfaz

χb(P) = 3 < m(P) = 4. Além disso, pode-se mostrar que:

Teorema 7.13(Linhares Sales, Maffray [41]). Seja P o grafo de Petersen e k≥ 1 um inteiro.

Então m(P[Kk]) = 4k e:

χb(P[Kk]) =

{

4k, se ké par

4k−1, se ké ímpar

Como visto na Seção 7.2.1, o produtoχb(T[Kk]) depende fortemente de propriedades es-

truturais da árvore em questão. No caso do grafo de Petersen, a paridade do valork é o único

fator determinante deχb(P[Kk]).

É natural questionar que caracterı́sticas do grafo de Petersen determinam este comporta-

mento singular com relação ao produto lexicográfico. Pode-se verificar que o grafo de Petersen

é o único dentre os quatro grafos cúbicos que satisfazemχb(G) < 4 com esse comportamento.
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8 Consideraç̃oes finais e trabalhos
futuros

Estudamos asb-colorações por meio de diferentes abordagens. No que se refere aos grafos

m-estritos, conseguimos obter algoritmos polinomiais paradecidir seχb(G) < m(G) quando

G é uma árvore, um grafoP4-esparso ou o complemento de um grafo bipartite. Como citado

anteriormente, à exceção dos complementos de grafos bipartites, esses resultados não são ori-

ginais. Entretanto, o método geral sugerido por essas demonstrações pode ser utilizado para

provar resultadors similares em outras classes de grafos.

Além disso, generalizamos o conceito de árvore pivoteada, definindo a famı́lia dos grafosm-

estritos pivoteados. Mostramos que esses grafos satisfazem χb(G) < m(G) e que isso acontece

devido à existência de cliques com tamanho superior am(G) emG∗. Por outro lado, observamos

que existem grafosm-estritos não pivoteados que satisfazemχb(G) < m(G). Dessa forma, uma

questão em aberto consiste em caracterizar os grafosm-estritos não pivoteados que satisfazem

χb(G) < m(G), o que equivale a caracterizar os grafosm-estritos tais queχb(G) = m(G).

Com relação ao produto lexicográfico de grafos, conseguimos determinar exatamente o

valor deχb(T[Kk]), ondeT é uma árvore. Seria interessante obter resultados similares em

grafos com estrutura semelhante à das árvores. Em particular, um problema em aberto consiste

em determinar o valor deχb(G[Kk]), quandoG é um cactus ou um grafo cordal. Finalmente,

uma outra questão em aberto consiste em caracterizar os grafos tais queχb(G[Kk]) = k ·χb(G).
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