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Capitulo 1

Introducao

Problemas de escalonamento ocupam, sem divida, um local de destaque no conjunto de pro-
blemas classicos de otimizagao. Isto se deve sobretudo a suas aplicacoes diretas e extensas.
Na industria, por exemplo, onde o tempo e os custos de producao sao determinantes para a
obtencao de maiores lucros, existem grandes aplicacoes para problemas de escalonamento em
suas diversas variagoes.

Abordamos neste trabalho um problema de escalonamento restrito, porém fica evidenciada
a importancia do estudo desse caso por ele estar intimamente relacionado com processamento
paralelo, um paradigma computacional cada vez mais utilizado e que, em comparacao ao pa-
radigma sequencial, pode ser consideravelmente mais eficiente em alguns casos. Apesar deste
argumento favoravel ao paradigma paralelo, este traz consigo problemas que nao existem no
paradigma sequencial, como, por exemplo, o particionamento do programa em tarefas, comu-
nicagao entre nucleos, sincronizagao e escalonamento das tarefas nos varios niucleos. Dessa
forma, nosso objeto de estudo é uma das bases para este paradigma. O problema que passa-
mos a descrever agora ¢ um problema de escalonamento de tarefas em multiplas maquinas ou
processadores.

Problemas de escalonamento em maquinas podem ser descritos genericamente da seguinte
maneira. Possuimos um conjunto de tarefas a serem executadas e um conjunto de maquinas
que poderao processia-las. Um escalonamento deve estabelecer um agendamento das tarefas
nas maquinas disponiveis, ou seja, ele deverd especificar uma maquina e um intervalo de tempo
onde cada tarefa serd executada.

Neste trabalho, abordamos o escalonamento UET-UCT (Unit Ezecution - Unit Communi-
cation Time) em maquinas idénticas com restrigoes de execucao e comunicagao. Trabalhamos
com duas variagoes do problema, dependentes do nimero de processadores disponiveis. Na

versao ilimitada, o nimero de processadores seria suficiente para executar todas as tarefas



simultaneamente, de modo que diremos por simplicidade que o mumero de processadores é
ilimitado. Na wversao limitada, o nimero de processadores nao é suficiente para tal execucao.

Nos problemas que abordamos, recebemos como entrada um grafo direcionado, onde cada
vértice representa uma tarefa e um arco entre duas tarefas implica uma ordem de precedéncia
entre elas. Este grafo serd chamado grafo de tarefas. Devemos indicar um agendamento
para a execucao das tarefas em um conjunto de processadores, obedecendo duas restrigoes.
Uma tarefa i s6 pode ser executada apods suas antecessoras terem finalizado suas execugoes e
ainda transmitido os resultados de seus processamentos para o processador que executara i,
respeitando o tempo de execucao e comunicacao entre as tarefas. O tempo de comunicacao dos
resultados entre duas tarefas ¢ e j é considerado zero, quando a antecessora j é executada no
mesmo processador que executard 7. O objetivo principal do problema é escalonar as tarefas
no conjunto de processadores, respeitando as restricoes impostas e minimizando o makespan,
ou seja, minimizando o tempo final de execugao do conjunto de tarefas.

Especificamente, trabalhamos com tempo de execucao e comunicacao unitarios para to-
das as tarefas. Em relacao ao nimero de processadores abordaremos as duas mencionadas
variacoes. Tomaremos a quantidade de processadores limitada e pertencente a entrada do
problema e posteriormente tomaremos um numero ilimitado de processadores.

Ambos os problemas foram provados ser NP-Dificeis para um grafo de tarefas arbitrario,
respectivamente, em [Ull75] e [Pic92]. Mesmo sendo dificeis em geral, ou seja, quando nao se
conhece uma estrutura definida para o grafo de entrada, existem casos em que os problemas
sao mais trataveis. Por exemplo, a variante limitada do problema é linear para grafos de
intervalo ordenado [Sta04]. Para os casos em que os problemas sao NP-Dificeis, evidenciamos
algoritmos aproximativos que existem na literatura. As melhores aproximacoes existentes
para o caso limitado e ilimitado sdo, respectivamente, (7/3 - (4/m)) e (4/3), que se encontram
em [MHO1] e [MKO97], onde m representa o niimero de processadores.

Do ponto de vista de programacao matematica, existem algumas formulacoes diponiveis
na literatura para os dois problemas, como em [MK97] para a versao ilimitada e em [CCMPO1]
para a versao restrita. No caso de processadores limitados, para certas instancias nao se tém
bons resultados com estas formulacoes do ponto de vista computacional, mesmo a estrutura
do grafo sendo conhecida e de facil resolugao. Dispensamos esforgos nesta pesquisa no sentido
de melhorar ou incrementar as formulacoes existentes e estudar comparativamente outras
formulacoes para os problemas apresentados.

Primeiro, apresentamos trés heuristicas para os problemas abordados e ainda trés célculos

diferentes para limites inferiores. Desenvolvemos entao mecanismos de melhoria para a re-



solugdo computacional da formulagao apresentada em [CCMPO1] por Campélo et al,. como
a priorizacao de variaveis durante as ramificacoes e introducao de novas restrigoes baseadas
nos limites inferiores desenvolvidos. Diante da ineficiéncia apresentada pela formulacao exis-
tente na literatura, [CCMPO1], para alguns tipos de instancias, desenvolvemos trés outras
formulagoes para ambos os problemas, limitado e ilimitado. Fizemos comparacoes entre elas
no ambito tedérico e computacional que evidenciam a superioridade das novas formulacoes
desenvolvidas.

Esta dissertacao esta organizada em cinco capitulos. O presente capitulo mostra um pa-
norama geral do trabalho, contextualizando-o, explicitando seus objetivos e contribuicoes e
informando a estrutura da dissertacao. No Capitulo 2, apresentamos os principais aspectos
relativos aos problemas com os quais trabalhamos, formalizando sua defini¢ao, caracterizando
uma solucao viavel e fazendo uma revisao bibliografica dos principais resultados existentes
para a classe de problemas em questao. Os diversos limites superiores e inferiores desenvolvi-
dos sao apresentados no Capitulo 3. Dentre os limites superiores estao duas heuristicas gulosas
(CP/MISF e ISH) e uma metaheuristica baseada em enxame de particulas (PSO). Os limites
inferiores sao fortalecimentos daqueles propostos em [CCMPO1], que se baseiam em uma de-
composicao do grafo de tarefas. Ja no Capitulo 4, apresentamos as principais contribuicoes
do trabalho. Neste capitulo, detalhamos as formulagoes desenvolvidas. Sao elas: formulacao
Y, que se assemelha aquela apresentada em [MK97]; formulagao Y;.r, notadamente um for-
talecimento de Y; e formulagao Z, equivalente a Y, ;, porém com reducao significativa no
nimero de variaveis. De posse das formulagoes, no Capitulo 5, fazemos um estudo compara-
tivo tedrico e computacional entre elas, demonstrando em ambas as andlises a predominancia

das formulagoes desenvolvidas sobre as existentes na literatura.



Capitulo 2

Escalonamento UET-UCT

Apresentaremos nesse capitulo, formalmente, os principais aspectos necessarios ao bom enten-
dimento do problema ao longo do texto. Formularemos matematicamente as duas versoes do
problema abordado, com finitos e infinitos processadores. Utilizaremos, sempre que possivel,
uma notagao padrao e comumente usada em textos da area de Otimizagao Combinatéria e

Teoria dos Grafos.

2.1 Principais caracteristicas

Um problema de escalonamento em maquinas pode ser definido por trés aspectos: ambiente
de execugao, especificacoes das tarefas e um objetivo ou critério de otimalidade. Tais aspectos
estdo bem definidos em [CPWO98]. Na literatura, constam variagoes nesses aspectos e assim
as caracteristicas do problema originado sao modificadas, ocasionalmente mudando inclusive

a sua complexidade. Os problemas abordados neste trabalho adotam as seguintes suposicoes:
e Ambiente de execucgao

— Estagio unico: Cada tarefa exige apenas uma tunica operagao. E no caso de
multiplos processadores, cada maquina possui a mesma fungao. Assim, basta que

uma tarefa seja delegada a uma tnica maquina.

— Maquinas paralelas idénticas: Todas as maquinas possuem as mesmas carac-

teristicas, nao importando em qual maquina uma tarefa sera executada.
— Niumero de maquinas: Limitado ou ilimitado.
— Tempo de comunicagao uniforme: Quaisquer duas maquinas demandam um

tempo idéntico para transmitirem entre si os resultados de suas computagoes.

e Especificagoes das tarefas
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— Tempo de processamento uniforme: As tarefas possuem tempo de processa-
mento definido e idéntico, ou seja, para qualquer tarefa j seu tempo de execugao
serd p, independente da maquina em que sera executada. Isto se deve ao fato de

supormos maquinas paralelas idénticas.

— Restricao de precedéncia: Uma tarefa, possivelmente, depende de um conjunto
de outras tarefas, e ela s6 pode ser executada quando todas suas predecessoras
finalizarem sua execucao e transmitirem os resultados de suas computacoes para
a maquina na qual a tarefa sucessora serd executada, ocasionando portanto um
atraso, devido ao tempo de comunicacao. Em nosso caso, independente das tarefas

e maquinas envolvidas, todos os tempos de comunicagao serao iguais.

— Nao-preempgao: Quando uma tarefa inicia sua execucao em alguma maquina,
esta execucao nao podera ser interrompida até que todo seu processamento tenha

sido finalizado.

— Nao-duplicagao: Nao é permitida a duplicacao de tarefas. Esse artificio facilita,

em alguns casos, a resolugao do problema.
e Objetivo

— Tempo final de processamento: O objetivo dos problemas abordados é que o
tempo de término da tltima tarefa finalizada seja o menor possivel. Dessa forma,
o tempo de execucao do conjunto de tarefas, comumente chamada de makespan,

deve ser o minimo.

Além das caracteristicas ja citadas, abordaremos o tipo estatico de escalonamento, ou
seja, em tempo de compilacao temos disponiveis todas as informagcoes necessarias sobre os
componentes do escalonamento, como o tempo de processamento das tarefas, bem como as
dependeéncias entre elas e a quantidade de processadores disponiveis para o escalonamento.

Como trabalhamos com duas variacoes do problema principal, utilizaremos a notagao apre-
sentada por Graham, Lawler, Lenstra e Rinnooy, em [GLLK79], para que possamos, de forma
abreviada, fazer referéncia as variacoes e também a problemas semelhantes citados ao longo

do texto.
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2.2 Notagao «|f|y

A notacao «|B|y faz referéncia aos trés aspectos que descrevem um problema de escalonamento
em maquinas. Sao eles, respectivamente, o ambiente de execucao, as especificacoes das tarefas
e o0 objetivo do problema. Esta notacao é bastante abrangente e, como nao temos necessidade
de todos os seus detalhes, utilizaremos um subconjunto desta notacao.

Denotaremos o conjunto vazio por (), como de costume. O primeiro campo « é da forma
a = aias, onde os simbolos a; e ay podem ser entendidos como:

e oy € {0, P}:

a; = () : Maquina tnica;

a1 = P: Maquinas paralelas idénticas;

o as € {(,m, 00} :
ap = () : Existe um nimero m de méquinas, onde m é parte da entrada.

as = m: Existe um numero fixo m de maquinas que faz parte da especificacao do

problema,;
as = oo: O numero de maquinas é arbitrario, podendo ser tao grande quanto ne-
cessario;

O segundo campo é denotado por § = (15203, onde (1, P2 e (B3 sao respectivamente:

e (1 € {prec,intree,outree,tree, ...}, descreve a estrutura do grafo. Se a soubermos de
antemao, essa estrutura serd especificada; senao serd tida como arbitréria (prec);
o [y € {cij,cij = 1,¢;; = ¢}, refere-se aos custos de comunicagao:
B2 = c;j: Os custos de comunicacao sao arbitrérios;
B2 = (¢;j = 1): Os custos de comunicagao sao unitarios;

B2 = (c;; = ¢): Neste caso os custos de comunicagdo sao iguais a uma constante c.

o (5 € {pj,p; =1,p; = c}, refere-se aos custos de processamento das tarefas:
Ps = p;: Os custos de processamento sao arbitrarios;
fs = (pj = 1): Os custos de processamento sao unitarios;

B3 = (pj = ¢): Neste caso os custos de processamento sdo iguais a uma constante c.
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O 1ltimo campo se refere ao objetivo do problema de escalonamento. Observe que abor-
damos apenas problemas com o objetivo de minimizar o makespan (Cpaz)-

Os problemas tratados nessa dissertacdo, em notagdo a|B|y, sdo portanto P|prec,c;; =
1,p; = 1|Chaz € Poolprec,c;; = 1,p; = 1|Cipaq, respectivamente denominados, em varios

momento ao longo do texto, por versao limitada e ilimitada.

2.3 Definicao formal do problema

Podemos definir o problema de escalonamento de tarefas UET-UCT em multiplos processa-
dores com base em trés elementos: um conjunto finito de tarefas N = {1,...,n}, uma relagao
binaria < que define uma ordem parcial em N e ainda um conjunto () C N de processado-
res nos quais as tarefas devem ser executadas. Denotaremos a cardinalidade de ) por m e
observamos que podemos ter (m = 00).

A ordem parcial < em N define a relacao de precedéncia entre as tarefas. Escrever i < j
implica que (i,7) € < e ainda que a tarefa j necessita dos resultados de ¢ para comegar
sua execugao; caso isso nao ocorra escrevemos ¢ A j. Observe que se @ £ j e j 4 i, as
duas tarefas sao incomparaveis ou concorrentes, implicando que uma pode ser escalonada
independentemente da outra. Escrerevemos i || j, quando isso ocorre. A tarefa i é minimal
(resp. maximal) caso j £ i (resp. i £ j) para todo j € N.

Comumente a ordem parcial < é representada por um grafo aciclico e direcionado (DAG)
G = (N, <), ou de forma simplificada pelo grafo R = (N, F), onde I é a redugado transitiva da

ordem parcial <. Observe o seguinte exemplo:

Figura 2.1: Exemplo de tarefas (R = (N,F))



2.4 CARACTERIZANDO UMA SOLUCAO VIAVEL 8

Neste caso, os grafos mencionados possuem as seguintes configuracoes de arestas:
o B ={(1,2);(1,3); (1,4);(2,5); (3,5); (3,6); (3,7); (4,7); (5,8); (6,8); (6,9); (7,9); }

o < =1{(1,2);(1,3); (1,4); (1,5); (1,6); (1,7); (1,8); (1,9); (2,5); (2,8)5(3, 5);
(3,6); (3,7); (3,8);(3,9); (4,7); (4,9); (5,8); (6,8);(6,9); (7,9) }

Denominaremos indistintamente por grafo de tarefas quaisquer dos dois grafos menciona-
dos, porém claramente a relacao que representa somente as precedéncias essenciais é a relagao
.

Como dito anteriormente, supomos que os processadores sao idénticos e nao ha preempcao.
Portanto, quando uma tarefa inicia sua execucao, ela nao pode ser interrompida. Assim,
cada tarefa executara em apenas um processador. O tempo de execucao de cada tarefa é
unitario e ainda os custos de comunicacao sao igualmente unitarios, independente do par de
tarefas considerado. Note que o custo de comunicacao é considerado quando duas tarefas sao
dependentes (i < j) e elas sdo executadas em processadores distintos.

O objetivo do problema de escalonamento UET — UCT em miltiplos processadores
é, portanto, agendar o conjunto de tarefas nos processadores, respeitando as restricoes de
precédencia, comunicagao e recurso (os processadores). Cada tarefa s6 pode executar quando
todas as suas predecessoras forem executadas e enviarem seus resultados ao processador que
a executarda. Se este processador for o mesmo que executou sua predecessora, o tempo de
comunicagao com essa predecessora deve ser desconsiderado. O agendamento das tarefas deve
fornecer, ao final da execucao do conjunto de tarefas, o menor tempo possivel. Note que qual-
quer agendamento das tarefas que respeite as restricoes mencionadas é uma solugao viavel.

Detalharemos agora o conjunto de possiveis solugoes.

2.4 Caracterizando uma solucgao viavel

Definiremos agora o significado de um agendamento valido. Lembre que uma instancia do
problema é definida pela dupla (G,Q), com G = (N, <). A execugao de uma tarefa pode
ser expressa em termos do tempo de inicio, tempo de término e do processador no qual ela é
executada. Como o tempo de execucao é unitario, podemos definir a execucao de uma tarefa
i € N apenas pelo par (t;, p;), onde t; € N é o tempo de inicio da tarefa e p; € @), o processador

em que ela serd executada. De forma geral, um escalonamento é definido pelo par (T, P), onde

T={ti,....tn,y e P={q1,...,qn}.
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Para que um escalonamento (7, P) seja vidvel para o problema, ele deve obedecer as
restricoes estruturais e de recurso. Dividiremos as restricoes de acordo com o relacionamento
entre duas tarefas ¢ e j, com 7,7 € N.

As restrigoes estruturais sao decorrentes diretamente do grafo de tarefas. Suponha que a
tarefa j depende da tarefa ¢, portanto ¢ < j. Claramente, t; > t;. Se as duas tarefas sao
executadas no mesmo processador, a diferenca dos tempos de inicio das duas deve ser pelo
menos um (t; > ¢; + 1), pois este é exatamente o tempo de processamento da tarefa i. Caso
sejam executadas em processadores diferentes, o tempo de execugao deve ser acrescido do
tempo de comunicagao (unitario), portanto a diferenga entre os tempos de inicio é pelo menos
dois (t; > t; +2). Observe que as restricoes estruturais devem ser satisfeitas em ambas as
variagoes do problema abordado, pois decorrem apenas do grafo considerado.

Em relagao as restrigoes de recurso, se duas tarefas 7,7 sao concorrentes, apesar de elas
poderem ser executadas de forma independente, se nao existem processadores disponiveis,
esta execugao simultanea nao podera acontecer. Ou seja, mesmo que as tarefas sejam inde-
pendentes, os recursos podem nao ser suficientes para que elas sejam efetivamente executadas
concorrentemente. Portanto, se ¢ || 7, temos dois casos: se p; # pj, nao é preciso estabelecer
relagdo entre t; e t;; sendo (p; = p;) temos que criar uma relacao de precedéncia artificial entre
as tarefas, fazendo com que t; > t;+1out; > t;+1. Observe que se o nimero de processadores
é ilimitado, nao teremos necessidade de impor este tipo de restricao, pois sempre existira um
processador disponivel para executar i e j a0 mesmo tempo.

Em resumo, o escalonamento (7, P) é viavel se satisfaz as seguintes restri¢oes, para qual-

quer par de tarefas i,7 € N:
e Para (i < j): t; > t; + 1, mas se p; # p;, entdo t; > ¢, + 2;

e Para (i || j), no caso limitado: se p; = p;, entdo t; > t; + 1 out; > t; + 1; se p; # p;,

entao os tempos de inicio nao tem relacao definida;

Apresentaremos agora solugoes vidveis para escalonamentos do grafo de tarefas da Fi-
gura 2.2. As solugbes s@o respectivamente para as variagdes Plprec,c;; = 1,p; = 1|Cpaz ©
Poolprec, ¢;; = 1,pj = 1|Cyae. Supomos que, para a primeira variagado, o nimero de proces-
sadores é 2, ou seja, m = 2.

Observe que, em ambos os casos, as restricoes estruturais sao satisfeitas, pois se duas
tarefas dependentes sao executadas em um mesmo processador a diferenca dos tempos de
inicio é pelo menos um; e caso sejam executadas em processadores diferentes, a diferenca é

no minimo 2. Ja as restrigoes de recurso sao necessarias apenas no primeiro exemplo, onde o
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Figura 2.2: Grafo de entrada para o problema.

Pr11]2|6 7 PL11]2]6 9
P 31458 9 P 3 7
£l1ol11213141516 B | 4
Py |5
Pil1)2]6]8 9
P | 8
B 311457
t10]11213141516 £ 1011213141516
Figura 2.3: Solugoes vidvel e 6tima para o pro-  Figura 2.4: Solugao étima para o problema
blema P|prec,c;; = 1,p; = 1|Cpas Poolprec, ci; = 1,p; = 1|Crnaz

niumero de processadores é limitado. Mesmo no caso de duas tarefas serem concorrentes, elas
podem nao ser executadas ao mesmo tempo. Isto ocorre por exemplo com as tarefas 3 e 4
que sao completamente independentes, mas nao sao executadas concorrentemente, ja que 1 é
alocada no mesmo tempo que 3 e, portanto, nao sobra processador para 4 no instante t = 0.

Claramente, este fato nao ocorre com infinitos processadores.

2.5 Complexidade Computacional

Nesta secao abordaremos aspectos relacionados a complexidade computacional do problema.
Mostraremos a dificuldade das variagoes abordadas em seus casos gerais, onde nao se conhece
antecipadamente a estrutura do grafo, bem como classes de grafos onde o problema é sabi-

damente facil. Abordaremos os limites de aproximagcao existentes na literatura para os casos
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mencionados anteriormente.

Vamos primeiramente analisar os aspectos relativos a variagao Plprec,c;; = 1,p; = 1|Cpan
do problema. Em [Pic92] e [RS87] este problema é demonstrado ser NP-Dificil para grafos de
tarefas arbitrarios. Por outro lado, podemos considerar classes especificas de grafos, a fim de
que possamos fazer uso de informacoes sobre a estrutura do grafo na andilse de complexidade
do problema e, possivelmente, conseguir reduzi-la. Para grafos de intervalo ordenado, por
exemplo, foi mostrado em [Sta04] um algoritmo O(n). Lenstra et al. [LVV96] mostraram
que, mesmo sendo o grafo de tarefas uma colecao de arvores, o problema, denotado por
Pltree, c¢;; = 1,p; = 1|Cpaz, continua NP-Dificil.

Note que nessas andlises o ntimero de processadores m ¢é limitado e é parte da entrada
do problema. Todavia, tomando m como um valor fixo, é possivel que o problema passe
a ter resolucdo polinomial. Por exemplo, Vargarious et al., em [VRKL96], mostraram que
Pmltree,c;j = 1,p; = 1|Cpas, onde m é fixo, pode ser resolvido em tempo polinomial por
programacao dinamica. Um algoritmo linear para o caso P2|tree, ¢;; = 1, p; = 1|Cpq, também
¢ dado em [LVV96]. Para este mesmo problema, porém restrito a classe de grafos Série-
Paralelo, Finta et al. [FLMB96] mostraram que P2|serie — paralelo,c;j = 1,p; = 1|Cpaa
é polinomial. Uma outra classe importante nessa discussao sao as In-forests/Out-forests.
Em [VRKLI6] foi mostrado um algoritmo O(n?™~2) para esta classe. Apesar desse algoritmo
ser complexo, observe que, se m ¢ fixo e nao faz parte da entrada, o algoritmo ¢é polinomial.

Finalmente Picouleau [Pic92] mostrou que o problema de decidir quando uma instancia
de Plprec,c;j = 1,p; = 1|Cpqe tem um escalonamento de tamanho no méximo 3 é resolvido
em tempo polinomial. Por outro lado, Hoogeveen et al. [HLV94] mostraram que decidir se
uma instancia desse mesmo problema possui um escalonamento de tamanho no maximo 4 é
NP — Completo, até mesmo se o grafo de precedéncia é bipartido.

A partir destes dois resultados temos um limite de aproximabilidade. Deduzimos que nao
pode existir um algoritmo polinomial com aproximagao menor que 5/4, a menos que P = NP.
Do contrério, suponha que existisse um algoritmo com fator de aproximagao inferior a 5/4,
e sejam v o valor da solugao viavel retornada por esse algoritmo e OPT o valor 6timo do
problema. Entao, temos %v < OPT < v, de modo que OPT < 4 (caso v < 4) ou OPT > 4
(caso v > 5). Assim, decidirfamos, em tempo polinomial, se existe ou nao uma solugao
6tima de valor menor ou igual a 4. Essa é a técnica do GAP, que é descrita em detalhes
em [APMST99].

Temos entao um limite inferior para o fator de um algoritmo aproximativo para este pro-

blema. Por outro lado, o melhor limite superior, ou seja, a melhor aproximacao para esta
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variacao é obtida em [MHO1]. Esta aproximacao é baseada na melhor aproximagao do pro-
blema irrestrito Poo|prec,c;; = 1,p; = 1|Cpqp. O algoritmo aproximativo obtido possui
aproximacao de 7/3 — 4/m.

Vamos considerar agora a variagao irrestrita, ou seja, com infinitos processadores. Pi-
couleau estabeleceu a NP-Completude para o problema de decidir quando uma instancia de
Poolprec, ¢;; = 1,pj = 1|Cppap possui um escalonamento de tamanho no maximo 8 em [Pic92].
Esse niimero foi diminuido por Hoogeveen et al. em [HLV94]. Eles demonstraram que também
é NP-Completo decidir se uma instancia possui um escalonamento de tamanho no méaximo 6.
E para um escalonamento de tamanho 5, decidir é polinomial.

Com esses resultados, temos também um limite inferior para o fator de aproximabilidade
para a versao ilimitada, novamente pela técnica do GAP. Nao existe entao um algoritmo
aproximativo com aproximagao menor que 7/6 para essa variagdo do problema, a menos que
P = NP. Para esta variagao, a melhor aproximagao descrita na literatura é 4/3, e foi obtida
em [MK97] por Munier e Kénig. A aproximagao é baseada na relaxagao linear de uma for-
mulacao de programacao inteira que sera abordada posteriormente nesse texto. Diferentemente
da versao abordada anteriormente para processadores limitados, a variagao ilimitada possui
algoritmo linear para a estrutura de drvore (intree), ou seja, Poolintree, ¢;; = 1,p; = 1|Cpaa
possui um algoritmo linear.

Na literatura, existem muitas outras variantes para este mesmo problema, que diferem das
que trabalhamos em apenas pequenos detalhes, como, por exemplo, alteragoes nos tempos
de execucao e comunicacao. Nao é nosso objetivo tratar dessas variantes, porém como parte
integrante do trabalho de investigacao de problemas correlatos e complementacao da revisao
bibliografica feita, forneceremos a seguir a Tabela 2.5 com as seguintes colunas: o problema
em notagao «|f|y, a complexidade ou informagao sobre algoritmo aproximativo e a referéncia
em que podem ser encontrados mais detalhes.

Os casos gerais, quer dizer, para grafos de tarefas arbitrarios, das variagoes abordadas nesse
texto sdo ambos NP-Dificeis, ou seja, Plprec,c;; = 1,p; = 1|Cpap € Poolprec,c;j = 1,p; =
1|Cpnae sd0 NP-Dificeis. Neste trabalho, abordaremos tais problemas via Programagao Inteira.

Para isso, no proximo capitulo, apresentaremos algumas formulacoes matemaéticas.



Complexidade computacional de problemas relacionados

Identificador | Notagao «|fS|y Complexidade/Aproximacao | Referéncia
1 Plprec,c;; = 1,p; = 1|Cmax <= D NP-Completo [UL75]
2 P2|prec, ¢;; = 0,p; = 1|Cmax Polinomial [FKNG9)
3 Plbipartite, ¢;; = 1,p; = 1|Cmazx <=4 NP-Completo [HLV94]
4 Plprec,ci; = 1,p; = 1|Cmax <=3 Polinomial [Pic92]
5 Poolprec, ¢;; = 1,p; = 1|Cmax <=6 NP-Completo [HLV94]
6 Poolprec, ¢;; = 1,p; = 1|Cmax <=5 Polinomial [HLV94]
7 Pooltree of depth < 2, ¢;;|Cmar <= D NP-Completo [PCO5]
8 Pooltree, ¢;; <= min;pj, pj|Cmax <= D O(n) [Chr89]
9 Pmlin-out forest, ¢;; = 1,p; = 1|Cmazx O(n*m=2) [VRKLI6]
10 Plin-out forest, ¢;; = 1,p; = 1|Cmax <OPT+m—2 [VRKL96]
11 Plin-out forest, ¢;; = 0,p; = 1|Cmazx Polinomial [Hu61]
12 Plopposing forest, ¢;; = 0, p; = 1|C'max NP-Completo [MRGY83]
13 Pmlprec, c;; = 0,p; = 1|Cmazx Polinomial [MRGY83]
14 Pmllevel orders, ¢;; = 0,p; = 1|Cmax Polinomial [DW85]
15 P2|serie-paralelo, ¢;; = 1,p; = 1|Cmax Polinomial [FLMB96]
16 Poolprec, ¢;; = 1,p; = 1|Cmax 4/3 [MK97]
17 Plprec,ci; = 1,p; = 1|Cmax 2 [MH97]
18 Plprec,c;; = 1,p; = 1|Cmax 7/3 —(4/m) [MHO1]
19 Plk-ary intree, ¢;; = ¢(1 < ¢ < j—1),p; = 1|Cmax 3 [FHal
20 Poo|complete binary tree, ¢;;, p; = 1|Cmax NP-Dificil [JR92]
21 Poo|binary tree, ¢;; = ¢, p; = 1|Cmax NP-Dificil [JR92]
22 Poolprec, ¢;j = ¢|Cmax O(ntet) [JKS89]
23 Poolcomplete k-ary intree, ¢;; = c|Cmax O(n?*logn) [JR92]
24 Poo|complete k-ary intree, ¢;; = ¢(1 < ¢ < j—1),p; = 1|Cmaz | O(n) [FHD]
25 Poo|complete k-ary intree, ¢;;(j — 1 < ¢;; < j),p; = 1|Cmax O(n) [FHD]
26 Poolprec, ¢;; = ¢, p; = 1|Cmax 2 [PY8S]
27 Plinterval order, ¢;; = 1, p; = 1|Cmax O(n) [Sta04]
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Capitulo 3

Limites inferiores e superiores

O desenvolvimente de bons limites inferiores e superiores é decisivo para a qualidade e eficiéncia
de métodos exatos. Neste capitulo, nosso objeto de estudo sera portanto esses limites. Ini-
ciaremos mostrando alguns algoritmos ou formas de se obter limites inferiores para os dois
problemas de nosso interesse (escalonamento UET-UCT com nimero limitado ou ilimitado
de processadores). Mostraremos dois algoritmos, um baseado em programagao dinamica, que
generaliza um método presente em [CCMP02], e outro que se mostra mais satisfatério em
relacao ao mencionado anteriormente em alguns aspectos que serao abordados ao longo do
capitulo. Para o limite superior, mostraremos trés heuristicas que fornecem cotas superiores
para nossos problemas, sendo as duas primeiras heuristicas gulosas e a terceira, uma meta-
heuristica iterativa. Por simplicidade de apresentacao, consideraremos ao longo deste capitulo

que 1 e n sao, respectivamente, as tinicas tarefas minimal e maximal no grafo de tarefas.

3.1 Limites inferiores

3.1.1 Limite inferior LB, ;

Nesta se¢ao mostraremos um método para a obtencao de um limite inferior para os proble-
mas abordados. A base para esse método é a decomposicao do grafo de tarefas em redes
e o uso de programacao dinamica [CCMP02]. Tal estratégia foi originalmente aplicada por
Chrétienne, quando a relagao de precedéncia define uma arvore e o niimero de processadores
é ilimitado [Chr89]. Em [CCMP02], o método ¢ estendido para grafos de tarefas quaisquer.
Aqui, introduzimos modificagoes na estratégia de [CCMP02], melhorando a qualidade do li-
mite obtido. Para a sua apresentacao, é necessaria a introducao de novos conceitos e notacoes

especificas.
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Decomposicao em cadeias

Para N’ C N, <y (Fn7) é o subconjunto de < (I) restrito a pares de elementos pertencentes
a N'; <p também é transitiva, nao-reflexiva e antissimétrica. Se <p» nao contém tarefas
incomparaveis, entao esta relacdo é denominada uma cadeia de < e diz-se que N’ define ou
induz tal cadeia (por abuso de linguagem, diremos frequentemente que N’ é a cadeia). J&
uma anticadeia de < é um conjunto de tarefas incomparaveis duas a duas, e a largura de <,
denotada w(<), é a cardinalidade da maior anticadeia de <. Uma extensao <’ de < é uma
relagao transitiva, nao-reflexiva e antissimétrica em N tal que < C <’. No grafo de tarefas da
Figura 3.1, N’ = {1,2,5} define uma cadeia, enquanto N’ = {2,3,4} é uma anticadeia. Uma

extensao pode ser obtida incluindo a relacao (2, 3), entre as tarefas incompardveis 2 e 3.

b

Figura 3.1: Exemplo de grafo de tarefas

Figura 3.2: Rede G3g do grafo da Figura 3.1

Dados 4,7 € N, com i < 7, defina V; ; como o conjunto de tarefas que sao simultaneamente
sucessoras de ¢ e antecessoras de 7, incluindo 7 e j. Por exemplo, na Figura 3.1, N3g =

3,5,6,7,8}+. A rede G, ; é o subgrafo de G = (N, <) induzido por N; ;. Em paticular, note
7] 7]
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que Gi, = G. Observe a rede G3g do grafo da Figura 3.2. Por simplicidade, a relagao
=<n,, (Fn,,) serd denotada por <;; ().

Um corte-cadeia C de G;; é uma cadeia da relacio <;; tal que, se [ € C e k || [, entdo
k ¢ N, ;. Como toda tarefa de C' (em particular a minimal e a maximal) ou ¢é predecessora

ou é sucessora de cada outra tarefa de IV; ;, temos que C' define um corte de vértices de Gj ; e

J
que as tarefas de uma componente de G; ; \ C sao todas ou sucessoras ou antecessoras de cada
tarefa em C. Observe a Figura 3.3. Um pedaco de G ; relativo a C' ¢ uma rede induzida pelas
tarefas de uma componente B de G, ;\C' e ainda uma tarefa s pertencente ao corte-cadeia C.
Se as tarefas de C' sao sucessoras de todas as de B, entao s é minimal de C'; caso contrario s

sera maximal em C.

Figura 3.3: Ilustragao de corte-cadeia <, de G ;

Podemos decompor o grafo G;; em pedacos relativos a cortes-cadeia de G ;. Seja C um
conjunto de cadeias disjuntas de G e C; ;, com ¢ < j e 7,j € N, um subconjunto maximal de C
contendo apenas cortes-cadeia de G; ;. Um pedaco de G, ; relativo a C; ; é um pedaco de G, ;
relativo a algum corte-cadeia de C; ;.

Uma decomposi¢do em cadeias do grafo G = (N, <), relativa a C, é um grafo direcionado,
com coloragao nos arcos, D = (V) F). A defini¢ao dos conjuntos de vértices e arcos de D é

dada recursivamente da seguinte forma:

1. Definimos trivialmente que [1,n] € V' é a raiz de D.
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2. Seja [k,l] um par de tarefas, com k < [, e [i,j] € V, tal que <;; nao é uma cadeia.
Existem trés possibilidades para que este par pertenca a V' e para que a = ([¢, j], [k,l]) €
E:

e Cij #0 e Gy; é um pedaco de G, ;: Damos a cor branca ao arco a.
eCij=0e(i=kelkj): O arcoareceberd a cor azul.

e Ci;j=0e (j=1eilt k): Neste caso, o arco a receberd a cor vermelha.

Um vértice [i, j| de D é denominado folha se possui vizinhanga positiva vazia, ou seja, se nao
existir [k, (] € V, tal que ([i, j], [k,[]) € E. Veja que as folhas do grafo sao cadeias e, portanto,
o tempo minimo de execucao das folhas é o tamanho das cadeias. Perceba também que D é

um grafo direcionado aciclico (DAG — Directed Acyclic Graph).
(L8]

[3,8] [2,8] [4,8] [1,5] [1,7] [1,6]

[3,7] [5,8] [6,8] [7,8] [2,5] [3,5] [1.2] [1,3] [1,4] [3,6] [4,6]

Figura 3.4: Exemplo de decomposi¢ao do grafo da Figura 3.1

Limite inferior a partir de D

Descreveremos agora como o grafo de decomposicao D = (V, E) de G = (N, <) pode ser
usado para a obtencao de um limite inferior para o escalonamento de (N, <, Q). Seja a ordem
{vi = [i, Jals - - - o = [ivy, Jivil}, com v; € V, obtida pela inversao de uma ordem topoldgica
de V. O grafo D nao possui ciclos orientados e, portanto, tal ordem existe, podendo ser obtida
por uma busca em profundidade. Através de um processo de programagao dinamica o limite
inferior para o par [i, j] (ou melhor, para o makespan de (N;;, <;;,Q)) pode ser obtido em
funcao do limite dos elementos de sua vizinhanca positiva em D, que pela ordem anterior ja
devem ter sido calculados ao serem requisitados.

Dados i < j, vamos denotar por LB; ; um limite inferior para a diferenca minima entre os
tempos de inicio das tarefas j e i em (N, <,Q), ou seja, t; —t; > LB, ;. Assim, LB;,; + 1 ¢
um limite inferior para o makespan de (N; j, <;;, Q). O célculo de LB, ; segue a definicao de
D acima. O caso mais simples ocorre quando [¢, j| é uma folha do grafo D e, portanto, <; ; é

uma cadeia. O limite inferior é o tamanho da prépria cadeia, portanto temos que
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olha
LBgfj = |N;;| -1

Considere agora um vértice [i,j] € V que ndo é uma folha do grafo D. Utilizaremos a

classificacao dos arcos apresentada anteriormente que se baseia no conjunto de cortes-cadeia,

C; ;. Iniciamos com o caso em que C; ; # 0. Portanto, sejam [i}, ji], [i5, j5], ..., [i., jL], r > 1,
. . 1 2 ,r._l -/ -/ ~ 7 . . .

os pedagos de G j, relativos a C; j = {Cy,C5 ..., CI '}, onde jj e i;,, sdo os vértices minimal

e maximal, respectivamente, do corte-cadeia Cf,; = G, parat € {1,...,r —1}. Observe

que o corte-cadeia Cy,; conecta os pedacos [iy, j,] € [iy,1,Ji,1] € que &} =i e j. = j. Dessa
forma, percebemos que G;; é uma sequéncia de pedacos e cadeias (cortes-cadeia) intercalados
e essa deve ser a exata ordem de execucao no escalonamento, ou seja, a ordem de execugao
sempre serd um pedaco [i}, j;], o corte-cadeia C},, e o pedago [}, j;,1]. Observe a Figura

3.5.

Figura 3.5: Exemplo de corte-cadeia e seus pedagos
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Isto posto, um limite inferior para o subgrafo G, ; é:

Bbmnco = Z LBy ;i + Z Gl =

Na primeira parcela somamos os limites de cada pedaco de G ;, relativos a C; ;, enquanto
na segunda parcela somamos os limites das cadeias (cortes-cadeia), porém nao adicionamos
ao limite de cada cadeia C},, o tempo de execugao do vértice maximal i, pois este ja estd
incluido no limite LB@QH R

Trataremos agora o caso em que C; ; = (), considerando os vértices da vizinhanga positiva de
[i, 7] em D, conforme sejam ligados por arcos azuis ou vermelhos. Separaremos estes vizinhos
de acordo com a cor do arco e determinaremos um limite inferior para os dois grupos de
vizinhos (LBZ;M e LB;jj’"melh"). O limite inferior de [, j] serd obtido como o melhor dos dois
limites. Os célculos de LB%“Z e LB;’jrmelho sao analogos, portanto mostraremos apenas a
obtencao do limite para a cor azul.

Chamemos de vizinhos azuis aqueles ligados por um arco azul. Lembre que, se [k,[] é
vizinho positivo azul de [i, j], entdao k = i e [ F j. Inicialmente, tome os diferentes valores
de limites inferiores dos vizinhos positivos azuis de [i, j], by < lby < ... < lb,. Formalmente,

fixados i,j €, 1 < 7, temos

by =min{ LBy, : ([i,7],[k,1]) € E***} = min{LB;; :i <l j}
Ibyy1 =min{ LBy, : ([i, 5], [k,1]) € E**", LBy, > Ib;}
=min{LB;;:i <1+ j,LB;; > b}, comt={1,...,2—1}
Perceba que mais de um vizinho pode possuir o mesmo valor de limite inferior. Denotare-

mos por Ay, com t € {1,...,2}, o cojunto definido pelos vizinhos positivos azuis de [i, j] que

possuem limite maior ou igual a [b;. Formalmente:
AN={l:i<IFjLB;;>Ib}, comt={1,...,z}

Observagao 1. Se | € A;, entdo a tarefa | deve ser executada pelo menos lb; unidades de

tempo depois do inicio da execucao de i.

A partir da definicao do conjunto A; e da observacao acima, podemos concluir que pelo
menos |A;| tarefas devem ser executadas lb, unidades de tempo apds o inicio da tarefa 7.

Sabemos que a tarefa j deve ser executada apds a execucao de todas as tarefas [ € A;. Portanto,
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a execugao de j deve iniciar pelo menos lb;+d(A;) unidades de tempo apds o inicio da execugao
de i, sendo () uma func¢do que associa as tarefas que precisam ser executadas, entre ¢ e j, o
minimo de unidades de tempo que elas demandarao, considerando o niimero de processadores
e as restricoes de comunicacao. Pelas restricoes de precedéncia e comunicagao, no maximo
uma tarefa em A; poderd ser executada exatamente uma unidade de tempo antes do inicio
de j (pois todas s@o antecessoras de j); além de disso, as outras |A;| — 1 restantes demandam

s Ae|—1 .
no minimo {%-‘ unidades de tempo para serem executadas. Em outras palavras, podemos

fazer 6(Ay) = {%-‘ + 1. Mais detalhadamente, a definicao da funcao segue a Tabela 3.1.

|A:| tarefas 0(Ay), com m < oo | §(Ay), com m = o
A = 1 1 1
2 < A < mtl 2 2
m+2 < [A] < 2m+l 3 2
om+2 < |AJ < 3m+l 1 2
a—1)m+ < t] < am+ o+

(@a—Dm+2 A, 1 1 2

Al = B % +1 min{2, 8}

Tabela 3.1: Definicao da funcao ¢

Portanto, quando m < oo, o limite inferior para [i, j], baseado nos vizinhos positivos azuis

[©

A —1
Lij“l = max {lbt + [L—‘ + 1}, (3.1)
’ t=1,...,z m
enquanto, para m = oo, temos:
LB = Ib, + min{2, ||} (3.2)

Note que a expressao (3.2) corresponde exatamente a (3.1) se usarmos a convengao de que
(éw, serd igual a 0 ou 1, dependendo se a = 0 ou @ > 0. Assim, o maximo em (3.1) com
m = oo ocorre quando t = z.

Mesmo tratanto o caso limitado, em [CCMP02], o limite proposto é (3.2), ou seja, nao usa
o numero de processadores em sua definicao. Sendo assim, o limite LBffj"l aqui desenvolvido
constitui uma melhoria em termos de qualidade daquele apresentado em [CCMP02].

Conforme mencionado anteriormente e como pode ser inferido a partir do desenvolvimento
acima, o limite inferior baseado nos vizinhos positivos de [z, j] ligados por arcos vermelhos,
que denotaremos LB}, pode ser definido de forma anéloga.

Ainda para o caso onde C; ; = 0 e [z, j] ndo é folha, podemos definir um outro limite inferior

para a diferenca t; — ¢; entre o tempo de inicio, ¢;, de execugao de j e o tempo de inicio de
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execugao t; de i, observando que i < 1 < j, VI € N; ;. Note que |N; ;| > 4 e que no maximo

uma tarefa comega sua execucao em ¢; + 1, o mesmo ocorrendo com t; — 1. Sendo assim, as
. , o N ;|—4 :

outras |N; ;| —4 (retirando estas duas além de ¢ e j) demandam pelo menos [%—‘ unidades

de tempo entre t; + 2 e t; — 2. Em outras palavras, t; — t; > LBf-j;eto, onde:

N;j|—4
LB = [—| ;'1 W +3 (3.3)

Reunindo as diferentes formas de calcular o limite LB;;, podemos formular a seguinte

proposicao:

Proposicao 1. Seja C um conjunto de cadeias disjuntas do grafo de tarefas G = (N, <). Seja
D = (V,E) o grafo de decomposi¢ao de G relativo a C. Para [i,j] € V(D), defina:
LBifjlha, [i, 7] € uma folha

LB;; =4 LB, Cij# 0
t
maz{ LB, LBy ™ LB}, Cij =0

Entao, LB; ; + 1 € um limite inferior para o makespan de (N; ;, <, Q).

Através da implementacao desse limite é possivel perceber que para algumas instancias,
quando o nimero de processadores é muito menor que a largura do grafo, ou seja, (m < w(<)),
o valor obtido pelo algoritmo nao é satisfatorio, ficando distante do étimo e assim dificultando
a obtencao do mesmo. Ao final do capitulo apresentamos os resultados computacionais obtidos
da implementacao desse e dos outros limites. Para resolver os casos citados, onde nao obtemos
um limite adequado, buscamos outras formas para calcular limites inferiores para o problema.

Sao os limites IF'B; ; e F'F'B;; que serao apresentados a seguir, ambos baseados no método
original de [FBT73].

3.1.2 Limite inferior /F'B,; ;

Baseando-nos na proposta de [CCMP02], que melhora o limite obtido por [FB73], podemos
buscar um novo limite, mais forte, para nosso problema. Para apresentar este novo limite,
vamos revisitar os conceitos introduzidos em [FB73]. Iremos considerar LBy, = 0, para todo
ke N.

Sejam 6y e 0y dois inteiros, 6 > 6y, tal que o intervalo [01,602) C [0,LB;;). Podemos
definir o conjunto de tarefas de G;; que obrigatoriamente devem ser executadas totalmente
dentro do intervalo [0y, 65), para cumprir os limites inferiores derivados na subsegao anterior.

Denotaremos este conjunto por R; ;(#1,6). Em outros termos, defina:

Ri7j(91, 92) = {/{7 € N,’J | [LBi,kza LBiJ' +1-— LB].CJ') C [91, 92)}
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Note que R; ;(6;,62) ndo contém j, pois 6 < LB, ;, e portanto compreende sempre tarefas que
precisam ser executadas antes de j. Na proxima subsecao apresentaremos uma forma eficiente
de calcular este conjunto.

A propriedade a ser explorada encontra-se no fato de que, para qualquer tarefa k €
R; ;j(61,62), se ty > 62 em um escalonamento, o makespan de (N;;, <;;, ) nesse escalona-
mento serd maior que LB; ; 4+ 1. Sabendo que m * (6 — 6;) ¢ o nimero méximo de tarefas que

podem ser executadas no intervalo [0y, 6;), podemos melhorar o limite LB; ;, quando:
Si,j(91792) = ]Rm(ﬁl,@g)] —m * (92 — 91) >0

Precisamente, para cumprir os limites inferiores LB;, e LBy ;, para todo k € R; ;(01,0),

podemos incrementar LB, ; conforme o seguinte teorema.

Proposigao 2. (Ferndndez and Bussel, 1973 [F'B73]) Defina

5 (01,0
B;j = max { {—S 4 (01 2>—‘}
[91,92)(;[0,[/31'73'): m

Si,j (91,02)>0

Entao, LB;; + FB;; +1 é um limite inferior para o makespan de um escalonamento de
(Nij, =i, Q).

Derivamos a seguir uma melhoria no limite dado acima. Note que, na definicao de F'B, ,
nada é observado sobre as relagoes entre as tarefas em R;;(6,62), apenas a cardinalidade

desse conjunto. A nossa estratégia é considerar os limites LBy, ;, para k € R, ;(601,065).

Proposicao 3. Seja [01,02) C [0,LB; ;). Considere que as tarefas | € R; ;(01,65) estejam
ordenadas sequndo os valores LB;; em ordem nao-crescente. Seja 11(61,602) > 1 a posi¢io da

tarefa | € R; (01, 602) nesta ordem. Defina

01,0
[FBi,j(Hl, 92) = max {91 + ’VM-‘ + LBl,j} (34)
lEeR; ;(01,02) m
Entao,
[FB'i,j = max [FBi,j(Ql, 92)

[61,62)C[0,LB; ;)

¢ um limite inferior para o makespan de um escalonamento (N; j, < ;, Q).

Demonstragao. Primeiro, lembre que todas as tarefas em R, ;(6;,62) precisam ser escalonadas

antes de j, a partir do tempo ¢, e que LB, ; ¢ o minimo de tempo transcorrido entre os inicios
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de [ e j. Sendo assim, um limite inferior para o makespan de (V; ;, <; ;, Q) é dado pelo valor

6timo do problema:

min ¢; + 1
sa: t; —t; > LBy, VleR,;0,0)
t1>6, VieR,;(0,0)
H{l € R j(01,05) : t; =0} <m, VO ¢€l[b,6,)

Uma solucao 6tima para este problema obtida fazendo

tl — 91 + ’7%—‘ — 1’ VZ c Ri’j(91792)7

tj = max{tl -+ LBLJ' e R@j(ﬁl, 62)},

o que leva ao resultado desejado. Note que esta solugao corresponde a escalonarmos as tarefas
de R; ;(64,62) segundo a ordem definida no enunciado da proposicao, respeitando a disponibi-

lidade de processadores. O

Proposicao 4. O limite fornecido pela Proposicdio 3 € maior que ou igual aquele dado pela

Proposicao 2, ou seja, IFB;; > LB; ; + FB; ; + 1.

Demonstracao. Primeiro note que

]FBi,j<01a 92) = max {02 + ’Vrl(el, 92) —mx (92 — 61)—‘ + LBl,j} .

lGRi,]’(Qlﬂz) m

Seja k € R; (01, 0:) adltima tarefa na ordenacao definida na Proposicao 3, ou seja, 14(61,62) =
|Ri7]’(91,92)|. Entéo, Sijj(01,92) = rk(91,92) — m * (92 — 91) E Ccomo 92 + LB]CJ‘ Z LBZ-J' —+ 1
(pela definigao de R; ;(61,62)), obtemos a desigualdade desejada. O

3.1.3 Limite inferior I'F'B, ;

O limite introduzido em [FB73] pode ser visto de uma outra forma, baseada no nimero minimo
de processadores necessario para que possamos executar o escalonamento em até 7" unidades
de tempo. O algoritmo que apresentamos adiante calcula explicita e diretamente um limite
inferior para o makespan de um grafo de tarefas, uma vantagem sobre o limite anterior, que
a cada intervalo percorrido incrementa o makespan em funcao do tamanho do conjunto de

tarefas que nao podem ser executadas naquele intervalo.
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Considere um certo valor 7' de makespan e um intervalo [0y,02) C [0,7 — 1), novamente
com 0, e 0, inteiros. Para (N, ;, <;;, @), defina
R; (6,0
mL(T) - [91,925%?8,%—1) [w—‘
Note que my(7T") é um limite inferior para o niimero de processadores que possibilita a obtengao
do makespan T

Observe que my(T) pode definir um novo parametro para decidirmos quando é possivel
melhorar um limite inferior. Claramente, se (b é um limite inferior do problema e m < my(lb),
entao é possivel melhorar este limite com a estratégia de [FB73]. Apresentaremos agora um
algoritmo devido a [Fujll], com algumas modificagdes e adaptacoes para se adequar melhor
ao nosso problema especifico (com custos unitarios). Este algoritmo se mostra mais eficiente
para calcular o limite de Ferndndez e Bussell, baseado em m(T).

Nesse algoritmo, partimos de um limite inferior trivial, o caminho critico, de tamanho
tep. Aumentando este limite inferior em parcelas de tamanho A, o nimero de processadores
necessarios para executar o escalonamento no tempo t.,+A serd decrementado até que satisfaga
o numero inicial de processadores disponiveis para execucao das tarefas. O objetivo é encontrar
um makespan que satisfaga o limite de processadores disponiveis. Apéds este procedimento,
buscaremos o menor tempo que consegue satisfazer a restricao do ntimero de processadores.

Vejamos uma descri¢ao deste procedimento no Algoritmo 1.

Algoritmo 1: Limite inferior F'F'B, ;

Chamada: FBBINARYSEARCHMETHOD
Entrada: Tamanho do caminho critico: t.,
Resultado: Limite inferior para o makespan de (N; j,<;;,Q): t/

A 1/2;
repita
A<+ Ax2;
m’ < mp(tep + A);
até m’' > m;
low « tep + [A/2];
high < tep + A,
Encontre o menor t' € {low,low + 1, ..., high} tal que my(¢') < m usando busca bindria.
retorne t’

© 0 N O oA W N e

Para que este algoritmo seja eficiente é importante que o célculo de my(7") nao seja custoso.
Para tanto, utilizamos uma adaptagdo do método mostrado em [Fujll]. Observe que nao
necessariamente devemos iniciar o algoritmo a partir do caminho critico. Caso tenhamos um
limite inferior nao trivial ja calculado, por exemplo LB; ;(LB; ), podemos partir deste limite;

certamente, melhorando a qualidade do limite gerado pelo Algoritmo 1.
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3.2 Limites superiores

Encontramos na literatura varias heuristicas para o problema P|prec,c; j, pj|Cmaz, OU seja,
o problema limitado aqui abordado, porém com custos de processamento e comunicacao ar-
bitrarios. Tomando como base tais trabalhos, apresentaremos, nessa secao, trés heuristicas que
fornecem cotas superiores para o nosso problema (com custos unitarios). Nossas heuristicas
podem ser vistas como adaptagoes de heuristicas para o problema P|prec, ¢; j, pj|Cmas. Para
obtermos versoes dessas heuristicas relativas ao problema ilimitado, é suficiente executa-las
tomando um nuimero de processadores suficientemente grande, por exemplo, com m = w(<).

Considerando o universo de heuristicas existentes para o problema limitado com custos
arbitrarios, orientamo-nos pelos estudos comparativos realizados em [JST08] e [BS13]. Dentre
as heuristicas avaliadas em [JST08], destacam-se a ISH - (Insertion Scheduling Heuristic),
como a que apresenta os melhores resultados dentre as heuristicas gulosas, e a meta-heuristica
Tabu Search, que obteve um dos melhores resultados nas heuristicas iterativas. A heuristica
ISH tem sua origem em uma outra heuristica gulosa CP/MISF - (Critical Path/Most Im-
mediate Successors First). J& no estudo, mais recente, realizado em [BS13], sobressai-se uma
metaheuristica PSO - (Particle Swarm Optimization). O autor avalia o algoritmo PSO em
relagao as melhores heuristicas encontradas no estudo comparativo feito em [JST08]. E possivel
concluir de [BS13] que o algoritmo PSO obtém resultados melhores ou compardveis ao Tabu
Search.

A partir dessa andlise, optamos por investir em adaptagoes das heuristicas CP/MISF, ISH e
PSO. Antes de descrevermos nossos procedimentos, apresentamos brevemente os trés tomados
como base.

A primeira heuristica, CP/MISF - (Critical Path/Most Immediate Successors First), foi
introduzida em [KN84] para o problema generalizado, considerando custos quaisquer de pro-
cessamento e comunicacao. A heuristica escalona iterativamente as tarefas, respeitando os
custos de execucao e comunicacao, de forma a favorecer a execugao primeiramente dos suces-
sores imediatos que possuem maior caminho critico até um terminal.

A estratégia da CP/MISF pode deixar, porém, espacos ociosos durante o escalonamento.
Dessa forma, surge a ideia de um procedimento de insercao que leva em consideracao estes
espacos e aloca neles tarefas que possam executar naquela unidade de tempo.

Esta estratégia para o problema generalizado foi introduzida em [KB87], levando ao desen-
volvimento da heuristica I.SH - (Insertion Scheduling Heuristic), que, de forma simplificada,

constitui-se em uma versao de CP/MISF com um esquema de alocagao de tarefas livres em
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tempos 0ciosos.

Diferentemente das duas anteriores, que empregam estratégias gulosas, a terceira
heuristica, PSO, evolui a partir de uma populacao de solugoes candidatas, comumente chama-
das particulas, que sao movidas no espaco de solugoes de acordo com férmulas matematicas
simples, definidas em funcao da posicao corrente e velocidade de cada particula. Uma im-
plementacao dessa meta-heuristica para o problema com custos arbitrarios foi proposta em

[BS13], com bons resultados computacionais.

3.2.1 Heuristica CP/MISF adaptada

Apresentaremos agora uma heuristica gulosa para o problema, baseada no caminho critico
de cada tarefa. Este tipo de abordagem é recorrente em problemas de escalonamento. Em
particular, a heuristica similar foi definida em [KKN84| para o problema geral. Na verdade, a
heuristica que apresetamos a seguir foi usada nos experimentos computacionais realizados em
[CCMPO02] para o problema limitado e com custos unitdrios, porém agora a descrevemos em
maiores detalhes.

Definimos caminho critico de uma tarefa como o maior caminho entre ela e a tarefa ma-
ximal no grafo de tarefas. A cada iteracao, a heuristica CP/MISF (Critical path, most
immediate successors first) agenda uma tarefa cujos predecessores ja foram agendados, respei-
tando os custos de comunicacao e dando preferéncia aquela tarefa com maior caminho critico.
Adicionalmente, se as duas tarefas possuem caminhos criticos de mesmo tamanho, a heuristica
fard opcao pela tarefa que possui mais sucessores imediatos.

A ideia central da heuristica é organizar as tarefas em um heap sob os critérios mencionados
anteriormente (maior caminho critico e maior niimero de sucessores) e, a cada passo, selecionar
uma delas para ser executada. O processador em que ela serd executada depende do tempo de
término de suas antecessoras, especificamente das predecessoras que executam no tempo mais
tarde. Os processadores também sao organizados em um heap, de acordo com o tempo de
término da ultima tarefa alocada a ele, de forma crescente. Portanto, preferencialmente sao
escolhidos processadores que possuem menor tempo de término da ultima tarefa executada
nele. Os detalhes da heuristica CP/MISF podem ser vistos no Algoritmo 2.

A entrada do algoritmo sao os nés ¢,j7 € N, que induzem o subgrafo G;; para o qual
devemos encontrar um escalonamento viavel, e ainda o nimero de processadores, m. Nas
linhas 1 — 4, adicionamos ao heap de tarefas a tarefa minimal ¢ em G ;, pois inicialmente
apenas ela pode ser executada, e ainda calculamos o niimero de predecessores de cada tarefa no

subgrafo. A varidvel tproclq|, para ¢ € @, indica o tempo de término da ultima tarefa alocada
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Algoritmo 2: Heuristica CP/MISF (Critical path, most immediate successors first)

© 0 N O oA W N
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18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45

Chamada: CpMISF(i, j, m)
Entrada: Tarefas: i, j; Numero de processadores: m
Resultado: Solugéo vidvel: (X,P) e makespan

heapTask.add(i);
para cada k € N hacer

| npred[k] < |{z|z < K} ;
fin
para cada ¢ € (Q hacer
heapProc.add(q);
tproclq] < 0;
fin
enquanto heapTask # () faga
elected + heapTask[0];
heapTask.remove(elected);
sortHeap(heapTask);
tmazpred < 0; nmaxpred < 0;
para cada k : k <;; elected hacer
se (taskTimel[k] == tmazxpred) entao
nmazpred < nmaxpred + 1;
procpred < proclk];
fim
se (taskTimelk] > tmaxpred) entao
tmaxpred + taskTimelk];
nmazxpred < 1;
procpred + proclk];

fim
fin
se (nmazxpred == 0) entao

taskTimelelected] < tproc[heapProc|0]];

proclelected] « heapProc|0];

sendo se (nmaxpred == 1) e (tproclprocpred] < tmazpred + 1) entao
taskTimelelected] + tmaxpred + 1;

proclelected] + procpred,

fim

senao

taskTimelelected] < maz{tmazxpred + 2, tproc[heapProc|0]]};
proclelected] « heapProc|0];

fim
tproc|proclelected]] + taskTimelelected] 4+ 1 ;
sortHeap(heapProc);
para cada k : elected <;; k hacer
npred[k] < npred[k] — 1;
se (npred[k] == 0) entao
| heapTask.add(k); sortHeap(heapTask);
fim
fin

fim
retorne ((taskTime, proc), tproc[proclj]])
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a g até o momento. Portanto, inicialmente (linhas 5 — 8) adicionamos cada processador ao
heap de processadores e zeramos a variavel tproc associada.

No lago principal da heuristica, entre as linhas 10 — 24, elegemos a tarefa que atende
os critérios mencionados e determinamos seu predecessor que executa no tempo mais tarde
(tmaxpred) e o processador (tproc[pred]) onde tal predecessor esté sendo executada. O nimero
de predecessores (nmazxpred) agendados nesse tempo maximo é também calculado.

Entre as linhas 25 — 36 ¢é feito o agendamento da tarefa eleita. Se nao existirem prede-
cessores, alocamos a tarefa ao processador obtido do heap de processadores. Se apenas um
predecessor é executado no instante maximo (tmazpred) e ele é a ultima tarefa alocada ao seu
processador, alocamos a tarefa eleita ao mesmo processador de seu antecessor. Caso contrario,
a tarefa eleita sera alocada ao processador obtido do heap de processadores, tendo o cuidado
de adequar seu tempo de inicio de acordo com seus predecessores e ainda a variavel tproc do
processador ao qual ela foi destinada. O heap de processadores é entao atualizado, na linha
37, considerando a nova alocagao.

Como agendamos a tarefa eleita, é possivel que alguns de seus sucessores agora estejam
livres para serem executados. Esta verificacao é feita nas linhas 38 —42. Se existir um sucessor
que possa ser executado, ele serd adicionado ao heap de tarefas.

O escalonamento viavel (T, P) é entao definido pelos vetores taskTime e proc. O makespan
UB,; ¢ obtido pelo valor méximo do instante de término das tarefas, ou seja, pelo valor
méximo das varidveis tproclq], ¢ € Q. Este maximo é dado pela tarefa maximal j. Note que

UB,, é um limite superior para para o makespan étimo do problema em G.

3.2.2 Heuristica /ISH adaptada

Pode-se verificar que a heuristica CP/MISF pode gerar escalonamentos em que existem
processadores ociosos em certas unidades de tempo, ou seja, em certas unidades de tempo
um processador pode nao ser utilizado. Claramente, este fato pode aumentar o tempo total
de processamento do conjunto de tarefas, principalmente se existir uma tarefa que poderia
ser executada naquele processador na unidade de tempo em que ele permaneceu ocioso. A
heuristica ISH tenta corrigir essa falha. A estratégia adotada sera justamente buscar uma
tarefa que, ao ser colocada no processador ocioso, nao quebre nenhuma regra, de precedéncia
ou comunicagao. O conceito principal desta heuristica foi introduzido primeiramente por
[KB87]. Descreveremos agora uma adaptagao para o nosso problema.

O algoritmo é bastante simples (ver Algoritmo 3). A cada instante de tempo, percorremos

o conjunto de processadores e tentamos alocar o maior niimero de tarefas possivel, obedecendo
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as regras de precedéncia e comunica¢ao. Usamos um vetor (proc) para registrar a tarefa em
execucao em cada processador no instante corrente. Precisamente, para cada processador
q € Q, proclq] = 0, se o processador ¢ esta ocioso no instante corrente, e proclq] =i > 0, se a
tarefa ¢ esta sendo executada no momento.

A estrutura principal do algoritmo é um heap de tarefas livres (heap Task), ou seja, tarefas
que estao prontas para executarem no atual instante de tempo. Este heap serd organizado
segundo algum critério. Os critérios que se mostraram mais eficazes foram os mesmos critérios
utilizados na heuristica CP/MISF: maior caminho critico e maior nimero de sucessores
imediatos.

Para nos auxiliar a determinar as tarefas livres, utilizamos um vetor (npred) que indica a

situagao atual de cada tarefa. Eis o significado de cada possivel valor de uma entrada npred[k]:

> (0 - o valor é o nimero de predecessores de k ainda nao executados;

0 - tarefa k ja pode ser executada em qualquer processador;

e —1 - tarefa k pode ser executada, desde que no mesmo processador que executou por

ultimo uma de suas predecessoras imediatas;

e —2-todas as predecessoras de k foram executadas, mas k aguarda tempo de comunica¢ao

para iniciar sua execucao.

Uma tarefa ¢ é posta para executar em dois casos: npredfi/ = 0, tarefa livre para exe-
cutar em qualquer processador nesta unidade de tempo, ou npredfi/ = —1, quando todas as
predecessoras da tarefa foram executadas em instantes anteriores e apenas uma no instante
imediatamente anterior.

Iniciamos com a tarefa minimal 7, pois, como nao possui predecessores, pode ser executada
de forma irrestrita em relacao a precedéncia e comunicacao. Quando colocamos uma tarefa u
para executar, devemos atualizar a situacao de cada sucessor imediato. Se k for sucessor ime-
diato de u, incrementamos npred_ezec[k/, que indica o nimero de predecessores de k excutados
na iteragao corrente.

Para o préximo instante de tempo, precisamos também indicar o préximo estado da variavel

npred[k] para cada tarefa. Temos alguns casos para examinar:

e Se neste instante de tempo npred(k] < 0, no préximo a tarefa k poderd executar em

qualquer processador; entao faremos npred[k] = 0;
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Algoritmo 3: Heuristica ISH (Insertion Scheduling Heuristic)

Chamada: ISH(i, j, m)
Entrada: Tarefas: i, j; Nimero de processadores: m
Resultado: Solugao vidvel: makespan

1 makespan <+ 0; heapTask.add(i);

2 npred(k] < |{z|z Fi; k}| Vk € N ;

s proclg] + 0Vq € Q;

4 enquanto heapTask # () faga

5 npred_execlk] < 0 Vk € N,

6 para cada ¢ € (Q hacer

7 se (proc[q] # 0) entao

8 se Ju : (proclq] F u) e (npred[u] == —1) entao
9 proclg] + u

10 para cada k : u - k hacer

11 | npred_exec[k] < npred_execlk] + 1;
12 fin

13 heapTask.remove(u);

14 fim

15 senao proc[q| < 0;

16 fim

17 se (proc[q] == 0) entdo

18 se (Ju : npred[u] == 0) entao

19 proclq] < u
20 para cada k : u + k hacer
21 | npred-exec[k] < npred_execlk] + 1;
22 fin
23 heapTask.remove(u);

24 fim

25 fim

26 fin

27 makespan < makespan + 1;

28 para cada k € N hacer

29 se (npred[k] < 0) entao

30 | npred[k] < 0;

31 fim

32 se (npred[k] > 0) entao

33 se (npredlk] == npred_execlk]) entao
34 se (npred_exec[k] == 1) entao

35 | npred[k] = —1;

36 fim

37 senao

38 | npredk] = —2;

39 fim

40 fim
41 senao
42 | npred[k] = npred[k] — npred_exec[k];
a3 fim
44 fim
a5 fin
46 fim

a7 retorne makespan
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e Se todos os antecessores de k forem executados até esse instante de tempo, atualizare-
mos a variavel npred[k] de acordo com a quantidade total de antecessores que faltavam
executar. Se existia apenas 1 para executar, npred[k| serd —1; caso contrario teremos

que esperar um tempo de comunicagao no préximo instante de tempo, npred[k| serd —2;

e Se nem todos os antecessores forem executados, atualizamos npredlk] = npredk] —

npred_exec|k|, retirando o nimero de antecessores executados nesse instante de tempo;

Na descricao do Algoritmo 3 retornamos apenas o makespan, porém podemos modifica-lo

facilmente para retornar também o escalonamento (7, P) que gera tal makespan.

3.2.3 Heuristica PSO

Embora as heuristicas gulosas se mostrem muito eficientes do ponto de vista do esforco com-
putacional demandado, é possivel que consigamos melhorar o valor dos resultados obtidos por
elas. Com esse objetivo buscamos uma heuristica iterativa de base evolucionéria. Geralmente,
neste tipo de heuristica, iniciamos com uma solucao viavel e, a cada passo do algoritmo,
produzimos novas solugoes iguais ou melhores que as anteriores.

Escolhemos a meta-heuristica Enxame de Particulas (Particle Swarm) por se tratar de
um método de facil implementacao e que se mostrou comparavel e até melhor em algumas
instancias numa comparagao feita em [BS13], com relagdo a outras meta-heuristicas como
Algoritmos Genéticos e Tabu Search. Vale observar que os estudos feitos em [JST08] e [BS13]
tratam o problema com custos de processamento e comunicacao gerais. Fizemos algumas
adaptagoes no algoritmo apresentado em [BS13] para que ele consiga gerar melhores solugoes
e para tornar as solugoes viaveis para nosso problema especifico.

O método de otimizacdo por enxame de particulas (PSO) foi instroduzido por [KJYO01].
Este método simula o comportamento de criaturas em sociedade no processo de busca por
comida. Basicamente, cada individuo (particula) do grupo possui uma posi¢ao e uma veloci-
dade de deslocamento. Objetivando encontrar a melhor posi¢do (com maiores suprimentos),
cada individuo guarda a melhor posicao em que j& passou (6timo local) e informa aos outros
esta posicao. Assim teremos como decidir a melhor posicao dentre todas as ja percorridas
por algum individuo (6timo global). A cada iteracdo, cada individuo seguird, obedecendo
sua velocidade de deslocamento, para a posicao indicada por uma combinacao entre os dois
6timos disponiveis para ele, seu 6timo local e o 6timo global. Uma funcao de avaliacao da
posicao devera ser definida a priori. A seguir exibimos um algoritmo genérico da otimizagao

por enxame de particulas.
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Algoritmo 4: Enxame de particulas genérico

1 Inicializar parametros;

2 Inicializar populagao;

3 para cada particula hacer

a Avaliar sua posicao;

5 Inicializar étimo local;

6 fin

7 Inicializar 6timo global; enquanto ndo terminado faca
8 para cada particula hacer

9 Atualizar velocidade e posicao;
10 Avaliar sua posigao;
11 Atualizar 6timo local, se necessério;
12 fin
13 Atualizar étimo global, se necessario;
12 fim

O método PSO foi originalmente desenvolvido para problemas que podem ser representa-
dos por vetores de posicao e velocidade continuos. Um vetor continuo de posicoes é necessario
para que consigamos atingir todo o espaco de posicoes possiveis. No caso de problemas dis-
cretos, serd necessario converter, a cada iteragao, o vetor de posi¢oes para um vetor de valores
discretos. Na literatura, sao utilizadas diferentes formas de conversao, de acordo com o pro-
blema, sendo comuns o arredodamento dos valores das posicoes ou o uso dos indices do vetor
de posigoes.

Para o problema de escalonamento em multiprocessadores que tratamos, cada individuo
(particula) representarda um escalonamento e, a cada iteracdo, este escalonamento serd mo-
dificado e avaliado pelo makespan associado. Também serd necessario converter o vetor de
posicoes para valores discretos, conforme descreveremos a seguir

Em geral, o escalonamento de uma tarefa é definido pelo processador em que ela sera exe-
cutada e também pelo tempo de inicio da tarefa. Por conveniéncia na descricao das particulas,
representaremos o escalonamento de uma tarefa apenas pelo processador que a executara. De
posse do conjunto de tarefas que cada processador executard, é possivel determinar os tempos
de inicio das execucoes das tarefas baseado nas restri¢oes de precedéncia e comunicacao.

Determinaremos, agora, o significado de cada estrutura usada no método PSO feito para
0 nosso problema.

Para cada particula i, definiremos:

e Uma matriz de posicoes X € R™™ onde X;q ¢ a entrada associada a alocagao da tarefa

J no processador ¢;

e Uma matriz de velocidade V* € R™*™ da particula i
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e Um vetor inteiro de posicoes S* € Z", que é a conversao da matriz X’ em uma alocacao
das tarefas aos processadores. Sj descreve o processador em que a tarefa j serd alocada
na solucao ¢, sendo dado por

S} = argmax{Xj :q=1,...,m}

Observe que esta definicao indicara em qual processador S; serd mais “interessante”

executar a tarefa j, segundo a linha j da matriz de posicoes X, referente & particula i.

Como nosso objetivo é melhorar as solugoes fornecidas pelas heuristicas de passo inico, uma
das particulas sera iniciada com o escalonamento de menor valor entre as solugoes encontradas
pelas duas heuristicas de passo tnico apresentadas. Ou seja, para cada instancia observamos
o melhor escalonamento gerado por CP/MISF e ISH, e este serd atribuido a uma particula.
Dessa forma, a solucao da heuristica PSO sera igual ou melhor que as anteriores.

O Algoritmo 5 descreve nossa heuristica PSO. Primeiro, determinamos aleatoriamente as
matrizes X e V iniciais, para cada particula, conforme linhas 7-17, através da definicao dos
minimos e maximos adequados especificamente para posicao e velocidade. Os minimos locais
inicais sao calculados a partir da matriz X inicial, usando a férmula de conversao anteriomente
definida. Cada uma dessas solugoes iniciais, dada por uma alocacao das tarefas aos proces-
sados, é convertida em um escalonamento através do procedimetno Produzir-escalonamento,
cujo makespan ¢ calculado pela funcao Awvaliar. O minino global inicial é o melhor dentre as
solugoes iniciais.

O laco principal se estende entre os passos 19-38, sendo executado por no maximo um
numero limite de iteracoes ou até uma solucao étima ser encontrada. A cada iteracao deve-
mos atualizar o parametro w, denominado peso de inércia, que indica o quao dependente a
velocidade de uma iteracao é da velocidade da iteracao anterior. Devemos definir a priori, o
valor inicial de w.

A férmula da atualizacao da velocidade, apesar de complexa, é flexivel o suficiente para
calibrarmos o algoritmo de acordo com a necessidade. Os parametros cl*7r1 e c2xr2 permitem
que privilegiemos o 6timo local e global, respectivamente. Os parametros cl e ¢2 sao fixos e
definidos a priori, enquanto r1 e r2 sao numeros aleatorios entre 0 e 1. Apds a definicao da
velocidade das particulas na iteracao corrente, precisamos atualizar os vetores de posicao. Esta
atualizagao é feita simplesmente somando a velocidade atual a posicao da iteracao anterior.

A discretizagao de X é feita como mencionado anteriormente. Assim podemos gerar novas

solucoes a partir da alocacao das tarefas aos processadores, conforme cada S¢. Neste passo,
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Algoritmo 5: Heuristica PSO (Particle Swarm Optimization)

© 0w N O oA W N

BRSO W W W W W W W W W W NN NDNDNDNDNNDNDNRERE B BB B B @2
H O © 0 N O O A W N H O © 0N 6 A W N HO O ®®M N O G B W N = O

Chamada: PSO(s, t, m, n, p, limite)

Entrada: Tarefas: s, t; Nimero de processadores: m; Nimero de tarefas em Ng: n; Nimero

de particulas: p; Limite de iteracoes: limite
Resultado: makespan

Tmaxz < M,
Umin <~ —M,;
Umaz < M,
k+1;
w <« 0.8;
para cada ¢ < 1...p hacer
para cada j < 1...n hacer
para cada ¢q < 1...m hacer
X5 g € Tmin + (Tmaz — Tmin) * rand(0...1);
Vi < Umin + (Vmaz — Vmin) * rand(0...1);
fin
Sji — argmaX{X;q cqg=1,...,m};
fin
pB? «— X
M; < Produzir-escalonamento(S?, s, t);
Avalie(M;);
fin

gB < pB® com melhor avaliacio;

enquanto k < limite e makespan > LB , faca
a < rand(0...1);

W 4 Wk

para cada ¢ < 1...p hacer

rl < rand(0...1);

r2 < rand(0...1);

Xt X4V
para cada j < 1...n hacer

S; « argmax{X;, 1q=1,...,m};
fin

fin

para cada i < 1...p hacer
M; < Produzir-escalonamento (S, s, t);
Avaliar(M;);
Atualizar minimo local, (pB*);

fin

Atualizar minimo global, gB;

k+—k+1;

fim
makespan < leght(gB);
retorne makespan

ViewxVitelsrls (pBt — X)) + 2% r2x (gB — XY);
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¢ importante observar que devemos gerar solucoes que sigam as regras de precedéncia e co-
municagao, ou seja, solugoes viaveis para o problema. Se uma solugao gerada na particula ¢
é boa o suficiente local ou globalmente, armazenamos sua matriz de posicoes em pB* ou gB
respectivamente.

O algoritmo ird parar quando atingirmos um limite inferior ou o nimero de iteragoes for
alcancado. O makespan sera entao dado pelo tempo total do escalonamento armazenado como
6timo global (¢B).

Como mencionado, é interessante partir de uma boa solucao inicial e assim tentar me-
lhora-la. Assim, em lugar de iniciar todas as particulas aleatoriamente, podemos, de forma
simples, atribuir a uma delas o escalonamento obtido de uma das heuristicas anteriores. Basta
gerarmos um vetor de posicoes baseado nesse escalonamento, percorrendo o caminho inverso

do apresentado anteriormente.

3.3 Comparacoes entre os limites

Nesta se¢ao, apresentamos os resultados computacionais das implementacoes realizadas dos
limites apresentados neste capitulo. Implementamos os limites inferiores LB, ; e FF B, ; e os
limites superiores CP/MISF, ISH e PSO. A nao implementagao efetiva do limite F'B, ;
(e sua versao melhorada [F'B, ;) se deu pelo fato de que os conceitos utilizados nele sdo os

mesmos utilizados em FF'B; ;, tendo este tltimo uma implementacao mais simplificada.

iG>
Comparamos o desempenho dos limites para os problemas ilimitado e limitado, este ultimo
com 3 versoes: m = |w(=<)/2], m = |w(<)/4] e m = |w(<)/8], lembrando que w(<) repre-
senta a largura do grafo de tarefas.
Separamos as instancias em trés conjuntos: Instancias Aleatérias 1, Instancias Aleatérias 2
e Instancias Estruturadas. As instancias deste ultimo grupo possuem uma estrutura definida,

por exemplo, as bin sao arvores binarias. O conjunto de instancias e o ambiente computacional

utilizados estao descritos em detalhes no Apéndice A.

3.3.1 Limites Inferiores

Nas tabelas dos resultados dos limites inferiores temos quatro colunas: a primeira indica a
instancia do grafo de tarefas (DAG), a seguir temos os valores de cada makespan obtido pela
resolucao exata (IP), limites LB, ;, limite F'F'B,; ; a partir do caminho critico e limite FF'B; ;
a partir de LB; ;.

Aplicamos o limite F'/F'B;; apenas para o grafo completo, sem levar em cosideragao os
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limites de subgrafos. J& para LB;; ¢ sabido que implicitamente os limites de cada subgrafo
sao importantes na composi¢ao do limite do grafo principal, tendo como referéncia o grafo de
decomposigao D.

Para a producgao dos graficos do limite inferior utilizamos a seguinte estratégia: tomamos
o valor 6timo subtraido do limite inferior em questao e este resultado dividimos pelo valor

otimo. O resultado dessas operagoes, para cada instancia, é plotado no grafico.

0.7

—LB _jj
——FFB_jj
LB ij + FFB_ij

Figura 3.6: Comparacao entre os limites inferiores para m ilimitado

0.4
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LB_ij + FFB_i]
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Figura 3.7: Comparagao entre os limites inferiores para m = |w(=<)/2]
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—LB_jj
——FFB_jj

LB ij + FFB_i]

0,33

0.3

0,23

Figura 3.8: Comparagao entre os limites inferiores para m = |w(<)/4]
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0.2

Figura 3.9: Comparacao entre os limites inferiores para m = |w(<)/8]|
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DAG P | LB,, | FFB;, | LBy + FFBy
FAMI1.dag 10 9 7 9
FAMI2.dag 11 10 7 10
FAMI3.dag 12 12 9 12
FAM14.dag 11 10 7 10
FAMI5.dag 10 10 B 10
FAMI16.dag 10 10 B 10
FAMI7.dag 10 10 7 10
FAMIS.dag 11 11 7 11
FAMI19.dag 10 10 7 10
FAM?21.dag 3 7 6 7
FAM?22.dag 11 10 7 10
FAM?23.dag 7 7 5 7
FAM24.dag 10 10 7 10
FAM?25.dag 3 3 6 3
FAM?26.dag 10 10 9 10
FAM27.dag 7 7 6 7
FAM28.dag 9 9 7 9
FAMZ29.dag 8 B 5 3
FAMB31.dag 11 10 B 10
FAMB32.dag 12 11 9 11
FAM33.dag 12 12 9 12
FAMB34.dag 10 10 7 10
FAM35.dag 11 10 3 10
FAM36.dag 10 9 B 9
FAMB37.dag 11 10 B 10
FAMB38.dag 13 12 11 12
FAM39.dag 9 8 7 8
FAMAL. dag 13 13 9 13
FAMA42.dag 1 11 B 11
FAMA43.dag 12 12 9 12
FAMA44.dag 12 12 B 12
FAMA5.dag 12 12 9 12
FAMA46.dag 13 13 1 13
FAMA7.dag 14 13 10 13
FAMAS.dag 15 15 12 15
FAMA49.dag 14 14 10 14
FAMb1.dag 13 13 11 13
FAMbG2.dag 15 14 13 14
FAMb3.dag 16 15 13 15
FAMb4.dag 11 11 9 11
FAMb55.dag 10 10 7 10
FAMD56.dag 14 14 11 14
FAMb7.dag 11 11 9 11
FAMb5S.dag 12 12 10 12
FAMB59.dag 12 11 10 11
FAMG61.dag 11 10 B 10
FAMG62.dag 15 14 12 14
FAMG3.dag 14 13 11 13
FAMG64.dag 17 16 11 16
FAMG65.dag 13 12 10 12
FAMG6.dag 12 11 E 11
FAMG67.dag 18 17 14 17
FAMGS.dag 13 12 11 12
FAMG69.dag 13 12 1 12
FAMT71.dag 16 15 13 15
FAM72.dag 14 13 10 13
FAMY73.dag 13 12 10 12
FAM74.dag 14 13 12 13
FAMY75.dag 15 15 14 15
FAMY76.dag 14 13 11 13
FAM77.dag 10 10 B 10
FAMY78.dag 5 15 13 15
FAMY79.dag 13 12 11 12
FAMI110.dag | 12 12 9 12
FAM210.dag | 10 9 7 9
FAM310.dag | 13 13 10 13
FAMA410.dag | 11 11 B 11
FAMb510.dag | 11 11 10 11
FAM610.dag | 14 13 12 13
FAM710.dag | 12 12 10 12

Tabela 3.2: Comparagao entre os limites inferiores para m ilimitado - Grupo de Instancias
Aleatoérias 1
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DAG 1P LB; FFB; LB;; + FFB;;
rl.dag 13 12 10 12
r2.dag 13 13 9 13
ranl.dag 15 13 10 13
ran2.dag 13 12 9 12
ran3.dag 14 13 10 13
rand.dag 15 14 10 14
ranb.dag 9 9 7 9
ran6.dag 9 8 7 8
ran7.dag 11 10 8 10
ran8.dag 11 11 8 11
ran9.dag 8 7 5 7
ranlO.dag 18 17 13 17
ranll.dag 18 17 14 17
ranl2.dag 17 17 13 17
ranl3.dag 10 10 8 10
ranl4.dag 16 15 12 15
ranlb5.dag 15 14 11 14
ranl6.dag 11 10 8 10
ranl7.dag 21 21 18 21
ranl8.dag 15 14 11 14
ranl9.dag 11 10 8 10
ran20.dag 9 9 6 9

Tabela 3.3: Comparagao entre os limites inferiores para m ilimitado - Grupo de Instancias
Aleatorias 2

DAG P LB; FFB; ; LB;; + FFB;;
arv2.dag 5 4 3 4
bin3.dag 5 5 2 5
bin4.dag 7 7 3 7
bin5.dag 9 9 4 9
bin6.dag 11 11 5 11
bin7.dag 13 13 6 13
bin8.dag 15 15 7 15
bin9.dag 17 17 8 17
dag3.dag 8 8 5 8
dil6.dag 10 10 6 10
di25.dag 13 13 8 13
di36.dag 16 16 10 16
di64.dag 22 22 14 22
dil00.dag 28 28 18 28
dil44.dag 34 34 22 34
di225.dag 43 43 28 43
di256.dag 46 46 30 46
di400.dag 58 58 38 58
gauss.dag 10 9 7 9
irr4l.dag 16 15 9 15
n7.dag 5 5 3 5
nl3.dag 5 5 3 5
tree2.dag 5 4 2 4
tree3.dag 7 6 3 6
treed.dag 9 8 4 8
tree5.dag 11 10 5 10
tree6.dag 13 12 6 12
tree7.dag 15 14 7 14
tree8.dag 17 16 8 16
celbow.dag 30 28 26 28
cstanford.dag 29 28 25 28
fft2-b-m.dag 15 14 7 14
iterative2-b-m.dag 14 13 11 13

Tabela 3.4: Comparagao entre os limites inferiores para m ilimitado - Grupo de Instancias
Estruturadas
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DAG P | LB, LB;; + FFBy;

i i,
FAM11l.dag 10 10 g 10 ! 10
FAM12.dag 11 10 10 10
FAMI13.dag 12 12 11 12
FAM14.dag 11 10 9 10
FAM15.dag 10 10 9 10
FAM16.dag 10 10 10 10
FAM17.dag 10 10 10 10
FAMI18.dag 11 11 10 11
FAM19.dag 10 10 9 10
FAM21.dag 8 7 7 7
FAM22.dag 11 10 9 10
FAM23.dag 7 7 6 7
FAM24.dag 10 10 8 10
FAM25.dag 8 8 7 8
FAM26.dag 10 10 9 10
FAM27.dag 7 7 7 7
FAM28.dag 9 9 8 9
FAM29.dag 8 8 7 8
FAM31.dag 11 10 8 10
FAM32.dag 12 11 9 11
FAM33.dag 12 12 10 12
FAM34.dag 10 10 8 10
FAM35.dag 11 10 9 10
FAM36.dag 10 9 9 9
FAM37.dag 11 10 8 10
FAM38.dag 13 12 11 12
FAM39.dag 9 8 8 8
FAMA41.dag 13 13 11 13
FAMA42.dag 11 11 9 11
FAMA43.dag 12 12 10 12
FAM44.dag 12 12 11 12
FAMA45.dag 12 12 11 12
FAM46.dag 13 13 11 13
FAMA47.dag 14 13 12 13
FAMA48.dag 15 15 12 15
FAM49.dag 14 14 12 14
FAMb51.dag 13 13 11 13
FAM52.dag 15 14 13 14
FAM53.dag 16 15 13 15
FAMb54.dag 11 11 9 11
FAMb55.dag 10 10 8 10
FAM56.dag 14 14 11 14
FAM57.dag 11 11 9 11
FAMS58.dag 12 12 10 12
FAM59.dag 12 11 10 11
FAMG61.dag 11 10 8 10
FAMG62.dag 15 14 12 14
FAMG63.dag 14 13 11 13
FAMG64.dag 17 16 14 16
FAMG65.dag 13 12 10 12
FAMG66.dag 12 11 9 11
FAMG67.dag 18 17 14 17
FAMG68.dag 13 12 11 12
FAMG69.dag 13 12 11 12
FAMT71.dag 16 15 13 15
FAMT72.dag 14 13 10 13
FAM73.dag 13 12 10 12
FAMT74.dag 14 13 12 13
FAMT75.dag 15 15 14 15
FAM76.dag 14 13 11 13
FAM77.dag 10 10 8 10
FAMT78.dag 15 15 13 15
FAM79.dag 13 12 11 12
FAM110.dag 12 12 11 12
FAM210.dag 10 9 8 9
FAM310.dag 13 13 10 13
FAM410.dag 11 11 10 11
FAM510.dag 11 11 10 11
FAMG610.dag 14 13 12 13
FAM710.dag 12 12 10 12

Tabela 3.5: Comparagao entre os limites inferiores para m = |w(=<)/2] - Grupo de Instancias
Aleatorias 1
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DAG P LB; FFB; j LB;; + FFB;;
rl.dag 13 12 10 12
r2.dag 13 13 11 13
ranl.dag 15 13 12 13
ran2.dag 13 12 11 12
ran3.dag 14 13 11 13
ran4.dag 15 14 12 14
ran5.dag 9 9 7 9
ran6.dag 9 8 7 8
ran7.dag 11 10 8 10
ran8.dag 11 11 8 11
ran9.dag 8 7 5 7
ranlO.dag 18 17 15 17
ranll.dag 18 17 14 17
ranl2.dag 17 17 14 17
ranl3.dag 10 10 8 10
ranl4.dag 16 15 12 15
ranlb.dag 15 14 11 14
ranl6.dag 11 10 8 10
ranl7.dag 21 21 18 21
ranl8.dag 15 14 12 14
ranl9.dag 11 10 8 10
ran20.dag 9 9 6 9

Tabela 3.6: Comparagao entre os limites inferiores para m = |w(=<)/2] - Grupo de Instancias
Aleatérias 2

DAG P LB, j FFB; j LB;; + FFB;;
arv2.dag 6 6 5 6
bin3.dag 5 5 5 5
bind.dag 7 7 6 7
bin5.dag 9 9 7 9
bin6.dag 11 11 8 11
bin7.dag 13 13 9 13
bin8.dag 15 15 10 15
bin9.dag 17 17 11 17
dag3.dag 8 8 8 8
dil6.dag 10 10 10 10
di25.dag 15 15 14 15
di36.dag 16 16 15 16
di64.dag 22 22 21 22
dil00.dag 28 28 26 28
dil44.dag 34 34 32 34
di225.dag 45 43 41 43
di256.dag 46 46 43 46
di400.dag 58 58 54 58
gauss.dag 10 10 9 10
irrdl.dag 16 15 14 15
n7.dag 5 5 5 5
nl3.dag 5 5 4 5
tree2.dag 5 5 5 5
tree3.dag 7 6 6 6
treed.dag 9 8 7 8
treeb.dag 11 10 8 10
tree6.dag 13 12 9 12
tree7.dag 15 14 10 14
tree8.dag 17 16 11 16
celbow.dag 30 28 26 28
cstanford.dag 29 28 25 28
fft2-b-m.dag 16 16 15 16
iterative2-b-m.dag 24 24 23 24

Tabela 3.7: Comparagao entre os limites inferiores para m = |w(=<)/2] - Grupo de Instancias
Estruturadas
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DAG P | LB, | FFB,,; | LB, + FFBy;
FAMI2.dag | 16 16 15 16
FAMI3.dag | 16 16 15 16
FAMiddag | 15 15 5 15
FAMI5.dag | 15 15 15 15
FAMI16.dag | 15 15 5 5
FAMi7.dag | 15 15 15 15
FAMIS.dag | 16 16 16 16
FAM19.dag | 15 15 14 5
FAM2l.dag | 15 15 14 15
FAM22.dag | 16 16 16 16
FAM23.dag | 10 10 10 10
FAM24.dag | 15 15 4 5
FAM?25.dag | 11 11 10 11
FAM?26.dag | 15 15 4 15
FAM27.dag | 15 15 13 15
FAM28.dag | 15 15 15 15
FAM20.dag | 15 15 13 15
FAM3l.dag | 14 14 14 4
FAM32.dag | 16 16 15 16
FAM33.dag | 14 13 4 4
FAM34.dag | 14 13 13 13
FAM35.dag | 14 14 13 4
FAM36.dag | 17 17 17 17
FAM37.dag | 12 10 11 11
FAM38.dag | 14 13 14 4
FAM39.dag | 13 13 13 13
FAM4ldag | 18 17 18 18
FAM42.dag | 13 13 13 13
FAM43.dag | 13 13 13 13
FAM4d.dag | 18 18 17 18
FAM45.dag | 19 19 18 19
FAM46.dag | 18 17 18 18
FAMA7.dag | 18 18 18 18
FAM48.dag | 16 16 15 16
FAM49.dag | 18 18 7 18
FAMBl.dag | 16 14 15 15
FAM52.dag | 17 17 16 17
FAMbB3.dag | 17 17 16 7
FAMB4.dag | 13 12 13 13
FAM55.dag | 14 12 13 3
FAMGB6.dag | 14 14 13 4
FAMb7.dag | 14 12 13 13
FAMBS.dag | 13 12 12 2
FAM59.dag | 14 13 13 13
FAM6l.dag | 13 12 13 13
FAMG2.dag | 18 16 7 17
FAMG63.dag | 14 13 12 13
FAMG4.dag | 18 17 16 17
FAMG5.dag | 16 15 5 15
FAMGG.dag | 16 15 15 15
FAMG67.dag | 18 17 5 17
FAMGS8.dag | 16 14 15 15
FAMGO.dag | 14 12 13 13
FAM71.dag | 16 15 14 15
FAM72.dag | 15 13 13 13
FAM73.dag | 14 12 13 13
FAM74.dag | 17 15 15 15
FAM75.dag | 15 15 14 5
FAM76.dag | 14 13 13 13
FAM77.dag | 13 12 13 13
FAM78.dag | 16 15 15 15
FAM70.dag | 14 12 13 3
FAMI110.dag | 16 16 5 16
FAM?210.dag | 11 11 11 11
FAM310.dag | 16 15 15 5
FAM410.dag | 18 17 18 18
FAMb510.dag | 13 12 13 13
FAMG610.dag | 16 14 15 15
FAM710.dag | 15 3 4 4

Tabela 3.8: Comparagao entre os limites inferiores para m = |w(=<)/4] - Grupo de Instancias
Aleatorias 1
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DAG P LB; FFB; j LB;j + FFB;;
rl.dag 14 14 13 14
r2.dag 13 13 13 13
ranl.dag 15 14 14 14
ran2.dag 13 12 13 13
ran3.dag 14 13 13 13
rand.dag 17 16 15 16
ranb.dag 9 9 8 9
ran6.dag 9 9 9 9
ran7.dag 11 11 11 11
ran8.dag 11 11 9 11
ran9.dag 8 8 7 8
ranl0.dag 18 17 17 17
ranll.dag 18 17 16 17
ranl2.dag 17 17 16 17
ranl3.dag 10 10 9 10
ranl4.dag 16 15 14 15
ranlb.dag 15 14 15 15
ranl6.dag 11 10 10 10
ranl7.dag 21 21 18 21
ranl8.dag 15 14 14 14
ranl9.dag 11 10 10 10
ran20.dag 10 10 9 10

Tabela 3.9: Comparagao entre os limites inferiores para m = |w(=<)/4| - Grupo de Instancias
Aleatérias 2

DAG P LB; FFB; ; LB;; + FFB;;
bin4.dag 9 7 9
bin5.dag 10 10 8 10
bin6.dag 12 11 9 11
bin7.dag 13 13 10 13
bin8.dag 15 15 11 15
bin9.dag 17 17 12 17
di64.dag 34 34 34 34
dil00.dag 52 52 52 52
dil44.dag 52 51 51 51
di225.dag 79 78 78 78
di256.dag 70 67 69 69
di400.dag 88 84 86 86
irr41l.dag 23 23 22 23
nl3.dag 7 7 5 7
tree3.dag 9 9 7 9
tree4.dag 10 10 8 10
treeb.dag 12 10 9 10
tree6.dag 13 12 10 12
tree7.dag 15 14 11 14
tree8.dag 17 16 12 16
celbow.dag 30 28 26 28
cstanford.dag 29 28 25 28
fft2-b-m.dag 28 28 27 28
iterative2-b-m.dag 47 47 46 47

Tabela 3.10: Comparagao entre os limites inferiores para m = |w(<)/4] - Grupo de Instancias
Estruturadas
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DAG P | LB, | FFB,,; | LB;; + FFBy;
FAM31.dag | 26 26 25 26
FAM32.dag | 27 27 27 27
FAM33.dag | 25 25 25 25
FAM34dag | 25 25 23 25
FAM35.dag | 25 25 24 25
FAM37.dag | 25 25 24 25
FAM38.dag | 25 25 25 25
FAM39.dag | 25 25 23 25
FAM42.dag | 25 25 23 25
FAM43.dag | 25 25 24 25
FAMA48.dag | 26 26 26 26
FAMb51.dag | 35 35 34 35
FAMb52.dag | 36 36 36 36
FAMB3.dag | 36 36 36 36
FAMb54dag | 24 24 23 24
FAMGB5.dag | 24 24 24 24
FAMB6.dag | 24 24 24 24
FAMB7.dag | 24 24 24 24
FAMb58.dag | 25 25 21 25
FAMBO.dag | 24 24 24 24
FAMGIl dag | 27 27 26 27
FAM62.dag | 40 10 39 10
FAMG63.dag | 21 21 21 21
FAMG4.dag | 30 30 29 30
FAMG5. dag | 28 28 27 28
FAMG6.dag | 28 27 27 27
FAMG7.dag | 28 28 28 28
FAMGS. dag | 28 27 27 27
FAMG9.dag | 27 27 26 27
FAM7l.dag | 25 24 24 24
FAM72.dag | 23 23 23 23
FAMT73.dag | 24 23 21 24
FAM74dag | 32 32 32 32
FAMT75.dag | 30 30 29 30
FAMT76.dag | 25 24 24 24
FAM77.dag | 23 23 23 23
FAM78.dag | 32 32 31 32
FAM79.dag | 24 23 23 23
FAM310.dag | 26 26 26 26
FAM510.dag | 24 24 23 24
FAMG610.dag | 28 27 27 27
FAM710.dag | 30 30 30 30

Tabela 3.11: Comparacao entre os limites inferiores para m = |w(<)/8] - Grupo de Instancias

Aleatérias 1

DAG P LB; FFB; j LB;; + FFB;;
rl.dag 27 27 19 27
r2.dag 25 25 19 25
ranl.dag 28 28 22 28
ran2.dag 27 27 18 27
ran3.dag 26 26 19 26
rand.dag 36 36 27 36
ran5.dag 16 16 9 16
ran6.dag 18 18 10 18
ran7.dag 22 22 14 22
ran8.dag 19 19 12 19
ran9.dag 16 16 8 16
ranlO.dag 29 29 23 29
ranll.dag 27 27 21 27
ranl2.dag 26 26 20 26
ranl3.dag 18 18 11 18
ranl4.dag 25 25 19 25
ranlb5.dag 31 31 24 31
ranl6.dag 21 21 12 21
ranl7.dag 29 29 23 29
ranl8.dag 26 26 19 26
ranl9.dag 20 20 11 20
ran20.dag 20 20 12 20

Tabela 3.12: Comparagao entre os limites inferiores para m = |w(<)/8] - Grupo de Instancias

Aleatérias 2
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DAG P LB; FFB; ; LB;; + FFBy;
binb5.dag 17 17 9 17
bin6.dag 18 18 10 18
bin7.dag 20 18 11 18
bin8.dag 21 18 12 18
bin9.dag 23 18 13 18
di256.dag 130 130 130 130
di400.dag 202 202 202 202
treed.dag 17 17 10 17
tree5.dag 18 18 11 18
tree6.dag 20 18 12 18
tree7.dag 21 18 13 18
tree8.dag 23 18 14 18
celbow.dag 35 35 33 35
cstanford.dag 32 32 31 32
fft2-b-m.dag 52 52 51 52
iterative2-b-m.dag 90 90 89 90

Tabela 3.13: Comparagao entre os limites inferiores para m = |w(<)/8] - Grupo de Instancias
Estruturadas
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Analisando os resultados computacionais obtidos, podemos observar que o limite LB, ; é o
mais equilibrado, quando percorremos as diversas quantidades de processadores disponiveis.
Para a maioria das instancias utilizadas, o limite LB, ; se aproxima satisfatoriamente do 6timo,

independente do nimero de processadores. Entendemos que isto se deve pela abordagem

folha
/L‘?j )

utilizada no limite, que leva em consideragao a estrutura do grafo de tarefas, com LB
LBy LBy LBy ™ sem negligenciar os recursos disponiveis (processadores), com
LB£SEtO.

Ja o limite F'/F'B;; a partir do caminho critico se sai melhor quando restringimos forte-
mente o numero de processadores. Observe que, com m = |w(<)/8], as instancias do Grupo
Aleatérias 1 terao poucos processadores. Neste cendrio o limite FF'B;; obtém seu melhor
desempenho entre todos os experimentos realizados. Porém, neste caso, LB; ; obtém um exce-
lente resultado, superando inclusive, na maioria das instancias, o préprio F'F'B; ;. Concluimos,
assim, a superioridade de LB, ; em relacao a F'F'B, ;.

Quando aplicamos F'F'B; ; partindo do limite LB, ;, percebemos que ocorre melhoria sig-
nificativa apenas em instancias com nimero médio de processadores, m = |w(<)/4]. Para os

outros casos, F'F'B; j consegue melhorar LB, ; em apenas um instancia e, mesmo assim, com

um ganho pouco relevante.

3.3.2 Limites Superiores

Nas tabelas dos resultados dos limites superiores temos cinco colunas: a primeira indica a
instancia do grafo de tarefas(DAG), a seguir temos os valores de cada makespan obtido pela
resolucao exata (I P), limites CP/MISF, ISH e PSO.

As instancias testadas s@o exatamente as mesmas utilizadas nos experimentos dos limites
inferiores.

Para a producao dos graficos do limite superior utilizamos a seguinte estratégia: tomamos
o valor heuristico em questao subtraido do étimo e este resultado dividimos pelo valor étimo.

O resultado dessas operacoes, para cada instancia, é plotado no grafico.
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DAG TP | CPMISF | ISH | PSO
FAMI1.dag 10 10 10 10
FAMI2.dag 11 11 11 11
FAMI3.dag 12 13 12 12
FAMI4.dag 11 11 1 11
FAMI5.dag 10 10 10 10
FAMI6.dag 10 10 10 10
FAMI7.dag 10 10 10 10
FAMIS.dag 11 1 1 11
FAMI9.dag 10 10 10 10
FAM21.dag 3 3 8 B
FAMZ22.dag 11 1 1 11
FAM23.dag 7 7 7 7
FAM24.dag 10 10 10 10
FAMZ25.dag 3 9 9 9
FAMZ26.dag 10 10 10 10
FAM27.dag 7 s 7 7
FAM?28.dag 9 10 10 10
FAM29.dag 3 8 8 B
FAM31.dag 11 1 11 11
FAM32.dag 12 13 13 13
FAM33.dag 12 12 12 12
FAMB34.dag 10 10 10 10
FAMB35.dag 11 11 11 11
FAM36.dag 10 10 10 10
FAM37.dag 11 1 1 11
FAMB38.dag 13 13 13 13
FAM39.dag 9 9 9 9
FAMA1.dag 13 13 13 13
FAMA42.dag 11 1 1 11
FAMA43.dag 12 3 13 13
FAM44.dag 12 13 13 13
FAMA45.dag 12 12 2 12
FAM46.dag 13 13 13 13
FAMA7.dag 14 14 14 14
FAMA8.dag 15 16 16 16
FAMA9.dag T4 4 4 14
FAMbG1.dag 13 13 13 13
FAMb52.dag 15 15 15 15
FAMb53.dag 16 16 16 16
FAMb4.dag 11 1 11 11
FAMb5.dag 10 10 11 11
FAM56.dag 14 14 14 14
FAM57.dag 11 1 1 11
FAMG8.dag 12 12 12 12
FAM59.dag 12 12 12 12
FAMG61.dag 11 2 11 1
FAMG62.dag 15 15 15 15
FAM63.dag 11 11 11 14
FAM64.dag 17 17 17 7
FAMG65.dag 13 13 13 i3
FAMG6.dag 12 12 12 12
FAM67.dag 18 18 18 18
FAMG68.dag 13 13 13 13
FAMG69.dag 13 13 13 13
FAM71.dag 16 16 16 16
FAM72.dag 14 15 15 15
FAM73.dag 13 13 13 i3
FAM74.dag T4 14 14 14
FAM75.dag 15 15 15 15
FAMY76.dag T4 14 14 14
FAM77.dag 10 10 10 10
FAM78.dag 15 15 15 15
FAM79.dag 13 13 13 13
FAMI10.dag | 12 12 2 12
FAMZ210.dag | 10 10 10 10
FAM310.dag | 13 13 13 13
FAMA410.dag | 11 11 11 1
FAM510.dag | 11 11 1 11
FAMG610.dag | 14 4 14 14
FAM710.dag | 12 12 12 12

Tabela 3.14: Comparacao entre os limites superiores para m ilimitado - Grupo de Instancias

Aleatérias 1
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DAG 1P CPMISF ISH PSO
rl.dag 13 13 13 13
r2.dag 13 13 13 13
ranl.dag 15 15 15 15
ran2.dag 13 13 13 13
ran3.dag 14 17 17 17
rand.dag 15 15 15 15
ranb.dag 9 9 9 9
ran6.dag 9 9 9 9
ran7.dag 11 12 12 12
ran8.dag 11 12 12 12
ran9.dag 8 8 8 8
ranl0.dag 18 19 19 19
ranll.dag 18 19 19 19
ranl2.dag 17 18 18 18
ranl3.dag 10 10 10 10
ranl4.dag 16 16 16 16
ranl5.dag 15 15 15 15
ranl6.dag 11 11 11 11
ranl7.dag 21 23 22 22
ranl8.dag 15 15 15 15
ranl9.dag 11 11 11 11
ran20.dag 9 9 9 9

Tabela 3.15: Comparacao entre os limites superiores para m ilimitado - Grupo de Instancias
Aleatorias 2

DAG 1P CPMISF ISH PSO
arv2.dag 5 5 5 5
bin3.dag 5 5 5 5
bind.dag 7 7 7 7
bin5.dag 9 9 9 9
bin6.dag 11 11 11 11
bin7.dag 13 13 13 13
bin8.dag 15 15 15 15
bin9.dag 17 17 17 17
dag3.dag 8 8 8 8
dil6.dag 10 10 10 10
di25.dag 13 13 13 13
di36.dag 16 16 16 16
di64.dag 22 23 22 22
dil00.dag 28 29 28 28
dil44.dag 34 39 34 34
di225.dag 43 51 43 43
di256.dag 46 48 46 46
di400.dag 58 64 58 58
gauss.dag 10 10 10 10
irrdl.dag 16 16 16 16
n7.dag 5 5 5 5
nl3.dag 5 5 5 5
tree2.dag 5 5 5 5
tree3.dag 7 7 7 7
treed.dag 9 9 9 9
treeb.dag 11 11 11 11
tree6.dag 13 13 13 13
tree7.dag 15 15 15 15
tree8.dag 17 17 17 17
celbow.dag 30 30 30 30
cstanford.dag 29 29 29 29
fft2-b-m.dag 15 15 15 15
iterative2-b-m.dag 14 14 14 14

Tabela 3.16: Comparacao entre os limites superiores para m ilimitado - Grupo de Instancias
Estruturadas



3.3 COMPARACOES ENTRE OS LIMITES 51

DAG TP | CPMISF | ISH | PSO
FAMI1.dag 10 12 11 11
FAMI2.dag 11 12 11 11
FAMI3.dag 12 13 12 12
FAMI14.dag 11 11 11 11
FAMI5.dag 10 11 10 10
FAMIG.dag 10 10 10 10
FAM17.dag 10 11 10 10
FAMI8.dag 11 12 11 11
FAMI9.dag 10 10 10 10
FAM21.dag 8 g g B
FAM22.dag 11 12 11 11
FAM23.dag 7 7 7 7
FAM24.dag 10 10 10 10
FAM25.dag 8 9 9 9
FAM26.dag 10 10 10 10
FAM27.dag 7 8 8 B
FAM28.dag 9 10 10 10
FAM29.dag 3 8 8 B
FAM31.dag 11 12 11 11
TFAMB32.dag 12 13 13 i3
FAMB33.dag 12 12 12 12
FAM34.dag 10 11 10 10
FAMB35.dag 11 11 11 1
FAMB36.dag 10 12 10 10
FAM37.dag 11 11 11 11
FAMB38.dag 13 13 13 13
FAMB39.dag 9 9 9 9
FAMA41.dag 13 13 13 13
FAMA2.dag 11 11 11 11
FAMA43.dag 12 13 13 13
FAM44.dag 12 14 13 13
FAMA45.dag 12 13 12 12
FAM46.dag 13 14 13 13
FAMA47.dag 14 14 14 14
FAMA8.dag 15 16 16 16
FAMA9.dag 11 11 11 14
FAM51.dag 13 13 13 13
FAMG2.dag 15 15 15 5
FAM53.dag 16 17 16 16
FAMb54.dag 11 11 11 11
FAMb55.dag 10 12 1 1
FAM56.dag 11 11 11 14
FAMb57.dag 11 11 11 11
FAM58.dag 12 12 12 12
FAMG9.dag 12 12 12 12
FAMG1.dag 11 12 11 11
FAM62.dag 15 15 15 15
FAMG63.dag T4 14 14 14
FAMG64.dag 17 17 17 17
FAMG5.dag 13 13 13 13
FAMG6.dag 12 13 12 12
FAMG7.dag 18 8 8 8
FAMG6S.dag 13 13 13 13
FAM69.dag 13 13 13 13
FAM71.dag 16 16 16 16
FAMT72.dag 14 15 15 15
FAM73.dag 13 13 13 13
FAM74.dag 14 14 14 14
FAMY75.dag 15 15 15 5
FAM76.dag 14 14 14 14
FAM77.dag 10 11 10 10
FAM78.dag 15 15 15 5
FAM?79.dag 13 13 13 i3
FAMI110.dag | 12 12 12 12
FAM210.dag | 10 10 10 10
FAM310.dag | 13 13 13 i3
FAMA410.dag | 11 12 11 11
FAMb510.dag | 11 11 11 11
FAMG610.dag | 14 14 14 14
FAM710.dag | 12 12 12 12

Tabela 3.17: Comparagao entre os limites superiores param = |w(=<)/2| - Grupo de Instancias
Aleatérias 1
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DAG 1P CPMISF ISH PSO
rl.dag 13 13 13 13
r2.dag 13 13 13 13
ranl.dag 15 15 15 15
ran2.dag 13 13 13 13
ran3.dag 14 17 17 17
rand.dag 15 15 15 15
ran5.dag 9 9 9 9
ran6.dag 9 9 9 9
ran7.dag 11 12 12 12
ran8.dag 11 12 12 12
ran9.dag 8 8 8 8
ranlO.dag 18 19 19 19
ranll.dag 18 19 19 19
ranl2.dag 17 18 18 18
ranl3.dag 10 10 10 10
ranl4d.dag 16 16 16 16
ranl5.dag 15 15 15 15
ranl6.dag 11 11 11 11
ranl7.dag 21 23 22 22
ranl8.dag 15 15 15 15
ranl9.dag 11 11 11 11
ran20.dag 9 9 9 9

Tabela 3.18: Comparagao entre os limites superiores para m = |w(=<)/2] - Grupo de Instancias
Aleatorias 2

DAG P CPMISF ISH PSO
arv2.dag 6 6 6 [§
bin3.dag 5 5 5 5
bin4.dag 7 7 7 7
binb.dag 9 9 9 9
bin6.dag 11 11 11 11
bin7.dag 13 13 13 13
bing8.dag 15 15 15 15
bin9.dag 17 17 17 17
dag3.dag 8 9 8 8
dil6.dag 10 12 10 10
di25.dag 15 17 15 15
di36.dag 16 21 16 16
di64.dag 22 28 22 22
dil00.dag 28 36 28 28
dil44.dag 34 44 34 34
di225.dag 45 59 45 45
di256.dag 46 61 46 46
di400.dag 58 7 58 58
gauss.dag 10 12 10 10
irrdl.dag 16 18 16 16
n7.dag 5 5 5 5
nl3.dag 5 6 5 5
tree2.dag 5 5 5 5
tree3.dag 7 7 7 7
treed.dag 9 9 9 9
treeb.dag 11 11 11 11
tree6.dag 13 13 13 13
tree7.dag 15 15 15 15
tree8.dag 17 17 17 17
celbow.dag 30 30 30 30
cstanford.dag 29 29 29 29
fft2-b-m.dag 16 19 16 16
iterative2-b-m.dag 24 26 24 24

Tabela 3.19: Comparagao entre os limites superiores param = |w(=<)/2] - Grupo de Instancias
Estruturadas
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DAG 1P CPMISF ISH PSO
FAMI12.dag 16 18 17 17
FAM13.dag 16 19 16 16
FAM14.dag 15 17 15 15
FAMI15.dag 15 16 16 16
FAM16.dag 15 17 15 15
FAM17.dag 15 17 15 15
FAM18.dag 16 17 16 16
FAMI19.dag 15 17 15 15
FAM21.dag 15 16 15 15
FAM22.dag 16 18 17 17
FAM23.dag 10 11 10 10
FAM24.dag 15 18 15 15
FAM25.dag 11 13 11 11
FAM26.dag 15 18 16 16
FAM27.dag 15 16 16 16
FAM28.dag 15 16 16 16
FAM29.dag 15 16 15 15
FAM31.dag 14 16 14 14
FAM32.dag 16 18 16 16
FAM33.dag 14 17 14 14
FAM34.dag 14 16 14 14
FAM35.dag 14 15 15 15
FAM36.dag 17 20 17 17
FAM37.dag 12 14 12 12
FAM38.dag 14 16 14 14
FAM39.dag 13 15 13 13
FAM41.dag 18 19 18 18
FAM42.dag 13 15 13 13
FAM43.dag 13 16 14 14
FAM44.dag 18 21 18 18
FAM45.dag 19 20 19 19
FAM46.dag 18 20 18 18
FAMA47.dag 18 20 18 18
FAM48.dag 16 19 17 17
FAM49.dag 18 22 19 19
FAMS51.dag 16 17 16 16
FAM52.dag 17 20 17 17
FAM53.dag 17 21 18 18
FAMb54.dag 13 14 13 13
FAM55.dag 14 15 14 14
FAM56.dag 14 17 15 15
FAMS57.dag 14 15 14 14
FAMS58.dag 13 15 13 13
FAMS59.dag 14 16 15 15
FAM61.dag 13 15 13 13
FAM62.dag 18 21 18 18
FAMG63.dag 14 15 14 14
FAM64.dag 18 22 18 18
FAMG65.dag 16 18 17 17
FAM66.dag 16 17 16 16
FAMG67.dag 18 21 18 18
FAMG68.dag 16 18 16 16
FAM69.dag 14 16 14 14
FAM71.dag 16 19 17 17
FAM72.dag 15 18 15 15
FAM73.dag 14 16 14 14
FAM74.dag 17 19 17 17
FAM75.dag 15 18 15 15
FAM76.dag 14 17 15 15
FAM77.dag 13 15 14 14
FAM78.dag 16 18 17 17
FAM79.dag 14 17 15 15
FAM110.dag 16 18 16 16
FAM210.dag 11 13 12 12
FAM310.dag 16 18 16 16
FAM410.dag 18 19 18 18
FAM510.dag 13 15 13 13
FAMG610.dag 16 19 16 16
FAM710.dag 15 17 16 16

Tabela 3.20: Comparagao entre os limites superiores param = |w(=<)/4] - Grupo de Instancias

Aleatérias 1
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DAG 1P CPMISF ISH PSO
rl.dag 14 16 15 15
r2.dag 13 16 14 14
ranl.dag 15 18 17 17
ran2.dag 13 15 15 15
ran3.dag 14 17 16 16
rand.dag 17 19 18 18
ranb.dag 9 9 9 9
ran6.dag 9 10 9 9
ran7.dag 11 13 12 12
ran8.dag 11 12 12 12
ran9.dag 8 10 8 8
ranl0.dag 18 21 19 19
ranll.dag 18 20 19 19
ranl2.dag 17 20 19 19
ranl3.dag 10 11 10 10
ranl4.dag 16 17 16 16
ranl5.dag 15 17 16 16
ranl6.dag 11 12 11 11
ranl7.dag 21 23 22 22
ranl8.dag 15 17 16 16
ranl9.dag 11 12 11 11
ran20.dag 10 11 10 10

Tabela 3.21: Comparagao entre os limites superiores param = |w(=<)/4| - Grupo de Instancias
Aleatorias 2

DAG 1P CPMISF ISH PSO
bin4.dag 9 10 9 9
bin5.dag 10 11 10 10
bin6.dag 12 13 12 12
bin7.dag 13 15 13 13
bing8.dag 15 16 15 15
bin9.dag 17 18 17 17
di64.dag 34 38 34 34
dil00.dag 52 56 52 52
dil44.dag 52 61 52 52
di225.dag 79 89 79 79
di256.dag 70 82 70 70
di400.dag 88 104 88 88
irrdl.dag 23 24 23 23
nl3.dag 7 7 7 7
tree3.dag 9 9 9 9
treed.dag 10 11 11 11
treeb.dag 12 13 13 13
tree6.dag 13 15 15 15
tree7.dag 15 17 17 17
tree8.dag 17 19 19 19
celbow.dag 30 30 30 30
cstanford.dag 29 29 29 29
fft2-b-m.dag 28 31 29 29
iterative2-b-m.dag 47 48 53 50

Tabela 3.22: Comparagao entre os limites superiores param = |w(=<)/4] - Grupo de Instancias
Estruturadas
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DAG 1P CPMISF ISH PSO
FAM31.dag 26 27 26 26
FAM32.dag 27 27 27 27
FAM33.dag 25 26 25 25
FAM34.dag 25 26 25 25
FAMS35.dag 25 27 25 25
FAM37.dag 25 26 25 25
FAM38.dag 25 28 25 25
FAM39.dag 25 26 25 25
FAM42.dag 25 26 25 25
FAM43.dag 25 26 25 25
FAM48.dag 26 29 26 26
FAMS51.dag 35 37 35 35
FAM52.dag 36 37 36 36
FAMS53.dag 36 38 36 36
FAM54.dag 24 25 24 24
FAMS55.dag 24 25 24 24
FAM56.dag 24 27 26 25
FAM57.dag 24 25 24 24
FAMb58.dag 25 27 25 25
FAMS59.dag 24 26 25 25
FAM61.dag 27 29 27 27
FAM62.dag 40 41 40 40
FAMG63.dag 21 24 22 22
FAMG64.dag 30 33 30 30
FAMG65.dag 28 30 28 28
FAMG66.dag 28 30 28 28
FAMG67.dag 28 32 29 29
FAM68.dag 28 29 28 28
FAMG69.dag 27 30 27 27
FAM71.dag 25 27 26 26
FAM72.dag 23 26 23 23
FAM73.dag 24 25 25 25
FAM74.dag 32 34 33 33
FAM75.dag 30 34 32 31
FAM76.dag 25 27 25 25
FAM77.dag 23 25 24 24
FAM78.dag 32 34 32 32
FAM79.dag 24 27 24 24
FAM310.dag 26 28 27 27
FAMS510.dag 24 24 24 24
FAMG610.dag 28 30 28 28
FAM710.dag 30 33 31 31

Tabela 3.23: Comparagao entre os limites superiores param = |w(=<)/8| - Grupo de Instancias
Aleatérias 1

DAG 1P CPMISF ISH PSO
rl.dag 27 30 27 27
r2.dag 25 27 25 25
ranl.dag 28 31 28 28
ran2.dag 27 29 27 27
ran3.dag 26 28 26 26
rand.dag 36 38 36 36
ranb.dag 16 17 16 16
ran6.dag 18 18 18 18
ran7.dag 22 23 22 22
ran8.dag 19 20 19 19
ran9.dag 16 17 16 16
ranl0.dag 29 33 29 29
ranll.dag 27 31 29 29
ranl2.dag 26 29 28 28
ranl3.dag 18 20 18 18
ranl4.dag 25 27 25 25
ranlb.dag 31 33 31 31
ranl6.dag 21 22 21 21
ranl7.dag 29 33 30 30
ranl8.dag 26 29 26 26
ranl9.dag 20 21 20 20
ran20.dag 20 20 20 20

Tabela 3.24: Comparagao entre os limites superiores para m = |w(=<)/8| - Grupo de Instancias
Aleatoérias 2
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DAG 1P CPMISF ISH PSO
binb.dag 17 18 17 17
bin6.dag 18 20 18 18
bin7.dag 20 22 20 20
bin8.dag 21 23 21 21
bin9.dag 23 24 23 23
di256.dag 130 134 130 130
di400.dag 202 206 202 202
treed.dag 17 18 18 18
treeb.dag 18 20 19 19
tree6.dag 20 21 21 21
tree7.dag 21 23 22 22
tree8.dag 23 25 24 24
celbow.dag 35 40 35 35
cstanford.dag 32 38 33 33
fft2-b-m.dag 52 52 52 52
iterative2-b-m.dag 90 93 93 91

Tabela 3.25: Comparagao entre os limites superiores para m = |w(=<)/8] - Grupo de Instancias
Estruturadas
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A anélise dos dados apresentados demonstra que a heuristica C'P/M I SF é satisfatoria para
o problema com processadores ilimitados, porém, ao restringirmos o nimero de processadores,
ela perde sensivelmente a qualidade do makespan. Observamos um comportamento semelhante
das heuristicas ISH e PSO: elas produzem bons limites para infinitos processadores e para
m = |w(=<)/2], porém para m = |w(=<)/4]| é percebida uma dificuldade maior em atingir o
6timo, o que é amenizado quando extrapolamos a restricao sobre os processadores, fazendo
m = |w(<)/8]. Este resultado é coerente com o esperado, que sugere tornar-se o problema
mais facil nos dois extremos: com infinitos processadores, temos uma grau de liberdade maior
para alocar uma tarefa; com m = |w(<)/8] acontece o inverso, temos justamente o menor
grau de liberdade dos experimentos, porém isto se mostra favoravel, pois o tempo de execucao
de uma tarefa fica praticamente fixado, sem muitas possibilidades de variacao. Portanto, a
dificuldade dos algoritmos I.SH e PSO reside nos casos intermediarios.

Analisando o algoritmo PSO percebemos uma clara dependéncia da solugao inicial passada.
No caso, fornecemos para PSO a solucao de ISH, portanto PSO obtém um limite igual ou
melhor ao da ISH. Em poucos casos, a heuristica PSO conseguiu superar ISH. Portanto,
nao ha uma vantagem expressiva em usar a meta-heuristica, visto que, ela possui um custo
computacional muito superior a IS H e nao obtém limites melhores em um nimero significativo
de instancias.

Concluimos que, em geral, a melhor heuristica ou a mais equilibrada é I'SH, pois pos-
sui um custo computacional baixo e obtém bons limites superiores para muitas instancias,

independente da quantidade de processadores disponivel.



Capitulo 4

Formulacoes matematicas

No Capitulo 2, definimos formalmente o problema de escalonamento de tarefas com restrigoes
de precedéncia e comunicagao em multiplos processadores, tempos de execucao e comunicacao
unitarios. Os conceitos apresentados anteriormente servirao de base para as formulagdes ma-
temdticas que serao apresentadas neste capitulo. Comegaremos apresentando uma formulagao
existente na literatura, que chamaremos Formulacao X, que enxerga um escalonamento viavel
como uma particao em cadeias de uma extensao da ordem parcial <. Em seguida, proporemos
duas outras formulacao, que chamaremos Y e Z. Ambas sao baseadas em variaveis indexadas
pelo tempo, sendo que a segunda pode ser vista como uma simplificacao da primeira.

Neste capitulo nao sera considerada, como no capitulo anterior, a simplificacao em que o
grafo de tarefas possui uma tnica tarefa minimal e tinica tarefa maximal. Alternatvamente,
vamos usar 0 e n+ 1 para marcar o “inicio”e o “final”do grafo de tarefas. Por exemplo, Gy; e
G'in+1 denotam, respectivamente, o subgrafo de G induzido pela tarefa i e suas antecessoras e
pela tarefa i e suas sucessoras. Como isso, LB, descreve um limite inferior para o tempo de
inicio de execucao da tarefa ¢, considerando suas antecessoras, enquanto LB, ,; denota um
limite inferior para a execucao da tarefa i e todas as suas sucessoras. Especialmente, LB, 1

¢ um limite inferior para o makespan de (N, <, Q).

4.1 Formulacao X

Utilizaremos como formulagao bésica, presente na literatura, a introduzida em [CCMPO1] por
Campeélo et al., que trata a versao restrita do problema. Para uma melhor intuicao sobre
esta formulagao é til, inicialmente, recapitular as solugoes viaveis mostradas na Figura 2.3.
Observe que uma solucao define, para cada processador, uma cadeia de tarefas que sao exe-
cutadas nele. Note que o numero de cadeias formadas é, logicamente, no maximo o nimero

de processadores; portanto o nimero de cadeias para o exemplo em questao é 2. Sao elas:
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Figura 4.1: Cadeia referente ao processador 1 Figura 4.2: Cadeia referente ao processador 2

Nas cadeias formadas, podem estar presentes relacoes de precedéncia que nao existiam
antes no grafo de entrada original, mas que apareceram devido a limitacao do ntimero de
processadores. No exemplo, sao elas: (6,8),(3,4) e (4,5). Observe que tg > tg+ 1, t4 > t3+1
e ts >ty + 1, 0 que equivale ao cumprimento das relagoes de precedéncia também entre esses
nos. Observado isso, podemos entender um escalonamento viavel como sendo uma extensao
da relagao original que pode ser particionada em até m cadeias, onde m é o numero de
processadores. Desta forma, cada tarefa pertenceria a uma tnica cadeia, e cada cadeia poderia
ser alocada em um processador diferente.

Matematicamente, podemos descrever as cadeias através de uma varidavel bindria, w; j,
com i < joui || j, tal que w;; = 1 se, e somente se, j suceder ¢ em uma cadeia, ou em
outras palavras se, e somente se, a tarefa j for a proxima tarefa executada depois de 7 em um
certo processador. Nesse sentido, para o exemplo anterior: w; o = wyg = weg = w9 = 1 €
W3y = W45 = w57 = L.

Como mencionado, para que um escalonamento seja viavel, basta particionarmos em ca-
deias uma extensao da relagao de precedéncia original e, a partir destas cadeias, determinar-
mos os tempos de execucao de cada tarefa em seus respectivos processadores, respeitando as
restricoes impostas no Capitulo 2.

Vamos entao definir o conjunto de variaveis que sera utilizado para formular matematica-

mente esta versao do problema:

Tpi1: makespan de (N, <, Q).

Para cada tarefa i € N:

x;: tempo de inicio da tarefa 1.
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1, se i é a primeira tarefa executada em algum processador.
Wo,; = L.
0.2 0, caso contrario.

1, sei é a tltima tarefa executada em algum processador.
Ww; 1= s
it 0, caso contrario.

Para todo i,7 € N, tal que i < j oui || j:

1, se j for a préxima tarefa a ser executada apds ¢ em um mesmo processador.
w; ;= ..
b 0, caso contrério.

Vamos dividir as restricoes da formulacao em dois grupos para faciliar a compreensao.
Primeiramente, abordaremos as restrigoes responsaveis por formar as cadeias que serao exe-
cutadas no conjunto de processadores. Depois, apresentaremos as restricoes que definirao os
tempos de execucao de cada tarefa.

Relembrando, uma cadeia de tarefas pode ser caracterizada como um conjunto de tarefas
tal que toda tarefa possui exatamente um antecessor e exatamente um sucessor, com excecao
da primeira e da tultima tarefas que, respectivamente, nao possuem antecessor e sucessor.

Assim as seguintes restrigoes definem uma particao do grafo em até m cadeias:

w07j+2wi7j+2wi7j:1 jEN

i< ixd|j

Wi i1+ Z w;; + Zwi,j =1 1N

Jii=yg Juillg
E Winy1 <M
iEN

A primeira restricao garante que toda tarefa j ou é a primeira a ser executada em algum
processador (wp; = 1) ou possui uma tarefa executada antes dela no mesmo processador,
seja esta terefa anterior concorrente a ou predecessora de 7 em <. Por outro lado, a segunda
restricao afirma que toda tarefa ¢ ou é a ultima tarefa a ser executada em algum processador
(w;n1 = 1) ou possui uma tarefa executada depois, e esta pode ser sucessora de ou concorrente
a 1 segundo <. Finalmente a ultima restricao garante que o nimero de cadeias formadas é
menor ou igual ao nimero de processadores dado como entrada, ou seja, o niimero de cadeias
¢ menor ou igual m.

Com as cadeias formadas, devemos adequar os tempos de inicio das tarefas para que eles

respeitem as restricoes de precedéncia e comunicagao. Isto pode ser obtido com as seguintes
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relacoes entre as variaveis x e w:

Tj— T >1-— Oéi’j(l — wi,j) Z,] eN 1 H j (42)
Topr > 2i+1 i€N (4.3)

Claramente, as restricoes de precedeéncia e comunicacao sao dependentes da relacao que
existe entre duas tarefas ¢ e j. Portanto, temos uma restricao para cada caso.

Pela restrigao (4.1), se j depende de 7, entao a diferenga entre seus tempos de inicio deve ser
maior ou igual a 1, sendo as duas executadas em seguida em um mesmo processador (w; ; = 1),
e maior ou igual a 2, caso contrario. Note que s6 é necessario estabelecer tais restricoes para
as relagoes da redugao transitiva (b), posto que as diferengas de tempo acima mencionadas
também sao obtidas, por transitividade, para as demais relagoes do fecho.

As restrigoes (4.2) estabelem as relagoes desejadas entre os tempos de execucao das tarefas
concorrentes. Se ¢ e j sao concorrentes devemos garantir que, sendo j executada em seguida a ¢
em um mesmo processador, o tempo de inicio de 7 é pelo menos o tempo de inicio de ¢ mais um.
Caso esta situagao nao acontega com i e j, a restrigdo correspondente em (4.2) deve se tornar
redundante. Isto ¢ feito através de um Big-M, logo «; ; deve ser grande o suficiente para tornar
esta restricao redundante. Em outras palavras, quando w; ; = 0, a restricao x; —x; < o j — 1
deve ser satisfeita em uma solucao 6tima do problema. Ou seja, ;; — 1 deve ser um limite
superior para x; — x; em uma solucao 6tima do problema.

A constante o;; pode ser estimada satisfatoriamente utilizando o limite inferior LB; ;
apresentado. Note que LBy; < z; < UBpakespan — LBint+1, onde UBpgkespan ¢ um limite

superior para o problema. Sendo assim,
Q5 = UBmakespan - LBO,j - LB’i,nJrl

Finalmente, as restri¢oes (4.3) definem o tempo total de processamento (makespan), que
deve ser maior ou igual ao tempo de inicio de cada tarefa mais 1. Nas verdade, tais restri¢oes
s6 precisam ser impostas para as tarefas maximais. Assim, garantimos que o makespan é
maior que o tempo total de execucao de todas as tarefas.

Reunindo todas as restricoes mostradas e minimizando o makespan, podemos escrever a

formulagao matematica completa:



4.1 FORMULAGAO X 62
Formulacao X
min = %, (4.4)
s.ar  Wo + Z W 5 + Zwi’j =1 j eN (45)
1:9<j 3|7
Wi n+1 + Z W; 5 + Zwm =1 1€ N (46)
Ji=y Jsillg
> Wips <m (4.7)
ieN
w;; €{0,1} i,jEN,i<j ou iljJ (4.8)
Wo,i, Wi n+1 € {O, 1} 1€ N (49)
mj—xiZQ—wm i,jEN, Z}_j (411)
Tj — Xy Z 1—041']'(1—11}2"]') Z,j GN, 1 ||] (412)
2> 0 ieN (4.13)

Esta formulagao pode ser simplificada ao tratarmos o problema com infinitos processadores.

Neste caso, nao teremos tarefas incomparaveis sendo executadas em um mesmo processador.

Podemos sempre considerar que se a tarefa j é a proxima a ser executada depois de ¢ em

um mesmo processador, entdo ¢ = j. Se i ¥ j, independente de i < j ou i || 7, j e as

tarefas seguintes podem ser transferidas para um outro processador sem aumentar o makespan.

Pontanto, a definicao da varidavel w mudara:

Para todo 7,5 € N, tal que i - j:

0, caso contrario.

{ 1, se j for a proxima tarefa a ser executada apds ¢ em um mesmo processador.
w; j =

E manteremos a defini¢ao de z. Esta, na realidade, é a formulacao apresentada em [MIK97].

Podemos escrever a formulacao simplificada para infinitos processadores da seguinte forma:
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Formulacao X para infinitos processadores

min - T, (4.14)
sar » wi; <1 jEN (4.15)
Qi b g
> wiy <1 i€ N (4.16)
Gk
Wi, j S {O, 1} Z,] € N,Z - j (417)
Tpi1 > 2 + 1 i€ N (4.18)
a:j—xiZZ—wi,j i,jEN, 1+ j (419)
z; >0 i€ N (4.20)

4.1.1 Incrementos a formulacao original

A implementagao da Formulagao (4.4 — 4.13) demonstra que a resolugao inteira para algumas
instancias nao ¢ praticavel. O tempo de resolucao nao é razoavel, mesmo para instancias
onde sabemos determinar o étimo a priori, dada uma estrutura especial do grafo, e onde es-
peravamos uma resolucao facil. Para diminuir esse tempo de resolucao, inicialmente, buscamos
o fortalecimento da formulacao através da inclusao dos limites inferiores descritos na Secao 3,

aliado a novas estratégias de ramificacao das variaveis da formulacao.

Limite inferior LB, ;

Podemos utilizar esse limite para gerar restricoes validas para o problema e acrescenta-las a

formulagao matematica. Estas restricoes sao do tipo:

Tj— X > LBZ'J' ’l,j S N,Z -<j (421)
Ln+1 — L4 Z LBi,n—l—l 1 €N (422)

Para efeito de comparacao, a formulagao sem as restrigoes foi resolvida e posteriormente

acrescentamos as novas restricoes baseadas no limite inferior LB; ; para o problema limitado.

Resultados computacionais
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DAG IPt | IP (Xini.) t | IP ¢/ rest. t | IP ¢/ rest. (X ini.) t
ran3 8 7 10 11
ran7 28 50 28 28
ran8 2 23 1 20
ranl0 241 239 272 272
ranl3 36 36 39 40
ranl4 5 28 ) 64
bin8 4 3 3 3
bin9 31 32 27 31
dil00 4 3 8 9
dil44 28 29 34 33
cstanford 1 1 1 2
celbow 2 2 1
sscd.mydag 3 3 3 3
ssch.mydag | 10 16 16 16
ssc6.mydag | 22 19 19 19
ssc7.mydag | 599 688 695 709
fft2-b-m 7209 1813 1230 1235
divcong-m | 7201 291 293 301
prolog-m 7200 - 953 953

Tabela 4.1: Resultados computacionais parciais com a adigao das restrigoes LB, ;

A tabela acima possui o nome da instancia (DAG) e os tempos das versoes analisadas
(colunas identificadas com “t”). Essas instancias representam um subconjunto significativo
do conjunto de instancias utilizado nos experimentos computacionais desta Dissertacao e sao
descritas em detalhes no Apéndice A, onde também se encontra o ambiente computacional
utilizado.

Observe que existem duas colunas referentes a execucoes da formulacao sem as restrigoes
de limites e outras duas onde tais restri¢oes sdo incluidas (estas identificadas por “c/ rest”).
H& também duas colunas relativas a execugoes nas quais fornecemos para o solver uma solugao
inicial heuristica dada pela heuristica CP/MISF, marcadas com “(X ini.)”.

Analisando os resultados, percebemos uma melhoria em algumas instancias quando in-
cluimos as novas restricoes. Em alguns casos em que nao é possivel resolver as instancias
(nos campos marcados com “-“) ou a resolugao leva um tempo consideravel, apenas com as

restrigoes especificas do problema, a inclusao das novas restri¢oes possibilita a resolugao dessas

instancias.
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Critérios de ramificagao

Além da adicao de novas restrigoes, testamos a mudanca no critério da ramificagao no Branch-
and-Bound. Na formulagao original possuimos dois conjuntos de variaveis, as variaveis x e
as variaveis w. Durante o processo do Branch-and-Bound, podemos priorizar um conjunto de
variaveis e, dentro do conjunto de varidveis, podemos ordend-las por algum critério definido
antecipadamente. Os seguintes critérios foram definidos a fim de melhorar o tempo de resolugao

da formulagao:
e Critério 1: Priorizar variaveis X sobre varidveis W.

e Critério 2: Priorizar variaveis W sobre varidaveis X (em ordem decrescente do valor de

UB; — LB)).

e Critério 3: Priorizar varidveis X (em ordem decrescente do valor de UB; — LB;) sobre

varidveis W.

e Critério 4: Priorizar varidveis X (em ordem crescente do valor de UB; — LB;) sobre

varidveis W.
e (Critério 5: Priorizar a variavel x,, 1 sobre as demais.

Os limites superior (UB;) e inferior (LB;) que usamos nos critérios sdo LBy; < x; <
U Bnakespan — LBin+1, onde o limite superior para o makespan (U B,akespan) € obtido heuris-
ticamente, por alguma das heuristicas apresentadas no Capitulo 3.

A analise dos resultados que seguem permite observar uma melhora bastante discreta a
partir da inclusao das restrigoes adicionais e utilizagao dos critérios definidos acima. Como nao
observamos outros caminhos para seguir melhorando a eficiéncia desta formulagao optamos
por trabalhar com novas formulacées. Agora apresentaremos trés novas formulacoes para o
problema.

A Tabela 4.2 possui o nome da instancia (DAG) e os tempos das versoes analisadas (co-
lunas identificadas com “t”). As trés primeiras versoes sao, respectivamente, execugoes da
formulacao onde inserimos ou nao as restricoes de limites e uma solugao inicial heuristica.
Caso sejam inseridas as restri¢oes de limites, marcaremos a coluna com “c/ rest. (X ini.)”
e caso seja fornecida uma solucdo inicial marcaremos a coluna com “(X ini.)“. Observe que
existem, para cada critério de ramificagao, uma coluna referente a execucao da formulacao
sem as restricoes de limites e sem uma solucao inicial heuristica e outra onde tais restricoes

sao incluidas e ainda héa o fornecimento para o solver de uma solucao inicial heuristica dada
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pela heuristica CP/MISF, marcamos estas colunas com “c/ rest. (X ini.)”. As instancias

sao as mesmas utilizadas nos experimentos acima.



Resultados computacionais

DAG IPt | IPt (X ini.) | IPt ¢/ rest. | IPt 1Pt 1Pt 1Pt 1Pt 1Pt 1Pt 1Pt 1Pt 1Pt
C1 C1 C2 C2 C3 C3 C4 C4 C5h C5
c/ c/ c/ c/ c/
rest. rest. rest. rest. rest.
(X (X (X (X (X
ini.) ini.) ini.) ini.) ini.)
ran3 8 7 10 8 10 8 11 8 11 8 11 8 10
ran7 28 50 28 29 28 28 28 29 28 28 29 27 28
ran8 2 23 1 1 20 2 20 1 20 2 20 2 20
ranl0 241 239 272 252 272 240 269 253 285 251 285 235 269
ranl3 36 36 39 38 39 35 39 36 40 37 40 35 38
ranl4 5 28 5 6 63 6 63 6 62 5 65 5 62
bin8 4 3 3 3 3 3 2 4 3 4 3 3 3
bin9 31 32 27 31 32 30 31 31 32 31 32 31 32
dil00 4 3 8 4 9 4 9 4 9 4 9 3 8
dil44 28 29 34 29 33 29 33 29 34 29 34 28 33
cstanford 1 1 1 2 1 1 1 1 2 1 1
celbow 2 2 2 1 2 2 2 2 2 2 2
ssc4.mydag 3 3 3 3 3 3 3 2 3 3 2
ssch.mydag | 10 16 16 16 16 16 16 10 17 9 17 10 16
ssc6.mydag | 22 19 19 19 19 20 20 21 19 21 155 22 19
ssc7.mydag | 599 688 695 703 705 694 829 485 641 545 370 582 693
fft2-b-m 7209 1813 1230 1816 | 1211 | 1812 | 7207 | 7204 | 1521 | 3069 | 1569 | 7209 | 1953
divcong-m | 7201 291 293 293 292 293 293 7201 | 294 7202 | 7202 | 7200 | 293
prolog-m 7200 - 953 - 841 7205 | - 7218 | 56 71 4053 | 7200 | 7205

Tabela 4.2: Resultados computacionais parciais dos diversos critérios de ramificagao

X OVOVININYOA] T°F

L9
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4.2 Formulacao Y

Na formulagao anterior, codificamos o tempo de inicio de uma tarefa como uma variavel inteira.
Nesta formulacao, determinamos o tempo de inicio ¢ de uma tarefa j através de uma variavel
binéria y; ;.

Dado o grafo de precedéncias G = (N, <), sejam B C N o conjunto de tarefas minimais e
E C N o conjunto maximais. Para j € N, denotamos I'"(j) o conjunto de sucessores imediatos
de j e I'"(j) o conjunto de predecessores imediatos de j, ou seja, I'"(j) ={i € N :jF i} e
I'"(j)={ie N:it j}. Seja T um limite superior para o makespan.

Para cada t € {1,2,...,T}, utilizamos as seguintes variaveis:

1, se o makespan é t.
1t = ..
Ynt1, 0, caso contrario.

Para todoi € N etodot € {1,2,...,T}:
~_J 1, seu éiniciada no tempo ¢.
Yirt 0, caso contrario.

Para todo i, € N, (i,7) € F:
1, se j é a proxima tarefa executada depois de ¢ em um mesmo processador

w,; , = L.
I 0, caso contrario.

Note que as varidveis w; ; tem significado similar ao da Formulacao X, porém é definida
apenas para os pares (i,7) € I, como no caso de infinitos processadores.

Usando estas variaveis, definimos a seguir uma nova formulagao, a qual chamaremos For-
mulacao Y, primeiro para para o problema ilimitado e depois acrescentamos uma restricao

para o numero de processadores.
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Formulacao Y

T
min Zt * Ypt1,t (4.24)
t=1
t—1
S0 Ynira < D Yiw Vie B Nte{l,. T}  (4.25)
t'=1
T
D i =1 (4.26)
t=1
T
D yia=1 VieN (427
t=1
> wi; <1 Vie N-FE  (4.28)
JEr+ (i)
> w; <1 Vie N—-B  (4.29)
ier=(j)
t—1
Yie <) viw V(i,j) eVt e {1, T}  (4.30)
t'=1
T
vie < Y Y (i, j) €Vt e {1, T} (4.31)
t'=t+1
t—2
Yie < Y Yiw + Wi (i, j) e e {1, T} (4.32)
t'=1
T
Yig < Z Yo+ w;j V(i,j) e F,Vt e {1,...,T} (4.33)
t'=t+2
Yit—1 + Yjt + Yk t—1 S 2 \V/] € Na V{Za k} g Iy (])th € {]-7 7T} (434)
Yit + Yjt+1 + Yk,t+1 S 2 Vi S N7 V{],k} g F+(Z)’Vt € {17 7T} (435)
y € {0, 13D 4y e {0, 1} (4.36)

A restricao (4.25) garante que o makespan s6 pode ocorrer em um tempo ¢ se todas as
tarefas maximais comegaram a executar até t — 1, enquanto a restri¢ao (4.26) estabelece que
esse tempo ¢ ¢é unico, assegurando a boa definicao da varidvel y,41,. Como uma tarefa ¢
executada somente uma vez ao longo do escalonamento temos a restrigao (4.27). As restri¢oes
(4.28) garantem que no maximo uma tarefa sucessora j de i poderd ser executada no instante
seguinte no mesmo processador de 7. O mesmo vale para tarefas predecessoras, assegurado
pelas restrigoes (4.29).

Relagoes de precedéncia e comunicagao sao garantidas pelas restrigoes (4.30) a (4.33). Es-

pecificamente as restrigoes (4.30) e (4.31) sao responsaveis por garantir a regra de precedéncia,
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de forma que uma tarefa sé pode executar quando todas as suas predecessoras tiverem execu-
tado. As duas ultimas desigualdades levam em consideragao o tempo de comunicagao, além da
relacdo de precedéncia. Por (4.32) e (4.33), se duas tarefas que possuem uma relagdo de pre-
cedéncia nao forem alocadas em um mesmo processador de forma consecutiva, devem manter
uma distancia de duas unidades de tempo; caso contrario este serd de apenas uma unidade.

As restrigoes (4.34) e (4.35) sdo restri¢oes validas para o problema, mas nao necessarias
para a corretude da Formulagao Y. A restricao (4.34) nao permite a alocagdo simultanea de
duas tarefas i e k predecessoras de j no tempo imediatamente seguinte ao tempo de alocacao
de j. A restringao (4.35) é similar para tarefas sucessoras.

Observe que nao fizemos nenhuma restricao em relagdo ao nimero de processadores. Para
utilizarmos essa formulagao para o problema com um nimero limitado de processadores, basta

adicionarmos as restricoes:

S y<m Vte{l,..T} (4.37)

jEN
Por simplicidade, nas demostracoes de corretude que se seguem, suporemos que tais restrigoes

estao presentes na formulagao para ambos os problemas, sendo m = n no caso ilimitado.

Proposicao 5. A Formula¢ao Y € correta, mesmo sem as restrigoes (4.31), (4.33), (4.34) e
(4.35).

Demonstragdo. Sejam S = (T, P) um escalonamento viavel e S, V ¢ € @, o conjunto de
tarefas alocado em S no processador ¢, ordenados de forma crescente em relacao ao tempo
de inicio de execugdo. Denote por S,[i] a i-ésima tarefa nesse conjunto ordenado, para
i=1,...,|5,]- Construa uma solugdo (y,w) para a Formulagao Y, conforme as defini¢ées das

variaveis yni1+, ¥ir € Wi j, ou seja, considerando S = (7, P) defina:

1, se o makespan é t.
= L. ted{l,2,....T
Ynt1,t { 0, caso contrario. {1.2,....T}
1, se i é iniciada no tempo t. .
= L. ite N, te{l1,2,...,T
Yir { 0, caso contrario. €N te{l,2,....T}
we 1, se j é a proxima tarefa executada apds ¢ em um mesmo processador iL
e 0, caso contrario. J

Em outros termos, as nicas varidveis nao-nulas em (y, w) sao:

W, [i),84i+1] = 1, Vge@,Vie {1, ey |Sq| — 1}
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yj,tjzlu \V/jeN

Devemos mostrar que (y, w) verifica as restrigoes (4.25)-(4.35). Claramente, pela atribuicao
acima, y satisfaz as restrigoes (4.25), (4.26) e (4.27). As restrigoes (4.28)-(4.29) sao satisfeitas,
pois, para uma tarefa ¢, apenas um sucessor (predecessor) pode executar apés (resp. antes
de) ¢ em um mesmo processador no escalonamento S. Também por ser S um escalonamento
vélido, as restrigoes (4.30) e (4.31) sao satisfeitas: uma tarefa sé pode ser executada depois
de seus antecessores (restri¢oes (4.30)) e antes de seus sucessores (restrigoes (4.31)). Para
as restrigoes (4.32) e (4.33), lembre que, caso uma tarefa i e sua sucessora imediata j nao
estejam executando seguidamente em um mesmo processador (w; ; = 0), seus tempos de inicio
serao distanciados em pelo menos duas unidades, em acordo com a definicao do problema.
Finalmente, as restricoes (4.34) (resp. (4.35)) sdo verificadas porque, se uma tarefa estd
alocada em S em um certo tempo ¢, ndo poderd haver duas antecessoras (resp. sucessoras)
suas agendadas para uma unidade de tempo imediatamente anterior (resp. posterior).

Reciprocamente, tomemos w e y bindrios satisfazendo as restrigoes (4.25)-(4.30) e (4.32).
A partir de (y,w), iremos definir um escalonamento viavel (T, P), com makespan t* tal que
Ynt1,+ = 1. O vetor T' = [t;] é dado diretamente pela varidvel y, sendo t; = z se, e somente
se, ¥ = 1. A alocagao aos processadores serd dada em funcao de w. Primeiro, perceba que
podemos admitir, para quaisquer ¢ = j, que w;; = 0 quando j nao ¢ agendado exatamente
uma unidade de tempo depois de 7, segundo y. Do contrario, podemos anular w; ; obtendo
outra solugao vidvel de mesmo valor. Assim, por (4.28)-(4.29), as varidveis w definem uma
particao de G em cadeias, onde as tarefas de cada cadeia sao agendadas consecutivamente
no tempo. Ordene tais cadeias por ordem nao-decrescente de tempo de inicio de suas tarefas
minimais. Nesta ordem, aloque cada cadeia a um processador disponivel para executar todas
as suas tarefas nos tempos definidos por y. Para ver que existe um tal processador, considere
uma cadeia C' a ser alocada e sua tarefa minimal ¢, sendo y;; = 1. Por (4.37), existe um
processador onde o tempo t esta livre. Nesse mesmo processador, também devem estar livres
todos os tempos superiores a t, pois as cadeias ja escalonadas comegam antes ou no tempo ¢ e
todas as suas tarefas sao agendadas consecutivamente. Isto mostra a existéncia do processador
desejado. Resta entao mostrar que a atribuicao dos tempos satisfaz as restricoes de precedéncia
e comunicagao. Caso i - j, as restrigdes (4.30), juntamente com (4.27), garantem que o tempo

de inicio de j é pelo menos uma unidade de tempo superior ao de inicio de 7. Além disso,
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se p; # pj, o que implica w;; = 0, essa diferenca é de pelo menos 2, devido a (4.32). Por
transitividade, a diferen¢a também é de pelo menos 2 quando i < j. Finalmente, (4.25) e

(4.26) implicam que o makespam de (T, P) é t*. O

Proposicao 6. A Formula¢ao Y ¢é correta, mesmo sem as restrigoes (4.28), (4.29), (4.51),
(4.32)e(4.33).

Demonstragio. Seja y € {0,1}"+D7 satisfazendo (4.25)-(4.27), (4.30), (4.34) e (4.35). A luz
da Proposicao 5, devemos mostrar que existe w € {0, 1}! tal que (y, w) satisfaz (4.28), (4.29)

e (4.32). Considere w definido como

t*—2

wm = max {0, yj,t* — Z yi,t’} V(Zhj) € H

t'=1

onde

t—2
t* € a a = iy
rg tegl,‘..}fT} {y],t Z Yit }

t'=1

Por esta defini¢do, temos claramente que w € {0, 1} e (y,w) satisfaz (4.32). Além disso,

Afirmagao 1. Se w;; = 1 entdo yj = Yipr—1 = 1.

Demonstragao. Suponha que w;; = 0. Pela defini¢do acima e sendo y € {0, 1} DT temos

t*—2 -1
que y;+ = 1le > y;p = 0. Por (4.30) e (4.27) obtemos, respectivamente, que > ;¢ > 1 e
=1 =1
T
Z Yirr = 1. LOgO, Yitr—1 = 1. ]
t=tr—1

Suponha, por absurdo, que (4.28) néo é satisfeita. Entao existem i € N e j, k € 't (i) tais
que w; ; = w;, =. Pela afirmacao acima terfamos y;; = yr+ = ¥i—1 = 1, contradizendo
(4.35) para t = t* — 1. Similarmente, caso (4.29) nao fosse satisfeita, teriamos, pela afirmagao,
que Yjp = Ypr—1 = Yir—1 = 1 para algum j € N e i,k € I'"(j), contradizendo agora (4.35)

para t. Sendo assim, concluimos que w verfica (4.28) e (4.29). O

As proposicoes 5 e 6 mostram que versoes simplificadas da Formulagao Y também modelam
corretamente o problema. Em particular, a segunda proposicao demonstra que as variaveis w
poderiam ser eliminadas. Todavia essas restricoes redundantes podem fortalecer a relaxacao
linear, motivo pelo qual apresentamos a Formullagao Y com todas elas. Nas proximas secoes,
introduziremos modificagoes nessa formulacao que tornam tais restricoes redundantes mesmo

na relaxacao linear.
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4.3 Formulacao Y reforcada

Observando a formulagao anterior, é possivel perceber que, quando fazemos alguma imposicao
sobre a alocacao de uma tarefa ¢ em um certo tempo ¢, esta imposicao nao é feita tao somente
ao tempo t, mas a um conjunto de instantes de tempo. Este conjunto pode ser formado pelos
tempos anteriores ou posteriores a t.

Por exemplo, na restrigao (4.30), estabelecemos que a tarefa j nao pode ser executada no
tempo t caso a tarefa ¢ nao tenha sido executada até o tempo t — 1. Veja que esta condicao
nao atinge apenas o tempo ¢, mas sim todos os tempos anteriores a t também. Levando em

consideragao esse aspecto, a restri¢ao (4.30) pode ser fortalecida como

Na verdade, este mesmo raciocinio se aplica as restrigoes (4.25), (4.30)-(4.35) da Formulacao
Y. Teremos, entao, desigualdades mais fortes com o lado esquerdo aumentado em cada uma.
Além disso, mostraremos nesta secao que a variavel w e as restrigoes das quais ela faz parte
podem ser eliminadas, mesmo quando a integralidade é descartada.

Primeiro, utilizando o mesmo conjunto de variaveis, reescrevemos a Formulagao Y, re-
forcando suas desigualdades como indicado acima. Isto nos leva a Formulagao Y,.;. A seguir,
aplicamos outras transformacgoes na Formulagao Y,.; para obter uma formulacao mais forte e
compacta (em termos de varidveis), que denominaremos Formulacao Y,,,.

Estas duas novas formas de modelar o problema sao importantes, pois além de gerarem
formulacoes mais fortes que a Y, servem como base para a concepcao de outras duas for-
mulagoes. Através de uma mudanca de varidveis, obteremos a Formulacao Z e a Formulacao
Zegp. Posteriormente, faremos um estudo comparativo tedrico e através de experimentos com-
putacionais com o objetivo de evidenciar a obtencao de formulacoes mais eficientes que aquela
usada como base, a Formulacao X.

A Formulacdo Y, é apresentada a seguir. As restricoes (4.41), (4.46)-(4.47) sdo obtidas
diretamente com o fortalecimento descrito no inicio desta se¢ao. Para obter (4.48)-(4.49),

primeiro fortalecemos (4.34)-(4.35) de forma similar, obtendo:

t T
Sy <2 (iw + yee) Vi e NV{i,k} CT-(5), V¢t € {1,...,T}
t'=1 t'=t—1

T t+1
Zyi,t’ S 2 — Z(yj,t’ + yk,t’) Vi € Na V{], k} g F+(Z),\V/t € {L 7T}

t'=t t'=1
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Entao, usamos (4.43) para chegar a:
-2
Zy]t < Z Yir + Yrw) Vj e N,V{i,k} CT7(j5),vt € {1, ... (4.38)
t'=1 '=1
T
Zyzt’ = Z y],t’ +yk,t/) VZ € N V{j, } C F+< ) Vt € {17 (439)
t'=t t'=t+2

Finalmente, conseguimos fortalecer ainda mais tais restrigoes, como segue:

— t -
Zyj,t/ + Zyj,t/ < Z(yz‘,t' + Yr) Vje N Y{i,k} CT7(y),Vt € {1,...,

t'=1 t'=1 t'=1

T T T
Z Y + Zyi,t’ < Z (yj,t/ +?sz,t/) Vie N, V{]> } - F+( ) Vit € {1

t'=t+1 t'=t t'=t+2

T}

T}

Para verificar que estas desigualdades continuam validas, ¢ suficiente analisar o caso onde o

lado direito das expressoes é menor ou igual a um. Na primeira restricao, isto significa que @

ou k comecam a partir de t — 1, de modo que a tarefa sucessora comum j nao pode iniciar

antes de t, implicando que o somatério adicionado ao lado esquerdo da restricao restricao é

nulo. A analise para a segunda restricao é similar.

Reunindo as transformagoes, chegamos a:
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Formulagao Y,

min Ytk Yosrs (4.40)
t _
80> Ynirw < D Yjw Vjie ENte{l,..,T} (4.41)
t'=1 t'=1
T
Z Yoty = 1 (4.42)
Zyjt =1 ViEN (4.43)
Z wi; <1 Vie N—E (4.44)
JETT(4)
Z wi; <1 VjeN—B (4.45)
el —
Zyj,t/ < Zyt V(i,j) F.Vte {1,...T} (4.46)
t'=1 t'=1
> e <D i +wiy V(i,j) F.Vte {1, T} (447)
t'=1 t'=1

ZQyj,t/ + Yy < Z(yi,t’ +ypr) VjieEN-—-BVY{,k}CI(j),Vte{l,...,T} (4.48)

t'=1 t'=1
T T
et D 2w <> (Wi +ykw) Vi€ N —ENV{jk} CTV(i),Vt € {1,...T} (4.49)

t'=t+1 t'=t+2
y € {0,137 4y e {0, 1} (4.50)

Observe que nao incluimos em Y,y as restri¢oes

T T

D v <Y i Y(i,j) F,vte{l,..,T} (4.51)
t'=t t'=t+1

T T

D wiw <Y g +wiy v(i,j) FVte{1,...T} (4.52)
t'=t t'=t+2

que correspondem aos fortalecimentos de (4.31) e (4.33). Da Proposigao 5, deduzimos que
elas sao redundantes na Formulacao Y,.s. Na verdade, como mostramos agora, tais restri¢oes
sdo equivalentes, respectivamente, a (4.46) e (4.47), mesmo na relaxacao linear e, consequen-

temente, podem ser descartadas.



4.3 FORMULAGAO Y REFORGADA 76

Proposigao 7. Sejamy € R"YT ¢ € RIF satisfazendo (4.43). Entdo (y,w) satisfaz (4.51)
e (4.52) se, e somente se, (y,w) satisfaz (4.46) e (4.47).

Demonstragao. De (4.43), temos a seguinte equivaléncia:

T t
Z Yjp =1— Zyj,t’ (4.53)

t'=t+1 t'=1

Sejam (i,7) € Fet e {1,...,T}. Para obtermos a desigualdade (4.51), basta aplicarmos

a equivaléncia acima aos dois lados da desigualdade (4.46):

Para a desigualdade (4.52), basta aplicarmos novamente a equivaléncia aos dois somatorios

da desigualdade (4.47) e fazermos t :=t — 1:

¢ t—2
Z Yipr < Z Yig + Wi

t'=1 t'=1
T T
1=y <1= Yy +wiy
' =t+1 —t—1
T T
< g Yir < g Yjp + Wi
t'=t t'=t+2

[]

Da Proposigao 6, sabemos que as restri¢oes (4.47) sao redundantes na definicdo de Y.y,
porém poderiam fortalecer a relaxacao linear de tal formulagao. Apresentaremos, a seguir, um
conjunto desigualdades vélidas que podem substituir (4.47), inclusive na relaxagao linear, e sao

definidas apenas sobre as varidveis y. Na verdade, tais desigualdades sao uma generalizacao
de (4.48)-(4.49).

Lema 1. As restricoes

t—1 t—2
S i+ (1S = Dye <D0 wiw JEN,SCT(j),VEe{1,..,T} (4.54)

t'=1 €S t'=1
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|S|Zyzt/ |S|—1ym<ZZyﬂ/ i€ N,SCTHi),Vte{l,..,T}  (4.55)

=t+1 JES t'=t+2

sao vdlidas para a Formula¢ao Y,.y.

Demonstracio. Seja y € {0,1}"+D7T satisfazendo (4.43). Para j € N et € {1,...,T}, defina
t
K;(t) = > yjv. Dados j € N, S C T (j) et € {1,...,T}, a restricao em (4.54) é entao

t'=1
reescrita como:

|SIEG(t) — g0 < Y Kt —2)
€S

Se > Ki(t —2) > |S], claramente a desigualdade é vélida, pois K;(t) < 1ey;; > 0. Se
YK, (;56i 2) = |S| — 1, ent@o uma tarefa em S C I'"(j) é executada a partir de t — 1 e, assim,
}ei’; executada a partir de t. Logo, K;(t) = y;; < 1 levando a satisfacdo da desigualdade.
Finalmente, se ) K;(t — 2) < |S| — 1, entao pelo menos duas tarefas em S C I'"(j) sao
executadas a palrifr do tempo (t — 1). Pelas restrigoes de precedéncia e comunicagao, K;(t) =
y;j+ = 0 e assim a desigualdade ¢é trivialmente satisfeita.

A validade de (4.55) pode ser verificada de modo similar. O

Note que (4.48) e (4.49) s@o casos particulares de (4.54) e (4.55) para |S| = 2. Observe

também que (4.54) e (4.55) podem ser reescritas respectivamente como:

t—2
ZZW S wie) Syie ViLVS €TT(),VEE {1, 1} (4.56)

€S t'=1 t'=1

Zzyﬂ Zyw <y Vi,VS eTH(i), Ve {l,... .t} (4.57)

jes t'=1 t'=1

onde para obter (4.57) usamos (4.53) e fizemos t :=t + 1.
Analisamos a projecao sobre y do conjunto vidvel relaxado da Formulacao Y,.s, objetivando

obter uma formulagao mais compacta em termos de variaveis.

Proposigao 8. Seja Y = {(y,w) > 0: (y,w) satisfaz (4.41) —(4.49)}. Entdo Proj,Y 2D {y >
0:y satisfaz (4.41)-(4.43), (446), (4.54)-(4.55)}.

Demonstracao. Seja y € ]RSFH)T satisfazendo (4.41)-(4.43), (4.46), (4.54)-(4.55). E suficiente
mostrar que existe w > 0 tal que, (y,w) satisfaz (4.44), (4.45) e (4.47). Como no Lema 1, para
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t

jeENete{l,..., T}, defina K;(t) = > yjv». Sejam il jet;; € argmax{K;(t)— K;(t—2):
=1

t=1,...,T}. O vetor w > 0 é tal que:

Wi 5 = maX{O, Kj (t:J) - Kz(t;k,] - 2)} (458)
Assim, w; ; > K;(t)— K;(t—2) Vt € {1,...,T}. Logo, as restri¢oes (4.47) sdo satisfeitas. Além
disso, tome S; = {3 : i I j, K;(t; ;)= Ki(t;;—2) > 0} e S; = {j : i - j, K;(t} ;) — Ki(t; ,—2) > 0}.

Entao, por (4.56) para S = S; e (4.57) para S = 5;

S owig = (Ki(tr) - Kty —2) <y <1 (4.59)
i€l (j) jies;
Z Wi,j = Z(Kj(t;j) — Ki(t;; —2)) <yir1 <1 (4.60)
JEr(3) JES;
]

A Proposicao acima garante que as variaveis do tipo w nao sao necessarias para a For-
mulacao Y,.r, com a adigao das restri¢oes (4.54) e (4.55), mesmo sem considerar a integralidade.

Assim, obtemos a seguinte simplificacao da formulagao Y,.s:

Formulagao Y.,,

min Yt Yo

t=1
t t—1
S0 Ynirw < 3 Yiw Vje ENVte{l,..T} (461)

t'=1 t'=1

T
D Ypsre=1 (4.62)
t=1

T
> yu=1 ViEN  (4.63)
t t—1
Sy < viw (i,j) €Vt e {1, T} (4.64)
t'=1 t'=1
ISIZW (1S - 1) %ﬂZZyzt/ Vi, 8 CT=(j), ¥t € {1,..., T}  (4.65)

t'=1 €S t'=1
|S| Zym/ (1SI = Dyir <> Zyﬂf Vi, 8 CTHE),Vt e {1,.., T} (4.66)
=t+1 JES t/=t+2

y € {0,107 (4.67)
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Algoritmo de separacao para (4.65) e (4.66)

Como mostrado, podemos excluir as variaveis do tipo w, porém, para isso, incluimos uma classe
de inequacoes que pode ter um nimero exponencial de restrigoes. Isto posto, mostraremos um
algoritmo de separagao para que possamos desenvolver uma estratégia de resolucao para esta
formulac@o sem as varidveis w e com as classes de restrigoes (4.65) e (4.66).

Utilizaremos a seguinte estratégia de resolucao para o problema inteiro associado a for-

mulacao com possiveis restrigoes em nimero exponencial:

1. Iniciaremos com os conjuntos II e II', respectivamente das restricdes (4.65) e (4.66),

vazios.
2. Resolveremos o problema inteiro.

3. Descobriremos polinomialmente as restrigoes mais violadas, sendo uma para cada classe,

e as incluiremos no modelo.

4. Voltamos ao passo (2), até que nao se tenham mais restrigoes violadas.

Claramente o ponto mais importante dessa estratégia é a descoberta das restri¢oes violadas.
Para esse proposito, apresentamos a proposicao, que utiliza a seguinte definicao. Dados i - j,
te{l,...,T} ey € R®*IT definimos

t t—2
5i,j (t) = Z Yjt — Zyi,t

t'=1 t'=1

Proposicao 9. Um vetor y € R+DT

viola alguma restrigao de (4.65) para j € N et €
{1,...,T} se, e somente se, Y _..q0;;(t) > y;1, onde S = {i € I'"(j) : 8 ;(t) > 0}.
Demonstragao. Sejam j € N et € {1,...,T}. Por (4.56), uma restri¢ao de (4.65) é violada

se, e somente se,

max 0i i () > yj+.
SCI () 4 m( ) Yt
i€S
Claramente, o maximo da expressao acima ocorre em S = {i € I'"(j) : 6; ;(¢t) > 0}. O
t t—2
Desse fato, obtemos que ao somarmos os valores positivos de (> y;: — > ¥i+) estamos
=1 =1

procurando uma restricao violada. Efetivamente, quando esta soma supera y;;, obtemos uma
restricao violada.

De forma similar podemos identificar uma restri¢ao violada de (4.66).

Proposicao 10. Um vetor y € R™DT wiola alguma restricio de (4.66) parai € N et €
{1,..., T} se, e somente se, Y .cg0ij(t) > yir1, onde S = {j € I(i) : ; ;(t) > 0}.
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4.4 Formulacao Z

Na formulagao anterior, com o fortalecimento das restri¢oes, causamos um incremento bastante
significativo no niimero de varidveis em cada restricao. Principalmente quando nao possuimos
uma boa cota superior para limitar 7. A partir disso, podemos verificar a existéncia de
um padrao na forma dos somatérios envolvidos nas restrigoes. A Formulacao Z, definida a
seguir, tem como objetivo eliminar esses somatorios, tornando a formulagao mais diminuta em
nimero de variaveis envolvidas em cada restrigao, porém mantendo os fortalecimentos feitos
anteriormente.

Novamente, dado G = (N, <) um grafo de tarefas, sejam B C N o conjunto de tarefas

minimais e £ C N o conjunto maximais. Sejam as seguintes variaveis:

1, se o makespan ocorre até o tempo ¢, inclusive.
Zp+lt = I
il 0, caso contrério.

Para todo 7 € N:

it =

)

1, se 1 é executada até o tempo ¢, inclusive.
0, caso contrario.

Nao é dificil perceber que existem equivaléncias entre a definicao das variaveis z e alguns

somatoérios contidos na formulacao anterior. Observe:

t
Zyj’t, =z, VjeNU{n+1}Vte{l,. T} (4.68)

t'=1

T t
Z yjp =1— Zyj,t/ =1—-z,; Vie NU{n+1},vte{l,. .., T}

t'=t+1 t'=1
Desta forma, as restri¢oes da Formulacao Y,.; podem ser convertidas de forma direta para

a variavel z, simplesmente aplicando as relagoes acima. Segue entao a formulacao:
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Formulacao Z

T
min— Zp+11 + Zt * (Zna1t — Znt1t-1) (4.69)
sa zjp=1 - Vie NU{n+ 1} (4.70)
Zntip < Zig—1 Vie NVt e {l,...,T} (4.71)
24 < Zig1 Vi, j) €Vt e {1,.., Ty (4.72)
Zig+ Zjp—1 < Zig—o + Zha—2 V(i,j5), (k,j) e F, Vvt e {1,...,T} (4.73)
Zit+ 2kt < Zig—o + Zig1 Y(i,5), (i, k) e bVt e {1,..,T} (4.74)
z € {0,1}m+V7T (4.75)

Para que esta formulacao trate o problema limitado, basta adicionar a restricao:

Z(Zj,t —zj—1) <m Vte{l, .. T}
JEN
A Formulagao Z ¢ essencialmente uma reescrita direta da Formulacao Y, s, usando a trans-

formagcao de varidveis (4.68), a excecao de que nao incluimos na Formulacdo Z as restri¢oes

correspondentes a:

(i) (4.44), (4.45) e (4.47), pois deduzimos da Proposicao 6 que elas sdo redundantes no

modelo inteiro Y;.y;

(i) yj+ > 0, ouseja, z;¢:—=z;j,—1 > 0, pois tais restricoes podem ser dispensadas na Formulacao

7, conforme mostraremos a seguir.

Lema 2. Seja z € RV ¢ defina f(2) = 2,111 +ZtT:2 t(Zn414— Znt14-1). Se z € vidvel para
a Formulacao Z, entdo existe Z também vidvel para a Formulacio Z satisfazendo f(2) < f(2)

e 2y > Zj4-1, para todos j € NU{n+1} et € {1,...,T}.
Demonstragao. Seja z satisfazendo (4.70)-(4.75). Defina t; = min{t : z;, = 1} e 2 tal que

1, set>t;, .
Zit = Vie NU{n+1},Vte{l,...,T
{07 o VIENUEDVE( T)

Claramente 2;; > Z2;,q, para todos j € NU{n + 1} et € {1,...,T}. Note ainda que
Zit; = %y, = 1 e, por (4.71)-(4.72), 24,1 = 1, para todoi € N (se j =n+ 1) ou il j (se
j #n+1). Isto implica que t; < t; — 1.



4.4 FORMULAGAO Z 82

Para mostrar que Z é vidvel para a Formulagao Z, é suficiente mostrar que 2 satisfaz (4.71)-
(4.74), pois (4.70) e (4.75) sao trivialmente verificadas. Suponha, por absurdo, que (4.71) ou
(4.72) nao sao satisfeitas, ou seja, que existem j € NU{n+1},i € N (com it jsej#n+1)
et e {l,...,T} tais que Z;; > %;;_1. Logo, 2;; = 1 e z,;-1 = 0. Consequentemente, pela
definicao de 2, t; <t < t; + 1: uma contradigao, pois ocorre, como vimos, a desigualdade
contraria t; <t; — 1. Portanto, 2 satisfaz (4.71)-(4.72).

Novamente, por absurdo, suponha que (4.73) nao é satisfeita, isto é, que existem j € N,
i,kel (j)ete{l,...,T} tais que Zj; + Zj,—1 > Z;4—2 + Z4—2. Dois casos seriam possiveis.
No primeiro, 2;; + Zj;—1 = 1 (o que implica 2;; =1, 2;,-1 = 0) e Z;;_2 + Zx+—2 = 0. Entdo,
terfamos t = t;, Zj+ = 24, Zjt—1 = Zjt—1, Zig—2 = Z4—2 € Zpy_9 = Z4—2, contrariando o fato de
que z satisfaz (4.73). No segundo caso, Z;; = 2,1 =1 e 242+ 242 < 2. Sendo 2,1 = 1,
concluimos do pardgrafo anterior que 2;;,_9 = 2;;—2 = 1: uma contradigao. Logo, 2 satisfaz
(4.73). De modo similar, podemos mostrar que também satisfaz (4.74).

Finalmente, queremos mostrar que f(2) < f(z). Temos que

T
t(?:'n+1,t - Zn+1,t) - Z t(£’n+1,t—1 - Zn+1,t—1)

[M] =

f(2) = f(z) =
t=1 t=2
T-1 T-1
= f(fnﬂ,t - Zn+1,t) - (t + 1)(2n+1,t - Zn+1,t>
t=1 t=1
T-1

(Zn+1,t - 73n+1,t) <0

t=1

Proposicao 11. A Formulagdo Z € correta.

Demonstragao. Iremos demonstrar a corretude de Z a partir da corretude de Y, ¢, mostrando
que existe uma correspondéncia entre as solugoes viaveis dos dois modelos.

Seja y vidvel para Y,.; e defina z de acordo com (4.68). Claramente z satisfaz (4.70)-(4.75)
e tem o mesmo valor de objetivo que y, pois f(z) = Zthl % Ynt1s-

Por outro lado, seja z viavel para Z. Tome 2 viavel para Z dado pelo Lema 2. Defina y

tal que

Zit — Zit—1, set>1, ,
Yje = R Vie NU{n+1},vte{l,...,T}.
Zjts set=1

Como # € {0,1}"*V7T ¢ 2,, > 2;, 1, temos que y € {0, 1}"*VT E f(2) > f(2) = S| t*
Un+1¢- Além disso, y claramente satisfaz (4.41)-(4.43), (4.46) e (4.48) (4.49). Entao, o resultado
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segue pela Proposicao 6, que assegura que as restrigoes (4.44), (4.45) e (4.47) sao desnecessarias

para a correta definicao de Y. O

Na verdade, como garante a Proposigao 8, as restrigoes (4.44), (4.45) e (4.47) nao fazem
diferenga mesmo na relaxacao linear da Formulacao Z.,, a seguir, obtida diretamente de Y,

com a mudanca de varidveis.

Formulagao 7.,

T
man Zn+1,1 —+ Z t * (Zn—i-l,t — Zn—l—l,t—l) (476)

t=2
s.a zjp=1 Vie NU{n+1}  (4.77)
Zn+1t S Zit—1 Vi € N, YVt € {1, ,T} (478)
Zit < Zig—1 V(i,j) eVt e {1,....,T}  (4.79)
(IS| = Dzje+ 2501 < > zig2 Y ENVS €CT(j),VEe {1,..,T}  (4.80)

€S
> 2 < (IS = Daig—a + 24 Vie N,VS eC Tt (i), Vte{1,...,T}  (4.81)
jeSs

z € {0,1}n+DT (4.82)

Diteramente das proposigoes 9 e 10 obtemos a separacao das restrigoes (4.80) e (4.80).

Proposicao 12. Um vetor y € R™HIT wiola alguma restricio de (4.80) para j € N et €
{1,...,T} se, e somente se, Y, o(2j¢ — Zig—2) > Zjy — 2ju—1, onde S = {i € I'(j) : 2, >
Zz’,t—Q}-

Proposicao 13. Um vetor y € R"T wiola alguma restricio de (4.81) parai € N et €
{1,..., T} se, e somente se, Y .cg(2j4 — Zip—2) > Zig—1 — Zig—2, onde S = {j € I'T(i) : 2, >

Zi,th}-



Capitulo 5

Estudo comparativo entre as
formulacoes

5.1 Estudo comparativo teodrico

Nesta secao abordaremos relacoes entre as diversas formulacoes apresentadas anteriormente.
E possivel estabelecer uma hierarquia entre as formulagoes apresentadas, explicitanto qual for-
mulagao é mais forte e qual é mais fraca, do ponto de vista da relaxacao linear. Genericamente,
denotaremos por LP(F') o valor da relaxacao linear de uma formula¢do F' de programagao
inteira.

Trivialmente, podemos estabelecer relacoes entre as formulagoes Y, Y,cr, Yeup, Z € Zegp.
A formulacao Y,.; é claramente mais forte que Y, pois é obtida desta com lifting de suas
restrigoes e remocao de restrigoes redundantes, apontadas pela Proposicao 7. Por outro lado,
Yeup € um fortalecimento de Y,..f, de acordo com a Proposicao 8. Por sua vez, Y,,, é equivalente

a Zegp acrescida das restrigoes
ijtEijtfl VQGNU{H“‘l}vtE{L,T}

/ ~ . . ! 7’ /7
Denotemos por 77, essa formulagao mais restrita. Note que Z;,, ¢ exatamente Y., aps a
mudanga de varidveis. Ja Z é obtida de Y,y por mudanca de varidveis e remocao de algumas

restrigoes (as que envolvem w). Consequentemente, temos que:

LP(Y) < LP(Y,ef) < LP(Yexp) = LP(Z.,) e LP(Z)< LP(Y,y) <LP(Z.,,).

— erp erp

Em relagao a formulacao X, nao podemos definir uma relacao de superioridade com Y.
A relaxacao linear de uma ou de outra pode fornecer melhor limite, a depender da instancia.
Porém, podemos comparar X com Z.,, ou com uma modificacao de Y,..; no caso ilimitado. A

comparacao no caso limitado fica dificultada pela existéncia do big-M em X.
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Comecando a comparacao, perceba que as seguintes relagoes podem ser estabelecidas entre

as variaveis binarias que definem tais formulagoes:

T

T
xz‘{’l—ztyzt_zzyzt’_zyzt_l_ Z ylt’ :Zyl7t+1_zivt):1+T_Zzi’t
t=1 t=1

t=1 t/'=t t'=t+1

Lembre que na Formulagao X os tempos comegam com 0 e nas formulacoes Y e Z os tempos sao
indexados a partir de 1. Usando essas relacoes, iremos converter uma solucao viavel relaxada

de uma formulagao em uma solucao viavel relaxada de outra, de modo a mostrar que:

Proposicao 14. Para uma mesma instincia do problema ilimitado, temos que LP(X) <
LP(Zeyp).

Demonstracao. Seja z uma solugao viavel para a relaxacao linear de Z.,,. Devemos mostrar
que existe solugao viavel relaxada (x,w) para X com o mesmo valor de objetivo. Tome (z, w)

tal que:
T
=T-> 2z, Vie NU{n+1}

t=1

T T
w; ; = max { 0, E Zj4 — E Zit—2 Vil g
t=1 t=1

Claramente, z > 0 e w > 0. Seja i € N. Por (4.78), temos que ZL Zni1t < Zthl Zit1.
Como z; 7 = 1 segundo (4.77), segue-se que Zle Zni1t < Zle 2zt — 1, implicando em z,, 1 >

z; + 1. Seja ik j. Por (4.77) e (4.79), zir = z;7—1 = 1. Logo,

T T T T

Wi > E Zjt — g Zijp—2 = E 2t — g Zig + Zir—1 + Zir =T — Tj + 2
t=1 t=1 =1 =1

Além disso, definindo S; = {i € T7(j) : Sop 20 — Yoy 2is2 > 0} e S; = {j € TT(4) :
S 2 — S zi—2 > 0}, temos respectivamente por (4.80) e (4.81) que

Z wz,]:Z szt Zzlt 2 <th Zjt— l<1

i€l (5) i€S; t=1

Z wi,j:Z szt_zzzt 2) < Zig—1 — 2ig—2 <1

FED+(4) j€S; t=1

Logo (z,w) é viavel para a relaxagao de (4.14)-(4.20).
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Finalmente, temos a correta correspondéncia entre os valores das funcoes objetivo, pois

T-1 T

T
E t(Znt1t — Zntlt—1) = E tzni1e — E (t+Dzps1t =T — E Zntlt + Znt1,T
=1

t=1 t=1 t=1
T

:T—Zzn+1,t+1=$n+1+1

t=1
Lembre que o valor da funcao em Z deve ser uma unidade maior, pois os tempos comecam

em 1, enquanto em X eles iniciam em 0. O

Mostraremos a seguir que podemos obter uma formulagao mais forte que X para o problema
ilimitado, mesmo sem a necessidade de incluirmos um conjunto exponencial de restri¢oes
COMo em gy, Ou Ye,,. Considere entao a seguinte formulacao obtida a partir de Y,.r, que
denominaremos Y/, ;. Esta formulagao serd dada por (4.40)-(4.47) juntamente com as restrigoes

adicionais

T t T t—2
ZZyj,t/ < Zzyi,t’ + w; j V(i,j) €F (5.1)

t=1 t'=1 t=1 t'=1

que podem ser igualmente escritas como

T ¢ T
Zzyj,t’ < Zzyi,t/ —2+w;; V(i,j) e

t=1 t'=1 t=1 t'=1

pois Zthl Yig—1 = Zthl yir = 1, jd que j é executado depois de 7 e, portanto, 7 nao pode ser

executado no tempo 7. Entao, usando (4.42)-(4.43), tais expressoes tornam-se

T /T T /T
Z (Z Yjp — yj,t) > Z (Z Yip — yi,t) +2—w;; V(i,j) €
t=1

t=1 t'=t t'=t

ou ainda
T T
Sty >ty 2 —wiy Wi, j) e-
t=1 t=1
sendo portanto claramente vélidas para Y.s.

Proposicao 15. Para uma mesma instancia do problema ilimitado, temos que LP(X) <

LP( r,ef)'

Demonstragao. Seja (y,w) > 0 satisfazendo (4.41)-(4.47) e (5.1). Devemos mostrar que existe
x tal que (z,w) é solugao vidvel relaxada para X com o mesmo valor de objetivo. Seja x
definido como

T T T
:pi:ZZyivtl—lzzww—l Vie NU{n+1}
t=1

t=1 t/'=t
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Claramente, = > 0. Seja i € N. Por (4.41), temos, para todo t € {1,...,T}, que
T T T T

L— > Ynprw < 1= yip,0ouseja, Y Yni1r — 2. Yirr = Ynt1 Somando essas expressoes
em ; gt:;;ando (4.42), (;bjctemos que ant :txi > 1. Si%;; i 7. Dado que y verifica (4.42)-(4.43),
podemos usar a ultima expressao equivalente a (5.1) para obter diretamente z; —x; > 2 —w; ;.
Logo, concluimos que (z,w) é vidvel para a relaxacao de X.

Adicionalmente, temos

T T T
Z tyn-i—l,t = Z Zyn-i-l,t/ = Tp41 + 17
t=1

t=1 t'=t
que é a correta correspondéncia entre os valores das fungoes objetivo, posto que em Y,.¢ os

tempos comecam em 1, enquanto em X eles iniciam em 0. O

5.2 Estudo comparativo computacional

De posse de cinco das sete formulacoes apresentadas, X, Y, Y. ¢, Z e Z;,, faremos uma
comparacao entre elas através de experimentos computacionais. O objetivo dessa comparacao
¢ identificar, possivelmente, uma formulacao com melhor desempenho computacional dentre
todas apresentadas.

Fizemos testes os teste comparativos com as cinco formulacoes sob quatro variacoes no
nimero de processadores. Na primeira, consideramos infinitos processadores. Nas seguintes,
consideramos que o numero de processadores serda o valor obtido da divisao da largura do
grafo de tarefas respectivamente por 2, 4 e 8. Utilizamos a largura como parametro para
que tenhamos realmente um limite no nimero de processadores, esta limitacao acontece mais
fortemente na terceira variagao. Note que se o niimero de processadores ¢ maior que a largura, o
problema equivale ao caso ilimitado. Em cada uma das variagoes observamos a relaxacao linear
e o problema inteiro propriamente dito. Como instancias, utilizamos as descritas no Apéndice
A, que sao divididas em trés grupos (Grupo de Instancias Aleatérias 1, Grupo de Instancias
Aleatérias 2 e Grupo de Instancias Estruturadas) e cada um possui caracteristicas que sao
detalhadas no Apéndice, onde também apresentamos o ambiente computacional utilizado.

Ainda em relacao as formulagoes, medimos o grau de influéncia dos limites, inferiores e
superiores, apresentados no Capitulo 3 na resolucao do problema. Inicialmente, executamos
todos testes computacionais, para uma formulagao especifica, sem utilizar os limites no modelo
e repetimos os mesmos testes, mas aplicando no modelo os melhores limites, inferior e superior,
encontrados para a instancia e quantidade de processadores. A forma como aplicamos os

limites é abordada na Secao 5.2.1.
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5.2.1 Resultados computacionais

Todas as formulagoes foram implementadas sobre a mesma arquitetura, sem distingao alguma.
Apenas a construcao do modelo foi, obviamente, modificada para se adequar exatamente ao que
¢ apresentado no Capitulo 4. Utilizamos os melhores limites encontrados, inferior e superior,
para defini¢ao do big-M e inclusao das restri¢oes (4.21)-(4.22) na Formulagao X e para fixagao
de variaveis nas diversas variacoes das formulacoes Y e Z. Note que os limites calculados
fornecem, para cada tarefa 7, um intervalo [t;,¢]] onde ela dever ser executada. Sendo assim,

podemos fixar

yir=0ez, =0 Vi<t
yie=0ez, =1 Vt>tf

Observamos, para cada formulacao, os problemas considerando ou nao a integralidade.

Destacamos que a Formulacao Z.,, foi implementada da seguinte forma:

e Inicialmente as restrigoes do modelo sdo (4.77 — 4.79), (4.73) e (4.74). Ou seja, as

restrigoes de pares de tarefas utilizadas em Z estao, inicialmente, presentes em Z.zp.

e Na relaxagao linear, iterativamente, buscamos restri¢oes violadas segundo as proposicoes

12 e 13 e as inserimos no modelo.

e Repetimos o passo anterior, até que nao haja mais nenhuma restricao conhecidamente

violada.

e Tomamos as restrigoes originais e as restri¢oes violadas, que foram inseridas na relaxacao

linear, e resolvemos o problema inteiro.

Os resultados computacionais serao apresentados na seguinte ordem: testes com infinitos
processadores, testes com m igual a [w(<)/2], |w(=<)/4] ou |w(<)/8]. As instancias utilizadas
em cada teste estao definidas e detalhadas no Apéndice A. Uma instancia sé é avaliada se o
ntimero de processadores derivado de sua largura é pelo menos 2. Por exemplo, se w(<) =5, a
instancia serd avaliada apenas para o caso ilimitado e param = |w(=<)/2] = 2. Nas tabelas do
Apéndice, onde apresentamos as instancias, estao presentes as colunas com o nome da instancia
(DAG), o nimero de tarefas (|N]), a largura do grafo (w(=<)), o nimero de processadores (m),
e os melhores limites inferior e superior encontrados, respectivamente, (LB) e (UB).

Nas tabelas (5.1-5.3), (5.7-5.9), (5.13-5.15) e (5.19-5.21) testamos a relaxacao linear, em

cada formulagao, com o nimero de processadores sendo respectivamente infinitos, |w(=<)/2],
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|w(<)/4] e |w(=<)/8]. Apresentamos, para cada instancia, as colunas LP que indicam os
valores da relaxacao obtidos em cada formulagao, de forma fraciondria, e o tempo de execucao
de cada instancia em cada formulagao, sdo as colunas marcadas com ¢. Nas tabelas (5.4-5.6),
(5.10-5.12), (5.16-5.18) e (5.22-5.24) encontram-se os testes com o problema inteiro. As colunas
apresentam, para cada instancia, o valor inteiro do problema, sdo as colunas (I P), e ainda os
tempos (t) gastos para resolver a formulacao. Estes tempos observados no problema inteiro
incluem o tempo de resolucao da relaxacao linear. Todos os tempos sao medidos em segundos.
Vale ressaltar que impusemos um limite maximo de tempo de execugao do problema em 600
segundos em todas as execucgoes. Entendemos que, como a Formulacao Z obtém tempos
bastante inferiores a 600 segundos, a maioria inferior a 60 segundos, este é um limite superior
aceitavel de tempo total.

Salientamos que, para a construcao dos graficos que avaliam o parametro tempo, como
possuimos tempos muito discrepantes, tomamos log;g do tempo em questao e o plotamos no
grafico. Ou seja, se um experimento de uma instancia executou em 50s, serd plotado no
grafico o valor log,,(50) = 1,6989 na posi¢ao correspondente aquela instancia. Por esta razao
poderemos ter niimeros negativos.

Para a producao dos graficos que envolvem o valor do makespan obtido pela relaxagao linear
utilizamos a seguinte estratégia: tomamos o valor 6timo subtraido do valor da relaxacao em
questao e este resultado dividimos pelo valor étimo. O resultado dessas operacoes, para cada
instancia, é plotado no grafico. Por esta razao, vale observar que, quanto mais proximo de
zero, melhor sera o limite obtido, pois estara mais préximo ao 6timo.

Analisando os graficos a seguir, percebemos que a Formulacao X, que serviu de ponto de
partida para este trabalho, obtém bons resultados na relaxacao linear, tanto em valor quanto
em tempo. Todavia, ao observarmos seu desempenho no problema inteiro, esta formulacao se
mostra muito ineficiente. Em todos os testes com o problema inteiro, X perde para todas as
outras analisadas, sendo especialmente deficiente quando temos um nimero muito reduzido
de processadores. Nesse caso, mesmo sendo forte sua relaxacao linear, a Formulacao X nao
consegue, para a maioria das instancias, resolver o problema inteiro dentro do limite de 600
segundos estabelecido. Em particular, quando m = |w(=<)/8], a relaxagao da Formulacao X
estd entre as melhores (quase sempre a melhor) tanto na qualidade do limite gerado quanto
no tempo gasto para obté-lo, mas frequentemente o problema inteiro nao é resolvido no tempo
limite.

Como podera ser observado nas tabelas e gréaficos a seguir, quando analisamos a relaxacao,

nao ha uma clara relacao de dominancia entre X e Y. Para infinitos processadores e para
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m = |w(<)/2], as duas sdo compardveis. A relaxac¢ao de X supera Y nos casos onde dividimos
a largura por 4 e 8, mas, como mencionado, 0 mesmo nao se repete com o problema inteiro.
A Formulacao Y se coloca como intermedidria entre X e Z do ponto de vista inteiro.

Assim como Y, as experiéncias com Y. nao estabelecem uma dominancia sobre X,
levando-se em consideracao a relaxacao. Porém, diferentemente de Y, a Formulacao Y,.s
consegue valores de makespan na relaxacao mais comparaveis a X, embora se mantenha o
comportamento de Y observando o tempo. De fato, Y,.; se sobressai em relacao a Y, princi-
palmente quando restringimos o niimero de processadores.

A formulacao que obteve os melhores resultados de forma unanime foi a Formulacao Z,
batendo todas as outras formulagoes (X, Y e Y,.r) na maior parte das instancias e sendo
comparavel ao melhor resultado obtido nas instancias em que nao alcancou resultado unanime.
O tnico teste onde houve alguma dominancia de outra formulacao foi no teste do problema
relaxado e m = |w(=<)/8], onde X apresentou uma leve superioridade. Vale observar que o
valor da relaxacao obtido pelas duas neste teste foi comparavel.

A Formulagao Z.,, também obteve resultados expressivos, se comparando a Z em algumas
instancias, nos testes com o problema inteiro. A inclusao dos cortes gerados durante a solucao
da relaxacao foi muitas vezes util para a resolugao do problema inteiro. Entretanto, o esforco
demandado para a obtencao das restricoes violadas durante a relaxacao raramente levou a
uma reducao no tempo total gasto para resolver o problema. A relaxacao de Z.,,, em varios
casos, consome um tempo bem superior ao da relaxacao de Z.

Isto posto, concluimos que a melhor opcao de resolucao é a Formulagao Z, seja com infinitos
processadores ou com um nimero restrito. Além de possuir uma relaxacao linear de qualidade,
o tempo total gasto para resolver o problema ¢, em geral, baixo.

Seguem os graficos e as tabelas detalhados:
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5.2 ESTUDO COMPARATIVO COMPUTACIONAL

95

DAG P LP X LP Y LP Y Ref LP Z LP 7 Exp LP Xt LP Y ¢ LP Y Ref t TP Z ¢t LP Z Bxp t
FAMI1.dag 10 9,5 9,33333 9,5 9,5 9,5 0,00358 | 0,025403 0,010212 0,002821 0,004428
FAMI2.dag 11 | 10,1515 | 10,0123 10,5 10,3333 10,5 0,004141 | 0,028406 0,0181 0,00338 0,00916
FAMI3.dag 12 12 12 12 12 12 0,003271 | 0,021348 0,013585 0,002925 0,004845
FAMI14.dag 11 10 10 10,125 10,125 10,125 0,004374 | 0,030023 0,017346 0,003356 0,009082
FAMI5.dag 10 10 10 10 10 10 0,003286 | 0,007466 0,01174 0,002412 0,004025
FAMI6.dag 10 10 10 10 10 10 0,003275 | 0,014278 0,008615 0,002599 0,00403
FAMI17.dag 10 10 10 10 10 10 0,003985 | 0,016987 0,014324 0,002633 0,004269
FAMI8.dag 11 11 11 11 11 11 0,00356 | 0,019802 0,0125 0,003083 0,004917
FAMI9.dag 10 10 9,33333 10 10 10 0,003319 | 0,022156 0,01129 0,002515 0,004061
FAM21.dag 3 7.3 7,25 7.4 7.4 7.4 0,004008 | 0,007774 0,009181 0,002145 0,005416
FAM22.dag 11 | 10,0313 10 10,1818 10,1818 10,2 0,004445 | 0,011946 0,014663 0,002735 0,007013
FAM23.dag 7 7 7 7 7 7 0,003854 | 0,004994 0,003615 0,001438 0,002281
FAM24.dag 10 10 9,16667 10 10 10 0,003696 | 0,007671 0,005642 0,001848 0,002988
FAMZ25.dag 3 8 3 3 8 8 0,004191 | 0,009831 0,004098 0,001832 0,002942
FAM26.dag 10 10 10 10 10 10 0,003023 | 0,006539 0,004764 0,001866 0,003403
FAM27.dag 7 7 7 7 7 7 0,003197 | 0,003827 0,005918 0,001395 0,002221
FAM28.dag 9 9 9 9 9 9 0,003875 | 0,010066 0,004258 0,001989 0,003175
FAMZ29.dag 3 8 3 3 8 8 0,003647 | 0,005546 0,004301 0,001527 0,002473
FAMB31.dag 11 | 10,2143 10,125 10,3333 10,3333 10,3333 0,01316 | 0,092371 0,038612 0,004079 0,011656
FAM32.dag 12 11,5 11,1667 11,8333 11,75 11,8333 0,012219 | 0,047664 0,044243 0,00514 0,027162
FAM33.dag 12 12 12 12 12 12 0,009475 | 0,023185 0,040336 0,003324 0,005451
FAMB34.dag 10 10 9 10 10 10 0,011007 | 0,030396 0,011318 0,00299 0,004862
FAMB35.dag 11 10,5 10,3 10,75 10,75 10,8 0,010036 | 0,040013 0,052737 0,003842 0,010584
FAM36.dag 10 9,625 9,33333 9,66667 9,66667 9,66667 0,011921 | 0,032624 0,022832 0,003859 0,010179
FAM37.dag 11 10,5 10,5 10,5 10,5 10,5 0,011182 | 0,034963 0,021774 0,003267 0,005246
FAMB38.dag 13 12,25 12,0526 12,3333 12,3333 12,3333 0,010078 | 0,039264 0,035213 0,004347 0,006695
FAM39.dag 0 | 8,44444 | 8,33333 8,66667 8,66667 3,66667 0,01003 | 0,023893 0,019213 0,003211 0,004922
FAMA1.dag 13 13 13 13 13 13 0,008671 | 0,04249 0,109294 0,006775 0,010675
FAMA2.dag 11 11 11 11 11 11 0,009932 | 0,045793 0,072676 0,005135 0,008389
FAM43.dag 12 12 12 12 12 12 0,009787 | 0,075345 0,09643 0,0073 0,011434
FAM44.dag 12 12 12 12 12 12 0,010627 | 0,066743 0,123684 0,008686 0,024542
FAMA5 dag 12 12 12 12 12 12 0,008734 | 0,018217 0,131029 0,006201 0,00993
FAM46.dag 13 13 13 13 13 13 0,008204 | 0,034874 0,03319 0,006842 0,009907
FAMA7.dag 14 13 13 13,25 13,25 13,25 0,000248 | 0,057721 0,08505 0,008708 0,013021
FAMA8.dag 5 15 15 5 15 15 0,009661 | 0,097829 0,070953 0,000814 0,014683
FAMA9.dag 14 14 14 14 14 14 0,008953 | 0,04795 0,08865 0,008542 0,027748
FAMb1.dag 13 13 12,5 13 13 13 0,024557 | 0,041554 0,054287 0,005923 0,00936
FAMb52.dag 15 14,25 14,1111 14,3333 14,3333 14,3333 0,033391 | 0,071076 0,076979 0,007159 0,011593
FAMb53.dag 16 | 15,3889 15 15,2857 15,28 15,5 0,033425 | 0,069157 0,074934 0,010402 0,063742
FAMb54.dag 11 11 11 11 11 11 0,012603 | 0,017827 0,019736 0,005233 0,007514
FAMb5.dag 10 10 9,25 10 10 10 0,050618 | 0,040651 0,068768 0,004666 0,013453
FAMD56.dag 14 14 14 14 14 14 0,023674 | 0,056562 0,068103 0,005549 0,00929
FAMG57. dag 11 11 11 11 11 11 0,012749 | 0,021383 0,03209 0,005127 0,008052
FAM5S.dag 12 12 12 12 12 12 0,026705 | 0,043405 0,07014 0,007271 0,010163
FAM59.dag 12 11,5 11,3333 11,6667 11,5 11,6667 0,035395 | 0,045617 0,060063 0,006513 0,023738
FAMG61.dag 11 | 10,3333 10,2 10,5 10,5 10,5 0,041338 | 0,049153 0,07256 0,007819 0,020193
FAMG62.dag 15 14,25 14,125 14,3333 14,3333 14,3333 0,041211 | 0,06308 0,078133 0,008217 0,013027
FAMG63.dag 14 13,2 13 13,3333 13,2 13,3333 0,040025 | 0,069874 0,089361 0,009569 0,030734
FAMG64.dag 17 | 16,6667 | 16,1667 16,8333 17 17 0,034218 | 0,097951 0,182539 0,009533 0,017007
FAMG5.dag 13 | 12,1667 12 12,3125 12,3125 12,3125 0,042538 | 0,067747 0,14793 0,011113 0,01435
FAMG6.dag 12 | 11,1503 11 11,2273 11 11,2667 0,046554 | 0,079058 0,088002 0,009853 0,050764
FAMG67.dag 18 | 17,0769 17 17,1429 17,1429 17,1667 0,036847 | 0,116612 0,130318 0,012843 0,032417
FAMG68.dag 13 12,375 12,25 12,6667 12,6667 12,6667 0,042821 | 0,05792 0,076021 0,008586 0,011575
FAMGO.dag i3 12,5 12,3333 12,5 12,5 12,5 0,037928 | 0,050581 0,071638 0,007642 0,011777
FAM71.dag 16 15,5 15 15,75 15,75 15,75 0,042446 | 0,104114 0,143961 0,010223 0,018398
FAMY72.dag T4 | 13,4808 13 13,6667 13,6667 13,6667 0,04722 | 0,183974 0,198128 0,014383 0,057225
FAM73.dag 13 12,125 12,0303 12,125 12 12,1667 0,047852 | 0,137988 0,118942 0,008537 0,031326
FAMY74.dag 14 13,5 13,1667 13,6667 13,6667 13,6667 0,050747 | 0,085889 0,131551 0,011923 0,052884
FAM75.dag 15 15 15 15 15 15 0,019603 | 0,061842 0,069562 0,007997 0,011633
FAMY76.dag 14 | 13,5263 13,25 13,75 13,5 13,75 0,047983 | 0,123768 0,120645 0,010667 0,055284
FAMY77.dag 10 10 10 10 10 10 0,020525 | 0,05507 0,062483 0,005284 0,009567
FAM78.dag 15 15 15 15 15 15 0,04216 | 0,062094 0,10476 0,007353 0,01362
FAM79.dag 13 | 12,4286 12,125 12,5 12,5 12,5 0,048814 | 0,087675 0,170075 0,009293 0,013541
FAMI110.dag | 12 12 11,1667 12 12 12 0,003637 | 0,022879 0,010659 0,002809 0,004689
FAM210.dag | 10 | 9,08333 9 9,5 9,5 9,5 0,004634 | 0,012896 0,011697 0,002521 0,006483
FAM310.dag | 13 13 13 13 13 13 0,009494 | 0,030172 0,047498 0,004049 0,006446
FAMA410.dag | 11 1 11 1 1 11 0,009909 | 0,034676 0,065781 0,006775 0,009209
FAM510.dag | 11 11 11 11 11 11 0,01255 | 0,027637 0,03242 0,004619 0,007519
FAMG610.dag | 14 13,5 13,3333 13,5 13,5 13,5 0,035505 | 0,065918 0,08459 0,007566 0,013145
FAM710.dag | 12 12 12 12 12 12 0,034023 | 0,046642 0,049129 0,006931 0,0111

Tabela 5.1: Testes da relaxagao linear com

Aleatérias 1

infinitos processadores - Grupo de Instancias




5.2 ESTUDO COMPARATIVO COMPUTACIONAL

96

DAG jig LP X LD Y IP Y Ref | LP Z LD Z Exp IP X t P Y t LD Y Ref t IP Z ¢t LD Z Exp t
r1.dag 13 12,75 12,5 12,8333 13 13 0,002193 | 0,143966 0,232569 0,022885 0,034181
12.dag i3 13 12,5 13 13 13 0,048562 | 0,129737 0,398211 0,017745 0,031848
ranl.dag 15 | 13,1786 13 14,25 14,25 14,25 0,102783 | 0,579066 0,522882 0,026715 0,051771
ran2.dag 13 | 12,4167 | 12,1818 12,5 12,5 12,5 0,031615 | 0,121082 0,109596 0,013169 0,026943
ran3.dag 14 | 13,1944 12,5 13,9 13,75 13,9 0,118169 1,17529 1,669495 0,045647 0,152704
rand.dag 15 14 13,5 14,25 14,25 14,25 0,058836 | 0,273426 0,575851 0,026955 0,119335
ranb.dag 9 9 8,5 9 9 9 0,008773 | 0,084741 0,046968 0,006863 0,012008
ran6.dag 9 | 8,33333 | 8,33333 9 9 9 0,331315 | 0,094421 0,069006 0,010512 0,016912
ran7.dag 11 10,6 10,5 11 11 11 0,750145 | 0,732242 0,344612 0,029297 0,046209
ran8.dag 11 11 10,5 11 11 11 0,450122 | 0,624031 0,821984 0,023567 0,038907
ran9.dag 3 7 7 7.5 7.5 75 0,077018 | 0,043754 0,031119 0,00452 0,007212
rani0.dag | 18 7 16,1667 17,25 17,25 17,25 0,609853 | 2,339317 1,465394 0,090041 0,281206
ranll.dag | 18 | 17,3763 | 17,0667 17,7222 17,625 17,75 6,848749 | 11,281775 30,856796 0,2447 2,535573
rani2.dag | 17 17 16,5 17 17 17 0,998688 | 0,980343 0,601894 0,05132 0,069282
rani3.dag | 10 10 10 10 10 10 0,457924 | 0,192791 0,237536 0,018325 0,032307
ranid.dag | 16 15 145 15,25 15,25 15,25 2,057157 1,207788 2,240204 0,040626 0,070565
ranib.dag | 15 14 13,0833 14,25 14,25 14,25 0,111132 | 0,756925 1,295119 0,044208 0,065129
rani6.dag | 11 10 10 11 11 11 0,18581 0,321794 0,163163 0,012871 0,025411
rani7.dag | 21 21 21 21 21 21 7,006567 | 10,287749 13,121271 0,196289 0,631764
ranis.dag | 15 14 13,5 14,25 14,25 14,25 0,468594 | 1,011277 2,122386 0,056017 0,267718
rani9.dag | 11 10,5 10,5 11 11 11 0,118044 0,11661 0,138539 0,010836 0,021141
ran20.dag | 9 9 9 9 9 9 0,126231 0,109445 0,147244 0,010939 0,018332

Tabela 5.2: Testes

Aleatérias 2

da relaxacao linear com infinitos processadores - Grupo de Instancias

DAG i) LD X LD Y LP Y Ref LD Z LD Z Exp P X t LD Y ¢t IP Y Ref t LD Zt LD Z Exp t
arv2.dag 5 | 4,33333 | 4,33333 5 5 5 0,00134 | 0,001441 0,001141 0,000837 0,000935
bin3.dag 5 5 3,5 5 5 5 0,001051 | 0,001142 0,000949 0,000733 0,001144
bind.dag 7 7 15 7 7 7 0,001811 | 0,002568 0,002029 0,000987 0,001647
binb.dag 9 9 5,5 9 9 9 0,003673 | 0,006746 0,00387 0,001419 0,002277
bin6.dag 11 11 6,5 11 11 11 0,021866 | 0,040229 0,00873 0,002822 0,004683
bin7.dag 13 13 7.5 13 13 13 0,067876 | 0,110441 0,033148 0,005708 0,009915
bins.dag 15 15 8,5 15 15 15 0,217607 | 0,128271 0,092668 0,01197 0,023579
bin9.dag 17 17 9,5 17 17 17 1,312532 0,3687 0,295623 0,030986 0,054225
dag3.dag 8 8 7 8 8 3 0,00128 | 0,003354 0,002252 0,000918 0,001921
dil6.dag 10 10 10 10 10 10 0,002084 | 0,003775 0,004542 0,001983 0,002999
di25.dag 13 13 13 13 13 13 0,003232 | 0,008679 0,010325 0,002918 0,003447
di36.dag 16 16 16 16 16 16 0,006757 | 0,022393 0,06906 0,003606 0,005682
di64.dag 22 22 22 22 22 22 0,030194 | 0,085949 0,395543 0,013233 0,019039
dil00.dag 28 28 28 28 28 28 0,004164 | 0,198308 0,874862 0,034061 0,047207
dildd.dag 34 34 34 34 34 34 0,193308 | 0,385544 1,572539 0,084553 0,091023
di225.dag 13 43 13 13 43 13 0,435329 | 0,852613 16,500571 0,213233 0,25534
di256.dag 16 16 16 16 16 16 0,7556257 | 1,042509 53,259754 0,336679 0,403723
di400.dag 58 58 58 58 58 58 3,219967 | 2,465255 | 189,018383 | 1,128244 1,261767
gauss.dag 10 9,5 9.5 10 10 10 0,001819 | 0,004906 0,004277 0,001941 0,003333
irrdl.dag 16 | 15,0833 15,05 15,3333 15,3333 15,4 0,008119 | 0,043737 0,066132 0,008309 0,032292
n7.dag 5 5 5 5 5 5 0,001036 | 0,001113 0,001089 0,000697 0,001107
ni3.dag 5 5 138 5 5 5 0,001496 | 0,00173 0,001624 0,00094 0,001533
tree2.dag 5 4 4 5 5 5 0,001185 | 0,000992 0,001189 0,000744 0,001016
tree3.dag 7 6 6 7 7 7 0,001938 | 0,002008 0,002717 0,0011 0,001625
treed.dag 9 3 8 9 9 9 0,003737 | 0,005606 0,006278 0,001423 0,002251
trees.dag 11 10 10 11 11 11 0,022488 | 0,032322 0,016192 0,002937 0,004795
trec6.dag 13 12 12 13 13 13 0,078461 | 0,105599 0,051861 0,006675 0,010958
tree7.dag 15 14 14 15 15 15 0,416439 | 0,169713 0,212089 0,012047 0,023885
tree8.dag 17 16 16 17 17 7 3,024415 | 0,500516 0,684607 0,032952 0,056428
celbow.dag 30 | 28,5833 | 28,3333 28,625 28,625 28,6429 0,045356 | 0,168555 0,432301 0,022119 0,063817
cstanford.dag 29 | 28,0556 28 28,3333 28,25 28,3333 0,040333 0,1594 0,290275 0,018173 0,05732
ft2-b-m.dag 15 14 14 14,2188 14 14,2258 0,462137 | 0,400352 0,584282 0,046042 | 211,018157
iterative2-b-m.dag | 14 | 13,9231 | 13,9231 13,9231 13 13,96 0,830868 | 0,145211 0,191483 0,028901 0,091804

Tabela 5.3: Testes da relaxagao linear com infinitos processadores - Grupo de Instancias

Estruturadas




5.2 ESTUDO COMPARATIVO COMPUTACIONAL

97

DAG P Z P Xt PYt TP Y Ref t P 7 t IP Z Exp t
FAMI1.dag 10 0,091801 | 0,041839 0,041731 0,00254 0,006226
FAMI2.dag 11 0,088067 | 0,044548 0,037833 0,004629 0,0115
FAMI3.dag 12 0,047897 | 0,030575 0,030776 0,002306 0,006629
FAMI4.dag 11 0,117635 | 0,058161 0,0523 0,002967 0,011311
FAMI5.dag 10 0,010592 | 0,009781 0,061194 0,001913 0,005306
FAMI6.dag 10 0,050434 | 0,017755 0,022018 0,002115 0,005384
FAMI7.dag 10 0,087997 | 0,023648 0,066907 0,002598 0,006775
FAMIS.dag 11 0,07893 | 0,034474 0,03539 0,002724 0,00924
FAMI9.dag 10 0,062587 | 0,034559 0,039944 0,002379 0,005754
FAM21.dag 3 0,104899 | 0,022786 0,039391 0,002269 0,007328
FAM22.dag 11 0,009229 | 0,046297 0,052764 0,003445 0,009263
FAM23.dag 7 0,073196 | 0,021696 0,017586 0,001708 0,003507
FAM24.dag 10 0,005493 | 0,02403 0,035321 0,001985 0,004513
FAM?25.dag 3 0,10784 | 0,036367 0,011508 0,002054 0,004516
FAMZ26.dag 10 0,030469 | 0,021195 0,023888 0,001979 0,004839
FAM27.dag 7 0,033181 | 0,005547 0,03572 0,001511 0,003306
FAM?28.dag 9 0,105807 | 0,048602 0,017029 0,002246 0,004867
FAM29.dag 3 0,065884 | 0,019222 0,022863 0,001562 0,003781
FAMB31.dag 11 0,3275562 | 0,081481 0,101248 0,006428 0,014321
FAM32.dag 12 0,26741 | 0,174661 0,005776 0,000705 0,031077
FAMB33.dag 12 0,255505 | 0,045001 0,009587 0,003247 0,009942
FAMB34.dag 10 0,352719 | 0,064848 0,06341 0,002935 0,006923
FAMB35.dag 11 0,484517 | 0,079997 0,110126 0,004221 0,013328
FAM36.dag 10 0,397246 | 0,04426 0,068229 0,004318 0,012867
FAMB37.dag 11 0,146759 | 0,052537 0,055114 0,002979 0,008043
FAMB38.dag 13 0,409655 | 0,096163 0,116597 0,004433 0,009439
FAM39.dag 9 0,282101 | 0,041801 0,074222 0,003363 0,007017
FAMA1.dag 13 0,194154 | 0,08266 0,24302 0,004808 0,013265
FAMA42.dag 11 0,366969 | 0,07284 0,17908 0,003862 0,010988
FAMA43.dag 12 0,231816 | 0,159227 0,113637 0,006378 0,015038
FAMA4.dag 12 0,293134 | 0,132939 0,289109 0,009683 0,030234
FAMA45.dag 12 0,146842 | 0,024911 0,236178 0,003392 0,012318
FAMA46.dag 13 0,123497 | 0,046615 0,061762 0,004084 0,012435
FAMA7.dag 14 0,298737 | 0,125444 0,206992 0,006081 0,016129
FAMAS.dag 5 0,307438 | 0,178848 0,089383 0,007383 0,01816
FAMA49.dag 14 0,167609 | 0,066519 0,195111 0,004691 0,03028
FAMbG1.dag 13 0,598608 | 0,14167 0,127242 0,004559 0,012584
FAMb2.dag 15 0,806174 | 0,14118 0,178282 0,006178 0,015682
FAMb3.dag 16 0,717546 | 0,19945 0,160236 0,009833 0,069843
FAMb54.dag 11 0,12884 | 0,031808 0,047994 0,003295 0,00993
FAMb5.dag 10 1,351702 | 0,087955 0,173689 0,007503 0,017211
FAMD56.dag 14 0,442363 | 0,121974 0,246621 0,004441 0,01258
FAMG7.dag 11 0,396573 | 0,054521 0,05615 0,003786 0,010656
FAMGS.dag 12 0,794121 | 0,096499 0,115755 0,006737 0,014168
FAM59.dag 12 1,052506 | 0,094516 0,104685 0,004627 0,026836
FAMG1.dag 11 1,315518 | 0,120391 0,138259 0,007928 0,024422
FAMG2.dag 15 1,463867 | 0,20189 0,262291 0,006544 0,017007
FAMG3.dag 14 0,904788 | 0,17779 0,223065 0,007425 0,034918
FAM64.dag 17 1,431743 | 0,168577 0,317545 0,008553 0,021356
FAMG65.dag 13 0,933354 | 0,174693 0,223034 0,011201 0,020716
FAMG6.dag 12 1,177914 | 0,237963 0,183081 0,01009 0,056317
FAM67.dag 18 0,077988 | 0,254243 0,29717 0,010251 0,038727
FAMG68.dag 13 1,338162 | 0,143819 0,166425 0,005984 0,015162
FAMG9.dag 13 1,150547 | 0,139844 0,183644 0,007162 0,01638
FAM71.dag 16 2,486711 | 0,184275 0,252299 0,000259 0,023158
FAM72.dag 14 1,255048 | 0,469067 0,300071 0,016146 0,063093
FAMY73.dag 13 1,187754 | 0,282615 0,29439 0,011366 0,038484
FAM74.dag 14 1,953515 | 0,234935 0,266612 0,010813 0,057887
FAM75.dag 15 0,565604 | 0,144754 0,188307 0,005592 0,015268
FAM76.dag 14 1,499333 | 0,181523 0,217571 0,009545 0,059586
FAM77.dag 10 0,568634 | 0,056603 0,228228 0,003844 0,012254
FAM78.dag 15 1,181942 | 0,180331 0,250898 0,006417 0,017525
FAM79.dag 13 1,714564 | 0,15492 0,304522 0,009619 0,018229
FAMI10.dag 12 0,045334 | 0,040275 0,045682 0,002216 0,006262
FAM?210.dag 10 0,081778 | 0,045469 0,046565 0,003065 0,008444
FAM310.dag 13 0,353486 | 0,060953 0,146703 0,005973 0,011314
FAMA10.dag 1 0,166499 | 0,045786 0,117302 0,003464 0,011435
FAMG510.dag 11 0,16693 | 0,067784 0,067595 0,003599 0,000778
FAMG610.dag 14 1,194761 | 0,199933 0,20719 0,006014 0,016706
FAM710.dag 12 0,934492 | 0,126675 0,102004 0,00503 0,016488

Tabela 5.4: Testes do problema inteiro com infinitos processadores - Grupo de Instancias

Aleatérias 1



5.2 ESTUDO COMPARATIVO COMPUTACIONAL 98

DAG P Z P X t Yt TP Y Ref t P Z¢t TP Z Bxp t
r1.dag 13 3,157527 0,272739 0,713477 0,012285 0,0423
12.dag 13 2,172162 0,200042 0,486859 0,012013 0,036385
ranl.dag 15 1,803129 0,435188 0,597121 0,01916 0,0595
ran2.dag 13 0,750693 0,173124 0,329744 0,00839 0,031165
ran3.dag 14 1,467663 1,675246 1,16302 0,041033 0,165759
rand.dag 15 2,114302 0,352573 0,485264 0,024783 0,1261
ranb.dag 9 3,010751 0,152576 0,131872 0,005052 0,015493
ran6.dag 9 13,542721 0,467442 0,237101 0,007792 0,021065
ran7.dag 11 17,293298 1,370535 0,800132 0,019957 0,056949
ran8.dag 11 18,581407 | 1,279957 0,681487 0,021282 0,047365
ran9.dag 3 0,705978 0,134793 0,109071 0,003412 0,010258
rani0.dag 8 38,820845 2,37165 1,438354 0,067373 0,298769
ranil.dag 18 - 7,430245 6,908174 0,201511 2,573828
rani2.dag 17 69,1811 2,161262 1,449702 0,037519 0,08775
rani3.dag 10 8,301297 0,41584 0,68861 0,013225 0,041121
ranid.dag 16 134,656526 | 2,141907 1,413367 0,029766 0,085298
ranlb.dag 15 5,079144 0,708992 0,851108 0,028363 0,072804
rani6.dag 11 2,355087 0,621952 0,439135 0,01004 0,031158
rani7.dag 21 277,635388 | 10,17932 5,127379 0,170874 0,67829
ranis8.dag 15 22,841573 | 0,905583 1,245834 0,032709 0,279234
ranli0.dag 11 1,438056 0,366117 0,328026 0,00814 0,025703
ran20.dag 9 5,209935 0,241612 0,237016 0,006813 0,022033

Tabela 5.5: Testes do problema inteiro com infinitos processadores - Grupo de Instancias
Aleatorias 2

DAG P Z P Xt Yt TP Y Ref t P 7t TP Z Bxp ©
arv2.dag 5 0,011008 0,005044 0,001999 0,001081 0,002011
bin3.dag 5 0,007048 0,00735 0,002497 0,001051 0,002031
bind.dag 7 0,017097 0,017731 0,008656 0,001253 0,00259
binb.dag 9 0,070918 0,125698 0,021145 0,001345 0,003628
binG.dag 11 0,316067 0,461938 0,049498 0,002048 0,007063
bin7.dag 13 1,888234 5,125019 0,12631 0,003587 0,01422
bing.dag 15 8755587 26,30281 0,31132 0,007238 0,032419
bin9.dag 7 131,138595 | 600,062012 0,841071 0,015621 0,071545
dag3.dag 8 0,012163 0,011305 0,008098 0,001163 0,003103
di16.dag 10 0,014262 0,011464 0,025715 0,002171 0,005172
di25.dag 13 0,027429 0,021996 0,059953 0,003104 0,007094
di36.dag 16 0,055858 0,052269 0,140673 0,005283 0,016507
di64.dag 22 0,19701 0,191557 0,463791 0,014719 0,046576
di100.dag 28 0,78204 0,476513 1,329965 0,027183 0,127361
dildd.dag 34 2,744347 1,096648 2,898533 0,054256 0,330957
di225.dag 13 13,530381 3,021878 6,885857 0,12135 1,33334
di256.dag 16 21,83101 1,142563 7,795472 0,154204 1,778554
di400.dag 58 108,233592 10,987562 20,745302 | 0,439668 6,888414
gauss.dag 10 0,015662 0,011401 0,014737 0,001448 0,004649
irrd1.dag 16 0,147072 0,154559 0,101112 0,010902 0,040111
n7.dag 5 0,007249 0,002529 0,00352 0,001065 0,001901
ni3.dag 5 0,012606 0,004029 0,003015 0,001145 0,002369
tree2.dag 5 0,007797 0,003606 0,002747 0,001078 0,001769
tree3.dag 7 0,023087 0,010753 0,00723 0,001293 0,002583
treed.dag 9 0,159537 0,017837 0,022148 0,00135 0,003626
treeb.dag 11 0,488801 0,124857 0,043194 0,002117 0,007157
tree6.dag 13 4,739997 0,158957 0,172979 0,00363 0,015177
tree7.dag 15 32,810634 0,29632 0,396489 0,008669 0,032393
tree8.dag 17 - 0,903585 1,060615 0,016041 0,076142
celbow.dag 30 1,32079 0,853497 0,732067 0,016788 0,073033
cstanford.dag 29 1,046224 0,269957 0,567983 0,01305 0,065821
ft2-b-m.dag 15 394,5611007 7,200583 0,832436 0,1065718 | 211,051724
iterative2-b-m.dag 14 3,144411 0,188248 0,33671 0,030766 0,099682

Tabela 5.6: Testes do problema inteiro com infinitos processadores - Grupo de Instancias
Estruturadas



5.2 ESTUDO COMPARATIVO COMPUTACIONAL 99

DAG jig LP X LP Y LP Y Ref LD Z LP Z Exp IP X ¢ IP Y ¢t LD Y Ref t IP Z ¢t LD Z Exp t
FAMI1.dag 10 10 10 10 10 10 0,006472 | 0,028249 0,02036 0,004794 0,007068
FAMI2.dag 11 | 10,1515 | 10,0123 10,5 10,3333 10,5 0,0117 0,037299 0,02135 0,005843 0,01122
FAMI3.dag 12 12 12 12 12 12 0,006413 | 0,023463 0,015613 0,0043 0,010961
FAMI4.dag 11 10 10 10,125 10,125 10,125 0,007416 | 0,020772 0,0173 0,003868 0,016748
FAMI5.dag 10 10 10 10 10 10 0,003451 | 0,008613 0,011626 0,002533 0,005734
FAMI6.dag 10 10 10 10 10 10 0,004664 | 0,013765 0,019208 0,00271 0,005745
FAM17.dag 10 10 10 10 10 10 0,008512 | 0,020954 0,02024 0,003916 0,005171
FAMIS.dag 11 11 11 11 11 11 0,009287 | 0,019456 0,035797 0,003444 0,005231
FAMI9.dag 10 10 9,33333 10 10 10 0,00585 | 0,020919 0,011574 0,003364 0,004713
FAM21.dag 8 7.3 7,25 7.4 74 7,41176 0,006527 | 0,010161 0,012857 0,002842 0,013212
FAM22.dag 11 | 10,0313 10 10,1818 10,1818 10,2 0,009493 | 0,016225 0,019093 0,005162 0,012127
FAM23.dag 7 7 7 7 7 7 0,008432 | 0,005735 0,004231 0,00176 0,006172
FAM?24.dag 10 10 9,16667 10 10 10 0,006719 | 0,010288 0,006786 0,002418 0,004627
FAM25.dag 8 8 8 8 8 8 0,007106 | 0,009646 0,004162 0,004094 0,004464
FAM26.dag 10 10 10 10 10 10 0,004249 | 0,006248 0,004827 0,002388 0,004668
FAMZ27.dag 7 7 7 7 7 7 0,006083 | 0,007659 0,00693 0,003749 0,005227
FAM28.dag 9 9 9 9 9 9 0,008617 | 0,011047 0,004308 0,003312 0,005517
FAM29.dag 3 3 3 8 3 B 0,009687 | 0,005148 0,004911 0,002171 0,003853
FAMB31.dag 11 | 10,2143 10,125 10,3333 10,3333 10,3333 0,041462 | 0,069743 0,047171 0,005843 0,022511
FAMB32.dag 12 11,5 11,1667 11,8333 11,75 11,8333 0,025514 | 0,051662 0,049453 0,012133 0,053641
FAM33.dag 12 12 12 12 12 12 0,030348 | 0,025516 0,039673 0,004037 0,011444
FAM34.dag 10 10 9 10 10 10 0,031533 | 0,035679 0,016806 0,003878 0,010338
FAM35.dag 11 10,5 10,3 10,75 10,75 10,8 0,021385 | 0,047255 0,043296 0,00687 0,016424
FAM36.dag 10 9,625 9,33333 9,66667 9,66667 9,66667 0,029038 | 0,033923 0,029879 0,006393 0,023336
FAM37.dag 11 10,5 10,5 10,5 10,5 10,5 0,022976 | 0,032921 0,02411 0,003982 0,006039
FAMB3S8.dag 13 12,25 12,0526 12,3333 12,3333 12,3333 0,0157 0,036493 0,047196 0,006262 0,016162
FAMB39.dag 9 | 8,44444 | 8,33333 8,66667 8,66667 8,66667 0,025424 | 0,023181 0,021059 0,004809 0,006523
FAMA41.dag 13 13 13 13 13 13 0,020955 | 0,044225 0,10818 0,009215 0,013357
FAMA42.dag 11 11 11 11 11 11 0,021325 | 0,045403 0,07061 0,008045 0,020528
FAM43.dag 12 12 12 12 12 12 0,019024 | 0,06182 0,081512 0,012132 0,0355
FAM44.dag 12 12 12 12 12 12 0,018593 | 0,071262 0,128117 0,014511 0,035777
FAMA5.dag 12 12 12 12 12 12 0,024852 | 0,02047 0,099652 0,006781 0,01076
FAMA46.dag 13 13 13 13 13 13 0,01381 | 0,032397 0,034854 0,008237 0,012367
FAMA47.dag 14 13 13 13,25 13,25 13,25 0,014891 | 0,065609 0,098923 0,01223 0,0509
FAMA48.dag 15 15 15 15 15 15 0,017193 | 0,100593 0,079613 0,017037 0,044936
FAMA9.dag 14 14 14 14 11 11 0,019493 | 0,050238 0,097646 0,010147 0,027492
FAMb51.dag 3 13 12,5 i3 13 13 0,050408 | 0,055381 0,052914 0,009737 0,01338
FAM52.dag 15 14,25 14,1111 14,3333 14,3333 14,3333 0,060271 | 0,072333 0,078438 0,016548 0,020609
FAMb3.dag 16 | 15,3889 15 15,2857 15,28 15,5 0,098462 | 0,073596 0,094522 0,020314 0,049102
FAMb4.dag 11 11 11 11 11 11 0,031452 | 0,022482 0,020085 0,007299 0,009366
FAMb55.dag 10 10 9,25 10 10 10 0,097815 | 0,086066 0,114313 0,018089 0,046202
FAM56.dag 14 14 14 14 14 14 0,045131 | 0,050936 0,078419 0,008764 0,013208
FAMb57.dag 11 11 11 11 11 11 0,040643 | 0,025227 0,031011 0,007472 0,010524
FAMb5S.dag 12 12 12 12 12 12 0,048682 | 0,038642 0,059834 0,014178 0,052785
FAMG9.dag 12 11,5 11,3333 11,6667 11,5 11,6667 0,079453 | 0,049719 0,065348 0,013432 0,030807
FAM61.dag 11 | 10,3333 10,2 10,5 10,5 10,5 0,067422 | 0,067466 0,070163 0,014778 0,040326
FAM62.dag 15 14,25 14,125 14,3333 14,3333 14,3333 0,057478 | 0,065297 0,078811 0,018319 0,05128
FAMG63.dag 14 13,2 13 13,3333 13,2 13,3333 0,06001 | 0,069253 0,096061 0,017567 0,073862
FAMG64.dag 17 | 16,6667 | 16,1667 16,8333 17 17 0,064177 | 0,09561 0,202336 0,021347 0,150758
FAMG5.dag 13 | 12,1667 12 12,3125 12,3125 12,3125 0,065576 | 0,076829 0,152874 0,029761 0,094069
FAMG6.dag 12 | 11,1503 11 11,2273 11 11,2667 0,105045 | 0,081349 0,11617 0,024096 0,183127
FAMG67.dag 18 | 17,0769 17 17,1429 17,1429 17,1667 0,076104 | 0,104989 0,150451 0,032058 0,146149
FAMGS.dag 13 12,375 12,25 12,6667 12,6667 12,6667 0,063739 | 0,052331 0,094428 0,016775 0,114562
FAM69.dag 13 12,5 12,3333 12,5 12,5 12,5 0,06174 | 0,049374 0,080424 0,016507 0,083641
FAM71.dag 16 15,5 15 15,75 15,75 15,75 0,071298 | 0,114245 0,138142 0,020367 0,063353
FAM?72.dag 14 | 13,4808 13 13,6667 13,6667 13,6667 0,180173 | 0,167968 0,183623 0,030054 0,150303
FAM73.dag 13 12,125 12,0303 12,125 12 12,1667 0,082434 | 0,134194 0,161381 0,017041 0,101295
FAM74.dag 14 13,5 13,1667 13,6667 13,6667 13,6667 0,127746 | 0,111471 0,151218 0,026094 0,089526
FAM?75.dag 15 15 15 15 5 15 0,052313 | 0,050457 0,058991 0,013842 0,035621
FAMY76.dag 14 | 13,5263 13,25 13,75 13,5 13,75 0,105779 | 0,127969 0,135753 0,019692 0,101835
FAM77.dag 10 10 10 10 10 10 0,068175 | 0,052269 0,088219 0,007719 0,013197
FAMY78.dag 5 15 15 5 15 15 0,073504 | 0,063929 0,117459 0,019604 0,152897
FAM?79.dag 13 | 12,4286 12,125 12,5 12,5 12,5 0,083186 | 0,079346 0,150095 0,020794 0,024232
FAMI110.dag | 12 12 11,1667 12 12 12 0,004925 | 0,026275 0,0288 0,00417 0,00504
FAM210.dag | 10 | 9,08333 9 9,5 9,5 9,5 0,007573 | 0,011974 0,009591 0,003813 0,010992
FAM310.dag | 13 13 13 13 13 13 0,019181 | 0,031721 0,053386 0,004544 0,018932
FAMA410.dag | 11 11 11 11 11 11 0,020724 | 0,040236 0,06917 0,007646 0,010189
FAMb510.dag | 11 11 11 11 11 11 0,03739 | 0,030102 0,034991 0,008708 0,010459
FAMG610.dag | 14 13,5 13,3333 13,5 13,5 13,5 0,061201 | 0,075218 0,082301 0,016048 0,044614
FAM710.dag | 12 12 12 12 12 12 0,073789 | 0,045009 0,057795 0,010201 0,014101

Tabela 5.7: Testes da relaxacao linear com m = |w(<)/2] - Grupo de Instancias Aleatérias 1



5.2 ESTUDO COMPARATIVO COMPUTACIONAL 100
DAG P LP X LPY LP Y Ref LP Z LP Z Exp LP X t LPY t LP Y Ref t LP Zt LP Z Exp t
rl.dag 13 12,75 12,5 12,8333 13 13 0,21014 0,141327 0,707117 0,026052 0,037797
r2.dag 13 13 12,5 13 13 13 0,114352 0,173739 0,387377 0,024365 0,068936
ranl.dag 15 13,1786 13 14,25 14,25 14,25 0,202576 0,926224 0,54276 0,056606 0,22513
ran2.dag 13 12,4167 12,1818 12,5 12,5 12,5 0,054665 0,105979 0,156388 0,02067 0,03046
ran3.dag 14 13,1944 12,5 13,9 13,75 13,9 0,373551 2,051527 2,533475 0,352284 1,168632
ran4.dag 15 14 13,5 14,25 14,25 14,25 0,084621 0,546461 0,690045 0,056209 0,298534
ranb.dag 9 9 8,5 9 9 9 0,440476 0,091415 0,055203 0,013996 0,053487
ran6.dag 9 8,33333 8,33333 9 9 9 0,552196 0,112347 0,070584 0,02077 0,079649
ran7.dag 11 10,6 10,5 11 11 11 1,176184 1,289709 0,295586 0,107376 0,691934
ran8.dag 11 11 10,5 11 11 11 0,761324 0,858696 2,587605 0,10092 0,35023
ran9.dag 8 7 7 7,5 7,5 7,5 0,197623 0,046597 0,033709 0,009005 0,031932
ranlO.dag 18 17 16,1667 17,2 17,25 17,25 5,984773 5,203031 0,991406 0,515006 5,513443
ranll.dag 18 17,3763 17,0667 17,7222 17,625 17,75 26,132651 23,016495 87,15024 1,349354 28,221585
ranl2.dag 17 17 16,5 17 17 17 2,38772 3,694098 0,525199 0,173431 1,020059
ranl3.dag 10 10 10 10 10 10 3,5684274 0,271172 0,635627 0,036026 0,096572
ranl4.dag 16 15 14,5 15,25 15,25 15,25 2,596047 2,652117 5,525827 0,138256 2,332949
ranlb.dag 15 14 13,0833 14,25 14,25 14,25 0,264256 1,395815 1,233104 0,075431 0,419446
ranl6.dag 11 10 10 11 11 11 0,343007 0,372179 0,193278 0,027931 0,068749
ranl7.dag 21 21 21 21 21 21 10,171253 24,546768 30,474115 0,566816 14,186885
ranl8.dag 15 14 13,5 14,25 14,25 14,25 0,821659 2,229791 3,225759 0,135286 1,27924
ranl9.dag 11 10,5 10,5 11 11 11 0,211437 0,194768 0,086755 0,020405 0,055626
ran20.dag 9 9 9 9 9 9 0,296007 0,127117 0,151116 0,015952 0,047502

Tabela 5.8: Testes da relaxagao linear com m = |w(<)/2] - Grupo de Instancias Aleatérias 2

DAG jig) LP X IP Y LP Y Ref LP Z LP Z Exp IP Xt IPY ¢t LP Y Ref t P Zt LP Z Exp ¢t
arv2.dag 6 6 6 6 6 6 0,00153 0,001466 0,001749 0,001177 0,001706
bin3.dag 5 5 3,5 5 5 5 0,001355 | 0,001092 0,001302 0,000794 0,001195
bind.dag 7 7 15 7 7 7 0,003776 | 0,002536 0,001748 0,001355 0,001991
binb.dag 9 9 5,5 9 9 9 0,006785 | 0,006464 0,004188 0,002257 0,003537
bin6.dag 11 11 6,5 11 11 11 0,132422 | 0,057474 0,0147 0,003177 0,005114
bin7.dag 13 13 7.5 i3 13 i3 0,226714 | 0,118638 0,067536 0,010381 0,015101
bin8.dag 15 15 8,5 15 15 15 2,734692 0,16146 0,198655 0,022212 0,032316
bin9.dag 17 17 9,5 17 17 17 19,060061 | 0,368938 0,617652 0,05048 0,071089
dag3.dag 8 3 8 3 3 3 0,002763 | 0,002598 0,002985 0,001491 0,001994
di16.dag 10 10 10 10 10 10 0,003539 | 0,004191 0,004232 0,002065 0,003089
di25.dag 15 15 15 15 15 15 0,007837 | 0,026792 0,022808 0,004875 0,005812
di36.dag 16 16 16 16 16 16 0,015216 0,02817 0,062122 0,004034 0,007968
di64.dag 22 22 22 22 22 22 0,108165 | 0,113342 0,329893 0,016518 0,022552
di100.dag 28 28 28 28 28 28 0,803546 | 0,346494 1,552071 0,039096 0,051873
dildd.dag 34 34 34 34 34 34 2,533046 | 0,512348 1,453031 0,091265 0,124668
di225.dag a5 13 13 13,4072 13,4072 13,4072 12,54887 1,87243 376,923213 | 0,886632 0,919533
di256.dag 16 16 16 16 16 16 12,578372 1,31151 88,922095 0,436269 0,490915
di400.dag 58 58 58 21,407983 58 58 65,801433 | 3,454256 | 603,166599 1,62753 1,724035
gauss.dag 10 10 9,5 10 10 10 0,003704 | 0,005208 0,004273 0,002373 0,003747
irrdl.dag 16 | 15,0833 15,05 15,3333 15,3333 15,4 0,025597 | 0,047647 0,057465 0,012597 0,067503
n7.dag 5 5 5 5 5 5 0,001161 | 0,001301 0,00102 0,000999 0,001342
nis.dag 5 5 138 5 5 5 0,002352 0,00181 0,001369 0,00124 0,001828
tree2.dag 5 5 5 5 5 5 0,001165 | 0,001061 0,000849 0,000887 0,001142
tree3.dag 7 6 6 7 7 7 0,003141 | 0,002825 0,001885 0,001555 0,002116
treed.dag 9 8 8 9 9 9 0,007161 | 0,009535 0,005487 0,002979 0,004293
treeb.dag 11 10 10 11 11 11 0,15172 0,047216 0,016685 0,006591 0,008575
tree6.dag 13 12 12 13 13 13 0,155705 | 0,126802 0,075542 0,029233 0,038744
tree?.dag 15 14 14 15 15 15 0,674318 | 0,224388 0,265897 0,090375 0,101188
tree8.dag 17 16 16 17 17 17 4,910372 | 0,459949 0,754988 0,32119 0,341209
celbow.dag 30 | 28,5833 | 28,3333 28,625 28,625 28,6429 0,112846 | 0,204168 0,380534 0,042373 0,113857
cstanford.dag 29 | 28,0556 28 28,3333 28,25 28,3333 0,068706 | 0,171376 0,272063 0,017615 0,156544
fit2-b-m.dag 16 16 16 16 16 16 4,299853 0,59909 0,739812 0,063042 67,762582
iterative2-b-m.dag | 24 24 24 24 24 24 1,207406 0,95908 0,845734 0,105005 0,283107

Tabela 5.9: Testes da relaxacao linear com m = |w(=<)/2] - Grupo de Instancias Estruturadas




5.2 ESTUDO COMPARATIVO COMPUTACIONAL 101

DAG P Z Xt Yt TP Y Ref t P Z¢t TP Z Exp t
FAMI1.dag 10 0,39476 0,06776 0,085902 0,014311 0,023278
FAMIZ.dag 1 0,158704 | 0,052801 0,053401 0,009644 0,021835
FAMI3.dag 12 0,04511 | 0,029878 0,03807 0,00384 0,019299
FAMI14.dag 11 0,172024 | 0,061335 0,054713 0,01127 0,0277
FAMI5.dag 10 0,019297 | 0,013579 0,065197 0,004191 0,008996
FAMIG.dag 10 0,081817 | 0,021244 0,0603 0,003327 0,011345
FAMI17.dag 10 0,135333 | 0,029378 0,06397 0,00474 0,012503
FAMIS.dag 11 0,12436 0,03996 0,085233 0,008831 0,017481
FAMI9.dag 10 0,181022 | 0,036343 0,035153 0,006436 0,013509
FAM21.dag 8 0,141499 | 0,032086 0,054001 0,007677 0,019687
FAM22.dag 11 0,19922 | 0,054665 0,072102 0,011021 0,023329
FAM?23.dag 7 0,119847 | 0,022529 0,019987 0,005148 0,013217
FAMZ24.dag 10 0,158197 | 0,03372 0,038236 0,007772 0,009786
FAM25.dag 8 0,188528 | 0,035199 0,012539 0,011847 0,012613
FAM26.dag 10 0,033160 | 0,020448 0,029104 0,003209 0,007023
FAM27.dag 7 0,395925 | 0,047889 0,042157 0,009655 0,013142
FAM28.dag 9 0,149027 | 0,062276 0,020162 0,014638 0,016051
FAM29.dag 8 0,111876 | 0,026155 0,026931 0,00416 0,009848
FAMB31.dag 11 0,532481 | 0,099305 0,124557 0,024777 0,038483
FAMB32.dag 12 0,931241 | 0,208132 0,139696 0,033656 0,078853
FAMB33.dag 12 0,344508 | 0,057654 0,089861 0,006873 0,023129
FAM34.dag 10 0,790278 | 0,088854 0,079274 0,016213 0,024008
FAMB35.dag 1 0,651895 | 0,107636 0,125512 0,020707 0,037999
FAM36.dag 10 0,480797 | 0,059582 0,083477 0,018632 0,038699
FAMB37.dag 11 0,300355 | 0,062561 0,065095 0,004147 0,011964
FAMB38.dag 13 0,631166 | 0,073765 0,152575 0,02213 0,02453
FAM39.dag 9 0,453654 | 0,047658 0,104516 0,010017 0,012678
FAMA41.dag 13 0,362856 | 0,111268 0,255221 0,019222 0,027487
FAMA2.dag 11 0,527577 | 0,075247 0,221856 0,006211 0,02955
FAMA43.dag 12 0,627629 | 0,179231 0,171275 0,028488 0,043606
FAM44.dag 12 0,809576 | 0,175728 0,276487 0,02784 0,052981
FAMA45.dag 12 0,247528 | 0,02947 0,201074 0,008295 0,019825
FAMA6.dag 13 0,261962 | 0,049477 0,079755 0,011386 0,021819
FAMA7.dag 14 0,683404 | 0,13263 0,239479 0,014294 0,068377
FAMA48.dag 15 0,665834 | 0,207225 0,10699 0,04442 0,072291
FAMA9.dag 11 0,292900 | 0,079253 0,212487 0,000677 0,04336
FAMb1.dag 13 1,045705 | 0,148142 0,137016 0,025973 0,035927
FAMG2.dag 15 1,234683 | 0,154905 0,226272 0,023694 0,048347
FAMG3.dag 16 1,720844 | 0,158161 0,1757 0,032114 0,071656
FAMb4.dag 11 0,32992 | 0,036009 0,053228 0,007829 0,015104
FAMb5.dag 10 1,593298 | 0,301619 0,174671 0,047602 0,078654
FAMG56.dag 14 0,618279 | 0,114462 0,342405 0,007474 0,02906
FAMb7.dag 11 0,609007 | 0,073172 0,077811 0,017326 0,024056
FAMbS.dag 12 1,264995 | 0,106826 0,154816 0,029975 0,068462
FAMG59.dag 12 1,44591 | 0,120127 0,158262 0,029513 0,059447
FAMG1.dag 11 2,037812 | 0,156988 0,180617 0,028777 0,059876
FAM62.dag 15 2,070053 | 0,193983 0,284423 0,047976 0,060884
FAM63.dag 14 1,147037 | 0,213739 0,269247 0,045879 0,087538
FAMG4.dag 17 2,862713 | 0,183678 0,432573 0,023527 0,165887
FAMG5.dag 13 2,135611 | 0,297076 0,376011 0,055062 0,121282
FAMG66.dag 12 3,547954 | 0,237961 0,205612 0,039492 0,213897
FAM67.dag 18 1,468593 | 0,309414 0,34952 0,047119 0,18208
FAMGS.dag 13 1,718514 | 0,160589 0,23069 0,034657 0,145001
FAMG69.dag 13 2,468648 | 0,137949 0,221248 0,030742 0,106947
FAM71.dag 6 3,060768 | 0,191254 0,292553 0,057085 0,102881
FAM?72.dag 14 2,285718 | 0,455594 0,358072 0,087192 0,206492
FAMY73.dag 13 3,665315 | 0,324763 0,386874 0,077293 0,124277
FAM74.dag 14 3,573749 | 0,205581 0,310483 0,045449 0,126037
FAM75.dag 15 1,690716 | 0,150158 0,207435 0,04063 0,065323
FAMY76.dag 14 3,069078 | 0,185327 0,257679 0,046954 0,127472
FAM77.dag 10 0,807318 | 0,064705 0,274528 0,006228 0,018882
FAMY78.dag 5 1,815011 | 0,215089 0,268193 0,050967 0,177677
FAMY79.dag i3 4,47043 | 0,182247 0,356786 0,046949 0,05716
FAMI110.dag 12 0,073908 | 0,042539 0,056639 0,003611 0,013699
FAM210.dag 10 0,196366 | 0,042755 0,056929 0,015284 0,02184
FAM310.dag i3 0,598222 | 0,060382 0,156354 0,014588 0,032223
FAMA410.dag 11 0,220037 | 0,056897 0,160671 0,009731 0,019379
FAM510.dag 11 0,500516 | 0,083899 0,006854 0,014276 0,02413
FAMG610.dag 14 2,43977 | 0,193692 0,221994 0,04353 0,080155
FAM?710.dag 12 1,519712 | 0,082393 0,128483 0,019417 0,03391

Tabela 5.10: Testes do problema inteiro com m = |w(<)/2] - Grupo de Instancias Aleatérias
1
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DAG 1P 7 IP X t 1P Yt IP Y Ref t IP 7Z ¢t 1P 7Z Exp t
rl.dag 13 6,739535 0,302026 0,865481 0,02022 0,049966
r2.dag 13 4,152873 0,243674 0,550613 0,023978 0,09905
ranl.dag 15 9,910611 0,568702 0,717374 0,075282 0,243629
ran2.dag 13 1,469947 0,18265 0,415862 0,021228 0,045344
ran3.dag 14 28,008894 3,062808 1,632011 0,278714 1,326922
ran4d.dag 15 7,650089 0,408657 0,585532 0,070765 0,329319
ran5.dag 9 12,50746 0,219717 0,222901 0,048127 0,088563
ran6.dag 9 50,933572 0,511696 0,295304 0,052966 0,120767
ran7.dag 11 - 1,64488 0,994788 0,176888 0,826345
ran8.dag 11 76,931947 1,559577 1,198483 0,185923 0,448176
ran9.dag 8 6,5613521 0,134451 0,113023 0,029896 0,064598
ranl0.dag 18 600,081226 3,494185 1,608956 0,413528 5,558724
ranll.dag 18 600,495581 11,584192 17,141459 1,358473 28,811129
ranl2.dag 17 482,517286 2,757941 2,113065 0,231883 1,163651
ranl3.dag 10 229,768982 0,710768 1,036239 0,033033 0,131755
ranl4.dag 16 376,801294 2,5622785 2,60637 0,165646 2,431797
ranl5.dag 15 15,715879 0,765177 1,118955 0,084595 0,440682
ranl6.dag 11 26,700634 0,633687 0,501728 0,040085 0,150438
ranl7.dag 21 600,45585 17,207189 8,392581 1,144711 14,880345
ranl8.dag 15 71,99724 1,215163 1,346166 0,164837 1,364711
ranl9.dag 11 6,092879 0,448318 0,430102 0,016152 0,09478
ran20.dag 9 12,472415 0,230727 0,382218 0,023632 0,085152

Tabela 5.11: Testes do problema inteiro com m = [w(<)/2] - Grupo de Instancias Aleatérias
2

DAG P Z P Xt PVt TP Y Rof t P Zt TP Z Bxp t
arv2.dag 6 0,018018 0,006453 0,00765 0,005448 0,005563
bin3.dag 5 0,008558 0,006743 0,006075 0,001358 0,004299
bind.dag 7 0,023391 0,018117 0,011142 0,005085 0,007355
binb.dag 9 0,22986 0,072057 0,029203 0,008709 0,014344
bin6.dag 11 1,051851 0,296832 0,054807 0,017116 0,024247
bin7.dag 13 8,830866 3,742628 0,134445 0,034416 0,053005
bin8.dag 15 65,166976 44,791021 0,425136 0,069636 0,104395
bin9.dag 17 600,480939 | 600,049903 1,060046 0,167133 0,256051
dag3.dag 3 0,011961 0,008272 0,018342 0,003058 0,005658
dil6.dag 10 0,01492 0,000837 0,024912 0,003055 0,007701
di25.dag 15 0,10598 0,051115 0,05557 0,018277 0,022151
di36.dag 16 0,046588 0,050272 0,115864 0,012222 0,020158
di64.dag 22 0,19626 0,175149 0,462279 0,046092 0,086591
dil00.dag 28 0,785869 0,476904 1,209133 0,146417 0,301467
dildd.dag 34 2,540638 1,218334 2,198602 0,506152 0,595109
di225.dag 15 600,008010 | 600,153501 | 600,435748 | 23,410749 3,373825
di256.dag 16 21,029919 1,627172 7,532285 1,851894 2,224078
di400.dag 58 103,843418 10,975311 58 1,897076 6,066537
gauss.dag 10 0,026589 0,014424 0,016805 0,002525 0,009737
irrd1.dag 16 0,19076 0,101125 0,139745 0,035206 0,083231
n7.dag 5 0,006206 0,004471 0,003837 0,001309 0,00233
ni3.dag 5 0,0121 0,004222 0,002803 0,001473 0,004782
tree2.dag 5 0,008091 0,005599 0,004296 0,001385 0,004046
tree3.dag 7 0,029358 0,012998 0,008552 0,005398 0,007035
treed.dag 9 0,313501 0,045104 0,02766 0,011044 0,015404
trech.dag 11 1,894304 0,116142 0,057204 0,015888 0,032867
tree6.dag 13 14,421025 0,423503 0,156767 0,036132 0,09493
tree7.dag 15 600,192583 0,947877 0,403037 0,142287 0,260167
tree8.dag 17 600,317809 3,717022 0,973843 0,479568 0,846622
celbow.dag 30 2,464958 0,758648 0,890324 0,030089 0,133023
cstanford.dag 29 1,791314 0,348603 0,663223 0,014698 0,165531
ft2-b-m.dag 16 600,043315 1,98988 0,560726 0,256095 68,061916
iterative2-b-m.dag 24 600,212526 0,403635 1,171759 0,207708 0,474091

Tabela 5.12: Testes do problema inteiro com m = |w(=<)/2] - Grupo de Instancias Estrutura-
das
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DAG P LP X LPY LP Y Ref LP Z LP Z Exp LP X t LP Yt LP Y Ref t LP Zt LP Z Exp t
FAMI12.dag 16 16 15,2222 16 16 16 0,005978 0,079087 0,06663 0,030569 0,15134
FAM13.dag 16 16 14,4286 16 16 16 0,007544 0,052083 0,060245 0,015027 0,033776
FAM14.dag 15 15 14,5 15 15 15 0,00663 0,068331 0,078479 0,008221 0,010699
FAMI15.dag 15 15 15 15 15 15 0,006105 0,09354 0,112744 0,023549 0,052003
FAM16.dag 15 15 15 15 15 15 0,005876 0,045893 0,069288 0,008024 0,011313
FAMI17.dag 15 15 15 15 15 15 0,005757 0,050282 0,091225 0,007862 0,011124
FAM18.dag 16 16 16 16 16 16 0,005944 0,064523 0,067071 0,019192 0,05916
FAM19.dag 15 15 15 15 15 15 0,005914 0,047436 0,119839 0,009703 0,012527
FAM21.dag 15 15 12 15 15 15 0,006543 0,058087 0,048445 0,009402 0,02317
FAM22.dag 16 16 13,3 16 16 16 0,006289 0,070339 0,060811 0,012855 0,047058
FAM23.dag 10 10 7,8 10 10 10 0,007062 0,014192 0,010994 0,004713 0,015314
FAM24.dag 15 15 11,5 15 15 15 0,005926 0,059273 0,025147 0,008346 0,021119
FAM25.dag 11 11 8,45455 11 11 11 0,006087 0,015452 0,009732 0,004303 0,014914
FAM26.dag 15 15 11,3333 15 15 15 0,005915 0,05011 0,040649 0,009932 0,012704
FAM27.dag 15 15 9,41379 15 15 15 0,005924 0,059162 0,037947 0,013925 0,014288
FAM28.dag 15 15 11,3478 15 15 15 0,00849 0,052478 0,020433 0,011434 0,03604
FAM29.dag 15 15 13,4286 15 15 15 0,007496 0,039749 0,022587 0,009388 0,00878
FAM31.dag 14 14 12,3333 14 14 14 0,022005 0,084367 0,168939 0,021785 0,093207
FAM32.dag 16 16 16 16 16 16 0,023277 0,100305 0,085807 0,027467 0,133186
FAM33.dag 14 14 13,1818 13,3529 14 14 0,019078 0,067073 0,130848 0,010249 0,044975
FAM34.dag 14 13 9,42857 13,2 13 13,2 0,020865 0,117651 0,198255 0,01294 0,07628
FAM35.dag 14 14 14 14 14 14 0,0181 0,11806 0,055826 0,026357 0,237762
FAM36.dag 17 17 12,5 17 17 17 0,017155 0,198432 0,317178 0,027467 0,064156
FAM37.dag 12 11 10,5 11,2222 11,0938 11,2353 0,023327 0,059607 0,095735 0,00901 0,030426
FAM38.dag 14 14 12,6667 13,4 14 14 0,023385 0,062532 0,079369 0,009669 0,043134
FAM39.dag 13 13 10,5 13 13 13 0,019619 0,079939 0,116533 0,011008 0,036454
FAMA41.dag 18 18 16,8 17,3333 18 18 0,014867 0,361413 0,547574 0,053629 0,422651
FAMA42.dag 13 13 12,4 13 13 13 0,019891 0,093728 0,154283 0,025405 0,057833
FAM43.dag 13 13 13 13 13 13 0,016807 0,116718 0,12621 0,022875 0,101667
FAM44.dag 18 18 15,3714 18 18 18 0,019356 0,276949 0,397216 0,0527 0,451463
FAMA45.dag 19 19 16,3333 19 19 19 0,026705 0,396861 0,441942 0,060368 0,080883
FAM46.dag 18 18 17,3333 17,3372 18 18 0,014769 0,300089 0,975594 0,063355 0,358318
FAMA47.dag 18 18 17 18 18 18 0,014775 0,243987 0,188753 0,033266 0,154972
FAM48.dag 16 16 16 16 16 16 0,020846 0,181885 0,199459 0,035551 0,157699
FAMA49.dag 18 18 18 18 18 18 0,020011 0,388859 0,564551 0,07109 0,620776
FAMb51.dag 16 15 12,5 14,8621 15 15,1905 0,052428 0,164925 0,442483 0,033843 0,137938
FAM52.dag 17 17 17 17 17 17 0,051248 0,133723 0,242421 0,036555 0,203326
FAM53.dag 17 17 17 17,1185 17 17 0,054322 0,214893 0,272105 0,031144 0,176579
FAMb54.dag 13 13 11,7 12,2474 13 13 0,047032 0,104224 0,2209 0,024512 0,075493
FAMS55.dag 14 13 10,4286 13,0105 13 13,3158 0,065348 0,213446 0,295068 0,039739 0,227323
FAM56.dag 14 14 14 14 14 14 0,056155 0,161065 0,126135 0,02728 0,168218
FAMS57.dag 14 13 11,3333 12,7317 13 13,2105 0,050038 0,207247 0,29856 0,025154 0,147546
FAMG58.dag 13 12 12,1176 12,2162 12 12,3333 0,05916 0,085855 0,181664 0,026269 0,25224
FAM59.dag 14 13 12,2632 13,5344 13,274 13,6018 0,05518 0,198864 0,574311 0,040176 0,460842
FAM61.dag 13 13 11,5 12,5 13 13 0,069675 0,158809 0,291389 0,024146 0,087843
FAMG62.dag 18 17 14,4493 16,7111 17 17,1212 0,063732 0,243511 0,611952 0,043207 0,264077
FAM63.dag 14 13,2 13 13,3333 13,2 13,3333 0,073479 0,099913 0,129582 0,024159 0,131975
FAM64.dag 18 17 17 17,1851 17,0769 17,2727 0,075483 0,257465 0,638639 0,043621 0,417688
FAMG65.dag 16 15 15,0698 15,3695 15,0863 15,4494 0,066134 0,458682 1,091019 0,063464 0,397147
FAMG66.dag 16 15 13,3565 15,1644 15 15,1967 0,067916 0,435952 0,740899 0,043194 1,094485
FAMG67.dag 18 | 17,0769 17 17,1429 17,1429 17,1667 0,091469 | 0,154306 0,235501 0,044649 0,327272
FAM68.dag 16 15 12,4095 14,8889 15 15,1818 0,054416 0,21834 0,391295 0,054349 0,177812
FAMG69.dag 14 13 12,3333 12,9342 13 13,1345 0,065384 0,142378 0,24637 0,030954 0,163548
FAM71.dag 16 15,5 15 15,75 15,75 15,75 0,080123 0,326817 0,341201 0,045472 0,311679
FAM72.dag 15 13,4808 13,1077 13,807 13,6852 13,8081 0,226573 0,400233 0,412714 0,067309 0,290406
FAMT73.dag 14 13 12,5 12,9943 13,0417 13,4286 0,074092 0,282128 0,796339 0,046382 0,371082
FAMT74.dag 17 15 14,1875 15,6364 15,3659 15,7273 0,093055 0,473648 0,907176 0,084059 0,386557
FAM75.dag 15 15 15 15 15 15 0,059656 0,088626 0,097894 0,020563 0,052132
FAM76.dag 14 13,5263 13,25 13,9414 13,5 13,9273 0,120688 0,252784 0,323016 0,046445 0,341882
FAMT7.dag 13 13 10,3061 12,5005 13 13 0,082457 0,382283 0,598818 0,035992 0,134691
FAM78.dag 16 15 15,12 15,7163 15,574 15,7354 0,09234 0,453488 0,995315 0,078217 1,111368
FAM79.dag 14 13 12,1618 13,0729 13,1569 13,3774 0,079462 0,398707 0,601406 0,069225 0,212768
FAM110.dag 16 16 14,4286 16 16 16 0,005722 0,063841 0,105145 0,017479 0,018862
FAM?210.dag 11 11 11 11 11 11 0,006903 0,021317 0,026511 0,007413 0,022934
FAM310.dag 16 15 15 15,0615 15 15,1538 0,019407 0,128245 0,134397 0,024468 0,138431
FAM410.dag 18 18 16,2857 17,1538 18 18 0,014419 0,367897 0,448496 0,073763 0,161074
FAM510.dag 13 13 12,5 12,4783 13 13 0,048019 0,126545 0,43326 0,021458 0,296144
FAM610.dag 16 15 14,2059 14,8276 15 15,129 0,064283 0,277898 0,559678 0,034831 0,272795
FAM710.dag 15 14 12,2692 13,871 14,1928 14,367 0,07795 0,47738 1,25035 0,056897 0,732636

Tabela 5.13: Testes da relaxagao linear com m = |w(<)/4| - Grupo de Instancias Aleatérias
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DAG P LP X LP Y LP Y Ref LP Z LP 7 Exp LP X t LP Y ¢ LP Y Ref t LP Z t LP Z BExp t
r1.dag 11 14 12,5 14 14 14 0,210305 1,034042 2,093709 0,169521 1,854843
r2.dag 13 13 12,5 13 13 13 0,1169 0,524495 0,020851 0,066904 0,232702
ranl.dag 15 14 13,5 14,4538 14,4392 14,4734 0,224389 1,514387 2,088433 0,41458 3,119209
ran2.dag 13 13 12,1667 12,5664 13 13 0,056328 0,495265 0,5687916 0,055415 0,208055
ran3.dag 14 | 13,1944 12,5 13,9 13,75 13,9 2,003089 1,665164 2,266846 0,292582 4,062317
rand.dag 17 16 16 16,125 16,008 16,15 0,089731 0,01964 1,470089 0,297126 1,297469
ranb.dag 9 9 8,5 9 9 9 0,452519 0,100118 0,089278 0,020451 0,047219
ran6.dag 9 9 8,33333 9 9 9 0,823963 0,286141 0,139732 0,026835 0,065289
ran7.dag 11 11 10,5 11 11 11 1,506132 1,474356 1,610718 0,139406 0,797542
ran8.dag 11 11 10,5 11 11 11 1,05489 0,894765 3,008584 0,110142 0,445745
ran9.dag 3 g 7,25532 3 g 8 0,208063 0,067139 0,031844 0,007613 0,03709
ranl0.dag | 18 17 16,1667 17,2 17,25 17,25 12,078294 | 4,928721 6,086949 0,627745 2851626
ranil.dag | 18 | 17,3763 | 17,0667 17,7222 17,625 17,75 121,53005 | 24,656617 77,218968 2,116073 24,287962
rani2.dag | 17 - 16,5 7 17 17 - 1,763698 1,97471 0,520717 2,723909
ranid.dag | 10 10 10 10 10 10 16,789477 | 0,519442 0,683783 0,035899 0,203354
ranld.dag | 16 15 14,5 15,25 15,25 15,25 3,167382 2,661599 7,849543 0,159294 3,766164
ranib.dag | 15 15 13,2195 14,25 15 15 0,277395 1,671829 3,018327 0,320103 2,365037
rani6.dag | 11 10 10 11 11 11 0,5641236 1,014384 0,78141 0,047837 0,238654
ranl7.dag | 21 21 21 21 21 21 11,306051 | 24,015976 34,570638 0,522339 17,954993
ranis.dag | 15 14 13,5 14,25 14,25 14,25 0,786185 2,680367 6,583088 0,45207 3,048776
rani0.dag | 11 10,5 10,5 1 1 11 0,342276 0,604974 0,183058 0,036795 0,109786
ran20.dag | 10 10 9,02857 10 10 10 2,792091 0,615207 0,612474 0,031502 0,12658

- A L.

Tabela 5.14: Testes da relaxacao linear com m = |w(<)/4] - Grupo de Instancias Aleatérias
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DAG P LP X LPY LP Y Ref LP 7 LP 7 Exp LP X t LP Yt LP Y Ref t LP Zt LP Z Exp t
bin4.dag 9 9 5 9 9 9 0,003677 0,006048 0,003409 0,002143 0,002935
bin5.dag 10 10 6 10 10 10 0,007171 0,016022 0,007425 0,004519 0,005897
bin6.dag 12 11 7 11,0938 11,0938 11,0938 0,041791 0,075968 0,046866 0,013992 0,016132
bin7.dag 13 13 8 13 13 13 0,219348 0,194 0,147305 0,030106 0,035573
bin8.dag 15 15 9 15 15 15 4,259804 0,395033 0,411347 0,07156 0,083862
bin9.dag 17 17 10 17 17 17 22,855771 0,817121 0,988519 0,140207 0,180697
di64.dag 34 34 34 34 34 34 0,041924 0,519723 0,6121 0,151792 0,168243
dil00.dag 52 52 52 52 52 52 0,070119 2,27337 3,304468 0,601183 0,632374
dild44.dag 52 51 51,0625 51,3762 51,6667 51,6667 0,249415 4,346795 25,094351 1,252743 1,255301
di225.dag 79 78 78,0625 TLE 78,6667 78,6667 3,381211 40,189052 603,644094 6,212029 6,10119
di256.dag 70 69 67,1481 TLE 69,451 69451 4,847811 41,849408 603,32694 6,5952 7,1024
di400.dag 88 86 84,0889 - 87,0769 87,0769 21,165406 403,249445 - 42,964749 43,01082
irrdl.dag 23 23 23 23 23 23 0,013181 0,138977 0,18624 0,036226 0,039724
nl3.dag 7 7 5,02857 7 7 7 0,002801 0,003272 0,002227 0,001499 0,003009
tree3.dag 9 9 9 9 9 9 0,002101 0,004082 0,002685 0,001743 0,002239
treed.dag 10 10 10 10 10 10 0,008807 0,021087 0,014583 0,005833 0,007449
treeb.dag 12 10 10,0135 11,3 11,3 11,3 0,150311 0,164107 0,075937 0,017215 0,019542
tree6.dag 13 12 12 13 13 13 0,220896 0,32442 0,245089 0,052409 0,059731
tree7.dag 15 14 14 15 15 15 0,710308 0,392314 0,63023 0,210129 0,219219
tree8.dag 17 16 16 17 17 17 4,706318 1,182404 1,812505 0,402789 0,434326
celbow.dag 30 28,5833 28,3333 28,625 28,625 28,6429 0,154847 0,218542 0,692083 0,044802 0,124163
cstanford.dag 29 28,0556 28 28,3333 28,25 28,3333 0,073973 0,178308 0,318947 0,031814 0,130158
fit2-b-m.dag 28 28 28 28 28 28 0,285211 4,053047 6,773737 0,801475 335,650542
iterative2-b-m.dag 47 47 47 47 47 47 1,609539 13,296153 350,890621 0,421344 90,135246

Tabela 5.15: Testes da relaxagao linear com m = |w(=<)/4] - Grupo de Instancias Estruturadas
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DAG 1P 7 IP X t IPY t IP Y Ref t IP 7t 1P 7Z Exp t
FAMI12.dag 16 0,752825 0,346236 0,218325 0,095695 0,204302
FAMI13.dag 16 0,314901 0,204448 0,204709 0,055183 0,062654
FAM14.dag 15 0,656004 0,161519 0,297297 0,047737 0,061921
FAMI15.dag 15 0,262132 0,240648 0,329607 0,089865 0,093329
FAMI16.dag 15 0,517284 0,181858 0,322084 0,067717 0,057134
FAMI17.dag 15 0,36846 0,181796 0,176044 0,031894 0,04125
FAMI18.dag 16 0,5653372 0,09859 0,167821 0,048162 0,101784
FAM19.dag 15 0,439277 0,123975 0,275661 0,060052 0,052447
FAM21.dag 15 0,458238 0,209662 0,136184 0,057611 0,073952
FAM22.dag 16 0,475833 0,5602483 0,218378 0,047615 0,092044
FAM23.dag 10 0,292512 0,159355 0,087963 0,025703 0,044428
FAM24.dag 15 0,345712 0,116588 0,166098 0,04382 0,045742
FAM25.dag 11 0,368927 0,139409 0,071363 0,021924 0,03201
FAM26.dag 15 0,274169 0,235118 0,1177 0,111707 0,070509
FAM27.dag 15 0,647846 0,232085 0,132529 0,066109 0,073799
FAM28.dag 15 0,448511 0,634559 0,236749 0,070326 0,078975
FAM29.dag 15 0,5686073 0,22877 0,187888 0,038676 0,058119
FAM31.dag 14 600,062819 0,232955 0,403489 0,061543 0,174482
FAM32.dag 16 6,634764 0,415196 0,398918 0,072541 0,176071
FAM33.dag 14 27,795178 0,193406 0,338554 0,048475 0,095773
FAM34.dag 14 600,243534 0,353765 0,507048 0,077903 0,13245
FAM35.dag 14 8,097918 0,36412 0,173144 0,082118 0,283418
FAM36.dag 17 4,483873 0,715444 0,505352 0,086894 0,143328
FAM37.dag 12 600,178863 0,176156 0,16301 0,031719 0,070942
FAM38.dag 14 1,436479 0,236814 0,174492 0,030071 0,071834
FAM39.dag 13 2,243757 0,31454 0,244947 0,060826 0,074456
FAM41.dag 18 7,099778 0,927795 1,352849 0,15704 0,5623211
FAM42.dag 13 6,356178 0,201884 0,436852 0,044617 0,092375
FAM43.dag 13 7,131851 0,279702 0,29708 0,065807 0,148773
FAM44.dag 18 1,355353 1,638249 0,872265 0,215117 0,613918
FAM45.dag 19 28,231979 1,61106 1,329265 0,138967 0,161515
FAM46.dag 18 1,838231 0,489415 1,363308 0,189193 0,480483
FAM47.dag 18 31,759034 0,527733 0,547308 0,100752 0,28005
FAM48.dag 16 600,220437 0,46618 0,385302 0,078374 0,229295
FAM49.dag 18 287,082175 1,03254 0,811083 0,198885 0,781288
FAMb51.dag 16 600,351941 0,45292 0,488729 0,079783 0,231773
FAMS52.dag 17 600,257852 0,463023 0,631159 0,100649 0,259698
FAM53.dag 17 - 0,492274 0,468878 0,09626 0,235625
FAMb54.dag 13 600,114483 0,449284 0,282372 0,046775 0,11448
FAMS55.dag 14 600,332325 1,693377 0,456956 0,134837 0,316379
FAM56.dag 14 600,191588 0,394898 0,373308 0,074842 0,210489
FAM57.dag 14 - 0,470962 0,475374 0,062523 0,265469
FAMS58.dag 13 600,32529 0,308707 0,23478 0,051829 0,318042
FAMS59.dag 14 600,307259 0,932362 0,670097 0,185349 0,552945
FAMG61.dag 13 600,108622 0,40012 0,386136 0,056216 0,14274
FAM62.dag 18 - 0,774965 0,700821 0,147563 0,392709
FAM63.dag 14 4,11125 0,220989 0,267602 0,045924 0,168636
FAMG64.dag 18 600,766801 0,5622186 0,690384 0,114503 0,492865
FAMG65.dag 16 - 1,126741 0,987466 0,261354 0,600831
FAMG66.dag 16 - 2,666635 0,603905 0,146922 1,182675
FAMG67.dag 18 5,385112 0,388028 0,371245 0,059883 0,38576
FAMG68.dag 16 600,14526 0,803066 0,621301 0,128224 0,264925
FAM69.dag 14 600,444731 0,388814 0,322005 0,084851 0,235427
FAM71.dag 16 600,115998 0,668151 0,596267 0,108251 0,400923
FAM72.dag 15 601,99208 1,187878 0,445363 0,211471 0,376475
FAM73.dag 14 - 0,825339 1,18247 0,138371 0,485392
FAM74.dag 17 600,380138 2,627735 1,597594 0,293074 0,608258
FAM75.dag 15 600,098919 0,318812 0,284461 0,047586 0,088492
FAM76.dag 14 602,593154 0,661689 0,373084 0,087686 0,402863
FAMT77.dag 13 600,471596 1,313196 1,176546 0,139221 0,221626
FAM78.dag 16 600,628208 0,993571 1,042516 0,250913 1,318956
FAM79.dag 14 600,698352 0,93121 0,781264 0,159293 0,344696
FAM110.dag 16 0,596885 0,228143 0,323888 0,05644 0,07983
FAM210.dag 11 15,800784 0,108049 0,124307 0,029043 0,042225
FAM310.dag 16 600,229084 0,316652 0,232028 0,076319 0,178919
FAM410.dag 18 1,562858 0,869883 0,894986 0,277848 0,265257
FAM510.dag 13 600,101839 0,218337 0,570998 0,048846 0,33302
FAMG610.dag 16 600,399773 0,720276 0,542465 0,116377 0,35512
FAM710.dag 15 600,758186 0,856613 1,348157 0,241923 0,935056

Tabela 5.16: Testes do problema inteiro com m = |w(=<)/4| - Grupo de Instancias Aleatérias
1



5.2 ESTUDO COMPARATIVO COMPUTACIONAL 106

DAG P 7 P Xt P Yt TP Y Ref t P 7t TP Z Bxp ©
r1.dag 14 600,511138 | 2,084522 2,020178 0,296195 2,087295
r2.dag 13 . 0,737544 1,021858 0,091731 0,343619
ranl.dag 15 600,029194 | 3,654524 2,314902 0,406367 3,315362
ran2.dag 13 600,5675041 | 0,933079 0,910132 0,105146 0,281689
ran3.dag 11 N 2,418877 2,199975 0,340769 4,337658
rand.dag 17 600,105134 2,56928 2,726896 1,018681 1,72816
ranb.dag 9 37,190329 0,247087 0,247449 0,059204 0,085512
ran6.dag 9 174,494585 | 0,635477 0,275583 0,073099 0,140138
ran7.dag 11 600,156214 | 2,987756 2,792021 0,272588 1,025711
ran8.dag 11 263,345649 1,708289 1,452208 0,253141 0,600439
ran9.dag 3 593,103464 | 0,163771 0,114718 0,034736 0,067114
ranl0.dag 18 600,006517 | 5,720344 6,143279 0,517028 3,045218
ranll.dag 18 600,837505 14,6094 21,766909 | 1,683578 | 25,797443
ranl2.dag 17 - 8,422379 7,033581 0,526979 3,000532
rani3.dag 10 - 0,944154 1,069627 0,089281 0,326424
ranld.dag 16 601,257673 | 4,719227 3,627864 0,261836 3,959163
ranib.dag 15 600,024804 | 2,462701 2,839649 0,303533 2,733403
rani6.dag 11 83,82547 0,622788 0,590302 0,100223 0,350136
ranl7.dag 21 600,377021 | 20,344555 7,493523 1,629053 18,852168
ranls.dag 15 600,086308 | 3,607858 8,214383 0,432413 3,273564
ranl0.dag 11 600,168253 | 0,480022 0,380392 0,066619 0,189138
ran20.dag 10 62,337228 0,618783 0,38538 0,063806 0,191653

Tabela 5.17: Testes do problema inteiro com m = |w(<)/4] - Grupo de Instancias Aleatérias
2

DAG P 7 P Xt P Yt TP Y Ref ¢ P Z ¢ TP Z Bxp t
bind.dag 9 0,127629 0,041167 0,020035 0,007386 0,011364
binb.dag 10 0,575118 0,090419 0,053429 0,015535 0,020855
binb6.dag 12 600,222994 0,952475 0,116926 0,035823 0,055657
bin7.dag 13 601,244067 3,060817 0,238079 0,048909 0,100784
bin8.dag 15 239,682329 14,558459 0,420486 0,123142 0,20698
bin9.dag 17 600,808068 | 429,868545 1,131718 0,323692 0,499096
di64.dag 34 3,785107 0,449221 0,720338 0,459162 0,5679116
dil00.dag 52 600,090901 1,955426 2,322323 1,943047 2,066091
dildd.dag 52 620,297691 6,716644 31,631903 3,40097 4,138226
di225.dag 79 600,038038 | 52,122953 - 17,628576 17,936855
di256.dag 70 600,036387 | 256,172014 - 20,676178 | 21,775041
di400.dag 38 656,128269 | 601,117695 - 05,327225 -
irrd1.dag 23 0,636805 0,153635 0,215075 0,112833 0,135706
ni3.dag 7 0,028959 0,024732 0,015396 0,003516 0,005131
tree3.dag 9 0,06949 0,034847 0,01792 0,008592 0,009072
treed.dag 10 0,527512 0,128792 0,080396 0,026054 0,036319
treeb.dag 12 600,000152 0,95073 0,288337 0,069598 0,088379
tree6.dag 13 602,446266 0,801503 0,35352 0,083401 0,171948
tree7.dag 15 600,068356 2,126823 1,356079 0,278769 0,593758
tree8.dag 17 600,159229 | 15,514024 4,395014 0,629616 1,003174
celbow.dag 30 7,202245 0,83193 0,997334 0,048071 0,182426
cstanford.dag 29 2,778273 0,348793 0,642025 0,032069 0,155831
fit2-b-m.dag 28 600,016951 5,893057 5,72963 2,437217 | 339,014204
iterative2-b-m.dag a7 600,02127 | 103,416875 8,924609 1,1995 01,042356

Tabela 5.18: Testes do problema inteiro com m = |w(=<)/4] - Grupo de Instancias Estrutura-
das
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DAG PZ | LPX LP Y LP Y Ref LP Z LP Z Exp LP X t IPY ¢t LP Y Ref t P Zt LP Z Exp t
FAMB31,dag 26 26 16,4348 26 26 26 0,017652 | 0,654498 0,281565 0,061448 0,211236
FAM32,dag 27 27 27 27 27 27 0,019041 | 0,509419 0,374132 0,054412 0,266151
FAM33,dag 25 25 25 25 25 25 0,016585 | 0,453344 0,515823 0,050514 0,109382
FAMB34,dag 25 25 13,5 25 25 25 0,019464 | 0,651362 0,738331 0,043349 0,093607
FAMB35,dag 25 25 25 25 25 25 0,016406 | 0,491535 0,478847 0,083246 0,750035
FAMB37,dag 25 25 17,4 25 25 25 0,018816 | 0,599673 0,50556 0,069166 0,145513
FAMS3S8,dag 25 25 21 25 25 25 0,0162 0,441054 0,374699 0,075586 0,382754
FAMB39,dag 25 25 15,5 25 25 25 0,016001 | 0,608685 0,328749 0,067421 0,555761
FAMA42,dag 25 25 22,4 25 25 25 0,016335 | 0,812463 0,793448 0,144053 0,339906
FAMA43,dag 25 25 23,5 25 25 25 0,017355 | 0,507008 0,577709 0,123313 0,140159
FAMA4S,dag 26 26 26 26 26 26 0,016204 | 0,454247 0,80567 0,098182 0,471255
FAMG1,dag 35 35 25,4 35 35 35 0,048455 | 2,524894 2,029931 0,167672 0,56214
FAMb52,dag 36 36 36 36 36 36 0,044499 | 1,765569 2,274328 0,219422 2,847695
FAMb53,dag 36 36 36 36 36 36 0,047116 | 1,520572 1,949958 0,138801 0,633549
FAMb4,dag 24 24 18,3333 24 24 24 0,049643 | 0,976143 1,047019 0,094473 0,193856
FAMS5,dag 24 24 17,3333 24 24 24 0,054195 | 1,016659 0,866531 0,099387 0,710584
FAMG56,dag 24 24 18,3 24 24 24 0,048617 | 1,010068 0,887069 0,093524 0,705447
FAM57,dag 24 24 23,5 24 24 24 0,049623 | 0,850782 1,194499 0,066793 0,740106
FAM5S,dag 25 25 25 25 25 25 0,046273 | 0,820259 0,850115 0,08413 0,394122
FAMG59,dag 24 24 19,2632 24 24 24 0,054596 | 1,004181 1,039481 0,082782 1,119898
FAMG1,dag 27 27 14,4872 27 27 27 0,062448 | 1,966848 1,391843 0,100516 0,247657
FAMG62,dag 40 40 29 40 10 40 0,060583 | 3,900206 3,962611 0,266841 3,569327
FAMG3,dag 21 21 21 21 21 21 0,063838 | 0,757446 0,879787 0,088209 0,433855
FAMG64,dag 30 30 30 30 30 30 0,073728 | 1,293377 1,197978 0,0926 1,086178
FAMGS,dag 28 28 28 28 28 28 0,060397 | 1,424095 1,950432 0,15119 0,275279
FAMG6,dag 28 27 21,3 27,25 27 27,25 0,075288 | 1,825419 1,045421 0,167729 0,510018
FAMG67,dag 28 28 28 28 28 28 0,062401 | 1,349341 1,594436 0,078566 0,338337
FAMG68,dag 28 27 15,4805 27,25 27 27,25 0,056156 | 2,005488 1,906016 0,162701 1,371707
FAMG9,dag 27 27 23,7143 27 27 27 0,065233 | 1,71261 2,01678 0,131395 0,606099
FAM71,dag 25 24 24,1176 24,64 24,1905 24,6057 0,000057 | 1,357324 1,042817 0,139565 0,749524
FAMT72,dag 23 23 23 23 23 23 0,110179 | 0,913166 1,616554 0,100002 0,50073
FAM?73,dag 24 24 16,3537 235 24 24 0,078489 | 1,82652 1,606042 0,187719 0,845356
FAM74,dag 32 32 27,1012 32 32 32 0,116836 | 3,324104 2,794448 0,240654 3,038227
FAM75,dag 30 30 23,2625 30 30 30 0,082926 2,683 3,007192 0,170504 0,578737
FAM76,dag 25 24 24,1463 24,2849 24 24,3429 0,118497 | 1,435911 2,068601 0,138685 0,64785
FAMY77,dag 23 23 18,2338 23 23 23 0,086109 | 1,976499 1,285669 0,099448 1,122036
FAMY8,dag 32 32 32 32 32 32 0,067759 | 2,390945 2,175119 0,285298 7,494936
FAMY79,dag 24 23 19,375 23,08 23 23,087 0,087308 | 1,472494 1,999723 0,093489 0,457758
FAMB310,dag 26 26 25,25 26 26 26 0,018127 | 0,607317 0,38738 0,067595 0,83267
FAM510,dag 24 24 16,5 24 24 24 0,047794 | 0,995598 0,774411 0,081222 0,952553
FAMG610,dag 28 27 26,3333 27,1143 27 27,129 0,059776 | 1,852855 1,062498 0,168621 0,687823
FAM710,dag 30 30 18,4235 30 30 30 0,080408 | 3,044985 1,943266 0,29025 2,158489

Tabela 5.19: Testes

da relaxacao linear com m = |w(<)/8] - Grupo de Instancias Aleatdrias

1
DAG PZ | LPX LP Y LPY Ref | LP Z | LP Z Bxp P Xt IP Y t LP Y Ref t LD Z ¢t LD Z Bxp t
r1,dag 27 27 21,3456 27 27 27 0,19316 6,717666 6,840244 0,722756 2,73918
12,dag 25 25 22,3623 25 25 25 0,071393 3,029381 1,113826 0,396213 3,135435
ranl,dag 28 28 22,5 28 28 28 0,188998 6,247007 6,704979 0,788854 5,656237
ran2,dag 27 27 22359 27 27 27 0,057784 2,226142 2,138079 0,317754 0,668129
ran3,dag 26 26 21,3475 26 26 26 0,306075 6,052342 7,221789 0,793936 3,410045
rand,dag 36 36 34,4545 36 36 36 0,088016 8,57677 8,704638 0,838425 8,063992
ranb,dag 16 16 8,5 16 16 16 0,386481 3,555129 0,614503 0,07096 0,185104
ran6,dag 18 18 8,5426 18 18 18 0,653271 8,750707 0,802216 0,140534 1,062865
ran7,dag 22 22 12,4362 22 22 22 1,700384 28,842508 26,358022 1,273294 8,119159
ran8,dag 19 9 10,5 19 19 19 1,102504 13,580395 12,504149 0,706054 6,322394
ran9,dag 16 16 7,58065 16 16 16 0,198535 0,425906 0,087005 0,048373 0,088065
ranl0,dag 29 29 27,6146 29 29 29 3,246891 28,160828 101,425995 2,093202 17,773632
ranil,dag 27 27 24,3607 TLE 27 27 17,5640660 | 220,432358 | 604,691972 16,63825 372,007427
ranl2,dag 26 26 23,4028 26 26 26 1,562319 28,67566 268,164633 | 13,535674 63,714969
ranl3,dag 18 18 10,4432 18 18 18 3,432061 5,22712 42,028204 0,916833 2,729615
ranid,dag 25 25 18,4445 25 25 25 3,754219 52,131907 85,364168 14,811567 | 109,061847
ranib,dag 31 31 26,3392 31 31 31 0,281173 12,12497 15,85662 1,194263 2,524036
rani6,dag 21 21 10,5161 21 21 21 0,541094 8,602637 7,559789 0,633456 1,899821
ranl7,dag 29 29 26,4529 TLE 29 29 17,75017 | 227,415501 | 603,171755 | 12,209306 | B327,555713
ranis,dag 26 26 22,5301 26 26 26 0,79986 27,904425 34,010778 1,527327 6,114073
rani9,dag 20 20 13,3403 20 20 20 0,34358 1,634612 3,372242 0,451004 5,544106
ran20,dag 20 20 10,4805 20 20 20 0,349765 6,043453 3,764289 0,476365 2,023209

Tabela 5.20: Testes da relaxacao linear com m = |w(<)/8] - Grupo de Instancias Aleatérias

2
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DAG IP Z LP X LPY LP Y Ref LP Z LP Z Exp LP X t LPY t LP Y Ref t LP Zt LP Z Exp t
bin5,dag 17 17 6,79167 17 17 17 0,007228 0,056917 0,014773 0,009545 0,01191
bin6,dag 18 18 7,79167 18 18 18 0,160343 0,282957 0,108957 0,018221 0,021337
bin7,dag 20 18 8,79167 18,2188 18,2188 18,2188 0,292033 0,800075 0,663142 0,095885 0,104864
bin8,dag 21 18 9,79167 18,5938 18,5938 18,5938 3,21629 1,309255 1,711053 0,319055 0,323394
bin9,dag 23 18 10,7917 19,1055 19,1055 19,1055 28,163868 2,118234 6,89703 1,064751 1,067459
di256,dag 130 130 130 - 130 130 2,505762 231,029729 - 21,062459 21,341547
di400,dag 202 202 - - 202 202 10,831989 - - 170,098355 169,416069
treed,dag 17 17 17 17 17 17 0,006417 0,103706 0,029268 0,010231 0,013713
treeb,dag 18 18 18 18 18 18 0,036773 0,323173 0,12441 0,029287 0,032502
tree6,dag 20 18 18,013 18,9231 18,9231 18,9231 0,212202 2,342058 0,704748 0,13716 0,141553
tree7,dag 21 18 18,027 20,0426 20 20 1,05363 1,272767 2,146244 0,377821 0,396123
tree8,dag 23 18 18,0156 20,4889 20,3333 20,3333 7,710862 2,682222 10,398299 1,326176 1,359074
celbow,dag 35 35 33,3333 35 35 35 0,112796 1,185782 1,392792 0,176314 2,160652
cstanford,dag 32 32 31,1444 32 32 32 0,081963 0,755377 0,799568 0,075712 0,642832
fft2-b-m,dag 52 52 52 52 52 52 0,305317 25,051322 34,987189 4,154984 533,348618
iterative2-b-m,dag 90 90 90 90 90 90 9,337599 37,107131 71,438506 1,150628 319,648124

Tabela 5.21: Testes da relaxagao linear com m = |w(=<)/8] - Grupo de Instancias Estruturadas

Tabela 5.22: Testes do problema inteiro com m = |w(=<)/8| - Grupo de Instancias Aleatérias

1

DAG jig) P Xt DYt TP Y Ref t P Z¢t TP Z Exp t
FAMB31.dag 26 | 75,612456 0,091174 0,971826 0,285761 0,328109
FAMB32.dag 37 | 600,255455 0,397165 0,621626 0,275203 0,437214
FAMB33.dag 25 | 180,759139 1,425633 1,041375 0,216825 0,243321
FAM34.dag 25 | 454,48274 1,130393 1,2201 0,276791 0,244125
FAMB35.dag 25 | 600,274367 1,391534 1,493764 0,285275 1,003898
FAMB37.dag 25 | 600,060529 1,016016 0,929847 0,121827 0,294022
FAMB38.dag 25 5,042879 1,57887 0,48121 0,25844 0,524634
FAM39.dag 25 8,160913 1,113694 1,15064 0,258068 0,730766
FAMA42. dag 25 | 600,058329 3,181251 3,843547 0,431199 0,548161
FAMA43.dag 25 | 600,049366 2,101451 2,236877 0,383602 0,339111
FAMAS.dag 26 | 30,682378 1,184561 2,614766 0,348697 0,68207
FAMb1.dag 35 | 600,104743 3,468553 5,825146 0,540285 0,856069
FAMG52.dag 36 | 602,159728 0,697782 1,451248 0,471021 3,293639
FAMb3.dag 36 | 600,093383 3,251359 5,281202 0,493186 0,045272
FAMb4.dag 24 - 11,205576 3,107084 0,283332 0,362208
FAMG55.dag 24 | 600,257572 6,674582 1,362261 0,274582 0,917553
FAMG56.dag 24 | 600,311817 1,652523 1,694036 0,315217 0,853632
FAMb7.dag 24 | 600,103875 2,051186 3,016083 0,258019 0,025184
FAMbS.dag 25 | 600,107578 2,5632075 2,27805 0,395307 0,562562
FAM59.dag 24 B 3,305978 1,896682 0,304866 1,29354
FAMG1.dag 27 | 600,100822 | 19,515686 3,83627 0,467563 0,487144
FAM62.dag 40 | 600,102767 | 256,185252 | 11,065683 | 0,822849 3,083044
FAMG63.dag 31 | 600,102374 1,654442 1,639917 0,246969 0,655802
FAMG64.dag 30 | 602,807143 2,949099 1,000011 0,358044 1,296358
FAMG5.dag 28 | 600,109931 3,478382 1,863531 0,448388 0,511465
FAMG66.dag 28 | 600,108332 | 13,562932 1,366314 0,501707 0,769895
FAMG7.dag 28 | 600,324765 3,005332 2,867139 0,305805 0,581727
FAMGS.dag 28 _ 21,067278 4,434876 0,544516 1,607835
FAMG69.dag 27 | 600,110402 6,593355 1,491995 0,423892 0,834437
FAM71.dag 25 | 600,434565 3,098954 3,667469 0,511929 1,092003
FAM72.dag 23 | 600,358915 2,148891 3,001403 0,325114 0,727604
FAM73.dag 24 7 14,821326 3,201825 0,280287 1,089564
FAM74.dag 32 | 600,103837 | 35,625124 6,951002 0,937857 3,320489
FAM75.dag 30 | 600,449718 5,467908 7,61965 0,520229 0,94959
FAM76.dag 25 | 600,783701 2,935016 4,944524 0,482827 0,907185
FAM77.dag 23 - 13,279751 2,099466 0,39385 1,326638
FAM78.dag 32 | 600,111424 5,250637 3,38882 0,843666 7,816305
FAM79.dag 24 | 600,460434 3,488773 5,346144 0,372684 0,680364
FAM310.dag | 26 | 600,237984 1,185667 1,360452 0,158367 0,967677
FAMb510.dag | 24 | 600,100308 1,546111 0,865293 0,287462 1,155802
FAMG10.dag | 28 | 600,45958 5,466984 1,320525 0,530924 1,067272
FAM710.dag | 30 - 77,348789 6,495715 0,709076 2,544197
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DAG P IP Xt IPYt IP Y Ref t IP 7Z t IP 7Z Exp t
rl.dag 27 600,063433 293,314152 16,356435 3,236727 5,009428
r2.dag 25 600,522518 5,778815 7,397511 1,050407 4,208628
ranl.dag 28 600,077081 225,507684 14,865037 3,452571 7,859178
ran2.dag 27 600,191372 11,017053 4,768286 1,032928 1,016854
ran3.dag 26 600,03706 319,069886 16,052089 2,153632 5,832614
ran4.dag 36 600,114422 22,514104 19,459936 4,107531 10,412721
ranb.dag 16 600,035052 50,825251 1,556928 0,26368 0,333877
ran6.dag 18 600,068184 141,770061 1,992761 0,660126 1,449287
ran7.dag 22 600,861757 600,095501 37,09338 2,792419 14,004484
ran8.dag 19 600,088415 340,453907 4,792128 2,636953 7,646332
ran9.dag 16 449,32216 6,823945 0,504328 0,119755 0,171803
ranl0.dag 29 600,082247 48,265492 68,755006 5,603908 27,045573
ranll.dag 27 600,474611 600,36425 - 28,222354 -
ranl2.dag 26 601,020806 600,131007 69,393767 11,725771 73,314618
ranl3.dag 18 602,077395 600,063842 9,913952 2,761172 4,819297
ranl4.dag 25 600,279959 600,120436 81,234203 11,089474 120,610643
ranl5.dag 31 600,031372 247,943307 31,82695 2,705327 6,230285
ranl6.dag 21 600,042423 303,47505 12,897648 1,873724 3,805976
ranl7.dag 29 600,55086 600,340967 - 17,286972 -
ranl8.dag 26 600,056558 585,1316 52,544593 8,216291 13,059044
ranl9.dag 20 600,054974 87,731419 5,022907 1,12769 6,229379
ran20.dag 20 600,042138 187,005768 8,047018 0,913157 2,937665

Tabela 5.23: Testes do problema inteiro com m = |w(=<)/8] - Grupo de Instancias Aleatérias
2

DAG 1P IP X't IPYt IP Y Ref t IP Z t IP Z Exp t
binb.dag 17 0,577645 0,460328 0,085525 0,07875 0,045883
bin6.dag 18 600,080616 1,915368 0,263052 0,062926 0,116111
bin7.dag 20 604,183063 13,639731 1,189108 0,319011 0,352409
bin8.dag 21 600,091792 51,630585 5,58757 0,962765 1,128165
bin9.dag 23 601,039609 600,089903 26,866574 7,707222 7,964075
di256.dag 130 600,067506 26,304187 - 64,50238 -
di400.dag 202 600,223574 - - 593,293926 -
treed.dag 17 0,265272 0,188043 0,100701 0,03822 0,086898
tree5.dag 18 600,097775 0,675407 0,270352 0,111304 0,117158
tree6.dag 20 600,240314 50,468141 2,91383 0,682533 0,510971
tree7.dag 21 600,050036 109,377929 7,351997 2,893864 1,4949
tree8.dag 23 600,592629 600,124948 167,795063 24,692261 8,959185
celbow.dag 35 600,797031 3,870648 2,55444 0,475886 2,414093
cstanford.dag 32 600,102339 1,268119 1,000163 0,178275 0,739558
fft2-b-m.dag 52 600,013645 3,492525 10,234395 8,712027 539,625353
iterative2-b-m.dag 90 600,327286 6,388216 34,367733 2,294928 321,348768

Tabela 5.24: Testes do problema inteiro com m = |w(=<)/8] - Grupo de Instancias Estrutura-
das
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5.2.2 Influéncia dos limites sobre a Formulacao Z

Nesta secao, desejamos observar qual a influéncias dos limites, inferior e superior, apresentados
no Capitulo 3, na Formulacao Z, a que apresentou os melhores resultados em comparacao
com as outras. Os testes consistiram em resolver a formulacao considerando ou nao os limites.
Quando utilizamos os limites inferior e superior, o fazemos segundo a estratégia apresentada
na Secao 5.2.1, por fixacao de variaveis.

Diferentemente dos testes anteriores, nao consideraremos o 6timo nesta analise, ou seja,
nossa intencao nao ¢ medir a proximidade ao valor 6timo e sim comparar unicamente as duas
formas de implementacao, com ou sem os limites. Adotamos os mesmo grupos de instancias
que foram utilizados ao longo de todo o texto e fizemos os testes para as seguintes quantidades
de processadores: infinitos, |w(<)/2], |w(=<)/4] e |w(=<)/8].

Como nossa intencao é observar a influéncia dos limites puramente entre as duas veroes,
com e sem limites, utilizamos a seguinte estratégia para produzir os graficos: tomamos o valor
do pardametro em questao (tempo de resolugdo da relaxacao linear, valor da relaxacao linear
ou tempo de resolu¢ao do problema inteiro) na formulagao com os limites subtraido do valor
do parametro na formulagao sem os limites e este resultado dividimos pelo valor do parametro
na formulacao sem os limites. O resultado dessas operagoes, para cada instancia, é plotado
no grafico. Denominamos os parametros tempo de resolugao da relaxacao linear, valor da
relaxacao linear e tempo de resolucao do problema inteiro, respectivamente, para a versao
sem os limites, como LP Z s t, LP Z s e IP Z s t, ja para a versao com os limites eles serao
denominados, respectivamente, como LP Z ¢ t, LP Z c e IP Z ¢ t. No caso do parametro
tempo (¢) nao foi necessario utilizar a funcao log,, () sobre os tempos obtidos, pois estes sdo
mais uniformes, ou seja, nao sao discrepantes como os tempos dos testes anteriores. Apesar
de nao tomarmos o log;, do tempo em questao, continuamos podendo obter valores negativos
nos graficos, visto que o cédlculo utilizado é o mencionado acima. Portanto, quando o tempo
da formulagao com o limites é menor que o tempo da formulacao sem limites, teremos um
nimero negativo.

Analisando os resultados dos experimentos observamos que o tempo de resolucao da re-
laxacao linear é pior sem os limites, na maioria das instancias, e isto se agrava com a diminuicao
no numero de processadores. Comportamento semelhante acontece com o parametro valor da
relaxacao linear. Para a maioria das instancias, com os limites, obtemos valores melhores
e com a diminuicao do nimero de processadores as formulacoes se distanciam na qualidade

da relaxagao. Ao analisar o tempo de resolucao do problema inteiro, o comportamento é
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exatamente igual ao dos parametros anteriores. Dessa forma, percebemos uma influéncia
consideravel dos limites nos parametros analisados, principalmente, com ntmero limitado de
processadores. Fica evidenciada, portanto, a necessidade de se obter bons limites para este
problema. Vale ressaltar que esta influéncia nao se restringe a Formulacao Z, todas as ou-
tras formulacoes sao dependentes, de certa forma, dos limites, inferior e superior, utilizados
diretamente no modelo.

A seguir, estao detalhados os graficos e posteriormente as tabelas que possibilitam esta

andlise.
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Figura 5.11: Grafico Instancia X Tempo da relaxacao linear com infinitos processadores
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Figura 5.17: Grafico Instancia X Tempo da relaxacao linear com m
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DAG IPZst | LPZct | LP Zs IPZc | IPZst TP Zct
FAMI1.dag 0,014899 | 0,002821 9,5 9,5 0,016748 | 0,00254
FAMI2.dag 0,003895 | 0,00338 10,2 10,3333 | 0,00534 | 0,004629
FAMI3.dag 0,003515 | 0,002925 12 12 0,003197 | 0,002306
FAMI4.dag 0,004012 | 0,003356 9,75 10,125 | 0,004586 | 0,002967
FAMI5.dag 0,002894 | 0,002412 10 10 0,002133 | 0,001913
FAMI16.dag 0,002865 | 0,002599 10 10 0,002298 | 0,002115
FAMI7.dag 0,003474 | 0,002633 9,5 10 0,003712 | 0,002598
FAMI8.dag 0,003758 | 0,003083 11 11 0,003275 | 0,002724
FAMI9.dag 0,003515 | 0,002515 9,5 10 0,002804 | 0,002379
FAM21.dag 0,002337 | 0,002145 7,4 7.4 0,002308 | 0,002269
FAM22.dag 0,002976 | 0,002735 | 10,1818 | 10,1818 | 0,003579 | 0,003445
FAM23.dag 0,001863 | 0,001438 6,5 7 0,001856 | 0,001708
FAM24.dag 0,002384 | 0,001848 9,5 10 0,002764 | 0,001985
FAMZ25.dag 0,002337 | 0,001832 3 3 0,002702 | 0,002054
FAMZ26.dag 0,002079 | 0,001866 10 10 0,002123 | 0,001979
FAM27.dag 0,00157 | 0,001395 7 7 0,001524 | 0,001511
FAM28.dag 0,002236 | 0,001989 9 9 0,002295 | 0,002246
FAM29.dag 0,001792 | 0,001527 3 8 0,001877 | 0,001562
FAMB31.dag 0,004871 | 0,004079 10,25 10,3333 | 0,007422 | 0,006428
FAM32.dag 0,00597 0,00514 11,75 11,75 0,009954 | 0,009705
FAM33.dag 0,004131 | 0,003324 12 12 0,004061 | 0,003247
FAMB34.dag 0,004509 | 0,00299 | 9,33333 10 0,004484 | 0,002935
FAMB35.dag 0,004514 | 0,003842 10,75 10,75 0,004568 | 0,004221
FAM36.dag 0,00458 | 0,003859 | 9,66667 | 9,66667 | 0,004564 | 0,004318
FAMB37.dag 0,004354 | 0,003267 10,5 10,5 0,004441 | 0,002979
FAMB338.dag 0,005076 | 0,004347 | 12,3333 | 12,3333 | 0,005284 | 0,004433
FAM39.dag 0,003766 | 0,003211 | 8,66667 | 8,66667 | 0,003383 | 0,003363
FAMA1.dag 0,009108 | 0,006775 | 12,3333 13 0,00726 | 0,004808
FAMA42.dag 0,030627 | 0,005135 | 10,3333 11 0,007768 | 0,003862
FAMA43.dag 0,022484 0,0073 12 12 0,008933 | 0,006378
FAM44.dag 0,009365 | 0,008686 12 12 0,013039 | 0,009683
FAMA5.dag 0,006555 | 0,006201 12 12 0,005078 | 0,003392
FAMA46.dag 0,006613 | 0,006842 13 13 0,004902 | 0,004084
FAMA7.dag 0,009706 | 0,008708 13,25 13,25 0,007212 | 0,006081
FAMAS.dag 0,0092 0,009814 5 15 0,007504 | 0,007383
FAMA49.dag 0,010349 | 0,008542 13,5 14 0,008489 | 0,004691
FAMbG1.dag 0,00591 | 0,005923 12,5 13 0,005522 | 0,004559
FAMb52.dag 0,008762 | 0,007159 | 14,3333 | 14,3333 | 0,007201 | 0,006178
FAMG53.dag 0,011036 | 0,010402 15,28 15,28 0,011177 | 0,009833
FAMb54.dag 0,00502 | 0,005233 11 11 0,003818 | 0,003295
FAMb5.dag 0,006487 | 0,004666 | 9,77778 10 0,008397 | 0,007503
FAMD56.dag 0,006377 | 0,005549 14 14 0,00541 0,004441
FAMG57.dag 0,005123 | 0,005127 11 11 0,004051 | 0,003786
FAMGS.dag 0,007868 | 0,007271 12 12 0,007116 | 0,006737
FAM59.dag 0,007216 | 0,006513 11,5 11,5 0,006592 | 0,004627
FAMG61.dag 0,007774 | 0,007819 10,5 10,5 0,008644 | 0,007928
FAMG2.dag 0,009994 | 0,008217 | 14,3333 | 14,3333 | 0,008086 | 0,006544
FAMG63.dag 0,01017 | 0,009569 13,2 13,2 0,009538 | 0,007425
FAMG64.dag 0,010785 | 0,009533 17 17 0,010777 | 0,008553
FAMG5.dag 0,010361 | 0,011118 | 12,3125 | 12,3125 | 0,013679 | 0,011201
FAMG66.dag 0,009816 | 0,009853 11 11 0,011073 | 0,01009
FAMG67.dag 0,011984 | 0,012843 | 17,1429 | 17,1429 | 0,010081 | 0,010251
FAMGS.dag 0,008345 | 0,008586 | 12,6667 | 12,6667 | 0,006553 | 0,005984
FAMGO.dag 0,008567 | 0,007642 12,5 12,5 0,009053 | 0,007162
FAM71.dag 0,012454 | 0,010223 15,75 15,75 0,010832 | 0,009259
FAM72.dag 0,01342 | 0,014383 | 13,6667 | 13,6667 | 0,016334 | 0,016146
FAMY73.dag 0,009234 | 0,008537 12 12 0,011695 | 0,011366
FAMT74.dag 0,011879 | 0,011923 | 13,6667 | 13,6667 | 0,012354 | 0,010813
FAM75.dag 0,00767 | 0,007997 15 15 0,006554 | 0,005592
FAMY76.dag 0,010152 | 0,010667 13,5 13,5 0,009879 | 0,009545
FAM77.dag 0,006165 | 0,005284 10 10 0,004485 | 0,003844
FAMY78.dag 0,009092 | 0,007353 15 15 0,007696 | 0,006417
FAM79.dag 0,010116 | 0,009293 12,5 12,5 0,010632 | 0,009619
FAM110.dag | 0,003739 | 0,002809 11,25 12 0,002754 | 0,002216
FAM?210.dag | 0,002872 | 0,002521 9,4 9,5 0,004045 | 0,003065
FAM310.dag | 0,005519 | 0,004049 | 12,6667 13 0,007567 | 0,005973
FAMA410.dag | 0,005905 | 0,005775 1 11 0,004913 | 0,003464
FAM510.dag | 0,005372 | 0,004619 11 11 0,004074 | 0,003599
FAMG610.dag | 0,008702 | 0,007566 13,5 13,5 0,007 0,006014
FAM710.dag | 0,006847 | 0,006931 12 12 0,005539 | 0,00503

Tabela 5.25: Testes da influéncia dos limites com infinitos processadores - Grupo de Instancias

Aleatérias 1
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DAG IPZst | LPZct | LPZs | LPZc | IPZst P Zct
r1.dag 0,021389 | 0,022885 13 13 0,014514 | 0,012285
12.dag 0,025652 | 0,017745 | 12,2222 13 0,019386 | 0,012013
ranl.dag 0,032282 | 0,026715 14,25 14,25 0,027823 | 0,01916
ran2.dag 0,014257 | 0,013169 12,5 12,5 0,00963 0,00839
ran3.dag 0,049954 | 0,045647 13,75 13,75 0,043727 | 0,041033
rand.dag 0,027366 | 0,026955 14 14,25 0,025898 | 0,024783
ranb.dag 0,007843 | 0,006863 8,5 9 0,006441 | 0,005052
ran6.dag 0,009961 | 0,010512 9 9 0,00807 | 0,007792
ran7.dag 0,028178 | 0,029297 11 11 0,022059 | 0,019957
rans.dag 0,028244 | 0,023567 10,7 11 0,019557 | 0,021282
ran9.dag 0,006335 | 0,00452 7.5 7.5 0,003939 | 0,003412
rani0.dag | 0,093125 | 0,090041 17,25 17,25 0,082313 | 0,067373
ranil.dag | 0,26116 0,2447 17,625 17,625 0,22729 | 0,201511
rani2.dag | 0,051395 | 0,05132 16,8333 17 0,042128 | 0,037519
ranis.dag | 0,021313 | 0,018325 10 10 0,015041 | 0,013225
ranid.dag | 0,049587 | 0,040626 15,25 15,25 0,042948 | 0,029766
ranib.dag | 0,040964 | 0,044208 14,25 14,25 0,032416 | 0,028363
rani6.dag | 0,015305 | 0,012871 11 11 0,014664 | 0,01004
rani7.dag | 0,200375 | 0,196289 21 21 0,193493 | 0,170874
rani8.dag | 0,055648 | 0,056017 | 14,1667 14,25 0,040868 | 0,032709
rani9.dag | 0,013308 | 0,010836 11 11 0,012348 | 0,00814
ran20.dag | 0,011197 | 0,010939 9 9 0,008088 | 0,006813

Tabela 5.26: Testes da influéncia dos limites com infinitos processadores - Grupo de Instancias

Aleatérias 2

DAG IPZst | LPZct | LPZs | LPZc P Zst P Zct
arv2.dag 0,00079 | 0,000837 5 5 0,000874 | 0,001081
bin3.dag 0,000707 | 0,000733 1 5 0,000989 | 0,001051
bind.dag 0,001294 | 0,000987 5,5 7 0,001619 | 0,001253
binb.dag 0,002948 | 0,001419 7 9 0,003857 | 0,001345
binG.dag 0,007544 | 0,002822 8,5 11 0,010702 | 0,002048
bin7.dag 0,037039 | 0,005708 10 13 0,02552 | 0,003587
bing.dag 0,129151 | 0,01197 11,5 15 0,051188 | 0,007238
bin9.dag 0,315043 | 0,030986 13 7 0,151375 | 0,015621
dag3.dag 0,001561 | 0,000918 7.5 8 0,001763 | 0,001163
dil16.dag 0,001807 | 0,001983 10 10 0,002054 | 0,002171
di25.dag 0,003142 | 0,002918 13 13 0,004064 | 0,003104
di36.dag 0,004355 | 0,003606 16 16 0,00585 | 0,005283
di64.dag 0,014086 | 0,013233 22 22 0,015411 | 0,014719
di100.dag 0,036562 | 0,034061 28 28 0,027219 | 0,027183
dildd.dag 0,07967 | 0,084553 34 34 0,058961 | 0,054256
di225.dag 0,218044 | 0,213233 43 43 0,131712 | 0,12135
di256.dag 0,338845 | 0,336679 16 16 0,156756 | 0,154204
di400.dag 1,195061 | 1,128244 58 58 0,45008 | 0,439668
gauss.dag 0,002312 | 0,001941 9,5 10 0,002039 | 0,001448
irrd1.dag 0,010032 | 0,008309 | 15,3333 | 15,3333 | 0,014911 | 0,010902
n7.dag 0,000789 | 0,000697 15 5 0,001032 | 0,001065
ni3.dag 0,000906 | 0,00094 15 5 0,001261 | 0,001145
tree2.dag 0,000575 | 0,000744 5 5 0,00089 | 0,001078
tree3.dag 0,001098 0,0011 7 7 0,001371 | 0,001293
treed.dag 0,001858 | 0,001423 9 9 0,001393 | 0,00135
treeb.dag 0,003611 | 0,002937 11 11 0,002549 | 0,002117
tree6.dag 0,00631 | 0,006675 13 13 0,004158 | 0,00363
tree7.dag 0,012891 | 0,012047 15 15 0,010453 | 0,008669
tree8.dag 0,030878 | 0,032952 17 17 0,019197 | 0,016041
celbow.dag 0,021786 | 0,022119 | 28,625 28,625 | 0,021609 | 0,016788
cstanford.dag 0,023676 | 0,018173 | 27,7778 28,25 0,020185 | 0,01305
ft2-b-m.dag 0,054913 | 0,046042 14 14 0,112018 | 0,105718
iterative2-b-m.dag | 0,030708 | 0,028901 13 13 0,033101 | 0,030766

Tabela 5.27: Testes da influéncia dos limites com infinitos processadores - Grupo de Instancias
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DAG LP Zst LP Zct LP Zs LP Zc IPZst IPZct
FAM11.dag 0,006215 0,004794 9,6 10 0,01524 0,014311
FAMI12.dag 0,005103 0,005843 10,2 10,3333 0,010412 0,009644
FAM13.dag 0,003959 0,0043 12 12 0,004104 0,00384
FAM14.dag 0,004938 0,003868 9,75 10,125 0,012426 0,01127
FAMI15.dag 0,002935 0,002533 10 10 0,002304 0,004191
FAM16.dag 0,003083 0,00271 10 10 0,003802 0,003327
FAM17.dag 0,00364 0,003916 9,5 10 0,005808 0,00474
FAM18.dag 0,003969 0,003444 11 11 0,009956 0,008831
FAMI19.dag 0,004076 0,003364 9,5 10 0,008662 0,006436
FAM21.dag 0,003005 | 0,002842 7.4 A 0,006851 | 0,007677
FAM22.dag 0,003876 0,005162 10,1818 10,1818 0,014945 0,011021
FAM23.dag 0,002253 0,00176 6,5 7 0,005675 0,005148
FAM?24.dag 0,002932 0,002418 9,5 10 0,007962 0,007772
FAMZ25.dag 0,003138 | 0,004094 8 3 0,011324 | 0,011847
FAM26.dag 0,002367 0,002388 10 10 0,003261 0,003209
FAM27.dag 0,002721 0,003749 7 7 0,011046 0,009655
FAM28.dag 0,003507 0,003312 9 9 0,012716 0,014638
FAM29.dag 0,002021 0,002171 8 8 0,00424 0,00416
FAM31.dag 0,006976 0,005843 10,25 10,3333 0,024524 0,024777
FAM32.dag 0,011289 0,012133 11,75 11,75 0,054831 0,033656
FAM33.dag 0,004891 0,004037 12 12 0,007983 0,006873
FAM34.dag 0,006459 0,003878 9,33333 10 0,017956 0,016213
FAM35.dag 0,007237 0,00687 10,75 10,75 0,022515 0,020707
FAM36.dag 0,007188 | 0,006393 | 9,66667 | 9,66667 | 0,01854 | 0,018632
FAM37.dag 0,005101 0,003982 10,5 10,5 0,008418 0,004147
FAMS38.dag 0,006831 0,006262 12,3333 12,3333 0,023651 0,02213
FAM39.dag 0,004871 0,004809 8,66667 8,66667 0,011322 0,010017
FAMA41.dag 0,017733 | 0,000215 | 12,3333 13 0,028114 | 0,019222
FAMA42.dag 0,010526 0,008045 10,3333 11 0,009033 0,006211
FAM43.dag 0,01245 0,012132 12 12 0,029085 0,028488
FAM44.dag 0,018799 0,014511 12 12 0,028644 0,02784
FAM45.dag 0,007385 0,006781 12 12 0,008926 0,008295
FAM46.dag 0,008567 0,008237 13 13 0,013843 0,011386
FAM47.dag 0,01522 0,01223 13,25 13,25 0,016402 0,014294
FAMA48.dag 0,018554 | 0,017037 15 15 0,050385 | 0,04442
FAM49.dag 0,018322 0,010147 13,5 14 0,016654 0,009677
FAMS51.dag 0,011935 0,009737 12,5 13 0,02793 0,025973
FAM52.dag 0,016793 0,016548 14,3333 14,3333 0,026867 0,023694
FAMG53.dag 0,021126 | 0,020314 15,28 15,28 0,036161 | 0,032114
FAMb4.dag 0,007159 0,007299 11 11 0,009541 0,007829
FAMS55.dag 0,024357 0,018089 9,77778 10 0,053752 0,047602
FAM56.dag 0,009702 0,008764 14 14 0,009182 0,007474
FAMb7.dag 0,007734 0,007472 11 11 0,01551 0,017326
FAM58.dag 0,013797 0,014178 12 12 0,030662 0,029975
FAM59.dag 0,01549 0,013432 11,5 11,5 0,030136 0,029513
FAMS61.dag 0,015606 0,014778 10,5 10,5 0,029043 0,028777
FAMG62.dag 0,020119 0,018319 14,3333 14,3333 0,047117 0,047976
FAMG63.dag 0,022522 | 0,017567 13,2 13,2 0,050137 | 0,045879
FAM64.dag 0,022785 0,021347 17 17 0,027668 0,023527
FAMG65.dag 0,030246 0,029761 12,3125 12,3125 0,055501 0,055062
FAMG66.dag 0,023054 0,024096 11 11 0,046508 0,039492
FAMG67.dag 0,029519 0,032058 17,1429 17,1429 0,049555 0,047119
FAMG68.dag 0,016379 0,016775 12,6667 12,6667 0,037963 0,034657
FAMG69.dag 0,017087 0,016507 12,5 12,5 0,030564 0,030742
FAM71.dag 0,026854 0,020367 15,75 15,75 0,059685 0,057085
FAMT72.dag 0,029985 0,030054 13,6667 13,6667 0,083247 0,087192
FAM73.dag 0,022553 0,017041 12 12 0,086916 0,077293
FAMT74.dag 0,026195 0,026094 13,6667 13,6667 0,04827 0,045449
FAMT75.dag 0,01382 0,013842 15 15 0,044106 0,04063
FAMT76.dag 0,02068 0,019692 13,5 13,5 0,046647 0,046954
FAMT77.dag 0,008225 0,007719 10 10 0,008697 0,006228
FAM78.dag 0,02153 0,019604 15 15 0,043584 0,050967
FAM79.dag 0,021086 0,020794 12,5 12,5 0,053403 0,046949
FAM110.dag 0,003936 0,00417 11,25 12 0,004405 0,003611
FAM210.dag | 0,004223 | 0,003813 9,4 9.5 0,015799 | 0,015284
FAM310.dag 0,007791 0,004544 12,6667 13 0,025971 0,014588
FAM410.dag 0,00732 0,007646 11 11 0,01013 0,009731
FAMS510.dag 0,008418 0,008708 11 11 0,0142 0,014276
FAM610.dag 0,01715 0,016048 13,5 13,5 0,041615 0,04353
FAM710.dag 0,009865 0,010201 12 12 0,020342 0,019417
Tabela 5.28: Testes da influéncia dos limites com m = |w(<)/2] - Grupo de Instancias

Aleatérias 1



5.2 ESTUDO COMPARATIVO COMPUTACIONAL

119

DAG IPZst | LPZct | LPZs | LPZc | IPZs¢t PZct
r1.dag 0,023959 | 0,026052 13 13 0,022446 | 0,02022
r2.dag 0,043275 | 0,024365 | 12,2222 13 0,038134 | 0,023978
ranl.dag 0,061485 | 0,056606 14,25 14,25 0,07739 | 0,075282
ran2.dag 0,02152 0,02067 12,5 12,5 0,019852 | 0,021228
ran3.dag 0,343384 | 0,352284 13,75 13,75 0,270133 | 0,278714
rand.dag 0,058675 | 0,056209 14 14,25 0,079791 | 0,070765
ranb.dag 0,028869 | 0,013996 8,5 9 0,061609 | 0,048127
ran6.dag 0,018364 | 0,02077 9 9 0,055768 | 0,052966
ran7.dag 0,112439 | 0,107376 11 11 0,184092 | 0,176888
rans.dag 0,133471 | 0,10092 10,7 1 0,209095 | 0,185923
ran9.dag 0,009801 | 0,009005 7.5 7.5 0,03088 | 0,029896
ranl0.dag | 0,738563 | 0,515006 17,25 17,25 0,393535 | 0,413528
ranil.dag | 1,957592 | 1,349354 17,625 17,625 | 1,468852 | 1,358473
rani2.dag | 0,200697 | 0,173431 | 16,8333 7 0,245719 | 0,231883
rani3.dag | 0,039215 | 0,036026 10 10 0,046906 | 0,033033
ranid.dag | 0,139736 | 0,138256 15,25 15,25 0,170535 | 0,165646
ranib.dag | 0,084316 | 0,075431 14,25 14,25 0,004064 | 0,084595
rani6.dag | 0,025925 | 0,027931 11 11 0,038894 | 0,040085
ranl7.dag | 0,602977 | 0,566816 21 21 1,302875 | 1,144711
ranis.dag | 0,182488 | 0,135286 | 14,1667 14,25 0,183041 | 0,164837
rani9.dag | 0,018347 | 0,020405 11 1 0,016214 | 0,016152
ran20.dag | 0,017628 | 0,015952 9 9 0,023744 | 0,023632

Tabela 5.29: Testes da influéncia dos limites com m

Aleatérias 2

|w(<)/2| - Grupo de Instancias

DAG IPZst | LPZct | LPZs | LPZc P Zst P Zct
arv2.dag 0,00117 | 0,001177 | 5,16667 6 0,006034 0,005448
bin3.dag 0,000806 | 0,000794 1 5 0,001908 0,001358
bind.dag 0,001597 | 0,001355 5.5 7 0,005234 0,005085
binb.dag 0,00428 | 0,002257 7 9 0,011674 0,008709
bin6.dag 0,015067 | 0,003177 8,5 11 0,021443 0,017116
bin7.dag 0,076366 | 0,010381 10 13 0,06128 0,034416
bins.dag 0,228446 | 0,022212 11,5 15 0,132163 0,069636
bin9.dag 0,487554 | 0,05048 13 17 0,3054 0,167133
dag3.dag 0,001465 | 0,001491 7,75 3 0,003019 0,003058
dil6.dag 0,001472 | 0,002065 10 10 0,002348 0,003055
di25.dag 0,006851 | 0,004875 | 14,3333 15 0,021526 0,018277
di36.dag 0,004743 | 0,004034 16 16 0,013001 0,012222
di64.dag 0,018002 | 0,016518 22 22 0,04135 0,046092
di100.dag 0,042798 | 0,039096 28 28 0,167457 0,146417
dild4.dag 0,099513 | 0,091265 34 34 0,385724 0,506152
di225.dag 0,018031 | 0,886632 | 43,4072 | 43,4072 | 23,400494 | 23,410749
di256.dag 0,432889 | 0,436269 16 16 1,924073 1,851894
di400.dag 1,691958 1,62753 58 58 1,930229 1,897076
gauss.dag 0,002566 | 0,002373 9,5 10 0,003043 0,002525
irrdl.dag 0,012421 | 0,012597 | 15,3333 | 15,3333 | 0,025745 0,035206
n7.dag 0,001196 | 0,000999 15 5 0,002804 0,001309
n13.dag 0,001242 | 0,00124 15 5 0,002347 0,001473
tree2.dag 0,000649 | 0,000887 5 5 0,001093 0,001385
tree3.dag 0,001118 | 0,001565 7 7 0,004694 0,005398
treed.dag 0,002243 | 0,002979 9 9 0,009164 0,011044
trech.dag 0,006965 | 0,006591 11 11 0,016368 0,015888
tree6.dag 0,033596 | 0,029233 13 13 0,036164 0,036132
tree7.dag 0,0889 0,000375 15 15 0,140161 0,142287
tree8.dag 0,320949 | 0,32119 17 17 0,479838 0,479568
celbow.dag 0,040194 | 0,042373 | 28,625 28,625 0,040389 0,030989
cstanford.dag 0,036254 | 0,017615 | 27,7778 28,25 0,031252 0,014698
fit2-b-m.dag 0,279962 | 0,063042 14 16 0,357212 0,256095
iterative2-b-m.dag | 0,543969 | 0,105005 | 17,7368 24 8,709764 0,207708

Tabela 5.30: Testes da influéncia dos limites com m

Estruturadas
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DAG IPZst | LPZct | LP Zs IPZc | IPZst TP Zct
FAMI2.dag 0,065424 | 0,030569 | 13,0694 16 0,420295 | 0,095695
FAMI3.dag 0,029880 | 0,015027 | 13,9877 16 0,141099 | 0,055183
FAM14.dag 0,029031 | 0,008221 | 12,4548 15 0,143395 | 0,047737
FAMI5.dag 0,047207 | 0,023549 | 12,8235 15 0,250532 | 0,089865
FAMIG.dag 0,019129 | 0,008024 | 13,6889 15 0,116922 | 0,067717
FAMI7.dag 0,02731 | 0,007862 | 12,0797 15 0,119782 | 0,031894
FAMIS.dag 0,052153 | 0,019192 | 13,5107 16 0,341742 | 0,048162
FAMIO.dag 0,037347 | 0,009703 13,273 15 0,287109 | 0,060052
FAM21.dag 0,038275 | 0,009402 | 11,6229 15 0,327202 | 0,057611
FAM?22.dag 0,031225 | 0,012855 | 12,8278 16 0,328778 | 0,047615
FAM23.dag 0,007521 | 0,004713 8,325 10 0,071192 | 0,025703
FAM24.dag 0,018406 | 0,008346 | 11,7935 15 0,158425 | 0,04382
FAM25.dag 0,007451 | 0,004303 | 9,21154 11 0,04701 0,021924
FAMZ26.dag 0,020869 | 0,009932 | 12,3077 15 0,362792 | 0,111707
FAM27.dag 0,038123 | 0,013925 | 10,7413 15 0,378171 | 0,066109
FAM28.dag 0,0261 0,011434 | 12,0617 15 0,315069 | 0,070326
FAMZ29.dag 0,021286 | 0,009388 11,482 15 0,425891 | 0,038676
FAM31.dag 0,042244 | 0,021785 | 12,3543 14 0,128629 | 0,061543
FAMB32.dag 0,066284 | 0,027467 | 13,4008 16 0,270356 | 0,072541
FAM33.dag 0,013918 | 0,010249 | 13,0566 11 0,068567 | 0,048475
FAM34.dag 0,037979 | 0,01294 10,8773 13 0,15629 | 0,077903
FAMB35.dag 0,059303 | 0,026357 | 12,3509 14 0,269816 | 0,082118
FAM36.dag 0,007149 | 0,027467 | 13,324 17 0,60204 | 0,086894
FAM37.dag 0,011093 | 0,00901 11,0127 | 11,0938 | 0,040749 | 0,031719
FAMB38.dag 0,013075 | 0,009669 | 13,0623 14 0,038454 | 0,030071
FAMB39.dag 0,029354 | 0,011008 | 11,0924 13 0,343534 | 0,060826
FAMA1.dag 0,133656 | 0,053629 | 15,0735 18 0,533380 | 0,15704
FAMA2.dag 0,035345 | 0,025405 | 12,0667 13 0,107836 | 0,044617
FAMA43.dag 0,030371 | 0,022875 12,513 13 0,095946 | 0,065807
FAM44.dag 0,171111 0,0527 14,7986 18 0,047121 | 0,215117
FAMA5.dag 0,344653 | 0,060368 | 15,0102 19 1,026099 | 0,138967
FAM46.dag 0,085338 | 0,063355 | 16,0781 18 0,666522 | 0,189193
FAMA7.dag 0,088193 | 0,033266 | 15,6366 18 0,31482 | 0,100752
FAMA8.dag 0,061331 | 0,035551 | 15,0909 16 0,183265 | 0,078374
FAMA9.dag 0,148287 | 0,07109 16,3631 18 1,147251 | 0,198885
FAM51.dag 0,071634 | 0,033843 13,925 15 0,22722 | 0,079783
FAMb52.dag 0,063878 | 0,036555 | 15,4776 17 0,172665 | 0,100649
FAM53.dag 0,054543 | 0,031144 | 16,6619 17 0,13175 0,09626
FAMG54.dag 0,025751 | 0,024512 | 11,9524 13 0,094476 | 0,046775
FAM55.dag 0,086093 | 0,039739 | 11,5202 13 0,543948 | 0,134837
FAM56.dag 0,025642 | 0,02728 14 14 0,075907 | 0,074842
FAMb57.dag 0,046972 | 0,025154 | 12,2404 13 0,141522 | 0,062523
FAM58.dag 0,028464 | 0,026269 12 12 0,054443 | 0,051829
FAMG59.dag 0,0724 0,040176 12,772 13,274 | 0,418691 | 0,185349
FAM61.dag 0,050338 | 0,024146 | 11,8338 13 0,104472 | 0,056216
FAMG62.dag 0,078863 | 0,043207 | 15,8723 17 0,291128 | 0,147563
FAMG63.dag 0,030922 | 0,024159 13,2 13,2 0,056081 | 0,045924
FAM64.dag 0,053568 | 0,043621 | 17,0314 | 17,0769 | 0,120985 | 0,114503
FAMG5.dag 0,15802 | 0,063464 13,803 15,0863 | 0,76936 | 0,261354
FAMG6.dag 0,110752 | 0,043194 | 13,1196 15 0,5611331 | 0,146922
FAMG67.dag 0,046699 | 0,044649 | 17,1429 | 17,1429 | 0,064927 | 0,059883
FAMGS.dag 0,001425 | 0,054349 | 14,0088 15 0,16211 0,128224
FAMG9.dag 0,03893 | 0,030954 | 12,7381 13 0,084329 | 0,084851
FAMT71.dag 0,052123 | 0,045472 15,75 15,75 0,097344 | 0,108251
FAM72.dag 0,067480 | 0,067309 | 13,6852 | 13,6852 | 0,30433 | 0,211471
FAMY73.dag 0,074966 | 0,046382 12,744 13,0417 | 0,277146 | 0,138371
FAM74.dag 0,109855 | 0,084059 | 14,7778 | 15,3659 | 0,205302 | 0,293074
FAMY75.dag 0,020366 | 0,020563 15 15 0,048436 | 0,047586
FAM76.dag 0,04092 | 0,046445 13,5 13,5 0,001027 | 0,087686
FAM77.dag 0,105686 | 0,035992 | 11,4207 13 0,385165 | 0,139221
FAMY78.dag 0,001659 | 0,078217 | 15,5674 15,674 | 0,237516 | 0,250913
FAM79.dag 0,081258 | 0,069225 | 12,8055 | 13,1560 | 0,216831 | 0,159293
FAMI110.dag | 0,033684 | 0,017479 | 13,5626 16 0,003865 | 0,05644
FAMZ210.dag | 0,010301 | 0,007413 10,19 11 0,043509 | 0,029043
FAMB310.dag | 0,042423 | 0,024468 14 15 0,168612 | 0,076319
FAMA410.dag | 0,142316 | 0,073763 | 14,4823 18 1,01832 | 0,277848
FAMb510.dag | 0,028026 | 0,021458 | 12,1402 13 0,065835 | 0,048846
FAMG610.dag | 0,060709 | 0,034831 | 14,5556 15 0,139307 | 0,116377
FAM710.dag | 0,126611 | 0,056897 | 13,3827 | 14,1928 | 0,671665 | 0,241923

Tabela 5.31: Testes da influéncia dos limites com m = |w(=<)/4| - Grupo de Instancias
Aleatoérias 1
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DAG LP Zst LPZct LP Zs LP 7Z c IP Z st IP Z ct
rl.dag 0,260518 0,169521 12,9551 14 0,504602 0,296195
r2.dag 0,108443 0,066904 12,4272 13 0,11029 0,091731
ranl.dag 0,656254 0,41458 14,4392 14,4392 0,394636 0,406367
ran2.dag 0,070658 0,055415 12,5664 13 0,11469 0,105146
ran3.dag 0,288495 0,292582 13,75 13,75 0,335138 0,340769
rand.dag 0,337334 0,297126 15,5451 16,098 2,246106 1,018681
ran5.dag 0,035142 0,020451 8,5 9 0,060629 0,059204
ran6.dag 0,027329 | 0,026835 9 9 0,07865 | 0,073099
ran7.dag 0,142368 0,139406 11 11 0,275867 0,272588
ran8.dag 0,142913 0,110142 10,7 11 0,228398 0,253141
ran9.dag 0,011749 0,007613 7,5 8 0,033418 0,034736
ranl0O.dag 0,500664 0,627745 17,25 17,25 0,516798 0,517028
ranll.dag 1,933881 2,116073 17,625 17,625 1,814407 1,683578
ranl2.dag 0,460985 0,520717 16,8333 17 0,598463 0,5626979
ranl3.dag 0,041245 0,035899 10 10 0,103714 0,089281
ranl4.dag 0,167606 0,159294 15,25 15,25 0,280157 0,261836
ranl5.dag 0,31348 0,320103 14,2 15 0,32635 0,303533
ranl6.dag 0,046687 0,047837 11 11 0,100537 0,100223
ranl7.dag 0,52405 0,522339 21 21 1,588017 1,629053
ranl8.dag 0,417185 0,45207 14,1667 14,25 0,438352 0,432413
ranl9.dag 0,03629 0,036795 11 11 0,063869 0,066619
ran20.dag 0,046919 0,031502 9,02857 10 0,135405 0,063806
Tabela 5.32: Testes da influéncia dos limites com m = |w(<)/4] - Grupo de Instancias
.
Aleatorias 2
DAG LP Zst LP Zct LP Zs LP Zc IPZst IPZct
bin4d.dag 0,00293 0,002143 6,5 9 0,010372 0,007386
binb.dag 0,006757 0,004519 7,9375 10 0,039917 0,015535
bin6.dag 0,023736 0,013992 9,3125 11,0938 0,042688 0,035823
bin7.dag 0,099412 0,030106 10,7812 13 0,082332 0,048909
binS.dag 0,247188 0,07156 12,1641 15 0,160972 0,123142
bin9.dag 0,430288 0,140207 13,6406 17 0,479755 0,323692
di64.dag 0,5623779 0,151792 30,7274 34 2,146691 0,459162
dil00.dag 4,019083 0,601183 42,9236 52 24,911845 1,943047
dil44.dag 4,517628 1,252743 46,7001 51,6667 256,139968 3,40097
di225.dag 46,959469 6,212029 64,9486 78,6667 600,07322 17,628576
di256.dag 32,157091 6,5952 62,7775 69,451 600,06046 20,676178
di400.dag 102,992267 42,964749 78,6234 87,0769 600,274451 95,327225
irr41l.dag 0,084891 0,036226 20,0098 23 0,888893 0,112833
nl3.dag 0,001819 0,001499 5,0625 7 0,007585 0,003516
tree3.dag 0,002301 0,001743 8,33333 9 0,010973 0,008592
trocd.dag 0,005224 0,005833 9,75 10 0,033088 0,026054
treeb.dag 0,017499 0,017215 11,3 11,3 0,069603 0,069598
tree6.dag 0,049541 0,052409 13 13 0,08888 0,083401
tree7.dag 0,207661 0,210129 15 15 0,286666 0,278769
tree8.dag 0,419675 0,402789 17 17 0,670298 0,629616
celbow.dag 0,049802 0,044802 28,625 28,625 0,059284 0,048071
cstanford.dag 0,042592 0,031814 | 27,7778 38,25 0,04582 0,032069
fft2-b-m.dag 2,441831 0,801475 19,8161 28 600,042695 2,437217
iterative2-b-m.dag 2,48252 0,421344 29,4263 47 160,137934 1,1995
Tabela 5.33: Testes da influéncia dos limites com m = |w(=<)/4| - Grupo de Instancias

Estruturadas
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DAG LPZst LP Zct LP Zs LP 7Zc IPZst IP Zct
FAM31.dag 0,375126 0,061448 17,4986 26 1,734435 0,285761
FAM32.dag 0,532543 0,054412 18,9063 27 2,376803 0,275203
FAM33.dag 0,265482 0,050514 19,1005 25 1,396285 0,216825
FAM34.dag 0,420044 0,043349 16,7895 25 2,50488 0,276791
FAM35.dag 0,289994 0,083246 18,9458 25 1,409055 0,285275
FAM37.dag 0,336946 0,069166 17,5013 25 1,564354 0,121827
FAM38.dag 0,261429 0,075586 19,1148 25 1,276595 0,25844
FAM39.dag 0,399279 0,067421 16,9122 25 2,079617 0,258068
FAM42.dag 0,298006 0,144053 17,5971 25 3,295505 0,431199
FAMA43.dag 0,72909 0,123313 18,6759 25 2,634062 0,383602
FAM48.dag 0,622007 0,098182 20,7333 26 2,343194 0,348697
FAMS51.dag 0,931538 0,167672 23,6565 35 4,865399 0,540285
FAM52.dag 1,111488 0,219422 24,5472 36 4,681067 0,471021
FAM53.dag 1,3352 0,138801 25,5247 36 7,313994 0,493186
FAM54.dag 0,639538 0,094473 16,998 24 2,959754 0,283332
FAM55.dag 0,793437 0,099387 16,8789 24 3,09386 0,274582
FAM56.dag 0,394192 0,093524 18,589 24 1,85132 0,315217
FAM57.dag 0,647134 0,066793 17,9043 24 2,35911 0,258019
FAM58.dag 0,588967 0,08413 18,2374 25 4,114179 0,395307
FAM59.dag 0,718644 0,082782 17,4732 24 3,31084 0,304866
FAMG61.dag 0,98528 0,100516 18,2673 27 4,074889 0,467563
FAMG62.dag 1,487027 0,266841 27,4128 40 8,566067 0,822849
FAMG63.dag 0,439657 0,088209 16,6737 21 2,031939 0,246969
FAM64.dag 1,070263 0,0926 22,0299 30 4,962527 0,358044
FAMG5.dag 1,264562 | 0,15119 20,678 28 3,886174 | 0,448388
FAMG66.dag 1,077852 0,167729 18,8312 27 6,313012 0,5601707
FAMG67.dag 0,842905 0,078566 22,0158 28 4,070869 0,305805
FAM68.dag 0,990986 0,162701 19,3694 27 3,979995 0,544516
FAMG69.dag 0,816576 0,131395 19,8445 27 2,855851 0,423892
FAMT71.dag 0,758557 0,139565 19,8405 24,1905 4,54106 0,511929
FAM72.dag 0,585569 0,100002 18,7422 23 1,986873 0,325114
FAM73.dag 0,858332 0,187719 17,4039 24 3,639331 0,289287
FAM74.dag 2,149378 0,240654 21,9588 32 15,149236 0,937857
FAM75.dag 1,192696 0,170504 21,5412 30 5,691102 0,5620229
FAM76.dag 1,037694 0,138685 19,0225 24 3,594081 0,482827
FAM77.dag 1,525447 0,099448 16,3444 23 4,820269 0,39385
FAM78.dag 1,579302 0,285298 23,3882 32 9,219371 0,843666
FAM79.dag 0,79317 0,093489 17,5096 23 2,743542 0,372684
FAM310.dag 0,482398 0,067595 19,226 26 1,780898 0,158367
FAM510.dag 0,484637 0,081222 17,3253 24 2,149565 0,287462
FAM610.dag 0,960973 0,168621 20,4222 27 3,382744 0,5630924
FAM710.dag 1,39979 0,29025 20,5291 30 6,779021 0,709076

Tabela 5.34: Testes da influéncia dos limites com m = |w(=<)/8| - Grupo de Instancias

.

Aleatoérias 1
DAG LP Zst LP Zct LP Zs LP Zc IPZst IPZct
rl.dag 1,447876 0,722756 19,6327 27 40,44373 3,236727
r2.dag 0,795609 0,396213 18,6557 25 16,733605 1,050407
ranl.dag 1,428098 0,788854 21,7709 28 44,796058 3,452571
ran2.dag 0,737485 0,317754 19,6799 27 9,184361 1,032928
ran3.dag 1,571807 0,793936 19,5327 26 30,984398 2,153632
rand.dag 2,077453 0,838425 25,9319 36 40,455988 4,107531
ran5.dag 0,700885 0,07096 10,9358 16 1,87362 0,26368
ran6.dag 1,629045 0,140534 | 12,2342 18 1,948524 0,660126
ran7.dag 2,594155 1,273294 15,8431 22 53,974601 2,792419
ran8.dag 1,205667 0,706054 13,8127 19 16,694861 2,636953
ran9.dag 0,355751 0,048373 10,5957 16 1,353246 0,119755
ranl0O.dag 4,169624 2,093202 26,0144 29 93,816758 5,603908
ranll.dag 24,346487 16,63825 23,6938 27 600,130325 28,222354
ranl2.dag 3,638636 13,5635674 23,5612 26 262,125811 11,725771
ranl3.dag 10,446639 0,916833 13,2567 18 21,092512 2,761172
ranld.dag 4,474346 14,811567 20,6731 25 62,122985 11,089474
ranl5.dag 2,520458 1,194263 22,4286 31 172,458784 2,705327
ranl6.dag 0,945643 0,633456 14,6143 21 7,639397 1,873724
ranl7.dag 20,152526 12,209306 26,8411 29 410,564596 17,286972
ranl8.dag 6,265786 1,527327 20,9516 26 43,163708 8,216291
ranl9.dag 0,567197 0,451004 14,4687 20 5,304364 1,12769
ran20.dag 0,75254 0,476365 13,6476 20 9,347411 0,913157

Tabela 5.35: Testes da influéncia dos limites com m = |w(=<)/8| - Grupo de Instancias

Aleatérias 2
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DAG TP Zst TP Zct LPZs | LPZc TPZst P Zct
binb.dag 0,034829 0,009545 10,75 7 0,226412 0,07875
binG.dag 0,109733 0,018221 12,2136 8 0,208272 0,062926
bin7.dag 0,322512 0,095885 13,5667 | 18,2188 0,880569 0,319011
bins.dag 0,515105 0,319055 15,0563 | 18,5938 2,372302 0,962765
bin0.dag 1,450749 1,064751 16,4272 | 19,1055 7,30609 7,707222
di256.dag 600,593428 | 21,062459 . 130 600,524503 64,50238
di400.dag 601,747406 | 170,098355 . 202 601,577783 | 593,2903926
trood.dag 0,033177 0,010231 13,4526 7 0,371384 0,03822
trees.dag 0,115048 0,029287 15,4580 8 1,042426 0,111304
tree6.dag 0,269104 0,13716 16,7602 | 18,0231 1,183558 0,682533
tree7.dag 0,575266 0,377821 18,6364 20 9,200493 2,503564
tree8.dag 1,224977 1,326176 19,9022 | 20,3333 | 34,516896 24,692261
celbow.dag 0,417315 0,176314 32,5877 35 1,018829 0,475886
cstanford.dag 0,236698 0,075712 30,4801 32 0,597257 0,178275
t2-b-m.dag 17712311 1,154984 31,384 52 600,120455 3,712027
iterative2-b-m.dag 8,596053 1,150628 50,0879 90 600,915678 2,294028

Tabela 5.36: Testes da influéncia dos limites com m =

Estruturadas

|lw(<)/8] - Grupo de Instancias



Capitulo 6

Conclusao e Trabalhos Futuros

Neste trabalho estudamos o Problema de escalonamento de tarefas UET-UCT com custos
unitarios de execucao e comunicagao. Inicialmente, foi apresentada uma definicao formal do
problema. Junto a essa defini¢ao foi feita uma revisao bibliografica da literatura, que para este
tipo de problema é bem vasta e diversificada. Localizamos o problema estudado no universo
de problemas de escalonamento. Apresentamos as complexidades computacionais das versoes,
limitada e ilimitada, do problema abordado nesta Dissertacao, bem como algoritmos aproxi-
mativos existentes para cada versao. Mostramos ainda algumas complexidades computacionais
de problemas semelhantes ao abordado neste trabalho.

Na busca da resolucao do problema de forma eficiente, partimos dos limites inferior e supe-
rior, pois os melhores limites aplicados neste problema nao eram satisfatérios. Esta observacao
é confirmada ao compararmos os limites existentes com o étimo.

Para o limite inferior, fizemos alteracoes no limite LB;; proposto na literatura. Estas
alteracoes fizeram com que fosse levada em consideragao a quantidade de recurso disponivel
(processadores). Estas alteragoes tornaram o limite consideravelmente melhor nos testes onde
restringimos o nimero de processadores. Mesmo com este ganho significativo, para algumas
instancias, LB; ; teve maior dificuldade em chegar ao 6timo. Devido a isso, aplicamos os limites
IFB;; e FFB, ;. A implementagao deste tltimo, partindo de LB;; demonstrou um ganho
significativo, justamente no ponto em que desejavamos, quando o nimero de processadores
impoe restricoes reais ao problema.

Estando o limite inferior satisfatorios na maioria dos testes, partimos para o limite su-
perior. Claramente, a heuristica CP/MISF possui deficiéncias na alocacao de tarefas. Em
alguns casos, processadores ficam ociosos e nao executam tarefas que poderiam ser executadas.
Este problema foi resolvido com a heuristica gulosa IS H. Este algoritmo se mostrou bastante

eficiente, nos dois pontos principais, valor de makespan e custo computacional. Mesmo o al-
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goritmo anterior sendo satisfatorio, buscamos uma meta-heuristica de base evolucionaria para
confrontarmos com [.SH. Em alguns casos, a meta-heuristica PSO conseguiu obter um limite
de maior qualidade em relacao a ISH, porém com um custo computacional razoavelmente
mais elevado. Portanto, atestamos a superioridade da heuristica ISH.

De posse de bons limites, inferior e superior, buscamos a resolucao do problema pela
formulacao matemaética base deste problema na literatura, a Formulacao X. Claramente, a
Formulacao X ¢ dependente de bons limites para que tenha um bom desempenho, porém,
mesmo com os limites fortalecidos e a aplicacao de outras estratégias, a Formulacao X nao se
mostrou eficiente na resolucao do problema.

A busca por novas formulagoes resultou na concepcao da Formulacao Y, esta semelhante a
utilizada em [MK97]. O modelo gerado por Y é bastante grande, visto que possuimos muitas
varidveis e muitas restricoes. Uma transicao natural para Y,.; acontece ao observarmos a
influéncia de uma variavel y; ¢, de uma tarefa ¢ e tempo ¢, nas variaveis y; », com t' < t. Esta
observacao indica que Y pode ser reforcada. Neste momento, temos uma formulagao que pode
ser definida sem as variaveis w, porém estas se mostram importantes na relaxacao linear de
Y,er. Surgem entdo as restriges (4.54) e (4.55), que s@o exponenciais. Elas conseguem eliminar
as variaveis w mesmo na relaxacao linear. Uma outra formulacao é criada com estas restrigoes,
a Yezp. Propomos, entao, um algoritmo de separacao para estas restri¢oes exponenciais.

Com o intuito de dominuir o modelo Y,.f, construimos, através de uma mudanca de
variaveis, a Formulacao Z, que possui menos variaveis e restricoes. De forma analoga, ob-
temos Zezp, a partir de Yo,

Fizemos um estudo comparativo das formulagoes apresentadas sob dois aspectos, tedrico e
computacional. Teoricamente, obtivemos algumas relagoes entre as formulagoes apresentadas
e modificagoes delas. Computacionalmente, o estudo permitiu observar que a Formulacao Z é
a mais adequada para a resolucao deste problema, independente do niimero de processadores.
Sua relaxacao linear possui boa qualidade e seu custo computacional é baixo.

Do ponto de vista de resolucao matemaética, acreditamos ter chegado a um ponto satis-
fatério. Portanto, como trabalho futuro, gostariamos de investigar a influéncia da melhoria
da qualidade da relaxacao linear no fator de aproximacao deste problema, visto que o me-
lhor algoritmo aproximativo existente para o caso ilimitado é baseado na relaxacgao linear da
Formulacao X. Como obtivemos uma formulacao com relaxacao melhor, é provavel que con-
sigamos melhorar o fator de aproximacao do problema ilimitado. Feito isto, melhorariamos
também o fator de aproximacao da versao limitada, pois este é baseado no fator de aproximacao

do caso ilimitado.



Apeéendice A

Instancias e Ambiente Computacional

A.1 Instancias utilizadas

As instancias utilizadas neste trabalho foram classificadas em trés grupos diferentes. A pri-
meira classe de instancias, denominada Grupo de Instancias Aleatérias 1, é constituida por
instancias geradas pelo gerador de instancias ProGen [RKA99].

A segunda classe de instancias compreende as mesmas instancias utilizadas em [CCMP02].
Também sao instancias aleatérias geradas da seguintes forma. Primeiro, escolha o nimero de
tarefas. Entao, para cada tarefa i, escolha o niimero de sucessores imediatos e eleja os candi-
datos a serem sucessores de 7, ambos aleatoriamente e utilizando uma distribui¢ao uniforme.
Nao permita que uma tarefa eleita j seja uma predecessora de i e nem dos predecessores de .

A terceira classe de instancias é constituida por instancias que possuem uma estrutura

conhecida, por exemplo:

binh: arvores binarias completas de altura h;

treeh: sao as instancias binh, invertendo o sentido dos arcos;

din: grafos diamantes com n tarefas;

1rrdl: grafo irregular com 41 tarefas

f ft2: Fast Fourier transformation;

A seguir, alguns exemplos dos grafos citados e detalhes das informacoes de cada instancia

utilizada, de acordo com o nimero de processadores.
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Figura A.1: Instancia bin3.dag

Figura A.3: Instancia dil6.dag

Figura A.2: Instancia tree2.dag

Figura A.4: Instancia irr41.dag
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DAG [N] w(=<) m LB UB
FAMI11.dag 30 7 31 9 10
FAMI12.dag 30 9 31 10 11
FAM13.dag 30 9 31 12 12
FAMI14.dag 30 10 31 10 11
FAM15.dag 30 8 31 10 10
FAM16.dag 30 8 31 10 10
FAM17.dag 30 8 31 10 10
FAMI18.dag 30 9 31 11 11
FAM19.dag 30 10 31 10 10
FAM21.dag 30 10 31 7 8

FAM22.dag 30 9 31 10 11
FAM23.dag 30 12 31 7 7

FAM24.dag 30 11 31 10 10
FAM25.dag 30 13 31 8 9

FAM26.dag 30 11 31 10 10
FAM27.dag 30 11 31 7 7

FAM28.dag 30 11 31 9 10
FAM29.dag 30 11 31 8 8

FAM31.dag 50 19 51 10 11
FAM32.dag 50 16 51 11 13
FAM33.dag 50 16 51 12 12
FAM34.dag 50 19 51 10 10
FAM35.dag 50 16 51 10 11
FAM36.dag 50 14 51 9 10
FAM37.dag 50 21 51 10 11
FAM38.dag 50 17 51 12 13
FAM39.dag 50 19 51 8 9

FAM41.dag 50 15 51 13 13
FAM42.dag 50 17 51 11 11
FAM43.dag 50 16 51 12 13
FAM44.dag 50 14 51 12 13
FAM45.dag 50 14 51 12 12
FAM46.dag 50 13 51 13 13
FAM47.dag 50 15 51 13 14
FAM48.dag 50 16 51 15 16
FAM49.dag 50 13 51 14 14
FAMS51.dag 70 21 71 13 13
FAM52.dag 70 21 71 14 15
FAM53.dag 70 21 71 15 16
FAM54.dag 70 27 71 11 11
FAMS55.dag 70 25 71 10 10
FAM56.dag 70 26 71 14 14
FAM57.dag 70 24 71 11 11
FAMS58.dag 70 28 71 12 12
FAM59.dag 70 25 71 11 12
FAMG61.dag 80 29 81 10 11
FAM62.dag 80 23 81 14 15
FAM63.dag 80 32 81 13 14
FAM64.dag 80 26 81 16 17
FAMG65.dag 80 27 81 12 13
FAMG66.dag 80 26 81 11 12
FAMG67.dag 80 28 81 17 18
FAMG68.dag 80 26 81 12 13
FAMG69.dag 80 28 81 12 13
FAM71.dag 90 34 91 15 16
FAM72.dag 90 33 91 13 15
FAM73.dag 90 34 91 12 13
FAM74.dag 90 29 91 13 14
FAM75.dag 90 29 91 15 15
FAM76.dag 90 37 91 13 14
FAM77.dag 90 32 91 10 10
FAM78.dag 90 29 91 15 15
FAM79.dag 90 32 91 12 13
FAM110.dag 30 9 31 12 12
FAM210.dag 30 13 31 9 10
FAM310.dag 50 19 51 13 13
FAM410.dag 50 14 51 11 11
FAM510.dag 70 25 71 11 11
FAMG610.dag 80 25 81 13 14
FAM710.dag 90 29 91 12 12

Tabela A.1: Instancias para testes com infinitos processadores - Grupo de Instancias Aleatérias
1
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DAG |N| w(=<) m LB UB
rl.dag 135 41 136 12 13
r2.dag 98 33 99 13 13
ranl.dag 140 42 141 13 15
ran2.dag 80 29 81 12 13
ran3.dag 153 48 154 13 17
rand.dag 108 30 109 14 15
ranb.dag 170 94 171 9 9

ran6.dag 223 110 224 8 9

ran7.dag 298 119 299 10 12
ran8.dag 256 118 257 11 12
ran9.dag 124 65 125 7 8

ranl0.dag 286 83 287 17 19
ranll.dag 510 153 511 17 19
ranl2.dag 310 99 311 17 18
ranl3.dag 357 167 358 10 10
ranl4.dag 364 121 365 15 16
ranl5.dag 152 47 153 14 15
ranl6.dag 186 76 187 10 11
ranl7.dag 546 158 547 21 22
ranl8.dag 234 74 235 14 15
ranl9.dag 154 64 155 10 11
ran20.dag 154 68 155 9 9

Tabela A.2: Instancias para testes com infinitos processadores - Grupo de Instancias Aleatérias

2

DAG |N| w(=<) m LB UB
arv2.dag 9 5 10 4 5

bin3.dag 7 4 8 5 5

bind.dag 15 8 16 7 7

binb5.dag 31 16 32 9 9

bin6.dag 63 32 64 11 11
bin7.dag 127 64 128 13 13
bin8.dag 255 128 256 15 15
bin9.dag 511 256 512 17 17
dag3.dag 13 5 14 8 8

dil6.dag 16 4 17 10 10
di25.dag 25 5 26 13 13
di36.dag 36 6 37 16 16
di64.dag 64 8 65 22 22
dil00.dag 100 10 101 28 28
dil44.dag 144 12 145 34 34
di225.dag 225 15 226 43 43
di256.dag 256 16 257 46 46
di400.dag 400 20 401 58 58
gauss.dag 18 5 19 9 10
irrdl.dag 41 11 42 15 16
n7.dag 7 4 8 5 5

nl3.dag 13 8 14 5 5

tree2.dag 7 4 8 4 5

tree3.dag 15 8 16 6 7

treed.dag 31 16 32 8 9

treeb.dag 63 32 64 10 11
tree6.dag 127 64 128 12 13
tree7.dag 255 128 256 14 15
tree8.dag 511 256 512 16 17
celbow.dag 103 31 104 28 30
cstanford.dag 90 30 91 28 29
fft2-b-m.dag 194 32 195 14 15
iterative2-b-m.dag 262 26 263 13 14

Tabela A.3: Instancias para testes com infinitos processadores - Grupo de Instancias Estrutu-

radas
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DAG N[ [ @(<) | m | LB | UB
FAMI11.dag 30 7 3 10 11

FAMI12.dag 30 9 4 10 11

FAM13.dag 30 9 4 12 12
FAM14.dag 30 10 5 10 11

FAMI15.dag 30 8 4 10 10
FAMI16.dag 30 8 4 10 10
FAM17.dag 30 8 4 10 10
FAMI18.dag 30 9 4 11 11

FAMI19.dag 30 10 5 10 10
FAM21.dag 30 10 5 7 8

FAM22.dag 30 9 4 10 11

FAM23.dag 30 12 6 7 7

FAM24.dag 30 11 5 10 10
FAM25.dag 30 13 6 8 9

FAM26.dag 30 11 5 10 10
FAM27.dag 30 11 5 7 8

FAM28.dag 30 11 5 9 10
FAM29.dag 30 11 5 8 8

FAM31.dag 50 19 9 10 11

FAM32.dag 50 16 8 11 13
FAM33.dag 50 16 8 12 12
FAM34.dag 50 19 9 10 10
FAM35.dag 50 16 8 10 11

FAM36.dag 50 14 7 9 10
FAM37.dag 50 21 10 10 11
FAMS38.dag 50 17 8 12 13
FAM39.dag 50 19 9 8 9

FAM41.dag 50 15 7 13 13
FAM42.dag 50 17 8 11 11

FAM43.dag 50 16 8 12 13
FAM44.dag 50 14 7 12 13
FAM45.dag 50 14 7 12 12
FAM46.dag 50 13 6 13 13
FAMA47.dag 50 15 7 13 14
FAM48.dag 50 16 8 15 16
FAM49.dag 50 13 6 14 14
FAMS51.dag 70 21 10 13 13
FAM52.dag 70 21 10 14 15
FAMb53.dag 70 21 10 15 16
FAMb54.dag 70 27 13 11 11
FAMS55.dag 70 25 12 10 11
FAMS56.dag 70 26 13 14 14
FAM57.dag 70 24 12 11 11
FAMS58.dag 70 28 14 12 12
FAM59.dag 70 25 12 11 12
FAM61.dag 80 29 14 10 11
FAMG62.dag 80 23 11 14 15
FAMG63.dag 80 32 16 13 14
FAM64.dag 80 26 13 16 17
FAMG65.dag 80 27 13 12 13
FAMG66.dag 80 26 13 11 12
FAMG67.dag 80 28 14 17 18
FAM68.dag 80 26 13 12 13
FAMG69.dag 80 28 14 12 13
FAM71.dag 90 34 17 15 16
FAM72.dag 90 33 16 13 15
FAM73.dag 90 34 17 12 13
FAM74.dag 90 29 14 13 14
FAM75.dag 90 29 14 15 15
FAM76.dag 90 37 18 13 14
FAM77.dag 90 32 16 10 10
FAM78.dag 90 29 14 15 15
FAM79.dag 90 32 16 12 13
FAM110.dag 30 9 4 12 12
FAM210.dag 30 13 6 9 10
FAM310.dag 50 19 9 13 13
FAM410.dag 50 14 7 11 11
FAM510.dag 70 25 12 11 11
FAMG610.dag 80 25 12 13 14
FAM710.dag 90 29 14 12 12

Tabela A.4: Instancias para testes com m = |w(<)/2] - Grupo de Instancias Aleatérias 1
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DAG |N| w(=<) m LB UB
rl.dag 135 41 20 12 13
r2.dag 98 33 16 13 13
ranl.dag 140 42 21 13 15
ran2.dag 80 29 14 12 13
ran3.dag 153 48 24 13 17
ran4.dag 108 30 15 14 15
ranb.dag 170 94 47 9 9

ran6.dag 223 110 55 8 9

ran7.dag 298 119 59 10 12
ran8.dag 256 118 59 11 12
ran9.dag 124 65 32 7 8

ranl0.dag 286 83 41 17 19
ranll.dag 510 153 76 17 19
ranl2.dag 310 99 49 17 18
ranl3.dag 357 167 83 10 10
ranl4.dag 364 121 60 15 16
ranl5.dag 152 47 23 14 15
ranl6.dag 186 76 38 10 11
ranl7.dag 546 158 79 21 22
ranl8.dag 234 74 37 14 15
ranl9.dag 154 64 32 10 11
ran20.dag 154 68 34 9 9

Tabela A.5: Instancias para testes com m = |w(<)/2] - Grupo de Instancias Aleatérias 2

DAG [N w(=<) m LB UB
arv2.dag 9 5 2 6 6

bin3.dag 7 4 2 5 5

bind.dag 15 8 4 7 7

binb.dag 31 16 8 9 9

bin6.dag 63 32 16 11 11
bin7.dag 127 64 32 13 13
bin8.dag 255 128 64 15 15
bin9.dag 511 256 128 17 17
dag3.dag 13 5 2 8 8

dil6.dag 16 4 2 10 10
di25.dag 25 5 2 15 15
di36.dag 36 6 3 16 16
di64.dag 64 8 4 22 22
dil00.dag 100 10 5 28 28
dild4.dag 144 12 6 34 34
di225.dag 225 15 7 43 45
di256.dag 256 16 8 46 46
di400.dag 400 20 10 58 58
gauss.dag 18 5 2 10 10
irrdl.dag 41 11 5 15 16
n7.dag 7 4 2 5 5

nl3.dag 13 8 4 5 5

tree2.dag 7 4 2 5 5

tree3.dag 15 8 4 6 7

treed.dag 31 16 8 8 9

tree5.dag 63 32 16 10 11
tree6.dag 127 64 32 12 13
tree7.dag 255 128 64 14 15
tree8.dag 511 256 128 16 17
celbow.dag 103 31 15 28 30
cstanford.dag 90 30 15 28 29
fft2-b-m.dag 194 32 16 16 16
iterative2-b-m.dag 262 26 13 24 24

Tabela A.6: Instancias para testes com m = |w(=<)/2]| - Grupo

de Instancias Estruturadas
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DAG |N| w(=<) m LB UB
FAMI12.dag 30 9 2 16 17
FAM13.dag 30 9 2 16 16
FAM14.dag 30 10 2 15 15
FAMI15.dag 30 8 2 15 16
FAMI16.dag 30 8 2 15 15
FAMI17.dag 30 8 2 15 15
FAM18.dag 30 9 2 16 16
FAM19.dag 30 10 2 15 15
FAM21.dag 30 10 2 15 15
FAM22.dag 30 9 2 16 17
FAM23.dag 30 12 3 10 10
FAM24.dag 30 11 2 15 15
FAM25.dag 30 13 3 11 11
FAM26.dag 30 11 2 15 16
FAM27.dag 30 11 2 15 16
FAM28.dag 30 11 2 15 16
FAM29.dag 30 11 2 15 15
FAM31.dag 50 19 4 14 14
FAM32.dag 50 16 4 16 16
FAM33.dag 50 16 4 14 14
FAM34.dag 50 19 1 13 14
FAM35.dag 50 16 4 14 15
FAM36.dag 50 14 3 17 17
FAM37.dag 50 21 5 11 12
FAM38.dag 50 17 4 14 14
FAM39.dag 50 19 4 13 13
FAM41.dag 50 15 3 18 18
FAM42.dag 50 17 4 13 13
FAM43.dag 50 16 4 13 14
FAM44.dag 50 14 3 18 18
FAM45.dag 50 14 3 19 19
FAM46.dag 50 13 3 18 18
FAM47.dag 50 15 3 18 18
FAM48.dag 50 16 4 16 17
FAM49.dag 50 13 3 18 19
FAMb51.dag 70 21 5 15 16
FAM52.dag 70 21 5 17 17
FAM53.dag 70 21 5 17 18
FAMb54.dag 70 27 6 13 13
FAMS55.dag 70 25 6 13 14
FAM56.dag 70 26 6 14 15
FAM57.dag 70 24 6 13 14
FAMS58.dag 70 28 7 12 13
FAM59.dag 70 25 6 13 15
FAMG61.dag 80 29 7 13 13
FAMG62.dag 80 23 5 17 18
FAM63.dag 80 32 8 13 14
FAMG64.dag 80 26 6 17 18
FAMG65.dag 80 27 6 15 17
FAMG66.dag 80 26 6 15 16
FAMG67.dag 80 28 7 17 18
FAMG68.dag 80 26 6 15 16
FAM69.dag 80 28 7 13 14
FAM71.dag 90 34 8 15 17
FAM72.dag 90 33 8 13 15
FAM73.dag 90 34 8 13 14
FAM74.dag 90 29 7 15 17
FAM75.dag 90 29 7 15 15
FAM76.dag 90 37 9 13 15
FAM77.dag 90 32 8 13 14
FAM78.dag 90 29 7 15 17
FAM79.dag 90 32 8 13 15
FAM110.dag 30 9 2 16 16
FAM210.dag 30 13 3 11 12
FAM310.dag 50 19 4 15 16
FAM410.dag 50 14 3 18 18
FAM510.dag 70 25 6 13 13
FAM610.dag 80 25 6 15 16
FAM710.dag 90 29 7 14 16

Tabela A.7: Instancias para testes com com m = |w(<)/4| - Grupo de Instancias Aleatérias
1
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DAG |N| w(=<) m LB UB
rl.dag 135 41 10 14 15
r2.dag 98 33 8 13 14
ranl.dag 140 42 10 14 17
ran2.dag 80 29 7 13 15
ran3.dag 153 48 12 13 16
ran4.dag 108 30 7 16 18
ranb.dag 170 94 23 9 9

ran6.dag 223 110 27 9 9

ran7.dag 298 119 29 11 12
ran8.dag 256 118 29 11 12
ran9.dag 124 65 16 8 8

ranlO.dag 286 83 20 17 19
ranll.dag 510 153 38 17 19
ranl2.dag 310 99 24 17 19
ranl3.dag 357 167 41 10 10
ranl4.dag 364 121 30 15 16
ranl5.dag 152 47 11 15 16
ranl6.dag 186 76 19 10 11
ranl7.dag 546 158 39 21 22
ranl8.dag 234 74 18 14 16
ranl9.dag 154 64 16 10 11
ran20.dag 154 68 17 10 10

Tabela A.8: Instancias para testes com com m = |w(<)/4] - Grupo de Instancias Aleatérias
2

DAG [N] w(=<) m LB UB
bind.dag 15 8 2 9 9

bin5.dag 31 16 4 10 10
bin6.dag 63 32 8 11 12
bin7.dag 127 64 16 13 13
bin8.dag 255 128 32 15 15
bin9.dag 511 256 64 17 17
di64.dag 64 8 2 34 34
dil00.dag 100 10 2 52 52
dil44.dag 144 12 3 51 52
di225.dag 225 15 3 78 79
di256.dag 256 16 4 69 70
di400.dag 400 20 5 86 88
irrdl.dag 41 11 2 23 23
nl3.dag 13 8 2 7 7

tree3.dag 15 8 2 9 9

treed.dag 31 16 4 10 11
treeb.dag 63 32 8 10 13
tree6.dag 127 64 16 12 15
tree7.dag 255 128 32 14 17
tree8.dag 511 256 64 16 19
celbow.dag 103 31 7 28 30
cstanford.dag 90 30 7 28 29
fft2-b-m.dag 194 32 8 28 29
iterative2-b-m.dag 262 26 6 47 48

Tabela A.9: Instancias para testes com com m = |w(=<)/4] - Grupo de Instancias Estruturadas
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134

DAG [IN[ [ @w(X) | m | LB | UB
FAM31.dag 50 19 2 26 26
FAMB32.dag 50 16 2 27 27
FAM33.dag 50 16 2 25 25
FAM34.dag 50 19 2 25 25
FAM35.dag 50 16 2 25 25
FAM37.dag 50 21 2 25 25
FAM38.dag 50 17 2 25 25
FAM39.dag 50 19 2 25 25
FAMA42.dag 50 17 2 25 25
FAMA43.dag 50 6 2 25 25
FAM48.dag 50 16 2 26 26
FAMb51.dag 70 21 2 35 35
FAMb52.dag 70 21 2 36 36
FAMb3.dag 70 21 2 36 36
FAMbA. dag 70 27 3 24 24
FAMG5.dag 70 25 3 24 24
FAMG56.dag 70 26 3 24 25
FAMb7.dag 70 24 3 24 24
FAMG8. dag 70 28 3 25 25
FAMG59.dag 70 25 3 24 25
FAMG61.dag 30 29 3 27 27
FAMG2.dag 80 23 2 40 40
FAMG63.dag 80 32 1 21 22
FAMG64.dag 80 26 3 30 30
FAMG5.dag 80 27 3 28 28
FAMG6.dag 30 26 3 27 28
FAMG67.dag 80 28 3 28 29
FAMG68.dag 80 26 3 27 28
FAMG69.dag 80 28 3 27 27
FAM71.dag 90 34 1 24 26
FAM72.dag 90 33 1 23 23
FAMY73.dag 90 34 1 24 25
FAM74.dag 90 29 3 32 33
FAM75.dag 90 29 3 30 31
FAM76.dag 90 37 1 24 25
FAMY77.dag 90 32 1 23 24
FAM78.dag 90 29 3 32 32
FAM79.dag 90 32 1 23 24
FAM310.dag | 50 19 2 26 27
FAMB510.dag | 70 25 3 24 24
FAMG610.dag | 80 25 3 27 28
FAM710.dag | 90 29 3 30 31

Tabela A.10: Instancias para testes com com m = |w(<)

1

| - Grupo de Instancias Aleatorias

DAG |N| w(=<) m LB UB
rl.dag 135 41 5 27 27
r2.dag 98 33 4 25 25
ranl.dag 140 42 5 28 28
ran2.dag 80 29 3 27 27
ran3.dag 153 48 6 26 26
ran4.dag 108 30 3 36 36
ranb.dag 170 94 11 16 16
ran6.dag 223 110 13 18 18
ran7.dag 298 119 14 22 22
ran8.dag 256 118 14 19 19
ran9.dag 124 65 8 16 16
ranl0.dag 286 83 10 29 29
ranll.dag 510 153 19 27 29
ranl2.dag 310 99 12 26 28
ranl3.dag 357 167 20 18 18
ranl4.dag 364 121 15 25 25
ranl5.dag 152 47 5 31 31
ranl6.dag 186 76 9 21 21
ranl7.dag 546 158 19 29 30
ranl8.dag 234 74 9 26 26
ranl9.dag 154 64 8 20 20
ran20.dag 154 68 8 20 20

Tabela A.11: Instancias para testes com com m = |w(<)/8] - Grupo de Instancias Aleatérias

2
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DAG |N| w(=<) m LB UB
binb.dag 31 16 2 17 17
bin6.dag 63 32 4 18 18
bin7.dag 127 64 8 18 20
bin8.dag 255 128 16 18 21
bin9.dag 511 256 32 18 23
di256.dag 256 16 2 130 130
di400.dag 400 20 2 202 202
treed.dag 31 16 2 17 18
treeb.dag 63 32 4 18 19
tree6.dag 127 64 8 18 21
tree7.dag 255 128 16 18 22
tree8.dag 511 256 32 18 24
celbow.dag 103 31 3 35 35
cstanford.dag 90 30 3 32 33
fft2-b-m.dag 194 32 4 52 52
iterative2-b-m.dag 262 26 3 90 91

Tabela A.12: Instancias para testes com com m = |w(<)/8] - Grupo de Instancias Estrutu-
radas
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A.2 Ambiente Computacional

Utilizamos em todos os testes a linguagem C++ para implementar os algoritmos. A im-
plementagao dos algoritmos exatos deste trabalho faz uso do pacote de otimizagao ILOG
CPLEX(©)Versao 12.4. Os experimentos realizados foram executados utilizando uma maquina
com processador de dois nucleos de 2.4GHz, 2.0GB de memoria RAM e sistema operacional

Linux de 32 bits.
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