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“Quantas noites cortei?

E importante dizer

Que é preciso amar, é preciso lutar
E resistir até morrer.

Quanta dor cabe num peito

Ou numa vida s6?

E preciso nao ter medo.

E preciso ser maior.”

(Leandro Roque de Oliveira)



RESUMO

O conceito de largura em arvore (“treewidth”) foi introduzido por Robertson e Seymour.
A largura em arvore de um grafo G é o minimo k tal que G pode ser decomposto em uma
Decomposicao em Arvore (DEA) com cada subconjunto de vértice com no méximo k + 1
vértices.

Resultados recentes demonstram que varios problemas NP-Completos podem ser resol-
vidos em tempo polinomial, ou ainda linear, quando restritos a grafos com largura em
arvore pequena.

Em nossa pesquisa bibliografica, focamos a atencao no cédlculo de limites inferiores para
a largura em arvore e descrevemos, em nossa dissertacao, alguns dos resultados ja dis-
poniveis na literatura.

Noés percebemos que formulagoes lineares-inteiras para a determinagao da largura em
arvore sao limitadas na literatura e nao hé estudos disponiveis sobre os poliedros associ-
ados a elas.

A Formulagao por Ordem de Eliminacao (EOF) foi proposta por Koster e Bodlaender.
Ela é baseada na eliminagao ordenada de vértices e na relagdo entre a largura em arvore
de um grafo e suas cordalizacoes.

Como resultado de nosso estudo, apresentamos uma simplificagao da formulacao EOF, de-
monstramos que o poliedro associado a simplificagao é afim-isomorfico ao da formulacao
EOF, verificamos a dimensao do poliedro associado a simplificacao, apresentamos bre-
vemente um rol de facetas muito simples desse poliedro e, em seguinte, introduzimos,

analisamos e demonstramos ser faceta algumas desigualdades mais complexas.

PALAVRAS-CHAVE: Largura em arvore. Formulacdo por Ordem de Eliminacao.

Facetas e Combinatdéria Poliédrica.



ABSTRACT

The concept of treewidth was introduced by Robertson and Seymour. Treewidth may be
defined as the size of the largest vertex set in a tree decomposition.

Recent results show that several NP-Complete problems can be solved in polynomial time,
or linear, when restricted to graphs with small treewidth.

In our bibliographic research, we focus attention on the calculation of lower bounds for
the treewidth and we described, in our dissertation, some of the main results already
available in the literature.

We realized that linear-integer formulations for determining the treewidth are very limited
in the literature and there are no studies available on the polyhedra associated with them.
The Elimination Order Formulation (EOF) has been proposed by Koster and Bodlaender.
It is based on orderly disposal of vertices and the relationship between the treewidth of a
graph and its chordalizations.

As a result of our study, we present a simplification of EOF formulation, we show that
the polyhedron associated with this simplification is affine isomorphic to the EOF formu-
lation. We determine the dimension of the polyhedron associated with the simplification,
we briefly present a set of very simple facets and we introduce, analyze and demonstrate

be a facet, some more complex inequalities.

KEYWORDS: Treewidth. Elimination Order Formulation. Facets and Polyhedral

Combinatorics.
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1 INTRODUCAO

1.1 Largura em Arvore e organizacao do texto

O conceito de Largura em Arvore (“treewidth”) foi introduzido por Robertson e Sey-
mour [1,2] em sua série de artigos sobre menores de grafos.

A largura em arvore de um grafo GG é o minimo k tal que G pode ser decomposto em
uma Decomposicao Em Arvore (DEA) com cada subconjunto de vértices com no maximo
k 4+ 1 vértices.

Para problemas computacionalmente complexos, e.g. problemas NP-Completos, é
importante saber para quais instancias estao disponiveis algoritmos eficientes. Varios
problemas NP-Completos podem ser resolvidos em tempo polinomial, ou ainda linear,
quando restritos a grafos com largura em arvore pequena, veja em [3,4]. De acordo com
Bodlaender [5], grafos com ldrgura em arvore limitada ocorrem com frequéncia em proble-
mas praticos como: Sistemas especialistas, Resisténcia de redes elétricas, Processamento
de linguagem natural, etc.

Determinar a largura em arvore de um grafo arbitrario é um problema NP-Dificil [4],
assim o que podemos esperar € obter bons limites. Obter limites superiores é relativamente
simples, por exemplo, escolhendo uma triangulacao para G e avaliando o numero-clique
de G menos uma unidade (w(G) — 1) [6]; entretanto, obter bons limites inferiores vem
sendo uma tarefa mais desafiadora.

Determinar bons limites inferiores para largura em arvore de um grafo tem diversas
aplicacoes como: Limites inferiores podem ser usado como subrotinas para algoritmos
de Branch-And-Bound; Na resolucao de problemas combinatoérios, um limite inferior alto
para largura em arvore pode indicar a inviabilidade no tempo de computagao utilizando
DEA; Limites inferiores podem indicar a qualidade de limites superiores por um “gap”
reduzido.

Técnicas conhecidas para achar limites inferiores simples podem ser encontradas em
Koster et al [7], Ramachandramurthi [8] e Lucena [9]. Foi demonstrado, também, que
todo limite inferior pode ser modificado de forma a ser tomado como o méaximo limite
inferior sobre todos os subgrafos ou menores de grafo [10,11].

Contudo, estudos sobre a largura em arvore com abordagens de Programagao Linear
Inteira (PLI) sdo limitados na literatura. Observando essa caréncia, nds apresentamos
novos resultados sobre formulagao por Ordem de Eliminagao, em inglés “Elimination
Order Formulation” (EOF). Determinamos a dimensao e demonstramos novas classes de
facetas para o poliedro associado a esta formulacao.

No Capitulo 2, apresentamos brevemente a notagao em Teoria dos Grafos utilizada e

as defini¢Oes especificas para a compreensao desde trabalho. Além disso, apresentamos
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algumas defini¢oes e proposicoes classicas em Combinatdéria Poliédrica que serao utilizadas
no Capitulo 4.

No Capitulo 3, exploramos os limites inferiores disponiveis na literatura, finalizamos
ao apresentar a formulagao linear inteira denominada formulagao por ordem de eliminagao
a qual é o alvo do nosso estudo poliédrico.

No Capitulo 4, apresentamos uma simplificacao da formulagao EOF, demonstramos
que o poliedro associado a simplificacao é afim-isomérfico ao da formulagao EOF. Veri-
ficamos a dimensao do poliedro associado a simplificacio, apresentamos brevemente um
rol de facetas muito simples desse poliedro e, em seguida, introduzimos, analisamos e
demonstramos ser faceta algumas desigualdades mais complexas.

Finalmente, no Capitulo 5, listamos nossas conclusoes e propomos alguns trabalhos

futuros.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Nesta capitulo iremos expor alguns conceitos bésicos, notagoes e propriedades utiliza-
das no restante do texto, contudo, para sermos objetivos, assumimos que o leitor possui
alguma familiaridade com Teoria dos Grafos, Combinatéria Poliédrica e Teoria da Com-

putacao.

2.1 Conceitos em Teoria dos Grafos

A notagao que adotamos em Teoria dos Grafos provém de (Diestel [12]).

Vamos denotar por G = (V(G), E(G)) um grafo simples, n = |V(G)| o nimero de
vértices de G e m = |E(G)| o ntimero de arestas de G. Denotamos, também, E(G)
o conjunto de nao-arestas de G, ou seja, E(G) = {uv : u,v € V(G)euwv ¢ E(G)} e
m = |E(G)].

Um grafo direcionado ou digrafo D = (V (D), A(D)) consiste em um grafo onde as
arestas sao orientadas, e sdo ditas arcos. Um arco (u,v) € A(D) é representado por uma
seta partindo de u em direcdo a v e o denotamos por conveniéncia, também, por uwv.

Um grafo orientado D = (V (D), A(D)) difere de um digrafo apenas por nao possuir
arcos simétricos, ou seja, temos no maximo um dos arcos uv e vu em A(D).

Para o grafo G = (V| E) e um conjunto de vértices W C V| o subgrafo de G induzido
por W é denotado por GIW| = (W, {uv € E | u,v € W}).

Um passeio em um grafo simples G é uma sequéncia finita e ndo-nula P = [vg, vy, . . ., 0]
tal que para 1 < i < n, ¢; = v—1)v; ¢ uma aresta em G. O tamanho (comprimento) de
um passeio é o numero de arestas contidas nele.

Um caminho é um passeio que nao contém vértices repetidos. Sejam u,v € V', u # v.
Um wuwv-caminho é um caminho que comeca em u e termina em v. Sejam P, Q) dois uv-
caminhos. P e ) sao disjuntos em vértices se eles nao possuem vértices internos em
comum.

Se C' = [vg, v1, . .., v,] é um passeio com todos os vértices distintos, exceto por vy = vy,
dizemos que C' é um ciclo.

A wizinhanga de um vértice v em G sera denotada por Ng(v) e para S C V(G) temos
Ne(S) = (Uyes Na(0)) \ S. O grau de um vértice v em G é denotado por dg(v).

Quando G estiver implicito iremos suprimi-lo nos subscritos em nossa notagao.

Um buraco é um ciclo induzido de tamanho pelos menos 4. Denotamos por C,, o
ciclo induzido com n vértices. Um grafo é completo se todos os vértices deste grafos sao
adjacentes entre si. O grafo completo com n vértices é denotado por K,,. Uma cliqgue de
um grafo G é um subconjunto S C V(G) tal que G[S] é um subgrafo completo de G. O

numero clique de G, denotado por w(G), é o tamanho da maior clique em G.
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Uma particao de um conjunto S é uma familia de subconjuntos nao-vazios, também
ditos partes ou classes, Il = {S; : i € I}, tais que U;erS; = S e S;NS; = 0, para todo
{i.jy 1.

Um grafo G ¢é bipartido se seu conjunto de vértices pode ser particionado em dois
subconjuntos X e Y tais que toda aresta tem uma extremidade em X e outra em Y. Se
todo vértice de X é adjacente a todo vértice em Y, entao G é um grafo bipartido completo
e é denotado por K, s com r = |X| e s=|Y].

Uma relacao bindria R é uma ordem parcial sobre um conjunto U se : R é reflexiva,
ou seja, para todo u € U temos (u,u) € R; R é antisimétrica, ou seja, para todo uv € U
se (u,v) € Re (v,u) € R, entdo u = v; e R é transitiva, ou seja, para todo u,v,w € U se
(u,v) € R e (v,w) € R, entao (u,w) € R. Seja R uma ordem parcial sobre U e u,v € U
com (u,v) € R, dizemos que u precede v ou, equivalentemente, v sucede (ou é posterior)
au. Se (u,v) ¢ Re (v,u) ¢ R, dizemos que u e v sdo incompardveis. Podemos usar a
notagao aRb significando que (a,b) € R.f

Iremos representar uma ordem parcial p sobre V' através da sequéncia p = (S, ..., Sk).
Os termos dessa sequéncia sao subconjuntos de V' multuamente disjuntos. Os vértices em
Si, para ¢ € {1,...,k}, sdo incomparaveis entre si. Se S; precede S; na sequéncia, entao
todos os vértices em S; precedem os vértices em S;. Seja S = Ujcr, 1 S;. Os vértices em
V'\ S sao incomparéveis entre si e sucedem os vértices em S.

Seja p uma ordem parcial sobre V. Se para todo a,b € V' temos aRb ou bRa dizemos
que p é uma ordem total. Usamos a notacdo v <, w para expressar (v,w) € p. Quando
a ordem p estiver implicita denotaremos simplesmente v < w.

Dizemos que uma ordem (total) p* respeita uma ordem parcial p, quando p C p*.

Seja 0 uma ordem dos vértices de G tal que se dg(v) < dg(w), entdo v <5 w, ou
seja, os vértices sao ordenados pelo valor de seu graus em ordem nao-decrescente e vamos

denotar por 0 (G) o k-ésimo vértice nessa ordem.

Definigao 2.1.1 (Contragao). Uma contragdo (de arestas) é uma relagao entre um grafo
G = (V,E), uma aresta e = uwv € E e um novo grafo G' = (V', E'), denotado por G/e.
Para obtermos G /e a partir de G, nds substituimos os vértices u e v por um novo vértice
ve que € feito adjacente a todos os vizinhos dew e v em G, ou seja, V' = (V\{u,v})U{v.}
e B'={wt e E:{w,t} N{u,v} =0} U{vew:vw € E —e} U{v.w:vw € E —e} .

Definigao 2.1.2 (Menor). Um menor de G é um grafo H, obtido por operacoes de:

eliminagao de vértices e/ou arestas e contragoes de arestas sobre G.

Definigao 2.1.3 (Grafo Cordal). Um grafo € cordal se, e somente se, nao contém qualquer

buraco.

Definicao 2.1.4 (Cordalizacao). Um grafo H = (V, E') é uma cordaliza¢ao de um grafo
G = (V,E) se G € subgrafo gerador de H ¢ H € cordal. E'\ E € dito uma triangulagdo
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de G. H € dito wma k-cordalizagao de G se é uma cordaliza¢do cujo tamanho da maior

clique € no mdximo k.

Definigao 2.1.5 (Decomposicdo Em Arvore). Um par ({X; | i € I}, T = (I,F)) ¢
chamado Decomposi¢ao Em Arvore (DEA) para um grafo G = (V, E), onde {X; | i e I}
¢ uma familia de subconjuntos (mochilas) de V', e T wma drvore com conjuntos de nds I
e arestas F' tal que:
a) UX;=V.
i€l

b) Yuv e E;Ji € [ :u,v e X;

¢) Para todo v € V, o conjunto I, = {i € Ilv € X;} induz uma subdrvore de T, ou
equivalentemente, Vi, j, k € I :Se j estd em algum caminho de i para k em T, temos
X;NX, CX;.

Figura 1 — Exemplo de DEA

Podemos ver um exemplo de DEA na Figura 1. A parte superior apresenta o grafo
que estd sendo decomposto e a parte inferior apresenta as mochilas dispostas de acordo

com 0s nos da drvore de decomposicdo aos quais estdo associados.

Definicao 2.1.6 (Largura em &rvore). A largura em drvore (‘“treewidth”) de uma de-
composi¢cio D = ({X; |i € I}, T = (I, F)) para G = (V, E) ¢ definida como twp(G) :=
ma;x{\Xi\ — 1} e a largura em drvore de G € a largura minima dentre todas as decom-
S

posigoes em drvore possiveis para G. Logo, temos tw(G) = min{twp(G) | D uma DEA de G}.

Lema 2.1.7 (Bodlaender e Koster [13]). Seja G = (V, E) um grafo com largura em
drvore no mdzrimo k. G possui uma decomposicdo em drvore ({X; | i € I}, T = (I, F))
com largura no mdximo k tal que para toda aresta ij € F : X; € X; ou X; € X;. As

decomposicoes com tal propriedade sdo ditas prdprias.



Capitulo 2. FUNDAMENTACAO TEORICA 14

2.2 Conceitos em Combinatoria Poliédrica

Nesta secao, apresentamos algumas defini¢ées e proposi¢ées bem conhecidas em Com-
binatoria Poliédrica. Um material mais profundo sobre Combinatéria Poliédrica pode ser
obtido em [14].

Sejam >0, S = {z1,...,xn} CR™ e aq,...,a,, € R. Uma combinacao linear
Yo agz; ¢ dita uma combinagao afim se Y .- «o; = 1, ou ainda, combinagdo conveza se
Yoy =1lew; >0, parai=1,...,m.

O fecho afim (convezxo) de S é definido como o conjunto de todas as combinagoes afins
(convexas) de elementos de S e o denotamos por aff(S) ( conv(S)).

O conjunto S é dito linearmente indepedente (LI) se Y " | a;x; = 0 implica que a; = 0

para i = 1,...,m. Caso contrario, ele é dito linearmente dependente (LD).
O conjunto S ¢ dito afim indepedente (AI) se > " auz; = 0e >0 a; = 0 implicam
que o; =0, para i = 1,...,m. Caso contrério, ele é dito afim dependente (AD).

O Lema 2.2.1 afirma que podemos utilizar um conjunto afim-independente em R" para

obter um conjunto afim-independente em R™*! de mesma dimensao.

Lema 2.2.1. Se S = {s1,...,8,} € um conjunto afim-independente, entio para qualquer

y € R™ temos que o conjunto ST = {(s],y;))" :i=1,...,n} € afim-independente.

Demonstrag¢ao. Vamos determinar as solugoes para o sistema a seguir:

=)
i=1,...,n Yi (21)
Z Q; = 0

i=1,...,n

Como S é um conjunto afim-independente, temos que a unica solugdo para « no

subsistema > a;s;, =0e Y o ¢ a=0. O

O posto (resp. posto-afim) de S um conjunto nao vazio é o maior nimero de vetores
linearmente independentes (resp. afim independentes) em S e o denotamos por rank(.S)
(resp. arank(.S)).

Para a € R"\{0} e ay € R o conjunto {z € R" : a'x = ao} e chamado hiperplano.
Um hiperplano define um semiespaco {x € R" : a'x < ap}. Um poliedro é definido como
a interseccdo de um numero finito de semiespagos ou equivalentemente ao conjunto de
solucoes de um sistema finito de inequacoes lineares.

Mais precisamente, P é um poliedro, se existem uma matriz A € R™" e um vetor
b € R™ tal que P = {x : Az < b}. Observe que algumas inequagoes em Az < b
podem atuar conjuntamente como equagoes. Vamos definir o sistema Mz = d como o

sistema de equagoes presentes em Az < b e para enfatizar essas equagoes vamos escrever
P={x:Ax <b, Mz =d}.
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A dimensao de um conjunto S é definido como dim(S) = arank(S) — 1 (o conjunto
vazio possui dimensao —1).

Seja P = {x: Ax < b, Mz = d} C R" um poliedro. Podemos determinar a dimensao
de P como dim(P) = n — posto(M) [15], onde posto(M) é o nimero méximo de colunas
linearmente independentes de M.

Um poliedro P C R" possui dimensao plena se dim(P) = n. Caso um poliedro possua
dimensao plena, nao existe qualquer equacao a '
todos os pontos de P [15].

Uma desigualdade a'z < ag, a # 0, é vdlida para um poliedro P se P C {z :a'x <

T = ag, com a # 0, que seja satisfeita em

ap}. Se a’ < ag é valida para P, o conjunto F = {x € P:a'z = ay} ¢é dito uma face de
P. Uma face é denominada prépria se ) # F C P. Uma face de dimensao k ¢é dita uma
k-face.

A face F é denominada faceta se dim(F') = dim(P) — 1 e dizemos que a desigualdade
a'z < ag induz faceta em P.

Para um poliedro de dimensdo plena se duas desigualdades a'z < ag e b’z < by
induzem a mesma faceta, entdo elas diferem por um miltiplo positivo como pode ser

visto no teorema seguinte.

Teorema 2.2.2 (Marti e Reinelt [15]). Seja P um poliedro de dimensao plena e a'x < ag
uma desigualdade vdlida tal que sua face F = {x € P : a'x = ay} seja prépria. As

sequintes proposigoes sao equivalentes.
a) F € faceta de P.
b) dim(F) = dim(P) — 1.

c) Se F C{x e P:b'x=by} ondeb'x = by é desigualdade vdlida para P, entdo
(a”,a9) = a(b", by), para a > 0.

Uma transformagao afim f : U — W consiste de uma transformacdo linear (Ax)
seguida de uma translagdo por um vetor (b), ou seja, f(z) = Az + b.

Dois poliedros P C R",Q € R™ sao ditos afim-isomorficos se existem transformagoes
afins f : R" — R™, g : R™ — R" que definem uma bijecdo entre os pontos dos dois

poliedros. Ou seja, se existem

fizw Fr+ Fy, F € R™" F, € R™,
gy Gy+ Gy, G € R™™ Gy € R”,

tais que
f(z) € Q, Ve e P
gy e,  Vyeq
g(f(x))=x, VeeP
flaw) =y, Yyed
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Intuitivamente, dois poliedros sao afim-isomérficos se podemos obter um a partir do ou-
tro atraves de transformacoes afins como translacao, rotacao, escala, reflexdao ou projecao
ortogonal. O afim-isomorfismo é uma relagao de equivaléncia entre dois poliedros. Se dois
poliedros sdo afim-isomérficos, nés podemos relacionar de forma imediata suas desigual-
dades vélidas (resp. faces, facetas) atraves das proposigdes a seguir, as demonstragoes

podem ser vistas em [16].

Proposigao 2.2.3. Sez!,... 2P € P sdo afim independentes, entao f(z'),..., f(2P) € Q

sdo afim independentes.
Proposicao 2.2.4. P e ) possuem a mesma dimensado.

Proposicao 2.2.5. Se a desigualdade 7"z < 7y € vdlida para P, entio a desigualdade

TGy < my — 7' Gy é vdlida para Q.

Proposigao 2.2.6. Se R = {x € P : n'z = m}, entio f(R) = {y € Q : 7' Gy =

Ty — WTG()}.
Proposigao 2.2.7. Se R é uma k-face de P, entdo f(R) € uma k-face de Q.

Proposicao 2.2.8. Se 7'z < my induz faceta de P, entdo 7' Gy < 1o — 7' Gy em Q.
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3 LIMITES INFERIORES

Neste capitulo, iremos apresentar alguns limites inferiores disponiveis na literatura.
Tentamos, o tanto quanto possivel, fazer uma apresentacao linear, passando de idéias
simples até as mais rebuscadas. Optamos, também, por nao apresentar aqui todos os li-
mites inferiores que encontramos disponiveis na literatura ora devido a baixa performance

do limite excluido, ora para nos manter no ambito da Teoria dos Grafos.

3.1 Baseados em graus

O parametro de Ramachandramurthi, vz(G), é um limite inferior para a largura em
arvore calculado utilizando o grau de vértices especificos e fundamentado pelos seguintes

lemas.

Lema 3.1.1 (Carvalho [17]). Seja D uma DEA de G = (V,E). Se W CV é uma clique

em G, entao W deve estar contido em alguma mochila de D.

Lema 3.1.2. Se G = (V, E) é um grafo nao completo com largura em drvore no mdzimo

k, entdo existem dois vértices u,v € V', ndo adjacentes, com grau no mdzimo k.

Demonstragao. Seja uma decomposicao D = ({X; : i € I},T = (I, F)) com largura em
arvore no maximo k. Suponha, sem perda de generalidade, que D seja uma decomposicao
propria. Se a decomposicao possui apenas uma mochila 7, entao o lema vale trivialmente,
pois X; =V e | X;| < k+ 1. Assim, todo vértice v € V possui grau no maximo k e como
G nao é completo, temos que existem ao menos dois desses vértices.

Se a decomposicao possui ao menos duas mochilas, entao existe uma mochila, ¢, que é
folha na drvore da decomposi¢ao e o seu vizinho j. Tome v € X; \ X; # ). Pela defini¢ao
de DEA temos que v ndo pode pertencer a qualquer outra mochila, pois ndo pertence a
mochila 7. As arestas estdo distribuidas entre as mochilas da decomposicao, logo todos
os vizinhos de v estdo na mochila i com | X;| < maxger| Xx| <k + 1, portanto d(v) < k.

Como toda arvore possui ao menos duas folhas, temos dois vértices nao adjacentes

com grau no maximo k. Ol

Baseado nisso, Ramachandramurthi definiu yz(G) como n — 1 se G é completo ou o
minimo entre todos os pares de vértices nao adjacentes do maximo grau dos vértices, caso

contrario. Formalmente,
Definigao 3.1.3. Seja G = (V, E) um grafo. Nds definimos por yr(G) como
V] —1, Se G for clique
Tr(G) = min max(d(u), d(v)), c.c.

wel
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Lema 3.1.4 (Ramachandramurthi [8]). Para todo grafo G = (V, E), temos

01(G) < 02(G) < r(G) < tw(G)

E trivial o cdleulo de 6,(G), 65(G) e também € possivel calcular yr(G) em tempo O(n+

3.2 Baseados na tomada de subgrafos e/ou menores

Os limites inferiores baseados em graus sao sensiveis a vértices com baixo grau. Sabe-
se pelo Lema 3.2.1 (Lema 3.2.4), a seguir, que podemos utilizar uma decomposigao étima
de um grafo como base para construir decomposigoes para os seus subgrafos (menores)
de modo a nao aumentar a largura em arvore. Logo, podemos utilizar da estratégia de
tomar subgrafos (menores) do grafo original e utilizar o maximo do limite inferior sobre

eles.
Lema 3.2.1. Seja G = (V, E) um grafo e W C V. Temos que tw(G[W]) < tw(G).

Demonstragao. Seja D = ({X; |i € I},T = (I, F)) a decomposi¢ao em arvore Gtima para
G, podemos construir a decomposigao ({Y; = X;NWlie I}, T = (I, F)) para G[W]. O

Definigao 3.2.2 (Degeneragao). Seja G = (V, E)

a) A degenera¢ao de G, denotado por 0D(G), € o mdximo 6,(H) para qualquer H
subgrafo de G.

b) A dy-degeneracio de G, denotado por 62 D(G), é o mdzimo 0o(H) para qualquer H
subgrafo de G.

¢) A yr-degeneragio de G, denotado por yrD(G), € o mdximo ygr(H) para qualquer
H subgrafo de G.

Lema 3.2.3. Para qualquer grafo G = (V, E), tw(G) > ygD(G) > 6:D(G) > dD(G).

Foi demonstrado por Koster, Wolle e Bodlaender em [7] que dD(G), 0oD(G) podem
ser computados em tempo O(nm) e que, para um grafo G = (V,E) e um dado k, é

N P-completo decidir se v D(G) ¢ no minimo k.
Lema 3.2.4. Seja H = (W, E’) um menor de G = (V, E). Temos que tw(H) < tw(G).

Demonstragao. Pela definigdo de menor (2.1.2), basta mostrar que as operagoes: eli-
minacao de aresta; eliminacao de vértice; contracao de aresta. Nao aumentam a largura
em arvore de um grafo.

Seja D = ({X; |ieI},T=(I,F)) adecomposi¢ao em arvore 6tima para G.
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Observe que a eliminacao de arestas sobre G, obtendo H, nao altera a usabilidade
de D como DEA para H, visto que as arestas restantes continuam distribuidas entre as
mochilas da decomposicao.

Suponha que realizamos apenas eliminacoes de vértices sobre G, obtendo H. Assim,
H é subgrafo induzido de G. Pelo Lema 3.2.1, podemos obter uma DEA D’ com largura
em arvore no maximo twp(G). Podemos ainda operar eliminagoes de arestas sobre H.
Logo, basta demonstrar que a largura em arvore de G nao aumenta com a contracao de
arestas.

Suponha a contragao da aresta wv em E gerando o vértice z. Vamos construir uma
decomposicao D’ para o menor obtido H. Vamos substituir a ocorréncia de v ou v nas
mochilas (subconjuntos) por z e definir X! = X; se X; N{u,v} =0e X/ = (X; U{x}) —
{u,v} se X;N{u,v} # (). Como a cardinalidade das mochilas ndo aumentam, temos que
twp (H) < twp(G). O

Assim, podemos calcular os limites inferiores baseados em graus como o maximo limite

sobre todos os menores de um grafo.
Definigao 3.2.5. Seja G = (V, E) um grafo.

a) A degeneragao por contragao de G, denotado por §C(G), é o mdzimo de §,(H) para

qualquer H menor de G.

b) A dy-degeneragao por contragao de G, denotado por 6oC(G), é o mdzimo de d9(H)

para qualquer H menor de G.

¢) A vyr-degeneragao por contra¢ao de G, denotado por yrC(G), € o mazimo de yr(H)

para qualquer H menor de G.

Lema 3.2.6. Para qualquer grafo G = (V, E), tw(G) > vrC(G) > 6.C(G) > 0C(G).

3.3 Baseados em grafos melhorados

Ainda buscando superar a fragilidade dos limites inferiores apresentados, iremos expor
uma condicao que permite adicionar arestas ao grafo sem alterar a sua largura em arvore.

Identificar tais condicOes € interessante, ja que nos permitem aumentar a densidade
do grafo e possivelmente aumentar o valor de nossos limites inferiores.

A seguir, temos o lema que detalha a condicao sugerida.

Lema 3.3.1 (Em [18,19]). Seja G = (V, E) um grafo com tw(G) < k. Seja v,w dois
vértices nao-adjacentes em G. Suponha que existe ao menos k + 1 caminhos disjuntos
em vértices de v até w. Entdo, o grafo obtido pelo acréscimo da aresta vw em G, G' =

(V. EU{vw}), possui largura em drvore no mdzimo k.
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Considere o seguinte procedimento, dado um grafo G = (V, E) e um inteiro k. En-
quanto existirem vértices v e w nao-adjacentes ligados por pelo menos k 4+ 1 caminhos
disjuntos em vértices, adicionamos a aresta vw no grafo G corrente. O grafo resultante é
denominado grafo (k 4 1)-caminho melhorado.

Portanto, a largura em arvore de G é no méaximo k se, e somente se, a largura em
arvore do (k 4 1)-caminho melhorado de G tem largura em drvore no maximo k. Mais

estritamente, temos o seguinte resultado:

Teorema 3.3.2. Seja G, o grafo (k + 1)-caminho melhorado de G = (V, E). Entao,
tw(G) <k <<= tw(G,) <k. (3.1)

Baseado no Teorema 3.3.2, Clautiaux et al. [19] desenvolveram o Algoritmo LBP. O

algoritmo utiliza outro algoritmo X para calcular limites inferiores como subrotina.

Algorithm 1: LBP(X)(Grafo)
Entrada: G = (V, E): um grafo, X: Algoritmo para limites inferiores para tw(G)
Saida: low: limite inferior
low + [X(G)];
repita
H « (low + 1)-caminho melhorado de G;
lowH < [X(H)];
changed < false;
se lowH > low entao
low + low + 1;
L changed < true;

® N S R W N =

até not(changed);

©

Vamos argumentar a corretude do Algoritmo LBP (Algoritmo 1). Em cada iteragao,
nods calculamos o limite inferior para a largura em drvore do grafo (low + 1)-caminho
melhorado de G. Como tw(H) > [X(H)]. Se [X(H)] for maior que low, temos que a
largura em arvore de H é maior que low. Assim, pelo teorema 3.3.2 temos que tw(G) >

low. Logo, podemos adicionar uma unidade a [ow.

3.4 Maximum Cardinality Search

O algoritmo Maximum Cardinality Search (MCS) foi introduzido por Tarjan e Yanna-
kakis [20] para o reconhecimento de grafos cordais. Ele é utilizado frequentemente como
heuristica para limites superiores para a largura em arvore, contudo, pode ser utilizado
como mecanismo de cdlculo para limites inferiores como demonstrado por Lucena [9,21].

O MCS é um algoritmo de percurso sobre grafos. O algoritmo inicia sem nenhum

vértice visitado. Ele, iterativamente, visita algum vértice nao visitado, tendo como critério
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de escolha o vértice nao visitado como o maior niimero de vizinho ja visitados. Observe
que o algoritmo gera uma ordem sobre os vértices de G.

Essas ordens geradas pelo algoritmo MCS sao denominadas MCS-ordens de G =
(V,E). Lucena demonstrou que qualquer MCS-ordem produz um limite inferior para

a largura em arvore de G.

Lema 3.4.1 (Lucena [9]). Suponha que o algoritmo “Mazimum Cardinality Search” sobre
o grafo G = (V, E) wvisita um vértice v € V tal que, no instante da visita, N(v) contém k

vértices ja visitados. Entdo, tw(G) > k.
Além disso, demonstrou o seguinte limite inferior.

Teorema 3.4.2 (Lucena [9,21]). Para qualquer grafo G = (V, E) e MCS-ordem m de G,

a largura em drvore de G € limitada inferiormente por
MCSLB(G,n) = mea‘3<|{vw € E:w=<,v} (3.2)

Observe que MCSLB(G, ) € o mdzimo nimero de vértices jd visitados adjacentes ao

vértice sendo visitado em cada iteragao.

Uma heuristica para limites inferiores pode ser baseada na geragao de uma MCS-ordem
m e a avaliagao de MCSLB. Infelizmente, a determinagao da MCS-ordem que maximiza
MCSLB é um problema NP-Dificil.

3.5 Baseados em Esquemas Perfeitos

Esta secao apresenta os resultados tedricos que alicercam a formulacao por Ordem de
Eliminagao definida na Secao 3.6, cujo tratamento poliédrico é nosso principal objeto de
estudo.

Podemos utilizar relaxacoes dessa formulacdo para obter limites inferiores. Iremos
exibir duas caracterizagoes para os grafos cordais, sendo a ultima utilizada para gerar
cordalizagoes do grafo original.

A caracterizagao de grafos cordais exibida no Teorema 3.5.1 afirma que podemos cons-

truir uma DEA para um grafo cordal através da familia de cliques maximais desse grafo.

Teorema 3.5.1 (Carvalho [17]). Um grafo G = (V, E) € cordal se e somente se admite
uma decomposi¢ao em drvore étima D = (X, T), onde X corresponde a familia de cliques

mazimais de G.

Observando conjuntamente os Teoremas 3.1.1 e 3.5.1, notamos que a decomposi¢ao
em cliques maximais é étima para um grafo cordal. Portanto, a largura em arvore de um

grafo cordal é bem conhecida.
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Lema 3.5.2. Se G € um grafo cordal, entio tw(G) = w(G) — 1.

As cordalizacoes de um grafo podem ser utilizadas para obter limites superiores para a
largura em arvore. Além disso, existe uma cordalizacdo “6tima” que determina a largura

em arvore do grafo original, como podemos ver no Teorema 3.5.4.

Lema 3.5.3. Sejam G um grafo e H uma cordalizag¢io de G, entao tw(G) < tw(H) =
w(H) —1.

Teorema 3.5.4 (Bodlaender [22]). A largura em drvore tw(G) é a minima largura de

uma cordalizagao de G.

Vamos mostrar como obter uma cordalizagao de um grafo a partir de uma ordem sobre
0s seus vértices.

Uma caracterizacao de grafos cordais de interesse algoritmico envolve uma ordem
sobre os vértices do grafo. Um vértice v € G é dito simplicial se Ng(v) induz uma
clique em G. Uma ordem p = (vy,vs,...,v,) dos vértices de G é denominado esquema
de eliminagao perfeito (esquema perfeito) se cada v; é um vértice simplicial do subgrafo
induzido G[{v;, ..., v, }].

Os Lemas 3.5.5 e 3.5.6 sugerem que a partir de uma ordem qualquer dos vértices
podemos obter um grafo cordal ao garantir que cada vértice seja simplicial no subgrafo
induzido pelos vértices que o sucedem na ordem e isso pode ser feito por meio de acréscimos

de arestas ao grafo original.

Lema 3.5.5 ( Dirac [23] ). Todo grafo cordal G tem um vértice simplicial. Além disso,

se G nao é completo, entao ele tem dois vértices simpliciais nao adjacentes.

Lema 3.5.6 (Carvalho [17]). G € um grafo cordal se, somente se, G admite um esquema
de eliminacao perfeito. Além disso, qualquer vértice simplicial pode iniciar um esquema

perfeito.

Formalmente, podemos obter a partir de um grafo G = (V, E') um supergrafo cordal
H = (V, E’) por acréscimos de arestas em G. H é dito cordalizagdo de G e E'\ E ¢é dito
uma triangulagcao do grafo G resultando em H. H é dito uma k-cordalizagao de G se é
uma cordalizagdo cujo tamanho da maior clique é no méximo k. Seja p = (vy,...,v,)
uma ordem dos vértices de GG, definimos a wvizinhanca posterior de v em G, por p, como
Ni(w)={weV ivwe Ev<,w}

O Algoritmo 2 gera uma cordalizagdo minimal, denotado por G, = (V, E,), de G =

(V, E) que admite a ordem p como esquema perfeito. O conjunto minimal de arestas para
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gerar uma cordalizacao de um grafo a partir de uma ordem sobre os vértices é descrito
pelo conjunto £, \ E.
Algorithm 2: Cordalizacao(G ,p)
Entrada: G = (V, E): um grafo, p: uma ordem sobre V'
Saida: G, = (V. E,): uma cordalizacdo de G
1 fori=1ton—2do
2 t Atualize G tornando N~=(p(i)) uma clique em G;

Teorema 3.5.7. Seja G = (V, E) um grafo, p uma ordem sobre V e G, = (V,E,) a
cordalizagdo obtida pelo Algoritmo 2.

O conjunto E,\ E é uma triangulagdo para G, a largura em drvore de G, é mdzima
cardinalidade, entre os vértices, de alguma vizinhanga posterior. Ou seja, tw(G,) =

max,ecy [N (v)]. Pelo teorema 3.5.4 temos que

tw(G) = min <maxN;(v)> . (3.3)
ordem p \ vEV

A seguir, fazemos um comparativo entre as MCS-ordens e os esquemas perfeitos.

Note que o algoritmo MCS pode ser entendido como uma heuristica para geracao de
uma decomposicao em cliques maximais. Se alterarmos o algoritmo para que, além dos
passos usuais, cada visitagao do algoritmo torne a vizinhanca ja visitada desse vértice em
uma clique. Obtemos uma aproximacao de uma decomposicao de G em cliques maximais
o que, pelo Teorema, 3.5.1, corresponde a uma cordalizacao desse grafo.

Tais observagoes sugerem que ha uma forte relagao entre as ordens inversas as MCS-
ordens e os esquemas perfeitos. Foi demonstrado que toda ordem que nao é esquema
perfeito, também nao é MCS-ordem. Mais detalhes sobre essa relagao podem ser obtido
em [24].

Figura 2 - H e G,

Us

Na Figura 2, podemos ver a aproximacgao da cordalizacao obtida pela MCS-ordem
p = (vs,v4,v3,02,v1), H, e a cordalizagdo obtida pela ordem inversa a p através do
Algoritmo 2, G,,.
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Observe que para essa ordem os resultados sao distintos. Isto decorre do fato de que os
esquemas perfeitos avaliam vizinhancas posteriores possivelmente maiores que as respec-
tivas vizinhancas na estratégia MCS, ja que arestas podem ser adicionadas no processo

de cordalizacao.

3.6 Formulagao por Ordem de Eliminacao

Relaxagoes de programas inteiros para o problema de DEA podem ser utilizadas para
obtengao de limites inferiores para tw(G).

A formulagao por ordem de eliminagao (EOF), LPgor, foi introduzida por Campos e
Silva [25]. Ela determina a largura em &rvore de G identificando uma cordaliza¢do 6tima.

Uma cordaliza¢do orientada é uma cordalizagao gerada a partir de uma ordem p
através da adicao de arestas de forma que p seja esquema perfeito. Em uma cordalizacao
orientada, as arestas (arcos) sdo orientados conforme a precedéncia entre suas extremi-
dades. Assim, a vizinhanca de saida de um vértice em uma cordalizacdo orientada é
justamente sua vizinhanca posterior por p.

Uma solucao viavel s para a formulacao corresponde a uma cordalizacao orientada de
G [26]. Nés denotaremos Cord(s) = (V, Fy) essa cordalizagao orientada.

Na formulagao existem 3 subconjuntos de varidveis de decisao. Para todo {u,v} CV,
a variavel z,, modela a precedéncia entre u e v na ordem p e a varidvel x,, indica a
existencia do arco uv na cordalizagao orientada. A varidvel w calcula a maxima [N *(v)|
entre os vértices.

Por exemplo, seja G = Cy com V = {vy,v9,v3,04} € p = (v1,02,v3,v4). Seja s tal que
as varidveis (2y vy, Zuivss Zorvss Zoavss Zvaves Zogvs) € (Toyves Turvss Logvss Lugvg, Logwy) SAO 1gUALS
a 1, w = 2 e as demais varidveis sao nulas. Podemos ver na Figura 3 a cordalizacao

orientada representada por s, ou seja, Cord(s).

Figura 3 — Cord(s).

U2

U3
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Formalmente, podemos descrever as variaveis de decisao como

- { (1) ij’ v v{u,0} C V. (34)
v — { (1): Z;p v e uv € cordalizagao V{u, v} C V. (3.5)
A formulagao EOF, denotada por LPgor, é exibida a seguir.

LPgor : (3.6)
min w 3.7

st w> Z T, YueV (3.8)

veEV\L

Zuw T Zou = 1, V{u,v} CV (3.9)

Zuw T Zow < Zuw + 1, V{u,v,w} CV (3.10)

Ty = 2w, Yuv € E (3.11)

Tyy < Zuy, Vuv € E (3.12)

Tuw + Zuw — 1 < Zpw + T, Yu e V,ow e E (3.13)

Tup € {0,1}, 2, € {0, 1}, V{u,v} CV (3.14)

A fungao objetivo minimiza w, onde w, pela restricao (3.8), é o maximo dentre os
graus de saida dos vértices de G,.

As restricoes (3.9), (3.10) e (3.14) garantem que z determina uma ordem total, (3.11)
orienta as arestas do grafo original, (3.12) garante que podemos adicionar somente arcos
que respeitem a orientagao e (3.13) impde que se uv e uw estao na triangulagdo com u
precedendo v e w, entdo deve existir uma aresta vw ou wwv como mostrado na Figura 4,
ou seja, para todo vértice v € V' a vizinhanga posterior de v, N*(v), é um orientacao de

clique.

Figura 4 — Restricao (3.13)
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4 ESTUDO POLIEDRICO

Neste capitulo, estudaremos o poliedro definido pela envoltéria convexa dos pontos
inteiros da formulacao EOF. Por simplicidade, nés denotaremos por Pgor esse poliedro.
Vamos apresentar uma simplificacao de LPgor. Demonstraremos que Pgor € o polie-
dro associado a essa simplificacao sao afim-isomérfico. Determinaremos a dimensao desses
poliedros e iremos apresentar varias classes de desigualdades que induzem faceta nesses

poliedros.

4.1 Uma simplificagao para a formulacao EOF

Observe as restrigoes de antisimetria (3.9) e orientacao de arestas (3.11) em LPgop.
Elas estabelecem fungoes entre as suas varidveis.

Por exemplo, a restrigao x,, = 2., para todo uv € E, nos permite deduzir o valor
das varidveis x,, tendo conhecimento apenas das varidveis z,,, quando uv € E. Assim,
podemos substituir as variaveis x,, na formulacao pelas variaveis z,, , quando uv € E.
A esse processo nés chamamos de eliminagao das varidveis x,, utilizando a restricao
Tuw = Zuw- Podemos utilizar a mesma estratégia para eliminar exatamente uma variavel
para cada par (zy,, zy,) utilizando a identidade z,, = 1 — zy,.

Nossa simplificacao, denotada por LP, consiste na formulagao resultante do processo
de eliminacao de variaveis.

Vamos formalizar essas idéias. Seja VPgor 0 conjunto de varidveis do modelo LPgor
e VP C VPgop, tal que:

a) we VP.

b) Z., € VP, para todo uv € E.

c) Exatamente uma entre as varidveis z,, e z,, pertence a VP, para todo {u,v} C V.
d) z,, nado pertence a VP, para todo uv € E.

Vamos definir LP como a formulagao obtida a partir do seguinte processo sob a for-
mulacao LPgor. Para toda variavel x,, com uv € E substitua as ocorréncias de x,, na
formulagao pela variavel z,,. Em seguinda, para cada varidvel z,, que nao estiver no
conjunto VP, substitua suas ocorréncias na formulacao pelo valor 1 — z,,. Elimine da
formulagao as restrigoes (3.11) e (3.9).

Vamos denotar a envoltéria convexa dos pontos inteiros em LP por P.

Iremos demonstrar que os poliedros Pror € P sao afim-isomorficos.

Teorema 4.1.1. Os poliedros Peor € P sdo afim-isomaorficos.
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Demonstra¢ao. Vamos exibir duas transformagoes afins F' : RIWeorl 5 RIVPI ¢ @
RIVPI — RIVPEOR | o demonstrar que elas definem bijecoes entre os pontos de Pror e P.
Para y € Pror, F'(y) = s é uma cépia do vetor y restrita as variavéis que estao em
VP. Para s € P, G(s) = y ¢ uma cdpia do vetor s acrescida das varidveis eliminadas
na simplificacdo. Tais variaveis anteriormente eliminadas sdo deduzidas utilizando as
restricoes de antisimetria e orientacao de arestas.
Iremos exibir a transformacao F' (resp. G) atraves das fungoes afins que determinam

cada uma das componentes de F(y) (resp. G(s)) existente em VP (resp. VPgor).

x

¥ (resp. F(y)*, F(y)z,) o valor da varidvel z,, (resp. w, zu)

Vamos denotar por F'(y)
de F(y) e denotaremos de forma analoga os valores das varidveis em G(s). Também utili-
zaremos essa notagao para diferenciar os valores da mesma variavel em vetores distintos,
por exemplo y e si .

Vamos definir F' conforme o sistema afim a seguir.

Fy)* =w
F(y)Z, = zup, paratodo z,, € VP
F(y)i, = &y para todo x,, € VP

Vamos definir G conforme o sistema afim a seguir.

G(s)* =w

G(9)Z, = Zuw se Zyy € VP

G(8):, =1— 2y, se zy ¢ VP

G(5)" = Tuy seuv € E

G(9)%, = Zuw seuv € E e z,, € VP
G(s)iy=1—2zu seuv € E ez, ¢ VP

Vamos demonstrar que essas transformagoes definem bijegoes entre Pror e P.

Primeiro, vamos demonstrar as contengoes F'(Pgror) C P e G(P) C Pgor.

Observe que a transformacao F' apenas copia os valores das variaveis de y que estao
no conjunto VP. Assim, pela forma que definimos a formulagao LP, F(y) pertence a P .
Portanto, para todo y € Pgor, temos que F(y) € P.

Observe que G copia os valores das variaveis de s que estdo no conjunto VP. Para as
varidveis em (VPgor \ VP), G calcula seus valores utilizando as restrigoes (3.9) e (3.11).
Portanto, para todo s € P, temos que G(s) € Pror.

Agora, vamos demonstrar que as transformacoes F' e G sado inversas. Para tal vamos
mostrar que o valor das respectivas componentes em y e (GoF)(y), e também s e (FoG)(s),
sao iguais.

Seja y € Pgor, vamos analisar o valor das componentes do vetor (GoF)(y).
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Para w, temos G(F(y))* = F(y)¥ = w.
Para z,, € VP, temos G(F'(y)):, = F(y), = zu- Para z,, ¢ VP, temos G(F(y))zZ, =

uv uv

1—F(y)z, =1— zu. Como zy, + 24y = 1, temos G(F(y))Z, = Zuo-

VU uv

Para uv € E, temos G(F(y))%, = F(y)%, = Tu. Para uv € E e z,, € VP, temos que

uv

G(F(y))r, = F(y)Z, = zu. Como x,, = 2z, pela restrigao de orientagao de arestas, temos

G(F(y))i, = Tuy. Parauv € E e z,, ¢ VP, temos que G(F ()2, =1—F(y)Z, =1 — 2y
Como ZTyy = Zuy € Zuy + Zou = 1, temos G(F'(y))E, = Typ-

Portanto, (GoF)(y) = y.

Seja s € P, vamos analisar o valor das componentes do vetor (FoG)(s).

Para w, temos F(G(s))* = G(s)* = w. Para z,, € VP, temos F(G(s))z, = G(s), =
Zuw- Para uv € E, temos F(G(5))%, = G(5)%, = Tyy.

Portanto, (FoG)(s) = s.

0l

Observe que para escolhas distintas do conjunto VP, obtemos poliedros distintos e
afim-isomérficos entre si.

Algumas consequéncias do afim-isomérfismo entre poliedros sao exibidas na Secao 2.2.

4.2 Introdugao ao estudo poliédrico

Nas secoes a seguir, nés iremos investigar o poliedro P e, através da relacdo de afim-
isomorfismo, iremos determinar a dimensao, desigualdades validas e facetas do poliedro
Peor-

Justificamos nossa preferéncia em trabalhar com poliedro P pelo menor ntmero de
variaveis e a relativa flexibilidade que teremos na escolha de quais varidveis preservar em
VP.

No decorrer de nossas demonstragoes, iremos adotar o conjunto VP que nos permita
maior naturalidade na interpretacao das relacoes matemaéticas em estudo. Por exemplo,
nas demonstracoes de facetas, iremos adotar VP de modo a conter as varidveis existentes
na desigualdade em interesse.

Ainda buscando facilidar a exposicdo dos nossos estudos, em algumas desigualdades
para o poliedro P que exibiremos, é possivel que aparegcam varidveis que foram eliminadas,
ou seja, nao pertencem ao conjunto VP utilizado. Formalmente, deveriamos substituir
essas variaveis por expressoes em funcao das varidaveis em VP, utilizando as restrigoes
adequadas.

Por exemplo, seja {u,v,w} C V(G), um conjunto VP tal que z,,, 2uyw ¢ VP e z,, € VP.
Como Zzyy, Zuw ¢ VP, temos que zyy, 2y € VP. Assim, a desigualdade zy, + 2w < Zyw + 1
é formalmente expressada por (1 — zyy) + 2w < (1 — 2uu) + 1.

T

Vamos particionar as solugoes em Pgor na forma s = (w,z,z)', onde x corresponde

as variaveis do tipo x,, e z as varidveis do tipo z,.
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Uma forma eficiente de exibir uma solugao inteira vidvel s = (w,z, 2) T em Pgop é exibir
a ordem modelada nas variaveis do tipo z e definir as varidveis em x, como constantes ou
em funcao das varidveis em z. Diremos que uma ordem total p sobre V define z quando,
para todo u,v € V', se u < v entdo z,, = 1. Além disso, diremos que uma ordem parcial
p define z, caso exista alguma ordem total p' tal que p' define z e p C pt.

Por exemplo, seja G = Cy com V = {v,vy,v3, 04} € s = (w, r, 2)T uma solucdo inteira
vidvel com p = (v, v, vs,vy) definindo z, z,, := 24, para todo uv # vivy € Ty, = 0.

Podemos ver na Figura 5 a cordalizacdo orientada representada por s, ou seja, Cord(s).

Figura 5 — Cord(s)

U2

U3

O teorema a seguir afirma que a triangulagdo minima para gerar uma cordalizagao
de G que admita uma ordem p como esquema perfeito é fornecida pelo Algoritmo 2, que

discutimos na Secao 3.5 pagina 23.

Teorema 4.2.1 (Rose, Tarjan e Lueker [27]). Seja G = (V, E) um grafo, p uma ordem
sobre V e Gp = (V, E,) a cordaliza¢do de G por p, obtida pelo Algoritmo 2 na pdgina 23.
Se H = (V,F) € uma cordalizagcdo de G onde p € esquema perfeito, temos que E, C F.

Uma caracterizacao das arestas em G, pode ser vista no Teorema 4.2.2.

Teorema 4.2.2 (Rose, Tarjan e Lueker [27]). Um par viv; € aresta em G, se, somente
se, existe um caminho P = [vy,...,v;] cujos vértices internos precedem ambos vy e v;, ou

seja, para todo u € V(P), temos u <, v1 e u <, v;.

Assim, se uv é aresta em G, entao qualquer cordalizacao que admita p como esquema
perfeito possui a aresta uv. Logo, em qualquer solucao inteira vidvel s = (w, z, z) com p
definindo z, temos que uwv deve estar presente em Cord(s) na forma dos arcos uv ou vu,
dependendo da precedéncia entre u e v, OU $€ja, Tyy = Zuy-

Em véarias situacoes futuras, ird nos interessar apenas identificar variacoes especificas
nos valores de incégnitas presentes em uma face , ou seja, vetores vidveis que se diferenciam
apenas por um conjunto apropriado de varidveis. Isso sera feito para demonstrar que os
coeficientes dessas variaveis, na desigualdade que induz a face, sdo nulos ou se relacionam
por uma determinada equacao.

Nas faces consideradas, nao tratamos o coeficiente associado a varidvel w. Isto decorre
)" €

§—s)=m¥=0.

do fato de que, supondo F = {s € Pgop : 7' s = ™} a face em questdo e s = (w, x, 2
F', podemos obter uma nova solugao s’ = (w + 1, z, z)T. Assim, temos 7 (
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Observe que podemos utilizar quaisquer majorantes para w a fim de obter as variagoes

desejadas em w, visto que w possui apenas restricoes de limite inferior.

4.3 Dimensao

Investiguemos a dimensao do poliedro P, ou equivalentemente, do poliedro Pgor.
Note que |VP| = 2m + (g) + 1. Noés mostraremos que P possui dimensao plena e,
portanto, a dim P = 2m + (3) + 1.

Lema 4.3.1. P C RIYI possui dimensdo plena.

Demonstracao. Seja < uma ordem qualquer. Iremos tomar VP contendo as varidveis z,,

tal que u < v. Vamos demonstrar que se
PCH:= {SE]RWPl:ﬂTS:WO}, (4.1)

entdo 7 =0 e 1y = 0, ou seja, P nao esta contido em nenhum hiperplano e, portanto, P

possui dimensao plena.

a) Yuv € E,n*, = 0.
Seja z dada pela ordem total p = (u,v,vs,...,v,), T,s = 2s para toda nao aresta
diferente de uv. Obtemos duas solugoes viaveis para P distintas apenas pela variavel
ZTuw, onde z,,, = 0 em uma e z,, = 1 em outra. Logo, temos que 7, = 0.

b) VYuv (u < v),nZ, = 0.
Seja p1 = <’LL, V,V3, .- avn>a € p2 = <U, U, V3, . - uvn>u Lrs = Zrs Pala rs 7é uv, com sj
e s3, dados respectivamentes pelas ordens p; e p,

— Seuv € E, defina 517 = 597 =0, assim s1 e s € P e diferem em apenas uma
componente, pois 557, = 0. Logo, m' (s; — 89) = 72, = 0.

— Se wv € E, observe que s1 e so € P e diferem nas componentes z,, € Zyu,

contudo uv € E, assim x,, nao esta presente em P. Logo, 77, = 0.

Lema 4.3.2. dim Pror = 2 + (g) + 1.

Demonstracao. Pelo Corolario 2.2, temos que dim Pgor = dimP. J& que P possui di-

mensao plena, concluimos que

dim Pgor = | VP | = 2m + <Z> +1 (4.2)
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4.4 Facetas basicas

Nesta secao apresentaremos uma coletanea de desigualdades que induzem facetas em
P.

Devido a simplicidade dessas desigualdades, nds iremos apresenta-las como um tnico
resultado no Teorema 4.4.1. Mostraremos que estas desigualdades sao validas para P. As

demonstragoes de que elas induzem facetas podem ser obtidas no apéndice.

Teorema 4.4.1 (Facetas Bésicas). As sequintes desigualdades sdo vdlidas e induzem

faceta em P.

(a) Tuw > 0 induz faceta, para todo uv € E.

(b) zuy > 0 induz faceta se, e somente se, uwv € E e N(v) \ {u} C N(u).

(¢) zuy <1 induz faceta se uv € E e N(u) \ {v} C N(v).

(d) zuw + Zow < zZuw + 1 induz faceta para todo {u,v,w} C V.

(€) Tuw+ Tuw — 1 < Ty + Tup induz faceta para todo wv,uw,vw € E.

(f) Zuo + Tuw — 1 < Ty + Ty induz faceta para todo uwv € E e uw,vw € E.

(9) Zuw + Twu > Tyw induz faceta para todo uwv € E e uw,vw € E.

(h) Zpw + Tow > Zow induz faceta para todo uwv,uw € E e vw € E.

Vamos argumentar a validade das desigualdades do Teorema 4.4.1.

As desigualdades nos itens (a) a (e) sao vidveis, pois sao restri¢oes da relaxacao linear
da formulacdo LPgoF.

Como ., = 2y, para uv € E, a desigualdade no item (f) é equivalente a 2y, + 2y —1 <
Tow + Tuww, & qual é uma restricao da formulagao LPgor. Portanto, a desigualdade no item
(f) é valida.

Analisando as possiveis atribuigoes 0-1 para as variaveis na desigualdade (g), perce-
bemos que a tunica atribuigdo que tornaria a desigualdade invalida ¢ (Zuw, Twu, Tow) =
(0,0,1). Contudo, essa atribui¢ao nao é possivel em Pror, pois teriamos w precedendo
ambos u e v com T,, = T, = 1 e, portanto, pela restricao 3.13, deveriamos ter x,, = 1;
o que é uma contradicao.

Analisando as possiveis atribui¢oes 0-1 para as variaveis na desigualdade (h), percebe-
mos que a Unica atribui¢do que tornaria a desigualdade invalida é (2, Tpw, 2ow) = (0,0, 1).
Contudo, essa atribuicdo nao é possivel em Pgor, pois teriamos u precedendo ambos v e
W COM Ty = Ty = 1 €, portanto, pela restricao 3.13, deveriamos ter x,, = 1; o que é
uma contradicao.

As demonstragoes de que essas desigualdades validas induzem faceta em P estao dis-

poniveis no apéndice (A).
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4.5 Facetas geradas por Caminhos Induzidos

Nesta secao e nas seguintes, apresentaremos desigualdades que foram desenvolvidas a
partir de observagoes sobre subgrafos especificos em G. Iremos demonstrar que elas sao
validas para P e verificaremos o fato de induzirem faceta.

Em cada uma dessas segbes, apresentaremos essas observagoes e as desigualdades con-
sequentes. Além disso, iremos demonstrar que sao validas e que induzem faceta.

Seja P = [vy,v2,...,v, um caminho em G e p uma ordem tal que vy <, v <, v,.
Seja v; com i € {3,...,q} o primeiro vértice posterior a v; pela ordem p no caminho.
Pelo Teorema 4.2.2 temos que a aresta v;v; € G,. Podemos descrever esta observacao

pela desigualdade em 4.3.

Lema 4.5.1. Seja P = [v1,vs,...,v,] um caminho em G, a desigualdade
Z xvlvi 2 Zvlvq + zvgvl - 1 (43)
3<i<q

€ vdlida para P.

Demonstracao. Suponha que existe uma solugao inteira s € P para qual a desigualdade
¢é invéalida. Analisando as atribuigoes 0-1 possiveis para varidveis na desigualdade, ob-
servamos que a tUnica atribuigdo que torna a desigualdade invalida é ZBgig g Tow, = 0
€ Zyw, = Zup, = 1. Assim, temos que vy <, v; <, vy € nao existe qualquer arco na
forma vyv; com ¢ € {3,..., ¢} em Cord(s). Portanto, temos uma contradigao, ja que pelo
Teorema 4.2.2 alguma aresta vyv; para algum i € {3,..., ¢} estd em G,.

O

Vamos denotar por F a face induzida pela desigualdade 4.3.

F = {5 cpP: Z Toyv; = Zojog T Zvgvy — 1} (4.4)

3<i<q

Seja P = [v1,v2,...,v, com ¢ > 3 um caminho induzido em G. Vamos definir
p(k) para k € {2,...,q} como a ordem sobre V tal que os vértices em V(P) precedem
todos os demais vértices de G e estao em ordem crescente dos seus indices, exceto pelo
vértice v; que é imediatamente posterior ao vértices vg. Por exemplo, para ¢ = 4 temos
p(4) = (va,v3,v4, 1), p(3) = (va,v3,v1,04) € p(2) = (v2, V1, V3, Vg).

Observe que se o vértice v, for posterior a todos os demais vértices do caminho, nao
existe nenhum arco partindo de v; para qualquer outro v;, com i € {3 < i < ¢}.

Observe também que se existe no méximo um vértice t € V(P)\ {va} que preceda vy,
nao existe nenhum caminho de v; a qualquer outro vértice v;, com i € {3 <i < ¢}, cujos
vértices internos precedam ambos v; e v;, portanto, pelo Lema 4.2.2, v1v; ¢ G,. A Figura

6 ilustra essas observagoes.
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Figura 6 — Observagoes sobre vy

v, P v q

vit € Gp

Ulw

U1

v

No Lema 4.5.2, exibimos alguns vetores baseados nas observagoes anteriores e nas
ordens p(k). Demonstramos que estao contindos na face F , quando P é um caminho
induzido em G. Os vetores sdo construidos de forma que cada solu¢ao s = (w,z, z)T
tenha z definido por uma ordem p, dentre as que exibiremos, e que as varidveis em x

sejam definidas conforme cada ordem.

Lema 4.5.2. Seja P = [v1,vs, ...,v,] com g > 3 um caminho induzido em G. Os vetores

descritos pelas seguintes ordenagoes estao em F, caso P seja wm caminho induzido em

G:

1. Para p = (51,52 UV (P)\ {v1}, Ss5,v1) com Sy, 52,83 CV(G)\ V(P) subconjuntos

disjuntos de vértices, definimos

Ty = Zups {u,v} CV(G) (4.5)

2. Para p = ({v1,t}, V(P)\ {v1,t}) com t € V(P)\ {v2, vy}, definimos

Zuwy {u,v} 2 V(P)
Ty =S Zuww, {u, 0} CV(P)ew €G, (4.6)
0, c.c.

3. Para p(k) com k € {2,...,q} , definimos

Zuwy {u,v} 2 V(P)
Ty =S Zuww, {u, 0} CV(P)ew €G, (4.7)
0, c.c.

Demonstracdo. Primeiro, vamos demonstrar que os vetores descritos pelos itens acima
sao validos para P.

Observe que os vetores descritos nos itens 1, 2 e 3 tém suas partes z definidas por
ordens. Assim,temos que eles respeitam as restricoes 3.9 e 3.10.

Para os vetores descritos no item 1, temos um arco entre qualquer par de vértices
orientado do vértice de menor precedéncia para o de maior. Portanto, as restrigoes 3.11,

3.12 e 3.13 sao respeitadas.
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Para os vetores descritos nos itens 2 e 3, todas as variaveis x,, com um dos vértices
u ou v fora do caminho sdo definidas iguais a z,,. As varidveis x,, com ambos u e v no
caminho sao definidas iguais a z,,, se forem arestas de G, e 0, caso contrario. Portanto,
as restricoes 3.11 e 3.12 sao respeitadas.

Para os vetores descritos nos itens 2 e 3, vamos analisar a restrigao 3.13 e mostrar que
ela é respeitada. Observe que, na ordem exibida no item 2, todos os vértices no caminho
precedem os vértices que estao fora do caminho.

Para os casos seguintes mostraremos que o segundo membro da restricao 3.13 é pelo
menos 1. Como o méaximo valor do primeiro membro também é 1, a restrigao estd satis-
feita.

Sejam u,v,w € V com u < v < w. Se [{u,v,w}NV(P)| < 2, temos w ¢ V(P),
portanto Z,, = 1. Se |[{u,v,w} NV (P)| = 3 € Tyy, = Tyw = 1, entdo pelo Teorema 4.2.2
temos que vw € G,. Logo, Ty, = 2y = 1. Logo, a restrigao 3.13 é respeitada.

Finalmente, vamos provar que os vetores descritos pertencem a face F, quando P é
caminho induzido.

Nos vetores descritos pela ordem no item 1, o vértice vy € posterior aos demais vértices
no caminho. Assim, w,,,, = 0 para todo i € {3 < i < g}, 2y, = 1 € 2y, = 0, logo
Y 3<icqg Torvs = Zojug T Zvgey — 1= 0.

Nos vetores descritos pelas ordens no item 2, a tnica aresta em G, na forma v;v; com
vy < v e € {3,...,¢} é aaresta vjvy. Como vy < vy € V1 < Vg, tEMOS Zyyy = 0 €
Zpv, = 1 € portanto Zggigq Tyyo; = Zogvg T Zoge, — 1 = 0.

Nos vetores descritos pelas ordens no item 3, para k < ¢, a unica aresta em G, na
forma vyv; com v1 < v; e i € {3,...,¢} é a aresta v1vp. Como ve < vy € V1 < vy, temos
Zugoy = 1 € 2y, = 1 € portanto Z3§z‘§q Tyyv; = Zujvy T Zupe, — 1 = 1. Para k = ¢ nao existe
aresta em G, na forma vyv; com vy < v; e € {3,...,q}, temos z,,,, =1 e 2o, = 0 €

portanto Y s . Tuyo, = Zuywg T Zvge, — 1 = 0.

O

Teorema 4.5.3 (Caminhos Induzidos). Seja P = [v1,va, ..., v, com ¢ > 3 um caminho
em G, a face

F=qseP: Z Tyyo; = Zogvg T Zogey, — 1 (4.8)

3<i<q

€ faceta se, e somente se, P é um caminho induzido em G.

Demonstracdo. Vamos demonstrar que se P é um caminho induzido em G, entdo F é

faceta. Suponha que

F={seP: Z xvlvi—zvlvq—i—szl:—1}@7—[:{5673:71-75:%0}.

3<i<q
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Primeiro, vamos demonstrar que para todo 7s € E\{vyv; 1 i € {3,...,¢}} temos 7%, =

0. Vamos exibir dois vetores vidveis s! = (w!, 2!, 2!) e s? = (w?, 2%, 2%) pertencentes a

face que se diferenciam apenas pelo valor da variavel x,.

a) Vamos demonstrar para r = v;.

Seja a ordem p = (v, V(P) — vy) definindo 2! e 2%. Definimos z! e z? em funcao

de z! e 22

, respectivamente, pela equacao (4.6). Observe que rs ¢ G, portanto
podemos obter dois vetores vidveis distintos apenas por z}, = 0 e 2, = 1. Logo,

r __
e, = 0.

b) Vamos demonstrar para r # v;.

1

Seja a ordem p = (r, V(P) — vy, v;) definindo 2! e 2%, Definimos z' e 2? em funcao

de z! e 22

, respectivamente, pela equacao (4.5). Observe que rs ¢ G,, portanto
podemos obter dois vetores vidveis distintos apenas por zl, = 0 e 22, = 1. Logo,

xr
e, = 0.

Agora, vamos demonstrar que para todo {r,s} C Vers ¢ {v vy, vov1}, temos que 77, = 0.
Vamos exibir dois vetores vidveis s! = (w!, z!,2!) e s? = (w? 22, 2?) pertencentes a

face que se diferenciam pelo valor da variavel z,..

a) Vamos demonstrar para vy ¢ {r,s}.

Suponha que rs € E. Sejam as ordens p; = (r, s, V(P) —vy,v1) € ps = (s,1,V(P) —

2

vy,v1) definindo 2! e 22, respectivamente, pela equagao (4.6). Assim, obtemos dois

vetores vidveis distintos apenas por 2., com z!, = 0 e 22, = 1. Logo, %, = 0.
b) Vamos demonstrar para v; € {r, s}.

— Vamos demonstrar para r = vy, s € V(P) \ {va, vy}

Observe que rs ¢ FE, pois P é caminho induzido. Sejam as ordens p; =

(1,8, V(P)\ {v1,s}) e po = (5,01, V(P)\ {v1,s}) definindo z' e 2%, respectiva-

1 2

mente. Definimos x! e 22 em funcao de 2! e 22, respectivamente, pela equacao

4.6). Observe que rs ¢ G,, ers ¢ G,,, portanto podemos fixar x! = 22, = 0.
P1 P2 TS T8

Obtemos dois vetores vidveis distintos apenas por z,, com 2z}, = 0 e 2% = 1.
Logo, 77, = 0.

— Ser=uwy,s ¢ V(P).
Suponha que rs € E. Sejam as ordens p; = (V(P) — vy, v1,8) € po = (V(P) —

2 1 2

vy, 5,v1) definindo 2! e 22, respectivamente. Definimos z! e 2% em fungao de

2! e 2%, respectivamente, pela equagdo (4.6). Obtemos dois vetores vidveis
distintos apenas por z,,, com z!, =0 e 2% = 1. Logo, 77, = 0.
Suponha que rs ¢ E. Sejam as ordens p; = (v1,s,V(P) —v1) e py =

(s,v1,V(P) — v1) definindo 2! e 22, respectivamente. Definimos x! e 2% em
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2

funcao de z' e 22, respectivamente, pela equagao (4.6). Observe que rs ¢ G, e

1

I =22 =0. Obtemos dois vetores vidveis

rs ¢ (,,, portanto podemos fixar x

fat ) 1 _ 2 _ z
distintos apenas por z,,, com z,, = 0 e z7, = 1. Logo, 77, = 0.

Assim, podemos expressar H como

_ . § : x Lz Lz _
H - {S S P : ﬂ—’Ul’Uix'Ul'Ui ﬂ—’Ul’UqZ'Ul'Uq ﬂ—’UQ’UlZ'UQ'Ul - 7‘—0}'
3<i<q

> X — z
Agora, vamos demonstrar que para todo vyv; com i € {3,...,q} temos 7, = — v,

a) Se i = g, entao vy é posterior a todos os demais vértices do caminho. Assim, temos

> s<icg Ty = 0 € Zyu, + 200, — 1 = 0. Portanto, s € F.

b) Sei € {3,...,q — 1} temos vy é posterior a todos os demais vértices do caminho.

Assim, temos ngigq Ty, = 0 € 2y, + 2uy, — 1 = 0. Portanto, s € F.
1, .2

Sejam as ordens p(k) e p(k+1) como descrito pelo Lema 4.5.2 no item 3. Sejam z' e 2

1

definidos pelas ordens p(k) e p(k+1), respectivamente, e 2! e z? definidos respectivamente

em funcao de 2! e 2% pela Equacdo 4.7. Podemos ver um exemplo para G = P, na Figura

7.

Figura 7 - F,
U2 U3 Uy
N
\ 7
[
U1
U2 U3 Vg
[ J
U1
- T2 1 / /
Avaliando a 7' (s* — s') para k € {2,...,q9 — 2} temos 77, + 7, — T —
Mo, = 0. Observe que para todo @ € {3,...,q}, temos 7 = 0, para todo i €
{3,...,¢ — 1} temos 7}, = 0. Nés podemos simplificar as equagdes e obter as seguintes
identidades:
Toiws = Toiwy,s  Daratodod € {3,...,g—1} (1.9)
x _ z :
vivg _ﬂ—vlvq
Portanto, para todo viv; com 7 € {3,...,q} temos Torv; = —ijq.
Agora, vamos provar a seguinte identidade 7, = v,
Sejam as ordens p; = p(g — 1) = (v2,. .., V41,01, Uy) € p2 = (V1,...,V4-1, V2, Uy) COM

po difere de p; apenas pela permuta dos vértices vy e vy. Observe que pe é uma das

1

ordens descritas pelo Lema 4.5.2 no item 2. Sejam z! e 2? definidos pelas ordens p; e pa,
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respectivamente, e 2! e z? definidos respectivamente em funcao de 2! e z? pela Equacao
4.7.

Avaliando a diferenca 7' s* — 7' s!, temos que
z z x x x x _
Tygy + § Togv; + ﬂ—vq,lvl + ﬂ—vlvq - ﬂ—vq,lvg - ﬂ—vqu =0. (410)
i€{1,.,.q—1}
. . . z _ _ X T — __ R
Eliminando os coeficientes nulos, temos que ny, = —m;, . Como m; , = —m,
z z —_ z
concluimos que 75, =75, .

Assim, temos o seguinte sistema linear entre os coeficientes nao-nulos de 7 .

S = Tovs,,,  Daratodoi € {3,...,q—1}
g = Ty (4.11)
v = o,
Podemos definir « = —n7, e resolver o sistema em 4.11, através de substituigoes o
obtendo o = 7y, para todoi € {3,...,q} ea=—mj,, =—m} .

Finalmente, temos que
FCH={seP:af Z Tyro; = Zojw, = Zoger) = —T0 -
3<i<q
Assim, temos a desigualdade 77 < 7 é um miltiplo ndo-nulo da Desigualdade 4.3,
portanto F é faceta se P é caminho induzido em G.

Agora, vamos demonstrar que se P nao é caminho induzido em G, entao F nao é

faceta.

Seja P = [v1,...,v,] um caminho em G. Suponha que P nao é caminho induzido em
G, logo existe uma corda v;v; € E'\ E(P) com vv; € V(P).

Podemos ver os possiveis casos na Figura 8.

Figura 8 - Casos 1, 2 e 3

v; Caso 1
N v,
'Uj
Caso 2
U1 v; v,
a) Se v; # v1. Seja P’ = [v1,...,0;,0j,...,0,]. Podemos descrever a desigualdade

indutora da face F como combinacao linear de desigualdades validas:
xvlvk Z Zvlvq + ngvl -1
ke{3,...,vs}U{vj,...,v4 }
Ty, > 0, Vee{i+1,...,5—1}

Z Ivlvi Z Zvlvq + ngvl -1
i€{3,....q}
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b) Se v; = vy,v; # v,. Sejam os caminhos P, = [v1,vj,...,0,], P» = [v1,...,0;].
Podemos descrever a desigualdade indutora da face F como combinagao linear de

desigualdades validas:

Z 'Tvlvk 2 vaq + Zvjvl —1

ke{j+1,....q}

Z xvlvk Z Z’Ul’UJ' + Z’UQ'Ul - ]-
ke{3,)

Z Tyv; > Zvivg + Zyovy — 1
ke{3,.q)

c) v = v, v; = vy Observe que Ty, = Zy,0,, POIS V10, € I, assim

E Loy, Z Zvlvq + Zvgvy — 1l <— Zvlq}q + g M Z Zvlvq + Zvgvy 1
ke{3,....q} ke{3,...,(¢—1)}

que pode ser expresso como combinacgao das seguintes desigualdades validas:

Zvivg = Zuivg

Ty, > 0 Vke{3,...,q—1}
O 2 ngvl -1
Z’ulvq + Z xvlvk Z Zvlvq + ngvl - 1

k€{3,..4,(Q71)}

Logo, se P nao ¢ caminho induzido em G, entao F nao ¢ faceta.

4.6 Facetas geradas por Buracos

Nesta secao iremos introduzir uma familia de desigualdades baseadas em buracos de
G. Demonstramos que as desigualdades nessa familia sdo vélidas para Pgor (P) e deter-
minamos as condigoes sob quais elas induzem facetas.

Podemos ver na Figura 9 algumas cordalizagdes para buracos de tamanho 4, 5 e 6,
respectivamente. Note que nessas cordalizacoes cada buraco de tamanho k foi subdivido
em ciclos de tamanho 3, através do acréscimo de k — 3 cordas. O Lema 4.6.1 demonstra

que as triangulagoes associadas a essas cordalizagOes sao minimais.

Lema 4.6.1. Seja C = (V(C), E) um ciclo induzido em G ¢ H uma cordaliza¢ao de G
que admite p como esquema perfeito. Seja H[V(C))] = (V(C), E') o subgrafo induzido
pelos vértices de C' na cordaliza¢io e F'= E'\ E a triangulagdo do ciclo na cordalizagdo.
Temos que |F| > |C| — 3.

Demonstrag¢ao. Vamos demonstrar que para todo ciclo induzido C' em G, temos |F| >
|C| — 3.
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Figura 9 — Cordalizacoes para buracos

Para |C| = 3, temos |F| > 0. Suponha que para todo C' com |C| < k tenhamos
F| > |C| —3. Se |C| =k+1, seja u o vértice de C' com menor precedéncia em p e v, w
seus vizinhos em C' como na Figura 10. Como p é esquema perfeito em H, u é simplicial
no subgrafo induzido pelos vértices posteriores a ele em p, portanto vw € F. Assim,
temos um novo ciclo, ¢ = (C' —u) +vw, com |C’| = k, portanto pela hipétese de indugao
temos que |F| > (k—3)+1=|C| —3.

Figura 10 - H[V (C)]

0
u
w
]
Baseado no Lema 4.6.1, desenvolvemos a desigualdade 4.12.
> aw > [C] -3 (4.12)

weB(C)

Sabemos que toda solucao inteira em Pror (P) corresponde a uma cordalizagao orien-
tada Cord(s) [26]. Portanto, a validade da desiguadade 4.12 para Pgor (P) é consequéncia

direta do Lema 4.6.1. Denotaremos por F a face induzida pela desigualdade 4.12 em P.

F={seP: > aw=IC|-3} (4.13)
weE(C)
Além disso, perceba que em qualquer cordalizacao de um buraco, os tltimos 3 vértices,

segundo qualquer esquema perfeito, induzem uma clique. Provamos essa observacao no
Lema 4.6.2.
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Lema 4.6.2. Sejam C um ciclo em G, {v;,v;,v,} C V(C) e H uma cordalizagio de G
que admite a ordem p = (V(C)\ {v;, v, v}, v, v5,05) como esquema perfeito. Temos que

H[{v;,v;,v:}] € uma clique.

Demonstra¢ao. Vamos demonstrar que v;v;,0;05 € vjv;, sao arestas em G,. Assim, pelo
Lema 4.2.1 teremos que elas sao arestas em H.

Sejam P, = [v;,...,v;], Py = [vj,...,v5] € Py = [v;,...,v;] caminhos em C disjuntos
em vértices internos como na Figura 11. Observe que os vértices internos ao caminho
Py precedem os vértices v; e vy, portanto v;v; € G, pelo Lema 4.2.2. De forma analoga,
podemos demonstrar que v;vg e vv, sao arestas em G, utilizando respectivamente os

caminhos P, e Ps.
Figura 11 — Caminhos entre v;, v; e vy
Py
P,

Uk

U

Utilizando os Lemas 4.6.1 e 4.6.2, podemos deduzir a estrutura de alguns vetores em

F. Exibiremos no Lema 4.6.3 os vetores em F que utilizaremos em nossas demonstragoes.

Lema 4.6.3. Seja C' um buraco G. Suponha que para todo {a,b} C V \ V(C) temos
Ne(a) N Ne(b)| < 3 e que G[Neo(a)] e G[Ne(b)] sdo caminhos induzidos em G. Vamos
construir algumas solugdes vidveis de forma que cada solu¢io s = (w, z, z) tenha z definido
por uma ordem p dentre as que exibiremos e que as varidveis em x sejam definidas como
descrito a seguir.

Seja k,l €V, vamos definir

2y, {u,v} C(V(C)U{k,l}) euwv € G,
Tyy =S Zuo, {u,v} Z V(C)U{k, 1} (4.14)

0, c.c.

Os wvetores descritos pelas sequintes ordens estdo em F, quando para todo a,b € V'\
V(C) temos |Nco(a) N Ne(b)| < 3 e ndo existe aresta uv com u € Ng(a) \ Ne(b) e
v € No(b) \ Ne(a). Além disso, se k1 ¢ E temos que k1 & G,.

(a) Para k.l € V(C) seja

p=(k,L,V(C)\ {k,1}). (4.15)
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(b) Para k,l ¢ V(C) seja

p=(V(C)\ (Nc(k)UNc(1), Ne(k) \ N (1), k, No(1) \ No(k), I, Ne(k) N Ne(1)).
(4.16)

(c) Para k ¢ V(C) el e V(C) seja

p=(V(C)\ (Nc(k) U Ne(l) U{l}), Ne(k) \ Ne(l), k, 1, No(1)). (4.17)

Demonstracao. Primeiro, vamos demonstrar que os vetores descritos acima estao em P.

Observe que os vetores descritos tém suas variaveis z definidas por ordens. Assim, eles
respeitam as restricoes 3.9 e 3.10.

Nos vetores descritos todas as variaveis x,, com um dos vértices u ou v nao pertencen-
tes ao buraco sao definidas iguais a z,,. As varidveis x,, com ambos u e v pertencentes
ao buraco sao definidas iguais a z,,, se forem arestas de Gp, e 0, caso contrario. Portanto,
as restricoes 3.11 e 3.12 sao respeitadas.

Vamos analisar a restri¢ao 3.13 para os vetores descritos e mostrar que ela é respeitada.

Seja {u,v,w} C V. Para os casos seguintes mostraremos que se T, = Ty, = 1 temos
qUe Ty, OU Ty, SA0 iguais a um. Assim, a desigualdade 3.13 é respeitada.

Lembramos que nas ordens exibidas os vértices em V(C') U {k, [} precedem todos os
demais vértices de G.

Sew ¢ V(C)U{k,l} ouw € V(C)U{k,l} ev ¢ V(C) Uk, I}, temos que z,, ou
Ty S80 iguais a um pela Equagao 4.14. Se w € V(C) U {k,l} e v € V(C) U {k, [}, temos
que u € V(C), pois u < v. Além disso, como z,, = %, = 1 pela equacdo 4.14 temos
uv,uw € G, portanto vw € G,. Assim, x,, ou &, sao iguais a um. Logo, a restrigao
3.13 é respeitada.

Vamos demonstrar que nos vetores descritos se k[ ¢ E temos que k1 ¢ G,.

Nas ordens exibidas nao existe um caminho de k£ a [ em G com vértices internos
precedendo ambos k e [, pois a vizinhanga de [ em C' é posterior a k. Logo, se kl ¢ E
temos que k! ¢ G,.

Finalmente, vamos provar que os vetores descritos pertencem a face F, quando para
todo a,b € V \ V(C) temos |N¢(a) U Ne(b)| < 3, G[N¢(a)] e G[N¢(b)] sdo caminhos

induzidos em G.

Seja p uma ordem descrita no item (a). Nos vetores descritos pelo item (a), as varidveis
Tyy = 1 correspondem a arestas em G,. Vamos demonstrar que o nimero de cordas
adicionadas a C' em G, é exatamente |C| — 3.

Note que os vértices em C' precedem os demais vértices do grafo. Assim, quando
o Algoritmo 2 tiver visitado cada vértice de C' na ordem, nenhuma nova corda sera

adicionada ao grafo até o fim da execugao.
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Vamos analisar a construcao de G, pelo o Algoritmo 2, enquanto ele percorre os
vértices de C' na ordem p. Sejam u o vértice de ' com menor precedéncia ainda nao
visitado e v, w seus tnicos vizinhos em C. Se vw ¢ G, o Algoritmo 2 adiciona a corda
vw em G, e passa ao proximo vértice. Observe que somente para os tltimos tres vértices
nao existe corda a ser adicionada. Logo, adicionamos exatamente |C'| — 3 cordas.

Para os vetores descritos nos itens (b) e (¢), vamos demonstrar que, para qualquer par
de vértices uv, se uv ¢ G, entdo nao existe um caminho de v a v com o vértice interno
k (1) e cujos vértices internos precedem u e v. Assim, a adi¢ao dos vértices k e [ ao grafo
ndo altera o ntimero de cordas em (,. Logo, o nimero de cordas em G, é |C| — 3.

Iremos realizar a demonstracao por contraposicao, ou seja, se existe um caminho de u
a v com o vértice interno k () e cujos vértices internos precedem u e v, entao existe um
caminho com as mesmas propriedades, exceto por nao conter o vértice k (I).

Seja {u,v} C Ng(l). Se u,v € No(k) N Ne(l), entdo pelo Lema 4.6.2 temos que
wv € G, independente da existéncia de caminhos de u a v, onde k é vértice interno e
cujos vértices internos precedem u e v. Suponha u € No(l)\ Ne(k). Seja Py um caminho
de u a v com o vértice interno k e cujos vértices internos precedem u e v. Sabemos que u
precede os vértices em N (k) N Ne(l). Como k é vértice interno no caminho, existem ao
menos dois vértices ki e ko tais que ki, ko € Ne(k) \ No(l). Observe na Figura 12 esses

vértices.

Figura 12 — Caminho de v a v

P,
ky y
P, k
k, 9

Por hipétese, os vértices em Ne(k) \ Ne(1) formam um caminho, portanto podemos
tomar P, um caminho de ky a ko com V(FP%) C Ne(k)\ Ne(l). Assim, existe um caminho
P53 de u a v cujos vértices internos precedem u e v que nao passa pelo vértice k.

[

Utilizando as solucoes vidveis em F que exibimos, vamos demonstrar no Teorema 4.6.4

que F é faceta.

Teorema 4.6.4 (Faceta de Buraco). Seja C' um ciclo em G. A face F € faceta se C
nao contém corda, para todo {a,b} C V \ V(C), temos |[Nc(a) N Ne(b)| < 3, e ambos
G[N¢(a)], G[Ne(b)] sdo caminhos induzidos em G.

Demonstrag¢do (Se). Suponha que

F={seP: Z Ty =[C| =3} CH={s€P:7's=m}

weE(C)
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Primeiro, vamos demonstrar que para todo wt € E(G) \ E(C) temos 7%, = 0.

Nés iremos exibir dois vetores vidveis s* = (w!, 2!, 2

Lt 2l) e s? = (w?, 22, 2%) pertencentes

a face que se diferenciam apenas pelo valor da varidvel x,,.

a)

Vamos mostrar para r € V(C),s ¢ V(C).

2

Seja a ordem p = (r,V(C) — r,s) definindo z' e z2. Observe que p pertence as

ordens descritas pelo Lema 4.6.3 no item (a). Definimos z! e 22 em fungao de 2! e
22, respectivamente, pela equagao (4.14). Observe que rs ¢ G, portanto podemos
obter dois vetores vidveis distintos apenas por w,,, com z}, = 0 e 72, = 1. Logo,

xr __
ey = 0.

Vamos mostrar para r ¢ V(C),s € V(C).

Seja a ordem p = (V(C) \ (N¢o(s) U {s}),r, s, No(s)) definindo z' e 22 Observe

1

que p pertence as ordens descritas pelo Lema 4.6.3 no item (c). Definimos x! e z?

em funcao de 2!

e 27, respectivamente, pela equagao (4.14). Observe que rs ¢ G,
portanto podemos obter dois vetores vidveis distintos apenas por z,,, com z}, = 0

2 T
e z;, = 1. Logo, 77, = 0.

Vamos mostrar para r,s ¢ V(C).

Seja a ordem p = (V(C)\ (Ne(r)UNe(s)), No(r)\Nco(s),r, No(s)\Nc(r), s, Ne(r)N
N¢(s)) definindo z! e 22. Observe que p pertence as ordens descritas pelo Lema
4.6.3 no item (b). Definimos z' e z* em fungao de 2! e 2%, respectivamente, pela
equacao (4.14). Observe que rs ¢ G,, portanto podemos obter dois vetores vidveis

fats 1 2 _ T
distintos apenas por z,s, com z,, = 0 e z;, = 1. Logo, 7%, = 0.

Agora, vamos demonstrar que para todo {r, s} C V' temos que 77, = 0.

Nés iremos exibir dois vetores vidveis s' = (w!, z!, 2

Ll 2l) e s? = (w?, 2?2, 2%) pertencentes

a face que se diferenciam pelo valor da varidvel z,.,.

a)

Vamos mostrar para r,s € V(C).

Sejam as ordens p; = (r,s, V(C) \ {r,s}) e po = (s,7, V(C) \ {r, s}) definindo 2" e

2%, respectivamente. Observe que p; e p; pertencem as ordens descritas pelo Lema

4.6.3 no item (a) e que rs € G, se, e somente se, rs € E. Definimos 2! e 22 em
fungdo de z!' e 2%, respectivamente, pela equagao (4.14). Se rs ¢ E podemos fixar

1

zl, = 22, = 0. Assim, podemos obter dois vetores vidveis distintos apenas por z,,

1 _ 2 z
com z,, =0 e 27, = 1. Logo, 77, = 0.

Vamos mostrar para r ¢ V(C),s € V(C).

Sejam as ordens p; = (V(C) \ (Ne(r) U Ne(s) U {s}), Ne(r) \ No(s),r, s, No(s))
e po = (V(C)\ (Ne(r) U Ne(s) U {s}), No(r) \ Ne(s),s,r, No(s)) definindo 2! e
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22, respectivamente. Observe que p; e py pertencem as ordens descritas pelo Lema

4.6.3 no item (c) e que rs € G, se, e somente se, rs € E. Definimos 2! e 22 em
fungao de z!' e 2%, respectivamente, pela equagao (4.14). Se rs ¢ E podemos fixar

1

xl, = 22, = 0. Assim, podemos obter dois vetores vidveis distintos apenas por z,,

1 _ 2 z
com z,, =0 e 27, = 1. Logo, 77, = 0.

¢) Vamos mostrar para r,s ¢ V(C).

Suponha rs € E. Sejam as ordens p; = (V(C),r,s) e pp = (V(C), s,r) definindo z*
e 22, respectivamente. Observe que p; e py pertencem as ordens descritas pelo Lema

2 2

4.6.3 no item (a). Definimos z! e z? em funcao de 2! e 22, respectivamente, pela

equacao (4.14). Assim, podemos obter dois vetores vidveis distintos apenas por z,

1 _ 2 z
com z,, =0 e 27, = 1. Logo, 77, = 0.

Para demonstrar que 77, = 0, quando r,s ¢ V(C) e rs ¢ E, nds iremos utilizar o

Lema 4.6.5 que sera provado apds o término dessa demonstragao.

x
wy -

Lema 4.6.5. Para todo uwv,wy € E(C), temos 7%, =7

Vamos ao caso em que rs ¢ E. Sejam as ordens p; = (V(C)\(Ne(r)UNe(s)), No(r)\
Ne(s),m, No(s) \ Ne(r), s, Ne(r) N Nea(s)) e po = (V(C)\ (No(r) U Ne(s)), No(s) \
Ne(r), s, No(r) \ Ne(s),r, No(r) N Ne(s)) definindo z* e 22, respectivamente. Ob-
serve que p; e pp pertencem as ordens descritas pelo Lema 4.6.3 no item (b) e que

rs € G, se, e somente se, rs € F. Definimos z' e 2% em fungao de 2! e 2%, respec-

1 2

tivamente, pela equagao (4.14). Podemos fixar z,, = x7, = 0. Assim, obtemos a

equacao

T (s1-52) = D NSRS Sy Tant D 1ENC()\Ner) Ty +Tiy+ Y | EBC) Th— Y pacE(C)
(4.18)

Podemos simplificar essa equacao eliminando os oeficientes de 7 ja demonstrados

nulos e o Lema 4.6.5. Assim, ficamos com

(I1C) = 3)7%, — (|C| = 3)7%, + 72, = 77, = 0, para algum uv € E(C). (4.19)

Assim, para todo r, s ¢ V(C) temos 77, = 0.

2 para algum wv € E(C). Eliminando os coeficientes nulos em 7 e

Seja a = T,

utilizando o Lema 4.6.5 podemos expressar H como

FCH={{seP:af Z Tuy) = Mo}

weE(C)
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Assim, temos que desigualdade 77 < 7y é um miiltiplo ndo-nulo da desigualdade
4.3, portanto F é faceta se C' nao contém corda, para todo {a,b} C V\ V(C) temos
Ne(a) N Ne(b)| < 3, G[Ne(a)] e G[Ne(b)] sao caminhos induzidos em G.

Vamos exibir a demonstracao do Lema 4.6.5.

Demonstragdo. Primeiro, vamos demonstrar que 7%, = 7% para todo uv € E(C).
Seja {r,s,t} C V(C) e as ordens p; = (V(C) \ {r,s,t},r,s,t) e po = (V(C) \

{r,s,t},s,7,1) definindo 2! e 22, respectivamente. Observe que p; e py pertencem as

ordens descritas pelo Lema 4.6.3 no item (a). Definimos z! e 2? em fungao de 2! e 22,

respectivamente, pela equacao (4.14). Assim, temos 7' (s! — s?) = 7%, + 7% — 7% =0 e
simplificando a equacao temos 7%, = 7%..

Vamos demonstrar que para quaisquer uv, wy € F (C), temos 7l = Ty
Suponha {u,v} N {w,y} = 0. Sejam as ordens p; = (V(C) \ {u,v,w,y},u,w,y,v),

2 1

p2 = (V(O)\ {u,v,w,y},w,u,v,y) definindo 2 e 2%, respectivamente. Definimos z! e

2 2

2? em funcao de 2! e 2% respectivamente, pela equagdo (4.14). Observe na Figura 13 o

esquema dessas solucgoes. Temos que

T R T z z T T T T
T (51— 82) = Ty — Ty T Tow T Ty + Ty — Mgy + Ty — Ty = 0 (4.20)

x

e simplificando a equagao obtemos m,;, = 7, .

Figura 13 — Representacdo das s! e s?

Suponha que {u,v} N {w,y} # 0. Nés podemos dividir esse tGpico em 3 casos como

na Figura 14.

Figura 14 — Casos

w

C, @ Cz“.\.y
v J

No caso 1, temos v = w, u < w e u < y. Asordens p; = (V(C)\ {u, w,y, k},u,w, k,y)
e pp = (V(C)\ {u,w,y,k},u,y, k,w) para um k qualquer, de forma semelhante ao item

anterior, nos levam a relagao m,, = my,.



Capitulo 4. ESTUDO POLIEDRICO 46

No caso 2, temos v = y, u < w,v < w. Usamos as ordens p; (V (C)\{u, v, k,w},u,v, k, w)
e po(V(C)\ {u,v,k,w},v,u, k,w) para obter a relagdo 7%, = 77, .

No caso 3, temos v = y, u < w < v. Sabemos que 7%, = 7%, para todo uv € E(C).

€T
vw*

: xr xZ —
Assim, pelo caso 2, temos 7}, =7 =T
O
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho, analisamos o problema de determinar bons limites inferiores para a
largura em arvore de um grafo e, particularmente, analisamos a formulagao linear inteira
denominada formulacao por Ordem de Eliminagao e o poliedro descrito pelo fecho convexo
dos seus pontos inteiros. Com o objetivo de obter a melhor descricao possivel desse
poliedro através de desigualdades indutoras de faceta.

Conseguimos obter resultados parciais que contribuem com a determinacao de decom-
posigdes em &arvore utilizando a formulagao por Ordem de Eliminagao. Mostramos uma
simplificacao para a formulagao por Ordem de Eliminagdo com um ntimero reduzido de
variaveis e de restri¢oes.

Mostramos que o poliedro associado a simplificacdo que apresentamos é afim-isoférmico
ao poliedro da formulagao por Ordem de Eliminagao e demonstramos para um ntmero

significativo de desigualdades que induzem facetas.

Trabalhos Futuros

Vamos apresentar algumas diregoes para dar continuidade ao trabalho desenvolvido e
obter novos resultados.

No tocante a determinacao de facetas, percebemos que as desigualdades denominadas
fence [28] sao validas para o poliedro em estudo, contudo nem sempre induzem faceta.
Todavia, uma dire¢do a ser examinada é a utilizacdo da técnica de lifting [16] para a
partir delas determinar novas desigualdades que induzam faceta independentemente de
condicoes.

Outra diregao a ser examinada é o desenvolvimento e implementagao de algoritmos de

corte baseado nas desigualdades que apresentamos.
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APENDICE A - DEMONSTRACOES DE FACETAS BASICAS

Neste apéndice, vamos exibir as demonstracoes relativas ao Lema 4.4.1.

Lema A.0.6. x,, > 0 induz faceta, para todo uv € E.

Demonstracio. Seja uv € E. Definimos F = {s € ProF : Tuy = 0}.

Vamos demonstrar que F ¢é faceta.

Suponha que

fZ{SGPEOFquvZO}gH:{SEPEQFZWTSZWO}.

Primeiro, vamos demonstrar que, para todo ab € E(G) \ {uv}, temos 7%, = 0.

Frequentemente, iremos exibir dois vetores vidveis s' = (w!, 2!, 2!) e s? = (w?, 2?2, 22),

pertencentes a face, que se diferenciam de forma proposital.

a)

Vamos demonstrar para a = v, b = u.

- _ - 1 2 - 1 _ .2
Seja a ordem p = (v,u) definindo z* e z°. Definimos z,, = z;, = z,, para todo

pq # vu, e xl, =122, = 0. Assim, temos 7' (s! — s?) = 7%, = 0.

Vamos demonstrar para a = u, b # v.

2
pq

pq & {vu,ub}, zl, =22, =0exl, =1,22, = 0. Assim, temos 7" (s! —s?) = 7%, = 0.

Seja a ordem p = (u,b,v) definindo 2! e 22. Definimos m;q =z = z;q para todo

Vamos demonstrar para a # v,b = u.

- _ : 1, .2 : 1 _ .2
Seja a ordem p = (v,a,u) definindo 2* e z*. Definimos z,, = r,, =

2 =0euxl 0,22, = 1. Assim, temos 7' (s* — s?) =

VU av — Yr¥au

zll,q para todo
pq € E\ {vu,au}, z, =«

T
o, = 0.

Vamos demonstrar para a = v, b # u.

Seja a ordem p = (v,b,u) definindo z' e z°. Definimos z}, = 22, = z,, para todo

pq € B\ {vb} e xl, = 0,22, = 1. Assim, temos 7' (st — s?) = 7%, = 0.

Vamos demonstrar para a # u,b = v.

- _ : 1 2 : 1 _ 2 _
Seja a ordem p = (u,a,v) definindo z* e 2. Definimos z,, = z;, = z,, para
1

todo pg € E \ {uv,av}, 2 = 0,22, = 0 e zl, = 1,22, = 0. Assim, temos

7l (st —s?) =77 =0.

Vamos demonstrar para {a,b} N {u,v} = 0.

. _ : 1. .2 . 1.2 1
Seja a ordem p = (a, b,v,u) definindo z* e 2°. Definimos =, = r;, = 2,, para todo

pq € E\ {ab} ez}, = 1,22, = 0. Assim, temos 7' (s! — s?) = 7%, = 0.
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Agora, vamos demonstrar que, para todo {a,b} C V| temos que 7, = 0.

a) Vamos demonstrar para {a,b} N {u,v} = 0.

Sejam as ordens p; = (a,b,v,u), ps = (b, a,v,u) deifinindo 2! e 2%, respectivamente.
Definimos z,, = z7, = z,,, para todo pg € E\ {ab,ba}. Se ab € E, definimos
zl, =22, =0exf, =27, =0. Assim, temos 7' (s' — %) = 77, = 0.

b) Vamos demonstrar para a = v, b = u.

Sejam as ordens p; = (u,v), ps = {(v,u) definindo 2! e 22, respectivamente. Defi-

. 1 2 .1 n : 1 _ 2
mmos x,, = T, = 2,, para todo pq € E \ {UU,UU}. Definimos Lo = Ty = 0e

1 _ .2 - T(el _ o2y — 2 _
Ty = Topp, = 0. Assim, temos 7' (s' — s*) =77, = 0.

¢) Vamos demonstrar para a = v, b # u.

Sejam as ordens p; = (v,b,u),ps = (b,v,u) definindo z'e 2%, respectivamente.
N T . . .
Definimos z,, = z,, = z,, para todo pg € E \ {vb,bv}. Se vb € E, definimos

1.2 12 ~ T(el _ &2y — ~2 _
Ty = 2y, = 0 e xp, =z, = 0.Assim, temos 7' (s' — ) =77, = 0.
d) Vamos demonstrar para a = u,b # v.

Sejam as ordens p; = {(v,u,b),ps = (v,b,u) definindo 2! e 22, respectivamente.
Definimos x},, = 22, = 0, z,, = 22, = 2, para todo pq € E\{vu,ub,bu}. Se ub € E,

: 1.2 1,2 ~ T(el _ &2y — ~2 _
definimos z,, = zj, =0 e 2, = z;, = 0. Assim, temos 7' (s' — s*) =77, = 0.

Resta provar que my = 0.
Como F={se€P:xy, =0} CH={seP:nlxy, =m}, temos que my = 0.
Portanto, demonstramos que a desigualdade 7' < 7y ¢ um multiplo nao-nulo da
desigualdade z,, > 0 para uv € E, portanto F é faceta.
O

Lema A.0.7. z,, > 0 induz faceta se, e somente se, uv € E e N(v) \ {u} C N(u).

Demonstracao. Vamos demonstrar que a desigualdade z,, > 0 induz faceta se, e somente
se, uv € e N(v) \ {u} C N(u).

Definimos F = {s € Pror : 2w = 0}.

Vamos demonstrar que se uv € E e N(v) \ {u} C N(u), entao F é faceta.

Suponha que

fZ{SGPEOFZZM,:O}gH:{SEPEOFZWTSZWO}.
Primeiro, vamos demonstrar que, para todo ab € E, temos o, = 0.

a) Vamos demonstrar para a ¢ {u,v} e bneqa.

Seja a ordem p = (a,v,u) definindo 2! e 2%. Definimos xéq = :Ef)q = z;q para todo

pqg € E\ {ab} e z}, =1, 22, = 0. Assim, temos 7' (s> — s?) = 7%, = 0.
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b) Vamos demonstrar para a = u, b # v.

Seja a ordem p = (v,u,b) definindo 2! e z2. Como b ¢ N(u), temos que b ¢ N(v),
logo vb € E. Definimos x,, = 22, = z, para todo pg € E \ {vb,ub}, x}, = 22, = 0

11 .2 _ - T(el _ 2y — o _
ex,, =1, x;, =0. Assim, temos 7' (s' — s*) =7, = 0.

¢) Vamos demonstrar para a = v, b # u.

1 _ .2 _
vy = Tpg = %, Dara todo

pq € E\ {vb} e xl, =1, 22, = 0. Assim, temos 7' (s! — %) = 7% = 0.

Seja a ordem p = (v,u,b) definindo z' e 2?2, Definimos z

Agora, vamos demonstrar que, para todo {a,b} C V' com ab # uv, temos que 72, =
Nés iremos exibir dois vetores vidveis s = (w!, 2!, 21) e s? = (w?, 2%, 2?) pertencentes

a face que se diferenciam pela varidvel z,.

a) Vamos demonstrar para a = u,b # v.

2 respectivamente.

Sejam as ordens p; = (v,u,b),ps = (v,b,u) definindo 2! e z
: 1 _ .2 1 3 3

Deﬁmfnos Ty, = T, = 2, Para todo pg € E\ {vb, tv, ub,bu}. Se ub € E, temos que

vb € E e definimos 2z}, = zj, =0, 22, = 27, =0, 2}, =z}, = 0e 22, = 22, = 0.

; T(el 2y — 2z _—
Assim, temos 7' (s' — s%) =72, = 0.

b) Vamos demonstrar para a = v, b # u.

Sejam as ordens p; = (v,b,u),ps = (b,v,u) definindo 2! e 22

, respectivamente.
Definimos ), = z2, = z), para todo pg € E\ {vb,bv}. Se vb € E, definimos

1 _ .2 1 _ .2 _ : ol (el 2\ _ -z
xy =1y, =0 e xp, =2, = 0. Assim, temos 7' (s' — s%) =717, = 0.

¢) Vamos demonstrar para {a,b} N {u,v} = 0.

Sejam as ordens p; = {(a,b,v,u), ps = (b,a,v,u), definindo 2! 22

, respectivamente.
12 3 7 :
bg = Tng = Zp, Para todo pg € E\ {ab,ba}. Se ab € E, definimos

12 12 ~ T(el _ 2y — ~2 _
xy, = x;, =0 e xy, = x2, = 0. Assim, temos 7' (s' — s°) = 7%, = 0.

Definimos x

Como F = {s € Pror : 2uw =0} C H = {s € Pror : Ty2uw = T}, temos que my = 0.

Portanto, provamos que a desigualdade 7'

< mp é um maultiplo nao-nulo da desi-
gualdade z,, > 0 se uv € E e N(v) \ {u} € N(u), portanto F é faceta se uv € E e

N()\ {u} € N(u).

Resta provar que, se uv € E ou N(v) \ (N(u) U{u}) # 0, entdo F nio ¢ faceta.
a) Mostraremos que se uv ¢ E, temos que F nao é faceta.
Observe que as seguintes restricoes sao validas para P.

Tuy < Zyy, pOisuv ¢ E
0 < 2y, trivial
0 < 2wy

Portanto z,, > 0 é dominada. Assim, ela ndo induz faceta.
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b) Casouv € E e Jw € N(v) \ (N(u) U {u}), veremos que F nao é faceta.
Primeiramente, p que a desigualdade z,, + Ty = Zuw € valida para o poliedro Pgor.

Suponha, por contradicao, que exista uma solucao inteira s € Pgor tal que z,, +
Tuw < Zuw- A Unica atribuicao 0-1 para as variaveis dessa desigualdade que a satisfaz
é (Zuv, Tuw, Zuw) = (0,0, 1), portanto v < w < v. Observe que uv,vw € F, portanto
Tou = Tyw = 1. Assim, pela restricdo 3.13 temos que z,, = 1; uma contradicao.

Logo, a restricdo 2y, + Tuyw = Zuww € valida Pgror.

Observe que a desigualdade —x,,, > —zy,, também é vilida, pois vw ¢ E, portanto

podemos expressar z,, > 0 como

Zyp F Tyw 2 Zuw
—ZTyw Z —Zuw . (Al)
Zuw Z 0

Logo, se z,, > 0 induz faceta, entdao uv € F, N(v) \ {u} C N(u).

Lema A.0.8. z,, <1 induz faceta se, e somente se, uwv € E e N(u) \ {v} C N(v).

Demonstra¢ao. Provaremos que a desigualdade z,, < 1 induz faceta se uv € E, N(u) \
{v} C N(v).

Definimos F = {s € Pror : 2w = 1}.

Vamos demonstrar que se uv € E e N(u) \ {v} C N(v), entao F é faceta.

Suponha que

f:{SEPEOFZZuv:1}gH:{SEPEOFZ7TT8:7TO}

Primeiro, vamos demonstrar que, para todo ab € E, temos o = 0.
Vamos exibir dois vetores vidveis s! = (w!, 2!, 2!) e s = (w?, 22, 2?) pertencentes a

face que se diferenciam apenas pela variavel z,.

a) Vamos demonstrar para a ¢ {u,v} e b # a.

Seja a ordem p = (a,u,v) definindo 2! e 2%, Definimos xéq = :Ef)q = z;q para todo

pq € E\ {ab} e z}, =1, 22, = 0. Assim, temos 7' (s> — s?) = 7%, = 0.

b) Vamos demonstrar para a = v, b # u.

Seja a ordem p = (u,v,b) definindo 2! e z2. Como b ¢ N(v), temos que b ¢ N(u),
logo ub € E. Definimos x;,q = xf,q =
exl, =1, 2% =0. Assim, temos 7' (s

21, para todo pg € E'\ {ub,vb}, x}, = 22, =0

') =7y, =0.
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¢) Vamos demonstrar para a = u, b # v.

Seja a ordem p = (u,v,b) definindo 2" e 2, Definimos z,, = 7, = z,, para todo

pqg € B\ {ub} e 2%, =1, 22, = 0. Assim, temos 7' (s — s?) = 7%, = 0.

u

Agora, vamos demonstrar que para todo {a,b} C V', com ab # uv, temos 7%, = 0.

a) Vamos demonstrar para {a,b} N{u,v} = 0.

Sejam as ordens p; = (a, b, u,v), p» = (b,a,u,v), definindo 2! 22, respectivamente.

)
pa — Tpg

2 _ 1.2 :
xy, =0ex, =25, = 0. Assim, temos 7

Definimos = zzl,q para todo pq € E{ab,ba}. Se ab € E, definimos z}, =

T(st —s%) =73, =0.

b) Vamos demonstrar para a = u, b # v.

2

Sejam as ordens p; = (u,b,v),ps = (b,u,v) definindo 2! e 22, respectivamente.

. _ 2 _ 1 = T - .
Definimos x,, = z7, = z,, para todo pg € E\ {ub,bu}. Se ub € E, definimos

12 12 Tlel _ 2y — 2
zy, =24, =0ex,, =5, =0. Assim, temos 7' (s' — s*) =77, = 0.

¢) Vamos demonstrar para a = v, b # u.

Sejam as ordens p; = (u,v,b),ps = (u,b,v) definindo 2! e 22

- 1 _ .2 _ 3 2
Definimos x,, = 7, = z,, para todo pg € £\ {vb, bv,ub,bu}. Se vb € F, temos que

ub € E e definimos z!, = 2, =0, 2%, = 22, =0, 2}, = 2}, = 0 e 22, = 22, = 0.

, respectivamente.

Assim, temos 7' (st — s%) =77, =0

Como F={s€P:zy=1}CH={s€P:7wi 2w =m0}, temos que my = 7z,.
Logo a desigualdade 7" < 7y, é um multiplo nao nulo da desigualdade z,, < 1, se
w € E e N(u) \ {v} C N(v). Portanto, F é faceta se uv € E, N(u) \ {v} C N(v).
O

Lema A.0.9. %y, + Tuyw — 1 < Tyw + Twe induz faceta para todo uv,vw,vw € E.

Demonstracao. Vamos demonstrar que a desigualdade z,, + Tyw — 1 < Ty + Ty induz
faceta, para todo uv, uw,vw € E.
Definimos F = {s € Pror : Tuv + Tuw — Tow — Ty = 1}.

Suponha que
F = {5 € Pror : Tuv + Tuw — | = Ty + Ty} CH = {5 € Prop : 7' s =}
Primeiro, vamos demonstrar que, para todo ab € F \ {wv, vw, vw}, temos 7%, = 0.

a) Vamos demonstrar para |{a, b} N {u,v,w}| = 0.

2

Seja a ordem p = (a,b,u,v,w) definindo z' e 2. Definimos z, = =

— 1
pqg qu para

todo pg # ab e x}, =1, 2%, = 0. Assim, temos 7' (s! — s?) = 7% =0

b) Vamos demonstrar para |{a,b} N {u,v,w}| = 1.
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— Suponha que a = u. Seja a ordem p = (u,b,v,w) definindo z' e 2%. Definimos

1 _ 2 1 1 2 _ ~ Tl
Ty, = Tn, = 2, para todo pg # ab e xy, = 1, x5, = 0. Assim, temos 7' (s' —

s*) =72, = 0.

— Suponha que a = v. Seja a ordem p = (v, u, w,b) definindo 2! e 2%. Definimos

1 _ .2
pa — Tpg

z2, = 0. Assim, temos 7

x =z, para todo pq € E \ {ab,vow}, z}, = 0, 22, = 0 ez}, = 1,

(st — %) =72, = 0.
— Suponha que a = w. Seja a ordem p = (w,u,v,b) definindo z' e 2%. Definimos

1 _ 2 _ A 1 _ 2 _ 12
Ty, = Tpy = 2y, Para todo pq ¢ \{ab, wu,wv}, v, = vy, =0, z,,, = v, =0,

rl,y=1e 2% =0. Assim, temos 7' (s' — s?) = 7%, = 0.
— Suponha que b € {u,v,w}. Seja a ordem p = (a,u,v,w,b) definindo z' e 2%

- 12 1 1 2 _ -
Definimos z,, = =, = z,, para todo pg # ab e xy, = 1, 3, = 0. Assim, temos
T/l 2\ _ L
m' (st —s*) =n% =0.

¢) Vamos demostrar para |{a,b} N {u,v,w}| = 2.

— Suponha que ab = vu. Seja a ordem p = (v,u,w) definindo z! e 2%, Definimos

12 1.2 1 2 _
Ty, = T,, = 2, para todo pq ¢ {vu,vw}, v,, =2, =0exy =1, x5, = 0.

Assim, temos 7' (s! — s?) = 7%, = 0.

— Suponha que ab = wu. Seja a ordem p = (w, u, v) definindo z' e 2%. Definimos

1 _ .2 _ 1 _ 2 _ 1 _ 2 _
Ty, = T, = 2, Para todo pq ¢ {wv,ab}, v,, = v;, =0ex, =1, 2, =

Assim, temos 7' (s' — s%) = 7%, = 0.
Agora, vamos demonstrar que, para todo {a,b} C V| temos que 7%, = 0.

a) Vamos demostrar para [{a,b} N {u,v,w}| = 0.

jam as ordens p; = {(a,b,u,v,w), po = (b, a,u,v,w nindo z"' e z°, r 1va-
Sejam as ordens b,u,v,w), b, a,w,v,w), definindo z!' e 22, respectiva

: 1.2 1 .
mente. Definimos x,, = z;, = z,, para todo pg ¢ {ab,ba}. Se vt € E, definimos

rly=1l =1leux, =22 =0. Se ab € E, definimos x}, =2 =0e z}, = 2% =0.

Assim, temos 7' (st — s%) =77, =0
b) Vamos demostrar para |{a,b} N {u,v,w}| = 1.

— Suponha que @ = u. Sejam as ordens p; = (w,u,b,v),ps = (w,b,u,v),

2 12
by = Ty, = Zp, para todo

pq € B\ {wv,wu,ab}, v}, =22 =0, 2L =22 =0. Se ab € E, definimos

12 12 ~ Tl
zy, =x;, =1 exy, = x5, =0. Assim, temos 7' (s

definindo 2! e 22, respectivamente. Definimos x

—s?) =77 =0.

— Suponha que a = v. Sejam as ordens p; = (u,v,b,w),ps = (u,b,v,w),

2 1 2

definindo 2! e 22, respectivamente. Definimos Ty, = T, =

{p.q} CV.

Se vb € F, temos 7}, = 0.

1
2,, Para todo
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Se vb € E, obtemos dois vetores vidveis distintos por z,, € {0,1} ez, € {0, 1}.
Assim, 77 (st —s?) = 15, +7% —7¢, = 0. Como ji demonstramos que, para todo
ab € E\ {uv,uw,vw}, temos 7%, = 0. Podemos simplificar 7' (s! — s?) = 0,
obtendo 77, = 0.

— Suponha que a = w. Sejam as ordens p; = (u,v,w,b,),ps = (u,v,b,w),

2 1 2

: 1 _ _ 1
definindo 2 e z by = Ty, = Zp, Para todo

{c,d} C V.

Se wb € E, temos 7' (s* — %) =7, = 0.

, respectivamente. Definimos z

Se wb € E, obtemos dois vetores vidveis distintos por z,, € {0,1} e 2, €
{0,1}. Assim, 7' (s' — s%) = 72, + 7%, — 7%, = 0. Como j& demonstramos
que para todo ab € E \ {uv,uw,vw} temos 7% = 0. Podemos simplificar

7' (s! — s?) = 0 obtendo 7%, = 0. Portanto, se wb € E temos 77, = 0.
¢) Vamos demostrar para |{a,b} N {u,v,w}| = 2.

— Suponha que ab = wv. Sejam as ordens p; = (u, w, v), ps = (u, v, w), definindo

1 2 : - 1 _ .2 7
z' e z°, respectivamente. Definimos Zpq Ty, = Zp, Dara todo pg € E \
{wv, vu, vw, wv}. Definimos zl =22, =0, 2}, =22 =0, 2L, =22, =0,

12 : Tlal 2 2 _
Ty = Ty, = 0. Assim, temos 7' (s' — s*) =77, = 0.
— Suponha que ab = uv. Sejam as ordens p; = (u,v,w),ps = (v,u,w), de-
: 1,2 : - 1,2
finindo 2 2%, respectivamente. Definimos x,, = x,, = z,, para todo pq €
. : T 12 1,2 _
E\ {uwv,vu, vw,wv}. Definimos z,, = z,, =0, z,, =z,, =0, ., = 5, =0

exl, =22 =0. Assim, temos 7' (s! — s%) = 7%, = 0.
— Suponha que ab = ww. Sejam as ordens p; = (u,w,v), ps = (w,u,v), de-

2 ; : 1 _ 2 _ 1
, respectivamente. Definimos Tpy = Tpg = Zpg DAra todo pg €
1

2 1 _ 2 _ 1 _ 2
uw*xwu*()?xuvixvu*()?xwviwi*()?

finindo 2! 2

E\ {uv, vu, vw, wv}. Definimos z

12 ~ Tlel _ &2) — 2 —
Ty = oy = 0. Assim, temos 7' (s' — s*) =77, = 0.

Agora, vamos demonstrar algumas relagoes entre os coeficientes nao nulos em 7.

xr x
a) Vamos demonstrar que 7%, = 7% .

1
Pq

x
pq ¢ {uv, vw, vw}, (2, Ty, Th,) = (1,0,0) € (23, 25, 25,) = (

uw?

Seja a ordem p = (u,v,w) definindo 2! e 22. Definimos z =z para todo

: T(el 2\ _ T T T _ T
Assim, 7' (s' — s*) =72 —x¥, = 0. Logo, 7%, = 7l,.

b) Vamos demonstrar que 7%, = —7nZ .
Seja a_ordem p = (u,w,v) definindo z' e z2. Definimos :rll,q = 12)(1 = zzl,q para todo
pgEeE \ {uv7uwawv}v (xtv>xiw7x}uv) = (Ov L, 0) e (Ingxiw’x?uv) = (1’ L 1)'
Assim, temos que 7' (s! — s%) = —71% — 7% = 0. Logo, 7%, = —72,
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¢) Vamos demonstrar que 7, = —77,.
1 2
Pq

= Tpq
pg € E \ {uvvuwvvw}v (quwvqumvqujw) = (170, 0) e (:Eiv,xiw,xzw) = (L L, 1)'

Seja a ordem p = (u,v,w) definindo z!' e z2. Definimos z = z;q para todo

Assim temos que 7' (s> — s') = 7%, + 7%,. Logo, 7%, = —72,.

Utilizando as igualdades entre as componentes nao nulas em 7 obtemos,

r _ _r _ T __ _ _X
Ty = Ty = T = —T,

o qual nos permiti expressar H como,

Finalmente, temos
H={s € Pror : Ty (Tuw + Tuw — Tow — Tuw) = o} (A.2)

Assim, temos my = 77, e a inequagao de H é multiplo da inequacao F. Logo, F ¢é
faceta.
O

Lema A.0.10. z,, + z2pw < Zuw + 1 induz faceta, para todo {u,v,w} C V.

Demonstracao. Vamos demonstrar que a desigualdade z,, + Zpw < Zuw + 1 induz faceta,
para todo {u,v,w} C V.

Definimos F = {s € Pror : Zuv + Zow — Zuw = 1}

Suponha que

F ={5€PEoF: Zuv + Zow — Zuw = 1} CH = {s € Pgop : 7' 5 = my}.
Primeiro, vamos demonstrar que, para todo ab € E, temos oy, = 0.

a) Vamos demostrar para |{a,b} N {u,v,w}| =0.

: _ : 1, .2 : 1 _ .2 _ 1
Seja a ordem p = (a,b,u,v,w) definindo z' e z*. Definimos T,y = Ty, = 2,, Dara

todo pg € E\ {ab} e x}, =1, 22, = 0. Assim, temos 7' (s! — %) = 7%, = 0.
b) Vamos demostrar para |{a,b} N {u,v,w}| = 1.

Suponha que a = u. Seja a ordem p = {(u,b,v,w) definindo z! e 2. Definimos
x., = xr, = z, para todo pg € E\ {ub} e zl, = 1, 22, = 0. Assim, temos
(st —s?) =75 =0.

Suponha que a = v. Seja a ordem p = (v,b,w,u) definindo 2! e 2% Definimos
L, = T2, = 7z, para todo pg € E\ {vb} e xl, = 1, 22, = 0. Assim, temos
(st — %) =72, = 0.

T
T
Suponha que a = w. Seja a ordem p = (w,b,u,v) definindo 2' e z2. Definimos
x;q = xiq = z;q para todo pqg € E \ {wb} e 2}, = 1, 22, = 0. Assim, temos

7l (s' —s%) =7 = 0.
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Suponha que b € {u,v,w}. Sejaaordem p = {(a,u, v, w) definindo 2! e z2. Definimos
L, = 12, = zb, para todo pg € E\ {ab} e z}, = 1, 22, = 0. Assim, temos

7l (st —s%) =7 = 0.

X

Vamos demonstrar para |[{a,b} N {u,v,w}| = 1.

Suponha a = u. Seja a ordem p = (u, v, w) definindo 2" e 2°. Definimos z,, = 27, =

23, Para todo pg € E\ {ab} e zl, =1, 22, = 0. Assim, temos 7' (s' —s?) = %, = 0.
Suponha a = v. Seja a ordem p = (v, w, u) definindo z' e 2°. Definimos z,, = 27, =
z), para todo pg € E\ {ab} e zl, =1, 22, = 0. Assim, temos 7' (s' —s?) = 7%, = 0.

Suponha ¢ = w. Seja a ordem p = (w,u,v) definindo z' e 2*. Definimos z,, = 27, =

z), para todo pg € E\ {ab} e zl, =1, 22, = 0. Assim, temos 7' (s' — s?) = %, = 0.

Agora, vamos demonstrar que, para todo {a,b} C V com ab ¢ {uv,vw,uw}, temos

2
que 72, = 0.

2)

Vamos demostrar para [{a,b} N {u,v,w}| = 0.

2

Sejam as ordens p; = (a,b, u,v,w), py = (b,a,u,v,w), definindo z!' e 22, respectiva-

: 12 _ 1 3 3 :
mente. Definimos z,, = x,, = 2,, para todo pq € E\{ab,ba}. Se ab € E, definimos

12 12 - Tiel _ 2y _ 2
xy, = x;, =0 e xy, = x2, = 0. Assim, temos 7' (s' — s*) = 7%, = 0.

Vamos demostrar para |[{a,b} N {u,v,w}| = 1.

Suponha que a = u. Sejam as ordens p; = (u, b, v, w), po = (b, u,v,w), definindo 2!

e 2*, respectivamente. Definimos x,, = z3, = z,, para todo pg € E\ {ab,ba}. Se

ab € F, definimos z!, = 22, =0 e 2}, = 22, = 0. Assim, temos 7' (s! — s%) = 77, =

0.

Suponha que a = v. Sejam as ordens p; = (v, b, w,u), p» = (v,b,w, u), definindo 2!

e 22, respectivamente. Definimos :L'II,q = :pzq = z;q para todo pg € E \ {ab,ba}. Se

ab € E, definimos z!, = 22, =0 e 2}, = 22, = 0. Assim, temos 7' (s! — s?) = 77, =
0.

Suponha que a = w. Sejam as ordens p; = (w, b, u,v), ps = (b,w, u,v), definindo 2!

2%, respectivamente. Definimos z),, = 27, = 2, para todo pg € E\{ab,ba}. Se ab €

5 - 12 1 _ 2 - T(el _ &2y — ~2z _
E, definimos z,, =z, =0 e x,, = 27, = 0. Assim, temos 7' (s' — s*) = 7%, = 0.

Exibiremos algumas relacoes entre as componentes nao nulas de 7.

a)

z z
Vamos demonstrar que 77, = —7Z,,.

2

Sejam as ordens p; = (u,v,w), ps = (v, w,u), definindo z' 22, respectivamente.

Definimos ), = z2, = z), para todo pg € E. Observe que as tnicas varidveis
distintas sao (2}, zL.) = (1,1) e (22,,22,) = (0,0).

uv? Tuw uv? Juw

z

: Tl 2\ — 2 z z
Assim, temos 7' (s' — s*) =77, + 72, = 0. Logo, 72, = =72,
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b) Vamos demonstrar que 77, = —n7,,.
Sejam as ordens p; = (u,v,w),ps = {w,u,v), definindo 2! 2% respectivamente.
Definimos $;q = :pzq = zzl,q para todo pg € E. Observe que as lnicas variaveis
o so(a1 1y 2 .2 ) _
distintas 20 (2, Zew) = (1, 1) € (22, 25) = (0,0).
ol A VN | 2\ _ 2 z z z
Assim, temos 7' (s' — s*) = 72, + 77, = 0. Logo, 72, = —77,.
c¢) Observe que 72, = —72,, = 7Z,. Assim, 77, = 72,

Finalmente, temos
H = {s € Pror: 7. (Zuv + 2Zow — Zuw) = To} (A.3)

Assim, temos my = 77,. Além disso, temo que inequagao indutora de H é multiplo

nao nulo da inequagao indutora de F. Logo, F ¢ faceta.

O
Lema A.0.11. 2., + Zyw — 1 < Ty + Tuw induz faceta, para todo wv € E e uvw,vw € E.

Demonstracio. Zuy + Tuw — 1 < Tow + Tue induz faceta, para todo uv € E e uw,vw € E.
Definimos F = {s € Pror : Zuw + Tuw — Tow — Twy = 1}.

Suponha que
F= {S 67DEOF D 2up F Tuw — Tow — Tww = 1} CH= {3 67DEOF:’]TTSZWO}-
Primeiro, vamos demonstrar que, para todo ab € E \ {uw, vw, wv}, temos 7%, = 0.

a) Vamos demostrar para [{a,b} N {u,v,w}| =0.

2

Seja a ordem p = (a,b,u,v,w) definindo 2! e z?. Definimos z} 2

pa — Tpg =
todo pg € E\ {ab} e 2}, =1, 22, = 0. Assim, temos 7' (s — s?) = 7%, = 0.

1
Z,, Dara

b) Vamos demostrar para [{a,b} N {u,v,w}| = 1.

Suponha que a € {u,v,w}. Sejaaordem p = (u,v, w,b) definindo 2! e 22, Definimos

1 _ .2 _ 1 7 10l —( 2 —( 2 —
T, = T3, = %, para todo pg € B\ {uw,vw,ab}, v,,, =0, v,, =0, z;, =0, 2;, =0

1 2 _ : Tl 2y e
, Top =1 ex?, =0. Assim, temos 7' (s' — s*) =77, = 0.

Suponha que b € {u,v,w}. Sejaaordem p = {(a, u, v, w) definindo 2! e z2. Definimos

1 _ .2
pa = Tpg

7l (st —s%) =77 = 0.

x = z), para todo pg € E\ {ab}, 2}, = 1 e 22, = 0. Assim, temos

¢) Vamos demonstrar para |[{a,b} N {u,v,w}| = 2.

Suponha que ab = wu. Seja a ordem p = (w,u,v) definindo 2! e z2. Definimos
x, = x2, = 7z, para todo pg € E\ {ab,wv}, zl, = 0,22, =0, zl, = 1 e 22, = 0.

Obtemos dois vetores vidveis distintos apenas por z,, € {0,1}. Logo, 7%, = 0.
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Agora, vamos demonstrar que, para todo {a,b} C V com ab ¢ {uv}, temos que

Tap =
a) Vamos demostrar para [{a,b} N {u,v,w}| = 0.

Sejam as ordens p; = {(a, b, u,v,w), py = (b, a,u,v,w), definindo z! e 22, respectiva-
mente. Definimos z}, = 22, = z}, para todo pg € E'\ {ab,ba}. Se ab € E, definimos

1 _ 2 1 _ T(ol _ &2y — ~2 _
zl,y =1l =0euxl, =22 =0. Assim, temos 7' (s’ — s*) =77, = 0.

b) Vamos demostrar para [{a,b} N {u,v, w}| = 1.

Suponha que a = u. Sejam as ordens p; = (u,v,w,b), po = (u,v,b,w), definindo 2!
e 2%, respectivamente. Definimos z,, = 2, = z, para todo pq € E\ {ab,ba}. Se
T(s!

5 : 1.2 1 _ .2 _ : 2y _ -z _
ab € E, definimos =), = 27, =0 ez, = x2, = 0. Assim, temos 7' (s' — s%) =77, =

0.

Suponha que a € {v,w}. Sejam as ordens p; = (u,{u,v},b),p2s = (u,v,b,w),
definindo z' e 22, respectivamente. Definimos z,, = z7, = z), para todo pq € E.
Caso ab € E, obtemos dois vetores vidveis distintos apenas por z,, € {0,1}. Caso
ab € E, obtemos dois vetores vidveis distintos por zq € {0,1} ez € {0,1}. Assim,
7l (st — 8% =75 + 7% — 7L = 0.

Como j4 demonstramos que, para todo ab € E \ {uw,vw,wv}, temos 7% = 0.
Podemos simplificar w7 (s! — s?) = 0 obtendo 77, = 0. Portanto, se wb € E temos

z J—
oy, = 0.

¢) Vamos demostrar para |{a,b} N {u,v,w}| = 2.

Suponha que ab = uw. Sejam as ordens p; = (w, u,v), p» = {(u, w,v), definindo 2* 22,

respectivamente. Definimos a:l = x2 = 1 , bara todo pq € E\ {wu, wv, uw, vw},

v, =22, =0z, =22 —OJJ =22 =0, 2!, =22, = 0. Obtemos dois

vetores vidveis dlstlntos apenas por 2zg, € {O7 1}. Logo, T = 0.

Exibiremos algumas relagoes entre os componentes nao nulos de .

xT

a) Vamos demonstrar que 72, = —72, .

Sejam as ordens p; = (u,v,w), py = (v,u,w), definindo 2! e 22, respectivamente.

Definimos z,, = 22, = 2z, para todo pq € E \ {vw, wv, uw, wu}, zl,, = i, = 1,

rro=al =122 =122 =0ea?, =22, =0. Observe que as tnicas varidveis
uv’x w) = (1 0) e ( uv7wi) = (07 1).

Assim, temos 7' (s! — s?) = 77, — 7%, = 0. Logo, 77, = 7°

uv vw*

distintas sdo (z}

b) Vamos demonstrar que 77, = —7
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1 2
pa — Tpg =

pq € B\ {uw,vw}, 2L, =0, 2, =0, 22, =1, 22, = 1. Observe que as tinicas

varidveis distintas sao (z.,,zl,) = (0,0) e (22, 22,) = (1,1).

Seja a ordem p = (u,v,w) definindo 2! e 22. Definimos z 2, Para todo

€T
uw

T

: T(l 2\ __ T T
Assim, temos 7' (s' — s*) = -2, — 7%, = 0. Logo, 7*, = —m*, .

¢) Vamos demonstrar que 7%, = 7% .

Sejam as ordens p; = (u,v,w), po = (u,w,v), definindo 2' e 2%, respectivamente.

: 1 _ 2 _ F . o
Definimos z,, = z,;, = z,, para todo pg € E. Observe que as tnicas variaveis
_ PRV B S RN 2 .2 2\ _
distintas s20 (2, Tows Tae) = (1, 1,0) € (25, Tius Toy) = (0,0, 1).

Assim, temos 7' (s! — s%) = 77, + 7%, — 7%, = 0. Como j4 demonstramos que

z

Ty

» = 0, podemos simplificar a equagao obtendo 77, — 77 .
Finalmente, temos

H={s € Pror: 7., (Zuw + Tuw — Tow — Tuw) = To} (A.4)

Assim, temos my = 77, e a inequagao indutora de H é multiplo da inequacao indutora
de F. Logo, F ¢ faceta.

O
Lema A.0.12. zy, + Zuyy > Tow induz faceta, para todo uwv € E e uw,vw € E.
Demonstracio. Zuw + Twu > Ty induz faceta, para todo uv € E e uw,vw € E.
Definimos F = {s € Pror : Zuw + Twu — Tow = 0}.
Suponha que
F =1{5€ PEOF : Zuw + Twu — Tow =0} CH = {5 € Prorp : 7' s = 7o}
Primeiro, vamos demonstrar que, para todo ab € E \ {wu,vw}, temos 7%, = 0.
a) Vamos demostrar para a = u,b # v.
Seja a ordem p = (u,v,w) definindo z' e z?. Definimos z,, = z7, = 2}, para todo
pg € E\ {ab} ez}, =1, 22, = 0. Assim, temos 7' (s' — s?) = 7%, = 0.
b) Vamos demonstrar para a = w, b # wu.
Seja a orderrj p = (w,u,v) definindo z' e 2% Definimos x;q = x?,q = zll)q para
todo pg € E \ {ab,wu}, z}, = 22, = 0 e xly, = 1, 22, = 0. Assim, temos
7l (st —s%) =75 =0.
¢) Vamos demostrar para a = v,b ¢ {u,w,v}.
Seja a ordem p = (v, w, u) definindo z' e z2. Definimos mll)q = mgq = z;q para todo

pqg € E\ {ab} e z}, =1, 22, = 0. Assim, temos 7' (s> — s?) = 7%, = 0.
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d) Vamos demostrar para a ¢ {u,v,w}.

Seja a ordem p = (a,v,w,u) definindo z' e z%. Definimos z,, = 2 = 2}, para todo

pq € E\ {ab} ez}, =1, 22, = 0. Assim, temos 7' (s* — 32) =n5 =0.

Agora, vamos demonstrar que, para todo {a,b} C V com ab ¢ {uv}, temos que
W;b - O.

a) Vamos demostrar para |{a,b} N {u,v,w}| =0.

Sejam as ordens p; = {(a,b, v, w,u), py = (a,b,v,w, u), definindo z!' e 22, respectiva-
mente. Definimos z,, = 22, = z}, para todo pg € E\ {ab,ba}. Se ab € E, definimos

12 12 - Tiel _ 2y _ o _
zhy =5, =0e xp, =2, = 0. Assim, temos 7' (s' — s*) = 7%, = 0.

b) Vamos demostrar para |[{a,b}N{u,v,w}| = 1. Suponhaa € {u,v,w} eb ¢ {u,v,w}.
Sejam as ordens p; e po tais que v < w < w idénticas exceto pela permutacao das
posicoes de a e b. Em p;, temos b sendo imediatamente posterior a a. Em ps, temos
b sendo imediatamente anterior a a.

2 2

. . 1 . . 1 o o 1
Seja as ordens p; e pp definindo z* e 2%, respectivamente. Definimos z,, = z;, = z,,

para todo pq € E. Assim, 7' (s! —s?) = 72, + 7% — &, = 0. Como ji demonstramos
que, para todo ab € E \ {wu,vw}, temos 7% = 0. Podemos simplificar 7' (s! — s?)

obtendo 77, = 0.

¢) Vamos demostrar para |{a,b} N {u,v,w}| = 2.

Sejam as ordens p; = <v w,uy, pp = {(w,v,u), definindo z' e 22, respectivamente.

Definimos ), = 22, = zl, para todo pq € E \ {ab,ba,wu}. Se ab € E, definimos

1.2 g ol 2 _ 2 T(ol _ 2y — o2 —
Toy = Tp, =0, xba—xab—Oexwu—xwu—O. Assim, temos 7' (s' —s?) =77, = 0.

T — T
Provaremos que 7, = —75 .
2

Sejam as ordens p; = (v,w,u), ps = (w,v,u), definindo z' 22, respectivamente. De-

finimos z,, = 2, = z), para todo pg € E\ {wu,wv}. Definimos x}, = 1, 22, = 0,
xlo =022, =0exzl, =122, = 0. Observe que as tnicas varidveis dlstmtas sao
(Zipw> T Ta) = (0,1 1) (0> T Ti) = (1,0,0).

Assim, temos 7' (st —s?) = w7, + 7%, + 7%, = 0. Como ji demonstramos que 72, = 0,

podemos simplificar a equagao obtendo 7, = —7 .
x —_ X
Provaremos que 7, = —75,,.
Sejam as ordens p1 = (v,u,w), ps = (v,w,u), definindo z' e 22, respectivamente.
Definimos ), = z7, = z,, para todo pq € E\ {vw, wu,uw}. Definimos z}, =1, 22, =0,
w2, =22, =0ext, =122, = 0. Observe que as tnicas varidveis dlstlntas sa0

(Zaws To) = (0,1) € (wu,xﬁw) = (170)-
Assim, temos 7' (s! — s?) = 72, — 7%, = 0. Como j& demonstramos que 77, = 0,

3 1 Y z — T
podemos simplificar a equagao obtendo 77, = 7,
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Assim, temos my = 77, e que a inequacao indutora de H é multiplo da inequacao F.
Logo, F ¢é faceta.
O

Lema A.0.13. z,, + Typw < Zuww induz faceta para todo uwv,uw € E e vw € E.

Demonstracao. Vamos demonstrar que a desigualdade z,, + Ty < 2y induz faceta para
todo wv,uw € E e vw € E.

Definimos F = {s € Pror : Zuw + Tow = Zvw}-

Suponha que

F={s€Pror: Tuw =0} CH={s€Prop:7's=mg}.

Primeiro, vamos demonstrar que, para todo ab € E \ {vw}, temos 7%, = 0. Iremos

dividir em casos.

a) Vamos demonstrar para a = u e b € V(G) \ {u,v,w}.

Seja a ordem p =< u,w,v,b > definindo z! e 22. Definimos le,q = :Uf)q = z;q para

todo pq € E\ {ub}, 2}, =1 e 22, = 0. Assim, temos 7' (s' — %) = 7%, = 0.

b) Vamos demonstrar para a = w e b = v.

2

Seja a ordem p =< w,u,v > definindo z' e z2. Definimos .

pq
pg € E\{wv}, 21 =1ex? =0. Assim, temos 7' (s! — s?) =% = 0.

_ 2
= @, para todo

¢) Vamos demonstrar paraa =w e b € V(G) \ {u,v,w}.

2

Seja a ordem p =< w,u,v,b > definindo 2! e 22. Definimos .

P
pq € E\ {wb}, 2, =1e 22, =0. Assim, temos 7' (s! — s?) = 7%, = 0.

_ .2
= x,, para todo

d) Vamos demonstrar para a € V(G) \ {u,v,w} e b € {u,v,w}.

Seja a ordem p =< a,u,w,v > definindo z' e z?. Definimos le,q = xfoq para todo

pq € E\ {ab}, 2}, =1 e 22, = 0. Assim, temos 7' (s! — s?) = 7%, = 0.

e) Vamos demonstrar para a € V(G) \ {u,v,w} e b € V(G) \ {u,v,w,a}.

Seja a ordem p =< a,b,u,w,v > definindo z! e 2. Definimos x xf,q para todo

1

pq
pqg € E\ {ab}, 1, =1 e 22, = 0. Assim, temos 7' (s* — s?) = 7%, = 0.

Agora, vamos demonstrar que, para todo a,b C V(G) com {a,b} # {v,u} e {a,b} #

{v,w}, temos 7%, = 0.

a) Vamos demonstrar para a =u e b € V(G) \ {u,v,w}.

Sejam as ordens p; =< u,b,v,w >, p; =< b,u,v,w > definindo z! e 22, respec-

tivamente. Definimos ! = z! e xf)q = zgq para todo pg € E. Assim, temos

pq Pq
7l (st —s?) =72 =0.



APENDICE A. DEMONSTRACOES DE FACETAS BASICAS 65

b) Vamos demonstrar para a =v e b € V \ {u, v, w}.

Sejam as ordens p; =< w,u,v,b >, py =< w,u,b,v > definindo z! e 22, respec-

tivamente. Definimos le)q = z;q e aqu = zzq para todo pg € E. Assim, temos
(st —s?) =72, =0.

¢) Vamos demonstrar paraa =w e b € V(G) \ {u,v,w}.

Sejam as ordens p; =< u,v,w,b >, ps =< u,v,b,w > definindo 2! e 22, respec-

; : 1 _ .1 2 2 n :
tivamente. Definimos Tpg = Zpg € Tpg = % PATA todo pg € E. Assim, temos

(st —sY) =72, =0.
d) Vamos demonstrar para a € V(G) \ {u,v,w} e b € V(G) \ {a,u,v,w}.

Sejam as ordens p; =< a,b,u,v,w >, py =< b,a,u,v,w > definindo 2! e 22,
respectivamente. Definimos z), = z), e 25, = 27, para todo pg € E. Assim, temos
T(s!

7l (st —s*) =77 =0.

e) Vamos demonstrar para a = u e b = w.

2 respectiva-

Tomemos as ordens p; =< v,u,w >, py =< u,w,v > definindo 2! e z
mente, e definindo xf,q = zgq para todo pg € E, xéq = z;q para todo pq € E \ {vw}

e xl =0. Observe que 7' (s! — s%) = 72, + 77, — 7%, = 0. Como 7%, = 0, temos

z z
Tou = ~Tyw-
Seja um vetor viavel s3 = (w? 23, 23) de forma que a ordem p; =< w,u,v >
defina z°. Definimos 23, = 23, para todo pg € E \ {wv} e z3, = 0. Observe que
7l (st — 8% =72, + 72, + 77, =0. Como 77, = —72,, temos que 77, = 0.

Resta mostrar as relagoes entre os coeficientes 77, , 77, e w2,. No item anterior, vimos

vu?

xT

¥, € portanto, a faceta H é um multiplo

z — z z —
que 77, = —m.,. lremos provar que 7., = —7
de F. Logo, F é faceta.

jam rdens p; =< u, v, w o =< U, W,V nindo z- e z°, r ivamente.
Sejam as ordens < u,v,w >, < u,w,v > definindo z!' e 22, respectivamente

. 1 .1 2 .92 n : T(el 2\ — 2
Definimos z,, = z,, e x,, = z,, para todo pg € E. Assim, temos 7 (st —s*) =m2, +

xT
vw

xT

Tr’U’U}

T T s z
— 7o, = 0. Como 7, = 0, concluimos que 7}, = —
O



