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RESUMO

Este trabalho desenvolve um estudo de uma sequéncia de sistemas formais, com o propdsito de
investigar a relagdo entre computacio e matematica, e apresenta uma possivel nova direcdo para o
desenvolvimento de assistentes de prova. O ponto de partida € o Calculo Lambda Simplesmente
Tipado, e sucessivas extensdes sdo tratadas, culminando no CogMT. O trabalho trata apenas de
alguns aspectos de cada sistema, como a matematica neles realizdvel, e como que computacao
neles se manifesta. Embora existam discussoes independentes de cada um desses sistemas, aqui
ha uma énfase na visdo desses sistemas como uma sequéncia propriamente dita, o que possibilita
uma discussio clara de ideias recorrentes. Com base em tais ideias, a dissertacdo apresenta o que
chamamos de "estruturas indutivas", uma generalizacdo de conceitos encontrados no Célculo das
Construgdes Indutivas. A dissertacdo conclui com exemplos que ilustram o uso de computagdo
na presenca dessas estruturas, € esbo¢a uma implementagdo com base em trabalhos pré-existentes

da literatura.

Palavras-chave: Assistentes de Prova. Computacdo. Fundamentos da Matematica. Teoria dos

Tipos. Logica.



ABSTRACT

This work develops a study of a sequence of formal systems, with the objective of investigating
the relationship between computation and mathematics, and presents a possible new direction for
the development of new proof assistants. The starting point is the Simply Typed Lambda Calculus,
and successive extensions are presented, culminating with CogMT. This work deals only with
some aspects of each system, such as the mathematics they capture, and how computation
manifests in those systems. Although there are independent discussions of each of those systems
elsewhere, here there is an emphasis in the view of the systems as a proper sequence, which
enables a clear discussion of recurring ideas. Based on those ideas, this dissertation presents what
we called "inductive structures", a generalization of concepts found in the Calculus of Inductive
Constructions. This dissertation concludes with examples that illustrate the usage of computation
in the presence of such structures, and outlines an implementation based on pre-existing works

in the literature.

Keywords: Proof Assistants. Computation. Foundations of Mathematics. Type Theory. Logic.
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1 INTRODUCAO

A ciéncia da computagdo possui forte ligacdo com a logica, a drea da matematica
responsavel por tratar da prova de teoremas em toda sua generalidade e formalidade. Como
fruto moderno dessa ligac@o, destacamos em particular os assistentes de provas, programas de
computador que disponibilizam a seus usudrios diversas ferramentas para o auxilio na confec¢ao
de provas e teoremas, desde a verificacdo sintatica de afirmacgdes, a buscas automaticas por
demonstragdes de teoremas. No entanto, poucas sdo as dreas da matemadtica que fazem uso
destes assistentes. Na matemadtica, o computador ainda é em grande parte usado apenas pela
sua capacidade de calcular. Tais assistentes de prova hoje encontram publico na comunidade de
cientistas da computagdo que precisam de maior confianca em seus programas.

Nesse contexto, a questdo natural que se coloca é: O que falta para que os assistentes
de prova se tornem mais atraentes para os matematicos? Ou, em outras palavras, de que maneira
0s recursos computacionais podem ser colocados a servi¢o da construcdo de provas mateméticas?

O exemplo a seguir nos dard algumas primeiras ideias a respeito da natureza da
questdo. Considere um teorema simples como a comutatividade da soma entre ndmeros naturais.
O que ocorre na maioria dos assistentes de prova é que, a demonstracdo deste teorema nao
altera a maneira como o sistema “vé” ou "entende"a soma de dois nimeros. Isto é, o teorema €
apenas uma nova afirmativa adicionada ao conjunto de afirmativas vélidas. E essa afirmativa, em
principio, deve ser aplicada manualmente quando necessaria. Os cientistas da computacdo em
geral estdo acostumados com essa natureza explicita dos fatos, e tem o costume de desenvolver
técnicas de programacdo para fazer do explicito um poderoso aliado (e.g. sistemas de tipos
fornecendo informagdo para sugestdo de c6digo). Por outro lado, o matemdtico estd habituado
a trabalhar com interlocutores com um certo nivel de inteligéncia, e fica frustrado com a
repeticdo. Essa observacdo aponta para uma deficiéncia do computador enquanto um assistente
do matemdtico. O computador ndo aprende um novo conceito simplesmente porque nele foi
inserido uma formulago deste conceito. E necessdrio também programar como o conceito deve
ser utilizado, em que condicdes ele pode ser aplicado, e assim por diante. Em outras palavras, é
preciso programar a aplicagdo automdtica do conceito pelo computador. Ou seja, a chave para a
questdo acima € a nocdo de automacao.

Na realidade, parte da repeticao que frustra o matemadtico estd associada a uma certa
fungdo. Se a prova de um teorema € escrita de forma completa, até os minimos detalhes, ela pode

ser verificada para que se obtenha seguranga absoluta com relag@o a sua corretude. Essa é uma
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das grandes vantagens de fazer matemética no computador, pois ele pode realizar esta verificacao.
O problema é que uma prova deste tipo possui uma grande quantidade de argumentos sobre
fatos triviais (muitas vezes repetitivos). Poincaré (1902 apud BARENDREGT; COHEN, 2001,
p. 14) aponta uma solugdo deste problema na seguinte observagdo: "se a provade 2+2 =4 ¢
necessdria num argumento matematico, entdo esta parte nao € uma prova no senso estrito da

on

palavra, mas uma ‘mera verificacao’". O que Poincaré parece estar indicando aqui, € que certos
passos de uma prova podem ter cardter mecanico ("mera verificacdo"), em oposi¢ao a outros, que
tem cardter légico. E, na medida em que certos passos sao mecanicos, eles podem ser omitidos,
pois o computador pode realiza-los de maneira automatica.

Neste ponto, nds acabamos de encontrar a no¢do especifica de automagdo que serd
utilizada nesse trabalho: a capacidade do computador de verificar a validade de certos fatos e
certas passagens, sem a necessidade de apresentar uma prova para eles. Note que essa nocao de
automacao responde aos anseios do matematico de duas maneiras. Primeiro, no momento em que
ele identifica um passo trivial do argumento, ele pode simplesmente indicar que a prova segue por
um raciocinio mecanico (dizendo algo como "é facil ver que..."). Segundo, quando ele raciocina
em nivel mais alto, por exemplo, invocando um teorema sem apresentar os detalhes da sua
aplicagdo. Nesse sentido, o caminho natural seria explorar a0 maximo essa no¢ao de automacao.
E, a questdo que se coloca entdo é: Como identificar as partes de uma prova que possuem
cardter mecanico, e podem ser omitidas, e as partes que possuem carater 16gico, e precisam ser
feitas de maneira manual pelo matematico? Infelizmente, ndo ha uma resposta simples para
esta questdo. Mesmo um exemplo trivial como 2 + 2 = 4 pode requerer argumentacao 16gica,
na medida em que os fatos aritméticos relevantes ainda nio estejam organizados na forma de
regras de computacdo. Por outro lado, um enunciado matemético de uma teoria relativamente
sofisticada pode ganhar a aparéncia mecanica, na medida em que se alcance um compreensao
clara e extensiva dos raciocinios que sdo realizados naquela teoria (e.g. algoritmos de decisdo).
Ou seja, 0 nosso entendimento a respeito da matematica é construido a medida que nés fazemos
matemadtica, alterando a percep¢ao que temos da natureza das nossas provas.

Na prética, os pesquisadores da drea encontram diversas maneiras de introduzir a
capacidade computacional nos assistentes de prova. O lugar mais fundamental aonde a automacgao
¢ introduzida no sistema consiste na linguagem l6gica bésica do assistente de prova. Por exemplo,

Mizar MATUSZEWSKI; RUDNICKI, 2005) é um assistente que utiliza como linguagem bdsica

a teoria cldssica de primeira ordem dos conjuntos. A Unica automagao oferecida nesta linguagem
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¢ a automacao encontrada em qualquer assistente de prova, isto é, a verificagdo da corretude
de aplicacdo das regras associadas a tal linguagem. Um exemplo mais interessante ¢ dado
pelo assistente de prova Coq (THE COQ DEVELOPMENT TEAM, 2017), que tem como
linguagem base a teoria dos tipos. A automacdo adicional que se encontra nessa linguagem € a
capacidade que o sistema tem de verificar a identidade entre termos em principio sintaticamente
diferentes. Ainda outro exemplo € dado pelo assistente de prova ACL2 (KAUFMANN; MOORE,
1997). Este assistente € baseado em uma linguagem légica mais simples (l6gica de primeira
ordem), que limita as suas aplicacdes, mas permite uso mais poderoso de algoritmos de semi-
decisdo. A automacgdo que pode ser encontrada na linguagem bdsica de um assistente de prova €
necessariamente limitada, pois, como caracteristica de projeto, essas linguagens tendem a ser
o mais simples possivel para facilitar a certificacdo da corretude do nicleo 16gico do sistema.
Para lidar com essa simplicidade extrema, os assistentes de prova tipicamente oferecem uma
linguagem intermedidria para facilitar a constru¢ao da prova. As linguagens intermediarias mais
populares sdo as titicas. Informalmente, taticas sdo pequenos programas, que constroem uma
prova a partir da combinagdo de provas mais simples. Em sistemas como o Coq, a garantia
desse processo é baseada no fato de que o objeto de prova construido pela titica deve ser
verificado pelo sistema de tipos. Em outros sistemas, como o Isabelle (MULLIGAN), 2011), a
linguagem intermedidria garante a corretude da aplicacdo das taticas a cada passo. Uma outra
abordagem para obter automacgio em nivel intermedidrio € encontrada no assistente de prova
ACL2, que permite utilizar teoremas ja demonstrados como regra de reescrita. Finalmente,
existe toda uma variedade de maneiras ad-hoc para estender a capacidade computacional de um
assistente de prova. Por exemplo, em seu livro CPDT, Chlipala (CHLIPALA, 2013) apresenta
uma tatica chamada "crush", que essencialmente realiza uma busca utilizando resultados que
j4 foram demonstrados, para tentar encontrar uma prova para o teorema dado. Um método um
pouco mais fundamental consiste na técnica de reflexdo, que explora a computacao presente na
linguagem légica bdsica, operando diretamente sobre uma representacdo da estrutura sintdtica
de termos. Esta técnica € tipicamente encontrada no modo "larga escala", com exemplos como
"omega"(PUGH, 1991) e "ring"(BOUTIN, 1997). Mas h4 também a reflexdo em "pequena
escala", dada pelo sistema SSreflect (GONTHIER et al., 2016), presente em demonstragdes de
teoremas notaveis, como o "Odd Order Theorem"(GONTHIER et al., 2013).

Depois de toda essa discussdo, nds estamos prontos para dar uma forma mais precisa

a questdo fundamental que norteia este trabalho. Noés ja sabemos que a chave para tornar os
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assistentes de prova mais atraentes para os matemadticos € a automacgao. E nés vimos que essa
automacao, na realidade, surge como resultado de um entendimento mais claro que € alcangado
apOs a exploracdo de uma teoria matemaética qualquer. Mais precisamente, o conhecimento
que € obtido com uma explorac¢do inicial da teoria pode ser reorganizado na forma de regras
de computacdo e algoritmos, que por sua vez dao suporte a novas exploracdes. Por outro lado,
este aspecto gradual e construtivo da automagdo em geral ndo aparece de maneira clara nas
técnicas que foram revisadas acima. Dessa maneira, nos parece que a drea de provas assistidas
por computador carece de uma melhor compreensao sobre a maneira como a automagao contribui
para o processo de criagao matematico. De fato, a situagdo ainda é um pouco mais delicada do
que 1ss0, pois ndo parece existir sequer a percep¢ao de que existe essa caréncia. Nesse sentido,
uma das contribui¢des dessa dissertacao consiste precisamente em formular o problema da
automacao em assistentes de prova colocando em foco o seu cardter gradual e construtivo. Em
outras palavras, a questdo de interesse € a seguinte: Serd que € possivel definir um mecanismo
que permita expandir a capacidade computacional de um assistente de provas, onde essa expansao
¢ obtida por meio da reorganizacdo do conhecimento matemético que vai sendo desenvolvido?

Como se pode ver, este ¢ um problema nada trivial. Mesmo a discuss@o de possiveis
solucdes requer um conhecimento técnico extensivo sobre como a automacao tem sido intro-
duzida nos assistentes de provas atuais. Nesse sentido, a maior parte do corpo deste trabalho
consiste na revisdo de uma sequéncia de sistemas formais, com o objetivo de observar o cres-
cimento da matematica que pode ser expressa nesses sistemas, € o crescimento da automacao
embutida neles. Abaixo, nos descrevemos de maneira sucinta o conteddo dos proximos capitulos.

No segundo capitulo, nds apresentamos o cédlculo lambda simplesmente tipado. Este
célculo € a base da sequéncia que estudamos. Apesar de inadequado como linguagem légica
basica para um assistente de prova (pois limita-se a 16gica proposicional), ele ilustra perfeitamente
como um sistema formal pode ser formulado com nocdes de computacdo embutidas.

No terceiro capitulo, nds apresentamos o cdlculo das constru¢des. E um sistema
avancado, que pode ser entendido como a combinagdo de varias linhas de pesquisa num s6 ponto.
A discussdo da interag@o entre computacdo e légica de alta ordem, presentes nesse sistema, € de
interesse para toda a dissertacao.

No quarto capitulo, nés apresentamos o calculo das constru¢des indutivas. O assis-
tente de provas Coq (THE COQ DEVELOPMENT TEAM, 2017) utiliza este sistema como base.

Nos fazemos uma discussdo rica em exemplos sobre o poder da indugdo, especialmente quando
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aliada a computacdo.

No quinto capitulo, nés apresentamos o CogMT (STRUB, 2010). Aqui, chegamos
ao fim da sequéncia de sistemas formais. Esta ultima expansdo se destaca pela complexidade en-
volvida no encaixe entre a nova forma de computacdo introduzida, e a computagdo originalmente
presente, necessitando uma apresentacao focada nos detalhes técnicos.

No sexto e ultimo capitulo, nds apresentamos as nossas conclusdes. Em um certo
sentido, este € o capitulo mais importante do trabalho, pois ele se propde a formular uma
resposta para a pergunta que deixamos acima: como introduzir automagao em um assistente de
prova, reorganizando o conteido matemaético que ja foi demonstrado. Ao revisitar o contetido
dos capitulos anteriores, nos classificamos as diversas tentativas de introdu¢do de automacao
que foram apresentadas como casos bem-sucedidos ou casos mal-sucedidos. Essa andlise
eventualmente revela elementos que parecem fornecer uma chave para o nosso problema. Mais
especificamente, fica claro que € natural pensar a no¢ao de automac@o em conjunto com algum
tipo de estrutura indutiva envolvendo os termos e férmulas de uma teoria. De fato, o calculo das
construcdes indutivas oferece uma maneira padrao de combinar automacao e inducio, utilizando
as nocdes de reducdo, eliminadores, construtores, etc. Essa solu¢do, no entanto, exige que
a estrutura indutiva seja identificada a priori e seja materializada na defini¢cdo dos termos e
funcdes bésicas da teoria. A nossa observacdao fundamental é que as estruturas indutivas podem
ser identificadas durante o processo de desenvolvimento da teoria. E, na medida em que essa
identificacdo tenha sido feita, os teoremas que ja foram demonstrados podem ser interpretados
como regras de redugdo, possibilitando um aumento da automacdo presente no sistema. Essa € a

maneira como o contetido matemadtico € reorganizado na forma de regras computacionais.
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2 CALCULO LAMBDA SIMPLESMENTE TIPADO

Quando fazemos matemadtica no papel, normalmente seguimos as regras ditadas pelo
sistema sobre o qual estamos fazendo matemdtica. Mas também se ensina que toda a matematica
¢ a principio redutivel para a chamada Teoria dos Conjuntos (ou outros formalismos, como a
Teoria das Categorias); de acordo com isso, estariamos apenas seguindo as regras dessa teoria, €
as regras inicialmente consideradas seriam apenas derivadas destas tltimas. Na pratica, poucos
fazem tal reducdo, devido a um aumento considerdvel na quantidade de detalhes. No computador,
por outro lado, nés temos um agente capaz de gerenciar tais detalhes, o que torna vidvel o
uso préatico de um formalismo primitivo a partir do qual possamos expressar todo o restante
da matemdtica. Ao mesmo tempo, nds precisamos de formalismos para trabalharmos com
matemadtica no computador; precisamos representar o jogo matematico - teoremas, defini¢cdes,
provas, entre outros, € Como esses conceitos se encaixam - € num computador isto é feito através
de linguagens formais.

O formalismo que nds utilizaremos para fazer matematica no computador € um tanto
peculiar: a chamada teoria dos tipos. Este formalismo € baseado em duas noc¢des primitivas: tipos
e termos. A 1deia é que cada teorema ird corresponder a um tipo, e suas provas vao corresponder
a termos deste tipo. Mas, nem todo tipo € um teorema. De fato, tipos correspondem a férmulas,
que podem ser verdadeiras ou falsas. Uma férmula falsa, € claro, ndo possui provas, logo o tipo
correspondente ndo possui termos (dizemos neste caso que o tipo ndo € habitado). Portanto, a
atividade de fazer matemadtica - isto €, demonstrar que certas férmula sio teoremas - utilizando
teoria dos tipos consiste em tentar construir termos que habitam o tipos que corresponde ao
teorema.

Os tipos simples capturam um aspecto essencial do conceito de fungdo: o fato de
que uma fungdo possui um argumento que pertence a um dominio bem-definido e retorna um
resultado que pertence a um contradominio bem-definido. Por exemplo, quando escrevemos
f : N — B n6s estamos especificando que a fun¢do f tem dominio N e contradominio B. Na
linguagem dos tipos simples, nds dizemos que a funcdo f tem tipo N — B, o tipo funcdo formado
a partir dos tipos (atdmicos) N e B. Mas o que torna a no¢do de tipos simples interessante € que
tanto o dominio quanto o contradominio podem ser tipos fun¢o. Por exemplo, A — (B — C) é
o tipo das funcOes recebem argumentos de tipo A e retornam resultados de tipo B — C.

Os termos lambda, por sua vez, capturam outro aspecto essencial do conceito de

funcdo: o fato de que elementos do dominio sdo mapeados em elementos do contradominio. Por
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exemplo, quando escrevemos f(x) = 2x+ 1, nés estamos especificando como obter o resultado
da funcdo f a partir do argumento x. Na linguagem dos termos lambda, o nome da funcao nao
¢ importante, e utiliza-se a notagdo Ax.(2x+ 1) para especificar a fungio, destacando apenas o
argumento da funcio e o seu corpo, que indica como calcular o resultado. E interessante notar
que a notacdo lambda € rica o suficiente para definir funcdes que recebem e/ou retornam outras
fungdes. Por exemplo, Ax. (Ay. (2x+y)) é a fungdo que, ao receber um certo niimero a como
entrada, retorna a funcdo Ay. (2a +y). Nessa mesma linguagem, também temos uma notagao
diferente para a chamada de fungdes, da forma (fx), onde f é a fungdo, e x é o argumento
a ser passado para a funcdo. O exemplo anterior pode entdo ser descrito como a chamada
((Ax. (Ay.(2x+y))) a) retornando Ay. (2a +y)!.

O cdlculo lambda simplesmente tipado (ou STLC, onde a sigla € formada a partir da
traducao para o inglés) combina os tipos simples com os termos lambda acrescentando regras
para associar tipos aos termos. O primeiro passo consiste em associar tipos aos argumentos
das fungdes. Por exemplo, na funcdo f(x) = 2x+ 1, x tem tipo N (denotado por x : N), e
o termo lambda correspondente passa a ser escrito como Ax : N.(2x+ 1). Uma vez que os
tipos dos argumentos estdo bem-definidos, nés podemos associar tipos aos termos lambda. Por
exemplo, Ax: A.(Ay : B.x) é a fungdo que recebe uma entrada a do tipo A e retorna uma fungio
do tipo B — A (a fun¢do que sempre retorna a, independente de entrada), e portanto tem tipo

A— (B—A).
2.1 Aplicacoes do STLC

O STLC € a teoria dos tipos que captura o fragmento implicacional da logica
proposicional. Nessa correspondéncia, os tipos simples podem ser interpretados imediatamente
como as férmulas da l6gica proposicional, e os tipos habitados correspondem exatamente as
formulas verdadeiras. Em particular, se um tipo € habitado sem que se faga qualquer suposi¢ao
adicional, tal tipo corresponde a uma tautologia. A seguir, veremos alguns exemplos que ilustram
a correspondéncia (mais adiante apresentaremos este resultado de maneira formal):

a) a férmula proposicional A — A é claramente uma tautologia (ela é verdadeira

independente do valor verdade de A), e isso é comprovado pelo fato de que

nds podemos escrever o termo Ax : A. (x), que é um habitante do tipo A — A

' Otermo Ax. (Ay.(2x+y)) também pode ser visto como uma fungio de dois argumentos; algumas vezes usaremos

faremos uso da notacéo (F ab) para representar uma chamada de funcéo passando dois valores, o que portanto é
na verdade ((F a) b).
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(independente de quem é o tipo A, seja ele habitado ou nio) 2;

b) por outro lado, a férmula A — B € uma contingéncia. Quando A é verdadeiro e
B é falso, o que corresponde a situacao em que temos um tipo A com a0 menos
um habitante (a, digamos) e um tipo B sem habitantes, ndo existe funcdo de
tipo A — B, pois ndo € possivel encontrar um elemento em B para o qual a é
mapeado?. Por outro lado, quando B é verdadeiro, nés temos um tipo B com ao
menos um habitante (b, digamos), e nds podemos apresentar a fun¢do Ax : A.b
do tipo A — B, independente de quem € o tipo A;

¢) na discussdo acima, nds vimos que o tipo A — (B — A) tem o habitante Ax :
A.(Ay: B.x), o que corresponde ao fato de que a formulaA — (B — A) é uma
tautologia;

d) finalmente, é importante corrigir uma pequena imprecisao que cometemos ha
pouco: O STLC captura apenas o fragmento implicacional da légica proposicio-
nal intuicionista. O contra-exemplo cldssico € a lei de Peirce,((A — B) — A) —
A, uma tautologia da légica proposicional que ndo pode ser provada na légica

intuicionista.

2.2 Definicao formal do STLC

A seguir, nds vamos apresentar a defini¢cdo formal do STLC, que € composta por trés
elementos: as regras de constru¢do dos tipos simples, as regras de constru¢c@o dos termos lambda,

e o cédlculo que define a relacdo de tipagem.

Definicao (STLC). Seja U um conjunto qualquer, cujos elementos serdo considerados como os

nossos tipos atomicos. Os tipos simples T do STLC sdo definidos pela seguinte gramadtica:
T:=7T—=>7|TondeT €U

A seguir, seja C um conjunto de constantes, usado para popular tipos atomicos, e seja V. .um

conjunto de varidveis. Os termos lambda ¢t do STLC sdo definidos pela seguinte gramadtica:

tu=xl|cltt|Ax: Tt

Note que, no caso em que A néo € habitado, a fungdo Ax : A. (x) ainda é bem-definida, pois obedece a todas
as condi¢des exigidas para ser uma fungdo. Por exemplo, mapeia todos os elementos do dominio em algum
elemento do contradominio; a funcdo satisfaz esta condi¢do vacuosamente.

Isto decorre da totalidade das fungoes aqui consideradas
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onde x €V e c € C. Existem, portanto, quatro formas de construir um termo lambda: (1) a
partir de uma varidavel, (2) a partir de uma constante, (3) a partir da aplicacdo de um termo
a outro (onde o primeiro faz o papel de fungdo e o segundo faz o papel do valor passado para
esta fungdo), e (4) a partir da abstracdo lambda, que constroi uma funcdo dados uma varidvel
com seu tipo (que fazem o papel de argumento tipado da funcdo) e um termo (que faz o papel de
corpo da funcdo).

Finalmente, nés temos o cdlculo que define a relagdo de tipagem, que associa tipos
simples a termos lambda em um contexto de tipagem. Um contexto de tipagem I é um colecdo
de atribuicoes da forma x : T. Considere também um mapeamento fixo que associa a cada c € C
um tipo T.. A relacdo de tipagem I' -1 : T (que lemos “o termo t é bem-tipado com tipo T no

contexto I'”) é a menor relagdo contendo as triplas derivdveis a partir do sistema abaixo.

xeV ceC
1 —_— (2
FU{x:T}I—x:T() Fl—c:Tc()

F'u{x:t}ke:o ) I'tty:o—1t TIFn:o
I'F(Ax:te):T—0 I'E(ht):t

(4)

Quando o contexto é vazio, nos utilizamos a nota¢cdo mais sucinta =t : T. Dizemos

que um termo t é bem-tipado quando existe um tipo 7T tal que -t : 7.

Para ilustrar o uso do cédlculo, nés vamos apresentar mais dois exemplos:
a) uma derivacdodatripla-Af:A —B.(Aa:A.(fa)): (A — B)— (A — B), dada

pela arvore de derivagdo a seguir:

fev 0 acV a
{f:A—B,a:A}-f:A—B {f:A—B,a:A}ta:A
{f:A—B,a:A}+fa:B “
{f:A—>B}FAia:A.(fa):A—B
FAf:A—B.(Aa:A.(fa)):(A—B)— (A—B)

)
)

3)

(3)

b) como outro exemplo, temos um termo ao qual ndo conseguimos associar um
tipo no contexto vazio: (Ax:A.x) (Ax:A.x) é formado a partir da aplicagdo
do termo (Ax:A.x), que deve ser aplicado a termos do tipo A mas estd sendo
aplicado ao termo (Ax : A.x), de tipo A — A. A tnica regra do cdlculo aplicdvel
a uma aplicacdo, a regra (4), exige que o tipo de um argumento € o tipo do
dominio da fung¢do a ser aplicada sejam os mesmos, o que torna impossivel tipar

(Ax:Ax) (Ax:Ax).
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Noés observamos, portanto, que o conjunto dos termos consiste inclusive de
objetos sem sentido, e que um dos propdsitos da relacao de tipagem € estabelecer

quais dos termos sdo valores sensatos, € quais nao sao.

2.3 Computacio no calculo lambda

Uma vez que fizemos uma boa explicagdo do STLC enquanto sistema formal, preci-
samos também dar atencio ao aspecto que o distingue de sistemas formais de similar expressivi-
dade: a possibilidade de computar com seus termos. Ha apenas um tnico mecanismo bdsico, a

B-redugio®, que pode ser descrita pelo seguinte par de equagdes:

(Ax:7.(b)) a —p b[x:=d

Set —pguentdovi —pgvu,tv —pg uveAx: Tt —p Ax:T.u

onde o expressdo a direita de — 4 na primeira equagdo indica o termo que € obtido quando
substituimos as ocorréncias de x em b por a. Esta regra de reducdo formaliza no sistema a no¢ao
operacional associada a aplica¢do. Por exemplo, a fungdo Ax : N.(2x+ 1) aplicada a 3, formando
o termo (Ax:N.(2x+ 1)) 3, B-reduz para (2-3+1)°. A segunda equagiio é chamada de regra
de compatibilidade, servindo para garantir que seja possivel aplicar a 3-reducdo a subtermos.
Este ¢ um mecanismo surpreendentemente poderoso; no calculo lambda sem tipos, € suficiente
para tornar o sistema Turing-completo! Mas num célculo com tipos, como o STLC, a 3-redugio
¢ mais comportada, e a repeticao de sua aplicacdo sempre chega ao fim. Ou seja, a relacao —>2§, 0
fecho transitivo-reflexivo de — B> ¢é decidivel. Outro elemento derivado de — B do qual faremos
uso € a 3-equivaléncia, denotada por a =g b, que significa simplesmente (a —>E b) A (b —>E a) .
E além de ser uma relacdo que se presta a multiplas defini¢cdes, nds temos também que ela é
bem-comportada com respeito aos tipos dos termos envolvidos. Em particular, se temos a; : A e
a; —p az, entdo ay : A. Esta propriedade € chamada de subject reduction, e servira como base

para regras importantes em cdlculos futuros.
4

Textos que tratam do calculo lambda, especialmente o sem tipos, costumam também mencionar a &-redugao,
usada para lidar com um problema técnico envolvendo nomes das varidveis lambda, o sombreamento. E possivel
também tratar do problema de nomes das varidveis usando outros artificios, como indices “de Brujin”. Como
esses detalhes ndo sdo do interesse do trabalho, nds ndo iremos tratar deles.

O leitor certamente tem em mente que este termo continua a reduzir até uma forma final, 7. Essas redugdes sdo
independentes das que consideramos no STLC. Nao iremos formalizar como adicionar novas redug¢des ao STLC,
mas fica claro que isto € uma possibilidade, e que torna possivel estudar programacgao sobre diversos dominios
usando apenas “ferramentas da ldgica proposicional” como estruturas de programacao. Pelo isomorfismo de
Curry-Howard, a ser tratado mais adiante, podemos obter uma variedade de mecanismos de controle; podemos
até dizer que o paradigma resultante contém muitos dos elementos do paradigma da “Programacao Funcional”
tal como presente em linguagens como Haskell e ML.
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Esta relacdo como um todo ganhard destaque apenas nas proximas se¢des. Sua
decidibilidade significa que é amendvel a tratamento por computadores, e usaremos disto para
introduzir automagio aos proximos sistemas formais. Nao podemos fazé-lo agora porque a f3-
reducdo ndo tem nenhuma conexao direta com as regras de tipagem do STLC, mas a apresentacao
da B-reducdo é mais clara neste momento, ficando como responsabilidade do leitor retornar a

esta secdo se ddvidas surgirem sobre a -redugio no futuro.

2.4 Limitacoes do STLC

Como indicado anteriormente, ha uma correspondéncia entre o STLC e a ldgica
proposicional. Isto significa que 16gica proposicional € a matematica que podemos fazer usando
o STLC. Mais precisamente, vale o chamado isomorfismo de Curry-Howard: O STLC e o
célculo de dedugdo natural para a fragmento implicacional da l6gica proposicional intuitonista
sdo essencialmente o mesmo sistema formal.

A vantagem deste tipo de resultado € que quaisquer ideias desenvolvidas em um
sistema podem ser aplicadas ao outro, mediante releitura com base no isomorfismo. Enquanto que
o STLC e suas aplica¢des s@o menos conhecidas, da 16gica proposicional podemos transportar
varias ideias frutiferas. De fato, na apresentacdo do célculo, nés utilizamos como modelo o
sistema de dedugdo natural, um importante sistema dedutivo desenvolvido para uso em logica
durante o século XX. Nossos exemplos iniciais foram em sua maior parte obtidos da literatura
da 16gica proposicional.

Na verdade, nao € preciso nos limitarmos a 16gica implicacional intuitonista. N6s
podemos utilizar o isomorfismo para ir além. Para capturar o fragmento implicacional da l6gica
cldssica, basta introduzir a lei de Peirce como axioma ao sistema. Para introduzir uma proposi¢ao
A arbitrdria como um axioma, basta assumir que existe uma constante ¢ que habita o tipo A. No
caso da lei de Peirce, para cada par de tipo simples &, 3, nés designamos uma constante ¢y, g
como habitante do tipo ((a — ) — o) — .

Além disso, também € possivel ir além do fragmento implicacional utilizando algu-
mas ideias simples. Por exemplo, para introduzir a proposi¢ao |, que € sempre falsa e a partir
da qual tudo pode ser derivado, nds podemos distinguir um tipo atdmico | para fazer o mesmo
papel, e introduzir axiomas da forma | — 7, para cada tipo simples 7. Uma vez que temos o
tipo L, nés podemos definir a negacao de um tipo T como o tipo funcdo T — L (note que este

tipo € habitado se e somente se 7 ndo € habitado). Outras ideias simples permitem trabalhar com
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0s conectivos /A e V no sistema.

Infelizmente, sendo capaz de capturar apenas a 16gica proposicional, o STLC nao é
apropriado para nossos propositos. Para que possamos fazer matematica, nds precisamos de um
sistema formal que capture pelo menos a l6gica de primeira ordem - a Teoria dos Conjuntos é
tipicamente feita nesta logica - e tal 16gica requer estruturas capazes de expressar relacionamentos
entre proposi¢des que a logica proposicional ndo fornece (isto €, alguma forma de quantificacdo).
A outra limitagdo ja foi mencionada pouco mais acima, e consiste no fato de que, o mecanismo

de computagdo no célculo ndo tem nenhuma conexao direta com as regras de tipagem.
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3 CALCULO DAS CONSTRUCOES

Nosso objetivo € obtermos um formalismo que capture os principios que podemos
observar como necessarios para a realizacao de qualquer atividade matemadtica. Mais que isso,
precisamos de um formalismo que dé suporte a introdu¢do de computadores como elementos
fundamentais para o uso pratico. O STLC nao € capaz de atingir qualquer uma das duas metas;
a matemadtica nele realizdvel resume-se a 16gica proposicional, € ndo hd nenhum elemento no
sistema formal em que um computador possa agir diretamente.

O Cdlculo das Construgoes (COQUAND; HUET, 1988) (CC) € um sistema formal
muito mais proximo do ideal descrito acima. O CC captura uma légica de alta ordem - muita da
pratica matematica pode ser formalizada em 16gica de primeira ordem - e veremos que uma adi¢ao
ao célculo dos tipos, a regra de conversao, serve como candidata natural para automacao. Além
disso, o CC pode ser visto como uma extensao do STLC; nés ndo entraremos em detalhes sobre
qual exatamente € esta relacdo (mas faremos paralelos ao STLC quando conveniente para fins
expositorios), convidando leitores interessados a lerem sobre o cubo lambda (BARENDREGT,

1991).

3.1 Elementos do Calculo das Construc¢oes

Do ponto de vista técnico, o ganho oferecido pelo CC € a possibilidade de manipular
tipos da mesma maneira que se manipulam termos do STLC, isto &, a possibilidade de definir
fun¢des que recebem ou retornam tipos. Obtemos este ganho introduzindo novos elementos,
descritos a seguir, através da adi¢do de termos e novas regras ao calculo.

O primeiro elemento necessario para que isso seja possivel € a nogdo de tipo dos
tipos, denotada por *, que fard o papel de dominio ou contradominio das funcdes que envolvem
tipos. Por exemplo, Ax : *.x é a fung¢do identidade sobre o tipo dos tipos (i.e., ela recebe um tipo
como entrada e retorna 0 mesmo tipo como saida), Ax : 7.N € uma funcdo constante (i.e., ela
recebe um termo de algum tipo 7 e retorna o tipo N), e AC : *. (Ax : C.x) é a fungao identidade
polimoérfica (i.e., ela recebe um tipo e retorna a funcdo identidade sobre o tipo recebido).

O segundo elemento € uma generalizacdo da operacdo de construcdo de tipos funcio,
que permite expressar uma dependéncia entre o termo recebido como entrada e o tipo do termo
de saida. A forma geral deste operador € Ilx : A.B. Quando o termo B niao possui nenhuma

ocorréncia da varidvel x, essa expressao corresponde ao tipo fungdo usual A — B. O caso geral
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de uso do operador IT se mostra necessario quando queremos determinar, por exemplo, o tipo
da funcdo identidade polimoérfica (AC : x. (Ax : C.x)). Veja que nessa fungdo o tipo do valor de
saida depende do termo recebido como entrada, o que nos obriga a utilizar o operador II para
definir o tipo da expressdo como IIC : x. (C — C).

No CC, temos que algumas expressdes complexas, como (Ax : *.x) N, sdo tipos.
Podemos observar isto com auxilio do célculo; como (Ax : x.x) N tem tipo *, é portanto um tipo
(de fato, a expressdo 3-reduz para N, um tipo conhecido). Precisamos do calculo para determinar
isto porque, como tipos agora podem incluir termos arbitrarios, verificar que uma expressao
corresponde a um tipo pode depender de um certo termo ser bem-formado. Esta situagao difere
do que ocorre no STLC, onde nédo precisdvamos do cdlculo porque para determinar se um tipo €
bem-formado basta observar se ele se conforma a gramética dos tipos simples.

Por razdes técnicas, somos compelidos a introduzir outro elemento. Similarmente ao
que foi discutido no pardgrafo anterior, precisamos lan¢ar mao do calculo para validar expressoes
como * — %, e [IC : x. (C — C). Estas expressoes também denotam tipos, mas como s3o tipos
funcdo cujo dominio € %, ndo podemos dar a elas tipo * no CC, afim de evitar paradoxos
conhecidos da literatura. Estas expressoes tem tipo [, o tipo dos kinds, que é o nome encontrado
na literatura para o * e estas expressoes formadas a partir do *. Estes sdo uma espécie de “tipo de
alta ordem”, também conhecidos por universos, e as tecnicalidades envolvidas nio sdo relevantes

para os propositos desta dissertacao.

3.2 Definicao formal do Calculo das Construcoes

Podemos agora apresentar os termos do Célculo das Construgdes, na sua totalidade.

Definicao (Célculo das Construgdes). Sejam C um conjunto de constantes e V um conjunto de

varidveis. Os termos t do CC sdo definidos pela seguinte gramadtica:
tu=c|x|(tt)|Ax:tt |+ | O] Tx: .t (3.1)

onde c € C e x € V. Note que a colecdo de termos definidos pela gramdtica inclui também os
tipos do cdlculo. Além disso, observe que as construgcoes de termos constantes, varidveis e
aplicagoes sdo tais como no STLC. A construgdo do termo abstragdo, por outro lado, apresenta
uma diferenca: como os tipos deste cdlculo sdo também termos, o tipo da varidvel da abstragcdo
€ um termo qualquer. Como vimos, o *x € o tipo dos tipos, e o [ € o tipo do asterisco (e certas

expressoes a partir dele formadas). Finalmente, a constru¢do do tipo funcdo generalizado é
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feita pelo operador 11 a partir de uma varidvel, um termo (que indica o dominio da funcdo), e

um outro termo (que indica o contradominio da fungdo, e que pode depender da varidvel).
Assim como no STLC, a relacdo de tipagem do CC é definida por meio de um cdlculo

e um mapeamento fixo que associa a cada ¢ € C um tipo T.. Em particular, x € C, e seu tipo T, é

L. Nos usamos s, sy e sy para denotar x ou Ul. O cdlculo é definido pelas regras a seguir:

xeV Fl—TIS(]) ceC 2)
Fru{x:t}kx:7t I'be:T,
Fru{x:t}Fe:0 TH(Ix:7.0):s ) 't :Mlx:0.t Thkn:o »
'+ (Ax:71.e): (Ilx: 1.0) T'H(n10): (tx:=n))
'kt:t T'ko:s 1=pg0 S I'to:s F'u{x:o}lkt:s )
I't:o ) I'-(Ix: 0.7) : 52

I'-t:0 I'-7:s
Fru{x:t}kr:o

(7)

Além das regras, a defini¢do de B-reducdo também faz parte do CC, de forma
praticamente idéntica ao apresentado na secdo 2.1, a ndo ser pela regra de compatibilidade,

que deve ser extendida para os termos adicionais do CC.

Nao € dificil ver que as primeiras quatro regras do calculo sdo andlogas as regras do
STLC. A regra (6) caracteriza os tipos fun¢do vélidos no sistema (isto &, os tipos T para os quais
€ possivel derivar - 7 : x ou - 7 : [J). A regra (7) é apenas uma regra estrutural, que estabelece
que a demonstracdo de algo continua sendo verdade mesmo quando hipdteses nao-relacionadas
sdo adicionadas; € uma regra que se faz necessaria quando nds precisamos tornar compativeis
contextos diferentes numa mesma prova.

O elemento mais interessante do cdlculo é a regra (5)', que nos levard a ideia de
automacdo na construgdo de provas. O ponto de partida € a observag@o de que, no CC, nds temos
a possibilidade de construir tipos distintos B-equivalentes (por exemplo, o tipo (Ax: *.x) N
PB-reduz para N). Pela discussdo que vimos ao final da se¢ao 2.1, nés deveriamos esperar
que esses dois tipos sejam essencialmente o mesmo tipo. O papel da regra (5) é justamente
internalizar esse fato no calculo, estabelecendo que os dois tipos t€ém os mesmos habitantes. Por

outro lado, a prova da -equivaléncia entre dois termos pode requerer uma série de B-reducdes

I Embora a B-reducio tenha sido definida apenas para os termos do STLC, é imediato que ela pode ser definida

para o CC, sem qualquer alterag@o.
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envolvendo termos intermedidrios. Essa prova ndo precisa ser apresentada, pois um computador
pode fazer esta verificagdo de maneira automatica (a relagdo de B-equivaléncia é decidivel). Esse
mecanismo ofecere a possibilidade de automatizar partes da construcao de uma demonstragcdo

matematica, realizando passos meramente mecanicos computacionalmente.

3.3 Aplicacoes do Calculo das Construcoes

A seguir, nés vamos ilustrar o ganho de expressividade (e detalhes de uso do célculo)
com alguns exemplos. Esses exemplos, e outros ao longo do trabalho, fazem uso de uma
convencdo: A equagdo A = B significa que estamos definindo A como sendo B. Ou seja, todas as

ocorréncias de A devem ser entendidas como na verdade ocorréncias de B.
3.3.1 Légica de Primeira Ordem

Objetos P : A — x (isto é, familias de tipo indexadas por um tipo A) podem ser
interpretados como predicados sobre A: para os elementos x : A em que o tipo (Px) é habitado,
interpreta-se que o predicado € verdadeiro, e para os elementos x : A em que o tipo (P x) ndo é
habitado, interpreta-se que o predicado € falso.

Tipos da forma Ilx : A.P(x), por sua vez, podem ser interpretados como férmulas
universalmente quantificadas Vx : A(P(x)): Quando o tipo é habitado, existe uma fungéo que
retorna um habitante de (P x) para todo x : A, o que implica P(x) é verdadeiro para todo x : A,
e portanto a férmula Vx : A(P(x)) é verdadeira. Quando o tipo ndo é habitado, interpreta-se
que a férmula € falsa. Nesse sentido, estamos interpretando o formador de tipos IT como o
quantificador universal intuicionista.

Com esses dois elementos, nés podemos escrever, por exemplo, o teorema da
implicacdo quantificada Vx (¢ — y) — (Vx(¢) — Vx(y)) em CC como Ilx : U.(¢ — y) —

(Ix : U.(¢) — Ix : U. (y)). Utilizando as regras do cdlculo, ndo € dificil verificar que o termo

Af:(x:U.(9 = y)).(Ag: (Ik: U.9). (Ax:U.((fx) (¢x))))

€ um habitante deste tipo. Outros objetos do CC podem ser interpretados como elementos da
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16gica de primeira ordem, da seguinte forma:

1 =1IC: x.C,
ANB=TIC:x.(A—B—C)—C,
AVB=TIIC:x.(A—C)— (B—C) —C,

WA (Px)=TIC: . (IIx:A.(Px) = C)) = C

e conectivos derivados, -P= (P — 1) e A<> B=(A— B)A(B— A). A formacdo desses
objetos € uma técnica elegante, conhecida da literatura, inspirada nas regras de introducao do
célculo de deducdo natural para a 16gica de primeira ordem e em codificacdes de dados para
o célculo lambda sem tipos. NOs veremos uma outra aplicacdo dessa técnica ainda nesses

exemplos.
3.3.2 Logica de Alta Ordem

No exemplos envolvendo 16gica de primeira ordem, nds observamos uma cor-
respondéncia entre o quantificador universal V e o construtor de tipos II. De fato, como
nés podemos utilizar IT para quantificar sobre tipos além de atdmicos, nds temos uma cor-
respondéncia com ldgicas de alta ordem. Por exemplo, dada uma relacio R: A — A — x,
onde temos aRb se e somente se o tipo R a b é habitado, nés podemos definir uma for-
mula WFy g : x tal que WFy p € verdadeira se e somente se R € uma relagdo bem-fundada:
WEyr=TIP: (A —*).(IIx:A. (Ily: A.(Ryx) = (Py))) = (Px))) = (IIx: A. (P x))).

Da mesma forma que a presenca da l6gica de primeira ordem nos permite definir
certos objetos através de enunciados 16gicos, nés também podemos usar a logica de alta ordem
para cumprir este papel. Como exemplo estendido, n6és vamos definir a igualdade. A base para
1sso serd a lei de Leibniz, também conhecida como a identidade dos indiscerniveis: dois objetos
sdo idénticos se e somente se eles sdo indiscerniveis, isto é, satisfazem as mesmas propriedades.

A nogio de indiscernibilidade entre x : A e y : A é capturada pelo seguinte tipo:
IP: (A — x).((Px) <> (Py))

ou seja, x e y sdo indiscerniveis se e somente se existe uma funcao (i.e., um habitante deste tipo)

que dado um predicado P, retorna um par de fungées fp : (Px) — (Py) e gp: (Py) — (Px).

2 Note que esse tipo corresponde a um enunciado em 16gica de alta ordem, uma vez que hd uma quantificagio

sobre proposicoes.
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As fungdes f e g testemunham o fato de que a verdade de P (x) implica na verdade de P(y) e
vice-versa. Por exemplo, x € indiscernivel de x, pois nesse caso basta considerar a fun¢do que, ao
receber um predicado P, retorna o par de identidades (id( Px),id(p x)).

A definigdo de igualdade é a =g b=AA : . (IIP: (A — x).((Px) — (Py))), mas
nds vamos usar simplesmente a = b, pois usaremos a igualdade em contextos onde o tipo A serd
conhecido. O leitor atento percebera que a ocorréncia de <+ foi substituida por —. De fato, as

duas definicdes sdo equivalentes.
3.3.3 Aritmética

N6s introduzimos o tipo N, a constante 0, a fungao sucessor S, € as operagdes de soma
e multiplicagdo através de axiomas: N: %, 0: N, S:N—- N, +:N— (N N), - : N— (N— N).
N6s vamos utilizar a notagdo usual para nimeros, onde 1 =S50, 2 =S (S0), e assim por diante.
Os axiomas da aritmética, na formulagdo de segunda-ordem, sao descritos da seguinte

maneira:

al : Ilm :

a2 :1Im:N.(ITIn: N. (((Sm) = (Sn)) = (m =n)))

a3 :Mn:N.((0=n)VEm:N.(Sm)=n)

as:IIm:

N
N
N
a4 :Ilm: N.
N
a6 :IIm: N

N

a’l :1Im:

a8 :TIP : N — «.((P0) — (IIn : N. (Pn) — (P (Sn))) — (Iln: N. (Pn)))

Com os axiomas listados acima, nés podemos provar, por exemplo, o “teorema” 1+ 1 = 2.

A seguir, n6s vamos ver a construcdo passo a passo do termo que corresponde a prova deste
teorema.

a) O primeiro passo da constru¢ao consiste em utilizar o axioma a4 para obter o

termo (a4 1) do tipo 1 +0 = 1. Lembre que, pela defini¢cdo de igualdade, esse

termo € uma fun¢do que, dado um predicado P e um termo do tipo P (1+0),

retorna um termo do tipo P 1.

3 Esta observagio requer uma demonstracio, que nio é do nosso interesse.
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b) O préximo passo consiste em definir o predicado que serd utilizado na prova (isto
é, aplicado a (a4 1)), uma fun¢@o do tipo N — x. NGs vamos utilizar a fungio
F=An:N.(14(S0)=(Sn)).

¢) A seguir, nds precisamos de um termo do tipo F (14 0). Para isso, nds utilizamos
0 axioma a5, para obter o termo ((a51) 0) : (1+(S0) = (S (1+0))). Note que
estritamente falando, o termo ((a51) 0) ndo é do tipo F (1+0). Mas, como
F (1+0)=g(1+(50)= (S (1+0))), aregra de conversdo nos permite concluir
que ((a51)0): F (1+0).

d) Agora, a aplicacdo da funcdo (a4 1) aos argumentos F e ((a5 1) 0) nos fornece o
termo ((a41) F) ((a51) 0) : F 1. Para completar a prova, basta observar F' 1 =g
(1+(S0)=(S1)), e aplicar a regra de conversdo para obtermos finalmente
((a41) F) ((a51)0): (1+(S0)=(S1)). Note que (1+(S0) = (S1)) é apenas

outra maneira de escrever 1 +1 = 2.
3.3.4 Aritmética com Numerais de Church

Na demonstracdo anterior, apesar da regra de conversao ter sido utilizada, nao se
pode dizer que houve automac¢do na construcdo da prova. Para ver isso, basta notar que a
demonstracdo de, por exemplo, 5+ 5 = 10 envolveria vdrias instanciacdes dos axiomas a4 e
aS, e uma série de operagdes de reescrita. A seguir, nés vamos ver Como uma representacao
mais adequada dos niimeros permite automatizar parte da constru¢do da prova de teoremas sobre
numeros naturais.

O esquema de Church para a representacdo dos nimeros naturais é:

o
Il

AC.(Af.(Ax.x))
1 = AC.(Af.(Ax.(fx)))
2 = AC.(Af.(Ax.(f (fx))))

e, em geral,

k = AC.|Af [ Ax. | f(f...(fx))
—_———

k vezes

onde as indicagdes de tipo C : *, f : C — C e x : C foram omitidas por clareza. Os termos acima

sdo conhecidos como numerais de Church.
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Este esquema representa um nimero natural n como uma funcao de alta ordem que
itera n vezes a aplicacdo de uma fungdo f a um argumento x. Nesse sentido, os numerais de
Church sdo habitantes do tipo IIC : . ((C — C) — (C — C)). De fato, é possivel mostrar que os
numerais de Church sio os tnicos habitantes deste tipo(BOHM; BERARDUCCI, 1985), que
serd denotado consequentemente por N.

Uma vez que temos essas defini¢des, a funcdo soma pode ser definida por
+=An:N.(Am :N.(ACAf.Ax.(nC f (mC fx))))
Nao € dificil verificar que essa definicdo implica que
1+1—=52

Agora, para provar o teorema 1+ 1 = 2, basta apresentar um habitante do tipo 2 = 2, pois a regra
de conversdo implica que esse termo também € um habitante de 1 + 1 = 2.

A automacgdo na constru¢do desta prova consiste em que a operacdo de reescrita (que
foi necessaria na prova baseada em axiomas) foi substituida por uma 3-reducéo, e essa f3-redugio
ndo precisa ser indicada, pois a regra de conversdo € capaz de verificar automaticamente que
dois tipos sdo -equivalentes. Em outras palavras, parte do trabalho de construgio da prova foi

delegado para uma computacao realizada na verificacao da aplicacio da regra de conversao.

3.4 Limitacoes do Calculo das Construcoes

Nos exemplos anteriores, nés vimos duas formas de representar a aritmética de
ndmeros naturais no CC: aritmética com numerais de Church, e aritmética feita com axiomas.

Como vimos na introducdo a aritmética com numerais de Church, a aritmética
feita com axiomas ndo é automatizada. Mas hd um axioma de tal aritmética que ndo pode
ser construido para numerais de Church, o axioma da inducdo. A falta deste axioma limita
severamente nossa capacidade de raciocinio aritmético.

Muito do que nés sabemos sobre automacao aplicada a estruturas matematicas foi
desenvolvido para lidar com dificuldades presentes no estudo de computagdo. Tais estruturas
costumam ser mais simples do que se trata usualmente em matematica (por exemplo, tendem a
limitar-se a cardinalidade Xg). Portanto, € natural esperar que a automac¢do que desejamos usar
seja compativel com este tipo de estrutura.

Infelizmente, o cerne destas estruturas (que incluem o conjunto dos nimeros natu-

rais), o mecanismo de indug¢do, ndo € derivavel no CC. Os problemas sao descritos de forma
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abreviada em (PAULIN-MOHRING, 1993), basicamente®. De fato, ndo apenas hd a falha em
derivar a regra de induc@o propriamente dita, mas também problemas como ndo ser capaz de
provar dois termos distintos como sendo tal, ou tipos indutivos que incluem termos além daqueles
dados pelos construtores. O cdlculo que nds vamos apresentar a seguir oferece uma solucao para

esses problemas.

4 O artigo citado trata apenas da codificagio impredicativa, mas resultados como (GEUVERS, 2001) mostram
uma falha geral em definir a inducéo, que, pela conservatividade mostrada em (COQUAND, 1989), aplica-se ao
CC.
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4 CALCULO DAS CONSTRUCOES INDUTIVAS

O Cilculo das Constru¢des Indutivas (CIC) € uma evolugdao do CC que permite
definir e manipular familias indutivas. Em sua versdo mais simples, uma familia indutiva
corresponde a no¢do de tipo indutivo, isto €, um tipo cuja colecio de habitantes possui estrutura
indutiva. A seguir, nds vamos explorar esse conceito com a definicdo indutiva do tipo dos

ndmeros naturais. A maneira mais simples de definir os niimeros naturais' no CIC é:
ind nat:*.{Z:nat|S:nat — nat} .nat_ind

Essa expressao introduz o tipo nat indicando que Z € um habitante de nat e fornecendo uma
funcdo S que descreve outros habitantes de nat: (SZ), (S (SZ)), (S (S (SZ))), etc. Para que
tenhamos uma colecd@o propriamente indutiva, com as propriedades que se esperam de tal (por
exemplo, o fato que os tnicos habitantes de nat sdo aqueles descritos na frase anterior) a defini¢ao
€ acompanhada por um principio de inducgdo representado pelo termo nat_ind que aparece no
final da expressdo. O termo nat_ind tem seu tipo determinado pela expressao; ndo entraremos
nos detalhes do processo mas veremos qual € o tipo em outra parte desta subsecao.

Note que essa defini¢do do tipo dos nimeros naturais € essencialmente a mesma
que a definicdo em CC apresentada no exemplo 2 da secdo anterior. A tunica diferenga, até o
momento, é que 14 a definicao foi formulada em termos de uma cole¢do de axiomas. De fato, o
principio de inducdo nat_ind na defini¢do acima enquadra o axioma a8 na defini¢do da secdo
3.3.3.

O que diferencia nat_ind do axioma € a possibilidade de computar com este termo.
Temos isto quando tratamos dos chamados eliminadores®. O préprio nat_ind é um eliminador;
em particular, ele ¢ um eliminador forte e dependente. Veremos primeiro um eliminador fraco
e ndo-dependente, construido a partir do principio de inducdo. Para nar tal eliminador tem a

seguinte tipo:

elim_nat : TIC : x. (C — ((C — C) — (nat — C)))

O eliminador de um tipo indutivo implementa a no¢do de defini¢do por recursao

primitiva. Intuitivamente, a recursdo primitiva permite definir funcdes através da aplicacdo

' N6s iremos trabalhar com a representagio unaria. N6és poderiamos utilizar, por exemplo, uma representagio

bindria, ou decimal, mas estas ndo sdo uteis para fins expositivos.
Nos ainda veremos exatamente qual o papel do eliminador, mas € interessante mencionar que a nomenclatura é
baseada em deducdo natural, onde cada conectivo ¢ associado a regras de introducgdo e eliminacao.
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sucessiva, controlada pelo argumento de entrada, de uma fungdo mais simples sobre um valor
inicial fixo. Por exemplo, para definir a fung¢do double utilizando o esquema de recursdao
primitiva, a func¢@o simples é a composicao (S o §) e o valor fixo é Z. Formalmente, a constru¢do

utilizando o eliminador elim_nat € feita da seguinte maneira:
double = (elim_natnatZ (S o S)) 4.1)

Na expressdo do lado direito, o primeiro argumento, nat, informa que estamos construindo
uma fung¢@o que retorna nimeros naturais (que o valor de entrada também € um nimero natural
fica implicito pelo fato de que nds estamos utilizando o eliminador elim_nat). Os outros dois
argumentos indicam o valor fixo e a funcio simples, necessarios para a defini¢do por recursao
primitiva.

Mas, com o que apresentamos sobre o CIC até o momento, a inica coisa que podemos
dizer a respeito do termo (elim_nat nat Z (S o S)) é que ele possui tipo nat — nat. O mecanismo
da recursdo primitiva, que define o comportamento da fung¢ao double, é capturado no formalismo

por uma identificagdo entre os termos:

((elim_natnatZ (So S)) Z) =, Z

€ entre oS termos:

((elim_natnatZ (S o S)) (Sx)) =, (SoS) ((elim_natnatZ (S o S)) x)

Veja que, de fato, essas identificacdes sdo suficientes para capturar o comportamento das defini-
¢Oes por recursdo primitiva: aplicacdo sucessiva de uma fungdo simples a um valor fixo. Por

exemplo,

(double (S (SZ))) = ((elim_natnatZ (S o S)) (S (SZ)))
= (SoS8) ((elim_natnatZ (S o S)) (SZ))
= (So8)((SoS) ((elim_natnatZ (SoS)) Z))
=, (SoS)((SoS)2)
=B (S (S(S(52))))
Note a aplicagdo sucessiva da fungao simples (S o §) ao valor fixo Z na pentltima linha.

No CIC, as identifica¢des indicadas pelo simbolo =; acima sdo implementadas por

meio de uma nova regra de reducdo: a t-reducdo. Mais precisamente, a t-reducdo (denotada por
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—) para o tipo indutivo nat introduzido acima, consiste nas regras de reescrita abaixo:

((elim_nat Tt f) Z) —, t

((elim_nat Tt f) (Sn)) —, f ((elim_natTt f) n)

onde T, t e f sdo termos quaisquer, em conjunto com uma regra de compatibilidade andloga
a definida na fB-redugido. O fecho reflexivo transitivo —} e a relagdo de 1-equivaléncia =, sdo
definidos de maneira andloga ao que foi feito para a S-reducao.

Complementando a defini¢do do tipo nat, o proximo passo consiste em introduzir as

fun¢des de soma e multiplicacdo:
+ = An:nat.(elim_natnatnS)
X = An:nat.(elim_natnatZ (+n))

O exemplo abaixo permite ver como o termo -+ acima captura a légica da operacdo da soma. (o

leitor € convidado a fazer um exemplo andlogo para a multiplicacdo)

(2+2) = ((An:nat.(elim_natnatnS)) (S (SZ))) (S (SZ))
—8 ((elim_natnat (S (SZ)) S)) (S (SZ))
— S (((elim_nat nat (S (SZ)) S)) (SZ))
— S (S (((elim_nat nat (S (SZ)) S)) Z))
— (S (S(5(52))))

4.1 Tipos indutivos no CIC

A seguir, nds veremos outros exemplos que ilustram caracteristicas adicionais dos

tipos indutivos no CIC.

4.1.1 Tipos Finitos

Os tipos indutivos mais simples que existem sdo aqueles que possuem um nimero
finito de habitantes. Abaixo, temos tipos que possuem exatamente 0, 1 e 2 habitantes, respectiva-

mente:
ind void : *.{} .void_ind

ind wnit : *.{tt : unit} .unit_ind

ind bool : x.{true : bool | false : bool} .bool_ind
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A ideia geral por trds dos eliminador de tipos I indutivos finitos simples é: Dado um tipo C a
habitar, um elemento i de I a eliminar, e um habitante de C para cada construtor de /, o eliminador
de I fornece um elemento de C, mais precisamente o elemento associado ao construtor usado
para construir i. O eliminador de unit € trivial.

O eliminador de void € interessante. Sabemos de discussdes anteriores que o tipo
ndo habitado corresponde ao L. O eliminador de void corresponde ao chamado “principio do
absurdo”’; como nao ha construtores a serem considerados, o eliminador fornece um elemento
(prova, pela correspondéncia) de C, para qualquer C, bastando apenas que seja fornecido um
elemento de void.

O eliminador ndo-dependente de bool, elim_bool, nos dé a capacidade de programar
as operacdes usuais sobre os booleanos. Como ilustragdo, a seguir temos as defini¢des das

funcgdes que implementam os operadores booleanos NOT e AND:

NOT = (elim_bool bool false true)
AND = Aa:bool.(elim_bool bool a false)

4.1.2 Tipos Agregados

Uma outra possibilidade consiste em construir os habitantes do tipo indutivo a partir
dos habitantes de um outro tipo. Para ilustrar essa ideia nés vamos apresentar uma possivel

defini¢do do tipo dos niimeros inteiros, a partir dos habitantes de nat.

ind int : *
AZI :int | PI : nat — int | NI : nat — int }
.int_ind
Nessa construgdo, ZI representa o nimero inteiro zero, € PI ¢ NI produzem os nimeros inteiros
positivos e negativos, respectivamente, a partir de nimeros naturais. Por exemplo, os termos
(PIZ) e (NI (SZ)) sao interpretados como os nimeros inteiros +1 e —2 respectivamente. Nesse
sentido, PI e NI podem ser vistos como os sinais + € —.

Nas defini¢des indutivas, os termos que definem os habitantes do tipo também sao
conhecidos como construtores do tipo indutivo. Por exemplo, na definicdo acima, ZI é um
construtor nuldrio (isto é, ndo possui argumentos), € portanto constrdi apenas um habitante, que
¢ dado precisamente pelo termo ZI. Por outro lado, PI e NI sdo construtores unarios (isto €,

possuem um argumento), € constroem um habitante do tipo para cada valor do argumento. E

importante destacar que a construcdo dos habitantes de um tipo indutivo é uma operacao sintatica,
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no sentido de que o termo (PI (SZ)), por exemplo, ndo “retorna” um habitante do tipo int, mas

essa expressao € uma construcao sintatica que representa um habitante do tipo.
4.1.3 Familias Indutivas

Como mencionamos no inicio da se¢do, o CIC também possui o conceito de familias
indutivas, que permite definir simultaneamente uma cole¢do de tipos indutivos, indexada por um

ou mais tipos. Um exemplo simples desse conceito € a familia dos tipos dos pares ordenados:

ind prod:*x — x — x

App:TA: x.(IIB: %(A — B — (prod AB)))}

. prod_ind
Antes de examinar os detalhes dessa definicao, € titil observar que essa constru¢do corresponde
a nogdo de produto cartesiano: (prod A B) é o produto cartesiano dos tipos A e B, habitado
por pares ordenados da forma (a,b), onde a: A e b : B. Veja que prod é uma familia de tipos
indexada por * e * , mais especificamente a familia dos tipos (prod A B) para todo par de tipos A
e B.

A primeira parte da construg@o acima, prod : * — * — %, indica que nds estamos

definindo uma familia indexada por dois tipos. A segunda parte € a descri¢dao do tinico construtor
da familia, pp. Este construtor recebe quatro argumentos, os tipos A e B dos dois componentes

do par, e dois habitantes a : A e b : B, e constroi o habitante:
(ppABab) : (prod AB)

Note que o tnico construtor pp constrdi habitantes de todos os tipos da familia. No exemplo
acima, ele estd construindo o habitante (ppA Bab) do tipo (prod A B) da familia prod.

O eliminador ndo-dependente elim_prod segue o que foi descrito sobre tipos finitos,
no primeiro exemplo dessa lista. Ele merece nossa atengdo por envolver uma familia indutiva,

tendo o seguinte tipo:
elim_prod : TIP : x — % — *.(
(HA,B:*.(A—B— (PAB))) —

ITA,B: *.((prod AB) — (P A B)))

O eliminador nao-dependente comeca com IIP, onde P € a familia que o resultado final do

eliminador habita. P tem o mesmo tipo de prod, uma simetria em linha com o que ocorre
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no caso ja exemplificado, o do eliminador de um tnico tipo. Ha em seguida termos com os
mesmos tipos dos construtores, exceto pela conclusao, que € o tipo do membro da familia sendo
construido, e finalmente temos uma quantificagdo sobre todos os parametros da familia, afim de
que o eliminador possa de fato eliminar elementos de qualquer tipo da familia.

Na pratica, fazemos uso de um eliminador mais simples:
elim_prod_param :TIA,B,P : *.((A — B — P) — prod A B — P)

Este eliminador decorre da seguinte observagdo: os tipos A e B sdo essencialmente parametros
invariantes com respeito a definicdo. Poderiamos imaginar, por exemplo, uma definicao de prod
e termos associados num contexto com A e B livres, € entdo remover A € B do contexto formando
termos lambda; este processo geraria um termo com o tipo de elim_prod_param a partir do
eliminador ndo-dependente. De fato, implementac¢des do CIC oferecem recursos para este tipo de
técnica. Mas devemos deixar claro que isto ndo representa qualquer alteracao na expressividade

da linguagem; € possivel derivar elim_prod a partir de elim_prod_param, € vice-versa.
4.1.4 Familia Indutiva com Recursdo

Este entendimento de familias € suficiente para formarmos a familia das palavras

parametrizadas sobre alfabetos. Esta é dada pelo seguinte:

ind word : x — x
Aempty_w:TIA : x.(word A) | cons_w :TIA : x. (A — word A — word A) }

word_ind

onde temos que word A € o tipo das palavras formadas a partir de um alfabeto A. Os dois
construtores sdo intuitivos: empty_w constroi a palavra vazia, e cons_w constréi uma palavra a

partir de uma outra palavra e um simbolo a adicionar.

4.1.5 Igualdade definida Indutivamente

Um exemplo ligeiramente mais sofisticado do uso das familias indutivas é dado pela
seguinte definicao da nocdo de igualdade:

indeg: (TIA: x.(A - A — %)) .{eqrefl : TIA : xIlx : A. (eqAxx)} .eq_ind

Na primeira parte da construgdo, o fragmento eq : (TIA : *. (A — A — %)) indica que nés estamos

definindo uma familia indexada por um tipo A e dois habitantes de A. A ideia aqui € que o tipo
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eq A ab é habitado se e somente se os termos a : A e b : A s@o iguais. Esta ideia é implementada

pelo construtor
eqrefl :TIA : x.IIx: A. (eq Axx)

onde, dado um tipo A e um habitante deste tipo x : A, eqre fI constréi o habitante (egrefl A x) do
tipo (eq A xx), de modo que os tipos habitados na familia eq sdo precisamente os tipos da forma
(eqAxx).

E interessante comparar esta defini¢io da igualdade com a definicdo que foi apresen-
tada na se¢do anterior para o CC. Como vimos, a defini¢cdo de igualdade no CC € baseada na lei

de Leibniz:
[P : (A — x).((Px) <> (Py))
Seguindo o indicado no exemplo de prod, obtemos o seguinte eliminador:

elim_eq:TIP: (ITA : x. (A - A — x)) .(

(MA: xIIx:A.(PAxx)) —

A : xIIx,y: A.((eqAxy) = (PAxYy)))
Nao € dificil mostrar que a lei de Leibniz pode ser derivada a partir de elim_eq (observe que
a igualdade tal como definida no CC € um objeto do mesmo tipo que o primeiro argumento).
Portanto, é possivel operar com a defini¢io do CIC da mesma maneira como é feito no CC>.
Por outro lado, a defini¢cao de igualdade do CIC apresenta algumas vantagens tedricas (por

exemplo, é possivel demonstrar a unicidade das provas de igualdade para tipos decidiveis no

CIC (HEDBERG, 1998)) mas essa discussdo escapa do escopo do nosso trabalho.
4.1.6 Tipos Indutivos Funcionais

Podemos representar um subconjunto dos nimeros ordinais, a segunda classe de

numeros, da seguinte forma:

ind ord:x.{ord_z:ord|ord_s:ord — ord | ord_lim : (nat — ord) — ord} .nat_ind

3 Assim como no exemplo anterior, é possivel obter um eliminador mais simples a partir da observagio que parime-

tros de eq sdo invariantes. Neste caso, apenas os dois primeiros pardmetros, dos trés de eq, podem ser assim sim-
plificados. Isto resulta em elim_eq_param :TIA : x, x: A,P: (A — *).((Px) > Ily: A.((eqAxy) = (Py))),
um eliminador a partir do qual € mais fécil ver a conex@o com a lei de Leibniz.
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Este exemplo ilustra uma forma diferente de utilizar o tipo que estd sendo definido, demonstrado
no argumento do construtor ord_lim, que é de tipo nat — ord. Este construtor forma um ordinal
a partir de uma enumeracgdo de outros ordinais, entendido como o supremo dentre a colecao
enumerada. Note que mesmo esse entendimento € algo que também deve ser formalizado, em
adicdo a defini¢ao em si.

Podemos utilizar nimeros ordinais em conjunto com computacao lancando mao do
eliminador elim_ord : TIP : x.(P — (P — P) — ((nat — P) — P) — ord — P). Considere, por
exemplo, um tipo U, e seja P € o tipo dos subconjuntos de U (o que pode ser entendido como
U — x, o tipo dos predicados sobre U). Dado um subconjunto inicial (um elemento de P), uma
forma de construir um novo subconjunto a partir de outro (um elemento de P — P), e uma forma
de construir um novo subconjunto a partir de uma enumeracgao de subconjuntos (um elemento de
(nat — P) — P, por exemplo, a operacdo de unido), o eliminador elim_ord, dado um ordinal n,

fornece a n-ésima iteragdo dessas duas operacdes sobre o conjunto inicial.

4.2 Aspectos formais do CIC

A defini¢do formal do Célculo das Constru¢des Indutivas envolve diversas dificul-
dades técnicas, e por esse motivo serd omitida (o leitor interessado pode consultar (PAULIN-
MOHRING, 2015)). Essa defini¢do basicamente estende o CC em trés dire¢des: (a) hierarquia de
universos de tipos, (b) familias indutivas, (c) generalizacdo da regra de conversdo para incorporar
a t-reducdo. A hierarquia de universos de tipos pode ser entendida como uma generaliza¢ao
dos tipos * e [] que vimos no CC, isto é, colecdes de tipos de alta ordem. Essa hierarquia serve
para evitar paradoxos que aparecem quando se manipula tipos muito grandes sem o devido
cuidado(SOZEAU; TABAREAU, 2014). Esse topico ndo é muito relevante no contexto do nosso
trabalho, e faremos mencao a ele quando necessério. A seguir, nds faremos uma breve discussao
dos outros dois pontos.

Com relagdo as familias indutivas, € preciso em primeiro lugar introduzir regras
de boa-formacgdo para defini¢cdes indutivas. Entretanto, em todos os exemplos de familias
indutivas que veremos nesse trabalho, a verificagao de que elas sdo bem-formadas ¢ imediata.
Assim, nds ndao vamos detalhar tais regras, € vamos apenas encaminhar o leitor interessado para
(PAULIN-MOHRING, 1993)), ou para (THE COQ DEVELOPMENT TEAM, 2017).

Além disso, é preciso explicar como as defini¢des indutivas se relacionam com o

restante do calculo. As defini¢des indutivas podem ser entendidas como uma maneira compacta
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de introduzir uma colecio de axiomas no sistema. Por exemplo, a defini¢cdo do tipo indutivo nat
corresponde aos seguintes axiomas®:

® nat : x

e 7 :nat

e S:nat — nat

e nat_ind : TIP : nat — *.((P0) — (Iln : nat. (Pn) — (P (Sn))) — (In : nat. (Pn)))
Uma vez que esses axiomas foram registrados no contexto através da declaragdo do tipo nat,
essa informacdo pode ser utilizada para verificar que certos termos estdo bem-tipados. Mais
precisamente, denotando por I' um contexto de tipagem e por ¥ um conjunto de definicdes
indutivas, a relagdo de tipagem agora tem a forma I';X ¢ : T. Por exemplo, assumindo que
a definicao indutiva de nat estd em X, a seguinte relacdo de tipagem € vélida: ;X - Z : nat.
Em particular, nés podemos usar o termo nat_ind para derivar o eliminador fraco elim_nat que
usamos no comego da sec@o: elim_nat C f7 fs = nat_ind (An.C) fz (An.fs). Podemos ver que
de fato o eliminador fraco é uma especializacdo do caso geral denotado por nat_ind, em que a
familia P : nat — * é na verdade um sé tipo para qualquer 7 : nat, constante, C : *. E isto que
caracteriza elim_nat como um eliminador ndo-dependente.

Finalmente, o ponto (c) consiste simplesmente em generalizar a regra de conversao

da seguinte maneira:

| NN o INYXFo:x T=p5, O
Fi:o (

5)

ou seja, dois tipos B1-equivalentes tém os mesmos habitantes. Por exemplo, agora nés podemos
provar a proposicao 1+ 1 =2 no CIC com as defini¢des indutivas de nat e eq. Basicamente,
como o termo 1+ 1 Bi-reduz para 2, o calculo reconhece que os termos 1 +1=2e 2 =2 sdo
Bi-equivalentes, e portanto é trivial deduzir que eq_re fl nat 2 habita o tipo 1 + 1 = 2, ¢ dessa
forma verificar que a proposi¢do 1+ 1 = 2 € verdadeira.

Nos precisamos revisitar o conceito de t-reducdo. No inicio da se¢do, nds apresenta-
mos a t-redug¢do como uma regra de reducdo associada ao eliminador ndo-dependente do tipo nat.
De fato, a 1-reducao estd associada diretamente ao principio de indugdo do tipo indutivo. Por
outro lado, nés também vimos que o eliminador ndo-dependente elim_nat € um termo derivado
do principio de indugdo nat_ind, e portanto a apresentacdo que vimos acima pode ser vista como

uma simplificacdo do caso geral. A forma geral da t-redugdo para o tipo nat € definida pelas

4 Apesar da aparente complexidade do axioma nat_ind, em geral o principio de inducio pode ser derivado
automaticamente a partir da declara¢do da familia indutiva, e é por esse motivo que basta indicar o seu nome.
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seguintes equagdes:

((nat_ind Pt f) Z) —, t

((nat_ind Pt ) (Sn)) —, fn ((nat_ind Pt f) n)

O leitor pode conferir por conta propria que elim_nat 1-reduz como descrito no inicio da secao,
quando definido a partir de nat_ind como descrito anteriormente, na presenca das regras de

redugdo acima.

4.3 A Natureza da Evolucao do CIC

A motivacao primordial para o desenvolvimento do CIC foi incorporar ao sistema
formal a nog¢do de tipo indutivos sem incorrer nos problemas técnicos apresentados no final
da secdo 3.4. A maneira encontrada para fazer isto foi introduzir conceitos como construtores
e t-redugdo ao cdlculo, em oposicdo, por exemplo, a tentativa de explorar mecanismos de
codificagio®. Em outras palavras, a inducéo foi introduzida no calculo de forma ad hoc. Esta
particularidade explica porque este capitulo realiza toda uma discuss@o sobre 0 mecanismo de
inducdo sem precisar generalizar conceitos vistos anteriormente.

Nesse ponto, € importante destacar que, apesar dos problemas mencionados na se¢do
3.4, n6s vimos que € possivel fazer aritmética no CC, bem como representar teorias de mais alta
ordem. Além disso,é possivel obter no CC o mesmo poder computacional que se tem no CIC (isto
€, a recursdo primitiva). E uma parte significativa desse poder computacional pode ser colocada
a servico da automatizacdo do raciocinio, na regra de conversdo. A maneira de fazer isto consiste
em utilizar esquemas gerais de codificacdo, similares aos numerais de Church, para representar
tipos indutivos arbitrarios, que permitem automatizacao(PFENNING; PAULIN-MOHRING,
1989). Ou seja, se a diferenga entre o0 CC e o CIC ndo esta na capacidade expressiva do sistema,
ou no seu poder computacional, entdo em que medida o CIC pode ser considerado uma evolugao
do CC?

Os pesquisadores que desenvolveram o CIC reconheceram a utilidade das familias
indutivas e, baseados em trabalhos anteriores sobre a inducao, buscaram uma formulag¢do direta

deste conceito e integraram essa formulacdo ao CC. Na pratica, isto significa que a nocao de

5 E importante deixar claro que a abordagem escolhida no CIC para trabalhar com indugdo ndio é necessariamente

a melhor. Ha pesquisa relacionada argumentando que a causa de certos defeitos em implementag¢des do CIC
e sistemas relacionados envolve tipos indutivos como primitivas dos sistemas, e defendendo o uso de novas
técnicas de codificagdes mais avangadas que a usada para construir os numerais de Church, aliadas a extensdes
mais simples; veja (FIRSOV; STUMP, 2018)
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tipos indutivos foi introduzida no sistema por construcao. Isto €, sem a necessidade de buscar
codificacdes que garantam todas as propriedades desejadas, pois o sistema ja foi construido afim
de capturar a inducio adequadamente. Essa evolucdo pode ser contrastada com a extensao do
CC ao STLC, onde o primeiro basicamente generaliza conceitos que ji estavam presentes no
segundo (e.g., o operador IT generaliza o conectivo — ). Do ponto vista tedrico, essa estratégia é
mais elegante que a introdu¢do de conceitos por constru¢do, pois ela herda boas propriedades do

sistema. Nesse sentido, o que se pode dizer € que o CIC € uma evolugdo pragmatica do CC.
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5 COQ MODULO THEORY

A sequéncia de sistemas formais apresentada nos Capitulos 2,3,4 forma uma progres-
sdo, onde cada sistema possui mais capacidade computacional do que o anterior. Até agora, este
ganho se deu pela associacdo de computacdo a elementos do sistema que antes s6 tinham caréter
16gico: o CC associa computagdo as aplicacdes de fungdo, e o CIC associa computacio a termos
indutivos. A extensdo que nds vamos apresentar a seguir € de uma natureza um pouco diferente.
O Coq Modulo Theory (CogMT) expande a capacidade computacional do CIC estendendo a
computagio ja existente nos tipos indutivos. Para fazer isso, o CogMT identifica estruturas de
primeira ordem nos termos do calculo, e decide igualdades entre essas estruturas para auxiliar o
processo de conversao.

O cerne do CogMT consiste na integracdo de uma (ou mais!) teoria de primeira
ordem 7 (mais precisamente, de um procedimento de decisdo para 7") ao processo de verificacdo
de tipos do célculo. Neste caso, 7 € usada como uma “caixa preta”, de modo que algumas
instancias do problema de verificag¢ao de tipos sdo resolvidos com auxilio de 7. Dessa maneira,
novos problemas passam a ser soluciondveis quando recorremos a 7. Mais do que isso, a caixa
7T integra raciocinio de primeira ordem ao célculo, o que permite manipular termos que possuem

estrutura de primeira ordem com mais flexibilidade.

5.1 Incorporando a teoria 7 ao sistema

A Figura 1 ilustra os principais aspectos técnicos dessa solu¢do do ponto de vista
operacional:

A parte de cima da figura ilustra o fato de que no momento da escrita dos termos,
certas equagdes sdo extraidas para auxiliar o processo de deducdo em 7. Durante o processo
de verificagdo de tipos, o sistema eventualmente chega a um problema de conversdo: T ~g T'.
Nesse ponto os termos 7 e T’ sdo normalizados, o que pode envolver uma série de redugdes
e invocacdes de T, o que da origem ao seguinte problema de congruéncia: T* =g T'*. Esse
problema de congruéncia, por sua vez, pode eventualmente ser resolvido pela teoria 7 com
auxilio do conjunto E de equacgdes extraidas. As subse¢Oes a seguir vao detalhar cada passo

desse processo.



43

Figura 1 — Esbogo do fluxo de informa¢ao no Coq Modulo Theory
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Source: o autor.
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5.1.1 Algebrizacdo

O processo de extracdo das equagdes que irdo auxiliar a deducdo em 7T requer a
conversao de termos do célculo em termos de 7 : isto € chamado de algebrizagdo. Por exemplo,
o resultado da algebrizagdo do termo Sx+ 0 do cédlculo € o T-termo S (x) + 0 (note a mudancga de
fonte para indicar a mudanga de linguagem). Um exemplo mais interessante € dado por St + 0,
onde ¢ é um termo arbitrario complexo do cdlculo. Nesse caso, o resultado da algebrizacao é o
T-termo S (y) + 0, onde y é uma varidvel de primeira ordem nova que tem o papel de abstrair o
termo . Ou seja, o processo de algebrizacdo simplesmente extrai a estrutura algébrica de um

termo do célculo. As defini¢des abaixo formalizam esta ideia.

Definicao 5.1 (Contexto Algébrico). Um contexto algébrico é essencialmente um termo da

aritmética de Presburger. Isto é, um termo gerado pela seguinte gramadtica:
Cyp::=0|S (Cy)|Ca+Cylx

onde x é uma varidvel de primeira ordem, e ndo se permite o casoem que C 4 se reduz a uma

tnica varidvel.

Considere um contexto algébrico C 4 que envolve apenas as variaveis xj,xz, ..., Xp.
Escrevemos C 4 [x] < t1,...,X, < t,| para indicar o termo obtido pela substitui¢do de cada
varidvel x; por t;. O construto [x; < 11,...,X, < t,] € chamado de instanciagdo de contexto, e

serd comumente denotado pelas letras Z, 7, chamadas varidveis de instanciacdo.

Definicao 5.2 (Termo pré-algébrico). Um termo t do cdlculo é pré-algébrico se ele é da forma
Cylx) < ty,...,Xy < ty|. Se nenhum dos termos t; é pré-algébrico, nds dizemos que C4 é a

descricdo algébrica maximal de ¢.

Por exemplo, o termo (St) + u é pré-algébrico. N6s podemos tomar x| + x, como
contexto algébrico juntamente com a instanciacdo [x; <— St,x, < u|. Este contexto, no entanto,
nao € maximal. Assumindo ¢ e u ndo encabegados por um simbolo de 7 (e portanto ndo sendo
pré-algébrico), S (x1) +x, é a descri¢do algébrica maximal de (St) + u, juntamente com a

instanciagdo [x] < 7,xp < u].

Defini¢aio 5.3 (Algebrizacdo). Uma algebrizacdo de um termot é um par (C,T) tal que t = C[Z].
Se C é a descrig¢do algébrica maximal de t, nés dizemos que (C,T) é a algebriza¢do maximal de

L.
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5.1.2 Normalizacdo

A primeira etapa da solu¢do de um problema de conversdo T ~g T’ consiste em
normalizar os termos T e T’ através de uma série de reducdes e invocagdes de 7. O CogMT
utiliza a teoria 7 no processo de redugdo dos termos, introduzindo a nog¢io de f17 -reducédo. A
ideia aqui € que a teoria 7 pode oferecer uma funcio de normalizagdo normy. Por exemplo,
Shostak (1979) apresenta um método que pode ser usado para definir uma func¢do de normalizacio
para os termos da aritmética de Presburger. Essa funcdo de normalizaciao € encapsulada no

célculo através da seguinte defini¢do:

Defini¢do 5.4 (7 -normalizagdo). Seja t = C[Z] um termo CogMT com contexto algébrico
maximal C, e T = [y < t1,...,yn < ty)- Seja T = [y1 < X1,...,Yn < Xp) onde todos os x;’s sdo
diferentes aos pares, e ndo sejam livres nos t;’s. A T-normalizacdo de t, escrita norm (t), é

definida como:
norm (¢) = normy (¢ [J]) {x; = 11} {xn — 1,}

A funcdo norm € utilizada nas regras de t-redugdo da seguinte maneira:

(1p) Elim(z: Q) {fo,fs} — fo set é pré-algébrico, e norm (¢) =0

(1s) Elim (¢ : Q) {fo, fs} — fsvElim(v: Q){ fo, fs} set é pré-algébrico, e norm () = Sv
Essas regras sdo essencialmente as mesmas que vimos no capitulo 4, mas agora elas permitem
aplicar a redugdo em situacdes em que antes ndo seria possivel. Por exemplo, assumindo que
normy ((x+S(0)) +y) = S(x+y), nés temos que norm ((z+ (S0))+u') =S (u+u'). Isso
implica que o termo Elim ((x+ (S0)) +y: Q) { fo, fs}, que é normal para a 1-redugio padrio,
agora reduz para fs (x+y) Elim ((x+y) : Q) {fo, fs}-

5.1.3 Equacgoes extraidas

Como mencionamos no inicio, o processo de deducdo em 7 é auxiliado por um
conjunto de equacdes que foram extraidas durante a constru¢do dos termos. A seguir, ndés vamos
ver como esse auxilio ¢ implementado.

O primeiro passo é entender de onde vém as equagdes extraidas. Quando o usudrio
escreve o termo funcéo A [p:x =0].7, onde ¥ é um termo qualquer, ele pode vir a fazer as
seguintes observacoes: (1) O pardmetro p tem tipo igualdade, (2) A verifica¢do de tipo do corpo

Y da funcdo depende do fato de que o tipo igualdade x = O € habitado (a saber, pelo parametro
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p), (3) Mais especificamente, esse fato € necessdrio para alguma verificagcdo de congruéncia
(auxiliada por 7'), mas aqui ele ndo estd disponivel. Nesse momento, o usudrio pode extrair
a equagao x = 0, reescrevendo o termo como A [p X0 x = O] .Y, de modo que T passa a ter
acesso a essa informagdo. Da mesma forma que os termos func¢do, termos formados com o
quantificador IT também oferecem uma oportunidade para a extracdo de equagdes. Por exemplo,
I1 [q K=l x = 1] m.

A seguir, lembre que 7 € um procedimento de decisdo para uma teoria de primeira
ordem. Portanto, as equacdes a serem extraidas devem ter o formato de equagdes de primeira
ordem, que sdo obtidas a partir das equagdes do cdlculo pelo processo de algebriza¢do. Assim,

formalmente, as equacdes extraidas sdo definidas da seguinte maneira:

Definicdo 5.5 (Equagdo extraida). Uma equag@o extraida é uma quddrupla (C1,C>,Z,1,) (es-
crita (C1 = Cp,11,1) tal que Cy e Cy sdo contextos algébricos e 11,7, sdo instanciagcdes de

contexto.

Agora, nés estamos prontos para ver como as equagdes extraidas s@o utilizadas por
T". Considere novamente o termo A [p 20 x = O} .¥'. Durante o processo de verificacdo de tipo
desse termo funcao, considera-se a tipagem do termo ¥ em um contexto X que contém a relagdo
de tipagem anotada [p 2=0x = O} . Dessa maneira, invocagdes de 7 para decidir congruéncias
fornecem a equagdo x = 0, para que 7 possa raciocinar utilizando essa informacao. De fato,

todas as equacdes extraidas que se encontram no contexto X nesse momento sdao passadas para

T.
5.1.4 Congruéncia

Finalmente, nés chegamos ao dltimo passo do esquema: a relacdo de congruéncia
=b . Como vimos acima, no Célculo das Construgdes Indutivas (Coq) a relagio de congruéncia é
estabelecida pela mera verificagdo sintatica da identidade entre dois termos. No entanto, para
integrar a teoria 7 ao restante do sistema, 0 CogMT introduz um célculo formal para a relagio de

congruéncia. Existe uma primeira regra que estabelece a congruéncia sintética entre dois termos:

I Estritamente falando, de acordo com a definicdio 5.5, esse termo deveria ser escrito como

A [p (@0lg=aLl) x = 0} .7, mas nés vamos continuar com a notagdo simplificada para facilitar a leitura.
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E existem regras para estabelecer as congruéncias derivadas da teoria 7

t =uéuma (7,0)-consequéncia médulo a relagdo vazia (

T Ded 1)
z A . 2, * *
t = u éuma (T, E)-consequéncia médulo < - =2 - <> (DedT)
(&
t=pu

Finalmente, existem regras que permitem propagar congruéncias elementares para congruéncias

entre termos complexos. Por exemplo:

b 771/ —b / —b
U= U V—{e}uEV e=pe

(Lam-¢€)
Ax:U)v=A <x ¢ U'> v
Em particular, a regra Lam-¢ também ilustra como as equacdes anotadas e sdo passadas para
o conjunto de equacdes extraidas E durante a derivagdo. Na préxima secao, nds veremos em
detalhe a propagacdo e processamento de equagdes extraidas em diversos pontos do sistema.
Note que o célculo possui duas regras para derivar congruéncias entre termos uti-
lizando a teoria 7. A diferenca bdsica entre elas é que uma utiliza as equagdes extraidas do
contexto (Ded T) enquanto a outra € limitada a congruéncias derivaveis a partir de contexto vazio
(Ded ). A razdo para essa separacdo € que existem contextos (e.g. raciocinio por contradi¢@o)
em que as congruéncias derivadas a partir do conjunto de equagdes extraidas E podem ter
impacto negativo sobre as boas propriedades meta-tedricas do sistema. Na pratica, o cdlculo
usa a regra (Ded T) sempre que possivel, utilizando a outra regra em contextos onde € preciso
realizar uma derivacao mais segura. Para mais detalhes, veja (STRUB, 2010, p.9).

Abaixo nés temos as defini¢des que formalizam a nogdo de (7, E)-consequéncia.

Defini¢do 5.6. Seja {C;} ., um conjunto de contextos pré-algébricos, {L;}, ., um conjunto
de instanciacoes de contexto e R uma relacdo bindria entre termos CogMT. Para qualquer
i € {1..n}, k, seja tj o termo associado a k-ésima varidvel pela instanciagdo 1.
Seja {ji}lgign um conjunto de instanciagoes e V um conjunto de equagoes entre
varidveis. Dizemos que {7}, abstrai {(C;,Z;)} de acordo com 'V e R se:
1. Paratodo i € {1..n},k, J; associa uma varidvel nova x; j a k-ésima varidvel de C;

2. (x,-,p = xm) € Vimplicaemt; ;Rt; 4

Definicdo 5.7 (T, E)-consequéncia). Seja E = [(C! = CI, T}, I}) | 1 <i < n| uma sequéncia
de equagoes extraidas, e t,u dois termos CogMT da forma C(l) [I(l)} e C [I(ﬂ respectivamente.

Seja R qualquer relagdo bindria em termos CogMT.
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Nds dizemos que (t = u) é uma (T, E)-consequéncia modulo R se existe um conjunto
{\71'&},‘705 de instanciagoes de contexto e um conjunto V de equagoes entre varidveis tais que
L TAGT] =T} VEG L] = G %),
2. {‘Yi“}i’a abstrai {(Cf‘,Ii“)}i’a de acordo comV e R.

5.2 Aspectos Técnicos

Na discuss@o acima, nés vimos que as equagdes extraidas aumentam as oportunidades
de deducdo que podem ser realizadas pela teoria 7. No entanto, o usudrio precisa indicar que
equacoes ele deseja extrair (mais adiante, na secdo 5.3, nds vamos discutir um caso em que
a extracdo de uma equacdo acarreta em problemas). Como vimos também, as equacdes a
serem extraidas sdo opcionalmente anotadas no momento que o usudrio escreve termos A ou
I1. A questdo € que as equagdes s6 sdo utilizadas no passo de congruéncia, e existe um longo
caminho para chegar até 14. Mais precisamente, as anotacdes sdo feitas em termos que sao
decompostos e/ou transformados por aplicacdes de regras de tipagem, computagdo e congruéncia,
e € preciso tomar cuidado para que a informacdo contida na anotag@o ndo se perca. A seguir nos
vamos discutir varios pontos onde essas anotacdes podem ser perdidas, e apresentar os recursos
adicionais que foram introduzidas para evitar que isso aconteca.

1. Considere o termo o definido como (k [p X0 x = O] .}/) t, ou seja, a aplicacdo de um
termo fun¢do, com uma varidvel anotada, a um termo arbitrario 7. Suponha que durante
uma verificacdo qualquer de tipos X =4 : H, onde H contém o termo «, é aplicada uma
B-reducido ao termo ¢. Como sabemos, o termo que resulta dessa redugio é y{p «t}.
O problema aqui é que a anotagcdo da equacao extraida foi perdida. Para resolver essa
dificuldade, introduz-se outra forma de anotagdo para equacgdes extraidas, o marcador de
equagdo e [u £ U], onde u e U sdo termos arbitrdrios e € é a equagdo extraida a partir de U.
Agora basta alterar a regra de 3-redugao para produzir o termo e [t X0 x = O] y{p +t}.

Abaixo, temos a defini¢do formal dessa versdo da B-reducéo:
— —
(B) (o [w ¢ W] Alx: U].v) u—e [w ¢ W} v{x < u}
—_ , 4 /
(B=¢) (o [w :eW] A [x:e U} .v) u—e [w ¢ W} .o [u ¢ U} v{x < u}
Ou seja, a primeira regra simplesmente preserva o prefixo de anotagdes o [w :¢ W] de um

termo fungdo sem anotagdo na varidvel, e a segunda regra acrescenta a anotagdo do termo

funcdo a esse prefixo.
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2. Além da B-redugio, o célculo de tipagem também precisa ser adequadamente reformulado
afim de preservar anotacdes ao longo da derivacdo do tipo de um termo anotado. O
primeiro passo consiste em mostrar como surgem contextos com atribui¢coes de tipagem
anotadas, como aludido na secdo 5.1.3. As regras que introduzem termos com equacoes
extraidas anotadas a arvore de derivacao tem o papel de verificar a correspondéncia entre
uma equagdo extraida e o tipo associado. Estas regras tem como hipétese a extraibilidade

da equacao, definida a seguir:

Definicio 5.8 (E-Extraibilidade). Seja e = (C) = C>,Z,J) uma equagdo extraida, T um
termo, e E um conjunto de equacoes extraidas. Nos dizemos que e é E-extraivel a partir

de T quando T ~g C[Z] =C, [T

Veja abaixo um exemplo de regra de introducao:

xeV I'7:s e é I'-extraivel a partir de T
Fru{x:*tikx:7t

(Var)

Note que quando ndo ha uma equagdo extraida, nés simplesmente desconsideramos a
ultima hipétese, obtendo a mesma regra que usamos desde o Calculo das Construcdes.

3. Num contexto X =T"U { p - 0x= 0}, suponha ser possivel derivar L+ y: (G x), onde
G : N — % é uma familia qualquer. Nesse contexto, também é possivel derivar L+ v: (G 0),
pois (G x) ~x (G 0) (i.e., (G x) e (G 0) sdo conversiveis no contexo £ que contém x = 0)
possibilita a aplicacdo da regra de conversao para realizar tal derivagdo. A partir disto,
n6s podemos formar o termo fungdo (A [p =" x=0].y). Ignorando a anotagdo, este
termo teria tipo da forma ITp : (x =0).(G x) ouIlp : (x =0).(G 0) (isto é, seria possivel
derivar ambos os tipos para a funcio). A dificuldade aqui encontrada é que a aplicacdo da
regra de conversado entre estes dois tipos ndo € mais possivel. Lembre que a derivacdo de
um tipo fun¢@o ocorre num contexto menor (neste caso, I'), sem a atribui¢do de tipagem
correspondente a varidvel da funcdo. Como o contexto I" ndo contém a equacdo x =0, e a
regra de conversao tem acesso apenas ao contexto e aos tipos envolvidos, a conversao entre
os tipos func¢do apresentados acima nao € possivel. A solucdo para este problema consiste

em reproduzir a anotacao do termo fung¢do também no seu tipo, da seguinte maneira:

Agora, as regras que eliminam atribui¢des de tipagem devem preservar as anotagdes nos



50

tipos, e ficam da seguinte maneira:

Tru{x"'t}re:oc Tk (Ix:""7.0):s
Tk (Ax:"? t.e): (IIx:"’ 7.0)

Lam

I'Ho:s; Tu{x"o}ltt:s,
'+ (Hx w? O'.T) %3

Prod

A tunica diferencga destas regras para as regras analogas no CC e no CIC € a presenca da
anotacao opcional w? (que, quando presente, deve estar presente em todos os termos da
regra).

4. Considere novamente a aplicagdo do termo (A [p =" x = 0] .y) ao termo 7, que ilustrou
a discussdo um pouco mais acima sobre 3-reducdo. No que diz respeito ao tipo destes
termos, ¢ deve ter tipo x = 0, para que seja possivel formar a aplicacdo. Ja o tipo da funcdo
depende do tipo de ¥, que ndo conhecemos. Vamos dizer que ¥ : G. O tipo da fun¢do
(A [p*="x=0].7) ¢ neste caso, IIp :*=° (x = 0) .G. Mas, quando desejamos encontrar
o tipo da aplicac@o o, nds observamos um problema andlogo ao que ocorre na f3-reducao,
em que uma anota¢do numa vinculagio se perde; se considerarmos apenas G {p + ¢}
como o tipo de (A [p *=" x = 0] .7) 1, a anotagdo x = 0 ndo estd presente. Este problema
€ solucionado da mesma forma. A anotacdo € reintroduzida através de uma alteracdo da

regra de aplicacdo para inclui-la no tipo final. Abaixo, temos a definicdo formal da regra’:

——
Fl—tlzo[w:eW] Ilx:80.7 I'tt:o

Tk (1) : o {m} ol f 0] (T i=1)) e
Note a semelhanga entre esta regra de aplicagéo, e o que foi definido como B-redugio para
0 CogMT.

5. A seguir, nés vamos apresentar duas regras adicionais que foram introduzidas no cédlculo
apenas para resolver problemas relacionados com termos . Considere um contexto I', onde
ru { p = 0x= 0} F 7: G, no qual as derivagdes de tipo a seguir sdo realizadas. A primeira
derivagdo consiste numa aplicacdo da regra App-€ ao termo funcao (7L [p X=0 x = O] .}/)
de tipo I1 (p =0y = 0) .G e argumento ¢ de tipo x = 0.

IE(A[p="x=0].7):I(p*"x=0).G Thrr:x=0
TH((A[p*=x=0].7)t):e[t:x=0].(G[p:=1])

Assim como a regra de 3-reducéo foi dividida em duas, a regra de aplicagdo também foi dividida em duas, onde
a variante que ndo apresentamos simplesmente preserva o prefixo de anotacdes.

App-€

2
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Por outro lado, segue que 0 mesmo termo ((A [p =% x = 0] .y) t) pode ser B-reduzido
para e[t : x =0].(y[p :=1t]). Nbs devemos esperar entdo que o termo f3-reduzido tam-
bém tenha tipo e [t : x = 0]. (G [p :=1]). Ou seja, nds gostariamos de fazer uma segunda

derivacdo, da forma:

A regra que € apresentada no CogMT para realizar esta derivagdo € a seguinte:

Fu{efr:t|}Fu:U Thit:1t  eéT-extraivel apartirde T
I-eft:¢t|u:eft:¢1].U

Na aplicagdo desta regra ao nosso exemplo, a hipétese chave é derivar y[p :=1t]: G [p :=1],
mas no contexto contendo e [t : x = 0. E importante observarmos porqué. Quando deriva-
mos Y originalmente (como o corpo da funcao (/l [p 20 x = O] .y)), o contexto continha
a equacdo x = 0 através da atribuicao de tipagem { p = 0x= 0}. Mas na derivagao de
Y[p :=t], n6s sabemos apenas que é possivel construir ¢ : x = 0, e ndo que a equacdo pode

ser extraida no contexto. A solucdo apresentada no CogMT € dada pela seguinte regra:

I'Ft:7 I'Fu:U e € I'-extraivel a partir de T
FTu{e[t:¢t]}Fu:U

Weak-e

Ou seja, se num contexto I' é possivel derivar u : U, entdo também & possivel realizar
a mesma derivac¢ao no contexto estendido com a equacao e, assumindo que tal equagao
€ de fato extraivel em I'. Esta € a unica regra que introduz termos e ao contexto. Isto
significa que ndo hd uma regra primitiva que permita a construcdo de um termo que
dependa diretamente da presenca de marcadores de equacdo no contexto (ao contrdrio de
atribuicdes e a regra Var), e o uso dessas equacdes no contexto € apenas aquele indicado
pelo exemplo, isto é, tornar visivel para a regra de conversao que a equacao e é extraivel
no contexto. Além disso, esta € a ultima regra do cdlculo que lida diretamente com
marcadores de equagdo. De fato, nds apresentamos todas as regras do CogMT(STRUB,
2010), e estamos preparados para realizar uma discussdo sobre as implicacdes da presenca
dos termos e, um pouco mais adiante, na se¢do 5.3.

Finalmente, além das modificagdes e regras adicionais descritas acima, o CogMT também

redefine a no¢@o de contexto de tipagem. Como vimos acima, o contexto também contém termos

e. O contexto de tipagem €, portanto, uma colecdo de atribuicdes de tipagem opcionalmente

anotadas x :*’ T, juntamente com marcadores de equagio e [t :° T']. Agora que temos a defini¢iio
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de contexto, nés podemos apresentar a defini¢do formal da regra de conversao:

I'kt:t I'Fo:x T~ O
I'tt:o

Conv

P . * * P . ~ P
onde ~r € definido como < - =7 - <+, onde E € o conjunto de todas as equacgdes extraidas
presentes em 1" . Por sua vez, o processo de congruéncia também pode adicionar novas equagdes
ao conjunto E. NGs vimos na secdo 5.1.4 como isto € feito por meio da regra Lam-¢€, mas as

equagdes também podem ser adicionadas de maneira semelhante por meio de outras regras.

5.3 Conclusao

Como mencionamos na introducdo deste capitulo, a discussdo que apresentamos
foi baseada no artigo Cog Modulo Theory(STRUB, 2010). No contexto de uma extensiva
pesquisa de seu autor sobre como incorporar teorias decidiveis de primeira ordem ao Célculo
de Constru¢des Indutivas, este trabalho representa um ponto intermedidrio, no qual a ideia de
equacOes extraidas aparece na sua forma mais bem-acabada. Mais especificamente, as versoes
anteriores do trabalho(STRUB, 2008; BLANQUI ef al., 2007) ainda ndo continham o recurso
dos marcadores de equacdo e, e impediam a reducio dos termos quando isso acarretava na perda
de uma equagdo extraida, como relatado em (STRUB, 2010). Por outro lado, os trabalhos mais
recentes(BARRAS et al., 2011; JOUANNAUD; STRUB, 2017) se concentram na demonstracao
de propriedades meta-tedricas, em uma versdao do sistema que ndo trabalha com equagdes
extraidas. Portanto, o artigo que estudamos corresponde a versao do trabalho que busca fazer o
uso mais extensivo da teoria 7, no sentido de aumentar a automagao oferecida pelo sistema, que
€ o ponto central de nosso interesse.

Na realidade, o abandono das equagdes extraidas que se observa nos trabalhos
mais recentes € motivado também por problemas técnicos relacionados com a ocorréncia dos
marcadores de equacio e nos tipos. O exemplo a seguir ilustra um problema que pode ocorrer.
Suponha que num contexto I' seja possivel derivar I' - (Ax: T.u) : (Ilx: T.U), onde ndo hd
ocorréncias de x em U. Considere também que € possivel derivar '+ f: U — B,e 't : T. Entao,
claramente € possivel derivar um termo com tipo B, sendo este simplesmente (f ((Ax: T.u) t)).
A seguir, suponha que o tipo 7 tenha sido extraido durante a derivacdo de u, resultando em
IF'U{x:*T}Fu:U. Portanto a fungdo formada é '+ (Ax :° T.u) : (ILx :¢ T.U) . Mas isto significa
que, quando formamos a aplicagdo ((Ax:© T.u) t), esta tera tipo e[t :* T].U, e ndo pode ser

aplicada a fun¢do f pois esta funcdo recebe argumentos do tipo U. Este exemplo ilustra o fato
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de que, se por um lado a extragdo de equagdes aumenta as oportunidades de deducido em 7T,
por outro lado, elas podem deixar marcagcdes e nos tipos dos termos resultantes, que podem
gerar incompatibilidades. Isto mostra que a extragdo de equagdes deve ser feita com cuidado, o
que inviabiliza a constru¢cdo de mecanismos ingénuos de extracdo automadtica. O autor aponta
também para a possibilidade de adotar o recurso de sub-tipagem para remover as marcagdes de
equacoes nos tipos(STRUB, 2010).

Na priética, a solu¢do adotada pelo autor foi remover completamente o recurso de
equacoes extraidas do CogMT. Nos artigos que vieram em seguida, ndo sdo feitas maiores
consideragdes sobre o assunto, e nesse sentido, ndo € claro se a decisdo foi motivada pelos
problemas mencionados acima, ou se a ideia era facilitar a demonstracio de propriedades meta-
tedricas, mas o fato é que as equacdes extraidas foram efetivamente removidas. A questdo que se
coloca é, portanto, o que resta do CogMT sem equacgdes extraidas. Basicamente, nés podemos
entender o sistema em termos de duas caracteristicas relativamente independentes: A) uma
funcdo de normalizagdo, utilizada em conjunto com a t-redugdo, € B) uma versao limitada de
deducdo na teoria 7, limitada a equacgdes validas sem o uso de hipdteses em 7. Esta divisdo
se vé claramente no que foi apresentado®, onde ha separadamente uma fungéio norm e a regra
Ded_L (note que a regra Ded T ndo € necessdria na auséncia de equagdes extraidas).

Sem a possibilidade de utilizar equagdes extraidas, todas as igualdades demonstradas
por uso direto da teoria 7 sao igualdades livre de contexto. H4 uma conexao imediata com as
ideias presentes nas teorias de tipo onde ha a presenga da regra da extensionalidade; nés podemos
ver que o CogMT torna a conversao do sistema mais poderosa também através da adicao de
igualdades simples. Mas nestas teorias, a indecidibilidade mostra-se como um problema sério,
visto que nao ha nenhuma orientagc@o sobre como exatamente tais igualdades devem ser utilizadas.
N6s vemos que as reducdes que estudamos em sistemas anteriores nao sofrem desse problema,
pois carregam consigo uma diregdo, observada na simplificag¢@o estrutural dos termos reduzidos.
Quando consideramos igualdades arbitrdrias, ou mesmo aquelas expressiveis em primeira ordem,
ndo € necessariamente o caso que tal dire¢ao exista (considere por exemplo a comutatividade
n+m=m+n). O CogMT contorna este problema exigindo a decidibilidade como pré-condicdo,
ficando a cargo do algoritmo de decisdo como devem ser aplicadas as igualdades bésicas da

teoria. Mas o outro aspecto remanescente do CogMT oferece uma solu¢do mais elegante. A

3 Isto contrasta com versdes mais recentes, porque nestas foi feita uma reformulagio afim de definir a fungdo de

normaliza¢do em termos da relacdo de congruéncia. Isto significa que hd uma simplificacdo em tais versoes,
onde ao invés da funcdo definida independentemente, ha apenas o caso restrito em que a fun¢io é, num certo
sentido, “trivial”.



54

funcdo de normalizacdo € definida afim de expor um construtor para que a t-reduc@o possa
operar sobre o termo normalizado. Se encaixarmos o uso de igualdades numa estrutura indutiva
nds podemos fazer uso desta para direcionar tais igualdades da mesma forma que as redugdes
sdo direcionadas. Desta forma, tratamos de uma cole¢do de igualdades num sé movimento,
diferindo de teorias extensionais (em que cada igualdade é considerada isoladamente), mas sem
a obrigacao de lidar com uma teoria inteira como no CogMT. O que exatamente se entende
por estrutura indutiva, assim como o encaixe em questdo, sao topicos de discussdo do préximo

capitulo.
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6 CONCLUSAO

Lembre da pergunta que foi deixada na Introducdo: como transformar conteudo
matemdtico em regras de computagdo, de modo que a automacado no sistema possa crescer de
maneira gradual e construtiva, a medida que os teoremas vao sendo provados. Para comecar a
responder essa pergunta, nés vamos reexaminar alguns aspectos associados com a computacio
presente nos sistemas formais que vimos nos capitulos anteriores. O Calculo das Construgdes
(CC) € o primeiro ponto da sequéncia estudada em que de fato passa a ocorrer alguma forma de
automacao. Basicamente, introduz-se a no¢ao de conversao, que consiste em verificar se dois
tipos sdo equivalentes por meio de computacdo. Em principio, essa computacao se resume a
aplicacdo de B-redugdo, mas é possivel incorporar outras computa¢des por meio de codificagio.
Essa ideia de um mecanismo de conversdo automético nos parece bastante conveniente. Além
disso, nds vimos que no CC ¢ possivel codificar tipos indutivos e a computacao associada a eles
(e.g. nimeros naturais, através da codificacdo de Church). No entanto, a abordagem baseada em
codificacdo tem algumas limitag¢des sérias, como ineficiéncia e falta de expressividade (veja as
secoes 4.3 e 3.4, respectivamente). Esses problemas parecem indicar que a codificacdo ndo é um
bom caminho para obter computagdo mais expressiva. De fato, o CIC oferece uma outra solucio
para implementar computacao indutiva, ao incorporar ao sistema uma nog¢ao especifica de tipos
indutivos, e associar computacao via t-reducdo a eles. Além de resolver as limitacdes indicadas
acima, isso realmente oferece uma solucao bem mais elegante. Finalmente, o CogMT tenta
ir além, ao propor a possibilidade de incorporar uma teoria 7 de primeira ordem diretamente
ao processo de conversao. Em principio, isto parece uma boa ideia, mas a implementacao que
estudamos apresenta uma série de problemas de ordem pratica, por ter cariter muito geral. Por
outro lado, ao restringir as possibilidades de aplicacdo da teoria, nos parece que a funcao de
normalizacdo de 7 acaba se tornando a parte mais importante do sistema. Como no CogMT a
funcdo de normalizacdo estd acoplada a regra de t-reducdo, nds temos mais uma vez um sistema
que se apoia de maneira importante na no¢ao de computagdo indutiva.

Todas essas observacdes parecem indicar que a exploracdo de estruturas indutivas sdo
um caminho natural para implementar a automacao em assistentes de prova. Isso faz sentido, pois
a estrutura indutiva fornece uma forma de direcionamento para a aplicagdo dos fatos matematicos,
0 que permite instanciar a nocao de computagdo. As observacdes do pardgrafo anterior também
mostram que essa forma particular de computagdo pode ser acoplada ao processo de conversao

para a obtencdo de uma série de beneficios, como a elisdo de provas e a integragdo da computacao
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a parte légica do sistema. Mais especificamente, se o assistente de prova € capaz de verificar
sozinho a equivaléncia entre dois tipos (via computagdo), entdo nao € preciso incluir nenhuma
justificativa desse fato no objeto de prova, e € isso 0 que nds chamamos de elisdo de provas. E, se
o0 assistente de prova tem essa capacidade computacional, entdo certos passos logicos do sistema
podem ser realizados via computacao.

Portanto, a resposta que nés queremos oferecer para a pergunta acima é: Basta seguir
o caminho apontado por estruturas indutivas. De fato, € exatamente isso o que acontece no CIC.
As estruturas indutivas sdo introduzidas no cdlculo por meio de defini¢des de tipos indutivos.
Por um lado, essa defini¢ao especifica os construtores do tipo, € por outro lado, ela introduz
automaticamente no contexto o eliminador associado ao tipo. O eliminador, por sua vez, permite
formular defini¢des indutivas de funcdes que operam sobre objetos do tipo indutivo. Essas
defini¢des essencialmente consistem de regras que especificam o comportamento da funcio para
cada construtor. Dessa maneira, o cilculo do valor da fun¢io sobre um termo formado pela
aplicag@o de construtores consiste em utilizar a regra correspondente ao construtor mais externo,
sucessivamente. Finalmente, como em cada passo s6 existe uma regra disponivel, esse processo
pode ser realizado de maneira automatica. Ou seja, em um certo sentido, a estrutura sintatica
do termo direciona o conteido matemadtico da definicdo, de forma que ele pode ser interpretado
como um conjunto de regras computacionais.

Mas, ao associar o mecanismo de computacao as defini¢des indutivas, o CIC acaba
impondo restricoes excessivas a computacdo que estd disponivel no sistema. Mais especifica-
mente, as regras computacionais devem satisfazer as mesmas condi¢des que sdo exigidas da
definicdo. Por exemplo, as regras de uma definicio indutiva devem ser exaustivas € mutuamente
exclusivas, isto €, deve existir um Unico argumento que controla a recursio, e exatamente uma
regra para cada construtor do tipo desse argumento. Condi¢des desse tipo desempenham um
papel importante nas defini¢des indutivas, pois elas garantem que a definicdo é completa e ndo é
ambigua. Mas, o exemplo a seguir mostra como essas condi¢des podem restringir a computagao.
A defini¢do tipica de soma sobre nimeros naturais no CIC nos da as regras de computagao
por recursdo a esquerda 0+x — x e (Sx)+y — S(x+y). Dessa maneira, um termo como
1 +x = (50) 4 x reduz em dois passos para Sx. Por outro lado, o termo x+ 1 =x+(50) é
irredutivel. Agora, suponha que as regras que correspondem a recursao a direita, x+0 — x e
x+ (Sy) = S(x+y), também tem cardter computacional. Nesse caso, o termo x + 1 também

reduz em dois passos para Sx. No entanto, essa suposi¢do viola a condi¢do mencionada acima,
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pois as quatro regras definem uma recursdao sobre dois argumentos. Ou seja, a computacao
associada a definicdo tipica da soma é mais restrita do que € possivel obter. A partir dessa
observacao, abrem-se dois caminhos para tentar introduzir mais computagdo ao sistema. O
primeiro consiste em utilizar esquemas de definicdo mais gerais (e.g. definicdo por regras de
reescrita (CHRZASZCZ; WALUKIEWICZ-CHRZASZCZ, 2007)). Em principio isso pode
funcionar, mas ao abandonar a no¢ao de defini¢des indutivas, nds perdemos de vista a ideia
obtida acima de que € natural implementar automacao ao longo de estruturas indutivas. Por
essa razdo, n6s vamos adotar o segundo caminho, que consiste em desacoplar a computacio das
definicdes indutivas (fun¢des) — mantendo a computacdo associada a estruturas indutivas!

Para fazer isso, nds vamos resgatar a nossa intui¢do original de transformar contetido
matemdtico, mais especificamente teoremas, em computacdo. Em outras palavras, a nossa
proposta consiste em eliminar a computagdo presente nas defini¢des indutivas e recuperar esta
computacao através de teoremas. Nesse sentido, nds queremos utilizar enunciados de teoremas
como regras de computagdo, de modo que eles desempenhem um papel semelhante ao que as
regras das defini¢cdes indutivas tem no CIC. O tnico problema é que, em geral, teoremas nao siao
direcionados. Um caso tipico sdo teoremas que estabelecem a igualdade entre dois termos, que
pode ser utilizada nas duas dire¢Oes. A nossa ideia chave, entdo, consiste em utilizar estruturas
indutivas para indicar a dire¢do em que o teorema deve ser utilizado em uma computacido. Mais
especificamente, se os termos que aparecem no teorema ja possuem um tipo indutivo, entdo basta
examinar se uma das dire¢des do teorema pode ser interpretada como uma regra de redugdo ao
longo dessa estrutura indutiva. Por exemplo, o teorema que estabelece a relacao de recursdo
a direita na fung@o de soma, ILx,y.S(x +y) = x + (Sy), pode ser direcionado para obter a regra
x+(Sy) — S(x+y). E, quando isso ndo € o caso, pode ser possivel explicitar a estrutura indutiva
dos termos a posteriori, identificando subtermos que fazem o papel de construtores, de modo
que o teorema possa ser interpretado como uma regra de redugdo ao longo dessa estrutura. Por
exemplo, considere uma definicdo ndo-indutiva dos nimeros naturais e das fun¢des de soma
e multiplicacdo (e.g. via a no¢do de semianel inicial). Nesse caso, 0s termos que representam
nimeros naturais nao sao formados por construtores, estritamente falando. Por outro lado, n6s
podemos interpretar termos da forma 1+ x como o sucessor de x, de modo que o subtermo 1+
cumpre o papel do construtor S. Uma vez que essa observacao foi feita, nds podemos direcionar
o teorema IIx.1 +x = x+ 1 para obter a regra de computacdo x+ 1 — 1+ x. Utilizando a mesma

ideia, nés também podemos direcionar o teorema Ilxy,xx (1 +y) = x+ (x*y) para obter a regra
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de computacdo x* (1 4+y) — x+ (x*y). Agora, ndo é dificil ver que o termo x* (y+ 1) reduz
em dois passos para x+ (x*y). Esses exemplos mostram que a nossa solu¢do permite obter, no
primeiro caso, mais computacao do que se tem no CIC, e no segundo caso, obter computacdo
em uma situagdo em que ela ndo existe no CIC. Mas, € preciso fazer isto com cuidado, pois
existem condi¢des que devem ser satisfeitas para que a computacao esteja bem-definida. Por
exemplo, o conjunto de regras obtidos a partir do direcionamento de teoremas pode gerar uma
computacao ndo-terminante. Na secio seguinte, nds vamos discutir esses € outros aspectos

técnicos associados a nossa proposta.

6.1 Aspectos técnicos

Como mencionamos acima, a nossa ideia consiste em desacoplar a computagdo
das defini¢des e recupera-la por meio de um mecanismo que utiliza teoremas como regras de
computacdo. E a chave para fazer isto consiste em lancar mao da seguinte observacgao feita
no sistema VeriML(STAMPOULIS, 2013): O mecanismo de conversio € essencialmente uma
tatica em que o sistema confia !. Logo, a nossa proposta pode ser vista como a ideia de trocar
0 mecanismo de conversao presente em um sistema como o CC ou CIC, por um mecanismo
de conversio que utiliza teoremas como regra de reducio. E claro que isso precisa ser feito
preservando a confianca do sistema no mecanismo de conversdo. Existem ao menos duas
maneiras de conseguir isto. A primeira delas consiste em investigar a natureza da computagdo
que estd sendo introduzida para garantir as suas boas propriedades. E a segunda delas consiste
em utilizar uma solucio que ja fez uma investigacdo similar, como o sistema VeriML. O VeriML
consiste em duas partes: um sistema formal, que € muito similar ao CC mas ndo possui a regra
de conversdo, e uma linguagem de programacgdo, que permite a construcao de téticas (isto &,
programas que geram termos do sistema formal) e utiliza a primeira parte como sistema de tipos.
Dessa maneira, quando as tdticas possuem um tipo correto, elas correspondem a uma computacao
confidvel. Como o foco desse trabalho € entender o papel da computacdo em um assistente de
prova e investigar a melhor maneira de acopla-la ao sistema, a seguir nés vamos nos restringir
a descrever o novo mecanismo de conversao, e assumir que uma eventual implementacao do

sistema seguird por um desses caminhos.

' A passagem especifica é a seguinte: "The crucial step is to recognize that the conversion rule essentially consists

of a trusted tactic that is hardcoded within the logic type checker. This tactic checks whether two terms are
definitionally equal or not; if it claims that they are, we trust that they are indeed so, and no proof object is
produced."(STAMPOULIS, 2013, p.156)
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O mecanismo de conversdo presente no CIC € extremamente simples: apds aplicar
sucessivas redugdes aos dois termos para obter as correspondentes formas normais, o sistema
verifica se elas sdo sintaticamente iguais. A nossa modificacio consiste apenas em alterar o
conjunto de regras de reducao que € utilizado nesse mecanismo. Mas, como ja sabemos, € preciso
fazer isso com cuidado, pois o conjunto de regras de reducdo precisa definir uma computacao
com boas propriedades. Por exemplo, imagine que as regras de reducdo x + (Sy) — (Sx) +y
e (Sx) +y — x+ (Sy) estdao presentes no conjunto. Nesse caso, € facil ver que a aplicagdo
sucessiva dessas regras pode gerar um laco infinito. Aqui mais uma vez existem ao menos dois
caminhos possiveis para certificar o conjunto de regras de redugdo. O primeiro consiste em
investigar em que condi¢des esse conjunto tem as propriedades desejadas (e.g. normalizacdo
forte, consisténcia logica, etc). Por outro lado, a questdo sobre regras de reescrita definirem
uma computagdo com boas propriedades ja foi investigada extensivamente na literatura. O
segundo caminho, portanto, seria adotar algum critério como General Scheme(BLANQUI, 2001)
e HORPO(WALUKIEWICZ-CHRZASZCZ, 2003) que certifica propriedades especificas de um
conjunto de regras de reescrita, como a terminacdo da computagdo. O problema da consisténcia
légica da integracao desses critérios a um assistente de provas como o Coq é considerado em
(CHRZASZCZ; WALUKIEWICZ-CHRZASZCZ, 2007). Como fizemos acima, nds vamos
assumir que uma eventual implementagdo do sistema ird escolher um desses caminhos para
certificar o conjunto de reducdes.

Finalmente, as regras de reduc¢ao que nds pretendemos utilizar serdo obtidas com
o direcionamento de teoremas baseado em alguma estrutura indutiva. Essa restricdo adicional
introduz duas possibilidades interessantes. A primeira delas € a ideia de obter a propriedade de
consisténcia l6gica imediatamente a partir do fato de que a computagdo € baseada em teoremas.
E a segunda € a possibilidade de obter um critério mais abrangente do que HORPO e General
Scheme, a partir do fato de que as regras de redugdo sdo orientadas por meio de uma estrutura
indutiva 2. Por outro lado, as garantias mencionadas nos pardgrafos anteriores ja sdo suficientes,
e nds podemos continuar a descrever a nossa proposta.

O elemento central da nossa proposta € a ideia de explorar a computacdo ao longo
de estruturas indutivas. Considere primeiramente o caso em que os tipos foram definidos
indutivamente. J4 existe, nesse caso, uma estrutura indutiva descrita no sistema que pode

ser utilizada para orientar os teoremas. Mas uma das consequéncias mais interessantes do

2 Estas questdes correspondem a um passo adiante interessante, e nés pretendemos nos dedicar a elas em trabalhos

futuros.
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desacoplamento entre a computacao e as defini¢des € que a ideia de que a computagdo pode
ser explorada ao longo de estruturas indutivas que nao correspondem a definicao basica dos
termos. Mais especificamente, nés podemos projetar uma segunda estrutura indutiva sobre o tipo,
explicitando expressdes que fazem o papel de construtores. Por exemplo, considere a defini¢dao
tipica do CIC para os nimeros naturais, que € formulada em termos de uma estrutura indutiva
undria. Entéo, nés podemos identificar as expressdes 0, (2xx) + 1 e (2*x) + 2 desse tipo como
construtores de uma estrutura indutiva bindria para os nimeros naturais. A ideia é que essa
estrutura indutiva alternativa pode ser explicitada para o sistema, para orientar teoremas e obter
regras de reducdo. Agora, considere o caso em que os tipos ndo foram definidos indutivamente.
Aqui, ndo hé realmente alternativa, pois para obter qualquer tipo de computacao € preciso projetar
uma estrutura indutiva sobre o tipo. Um exemplo deste tipo foi apresentado no final da sec@o
anterior. Em todos os casos, o que caracteriza a estrutura indutiva € a gramdtica de construtores
que define os termos do tipo indutivo, e € ela que determina a dire¢cdo em que 0s teoremas serao
orientados.

Do ponto de vista operacional, nés imaginamos que o usudrio € responsdvel por
definir as estruturas indutivas que serdo utilizadas, mais especificamente as suas gramaticas
de construtores, e indicar explicitamente os teoremas que ele deseja direcionar. As regras de
reducdo assim obtidas sdo registradas no sistema para uso posterior no mecanismo de conversao.
Comecando em um sistema como o CIC, o primeiro passo consiste em desabilitar a computagao
automadtica associada as definicdes de tipos indutivos. Ao fazer isso, no entanto, surge o problema
de que certos teoremas, que s6 podem ser demonstrados por computacdo no CIC, ndo podem
mais ser provados. Para resolver essa dificuldade, nés utilizamos mais uma ideia encontrada
em (STAMPOULIS, 2013): introduzir igualdades explicitas no sistema, que correspondem as
t-redugdes. Esse passo basicamente nos d4 uma versdo do CIC sem computacao indutiva. O
passo seguinte consiste em demonstrar teoremas e orientd-los com base em estruturas indutivas
para obter regras de reducdo. Abaixo nds temos alguns exemplos que ilustram o funcionamento
desse mecanismo:

a) Esse primeiro exemplo mostra que € imediato recuperar a computacao presente

no CIC. A partir da definicdo
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| | Inductive nat : Type :=

>l 0 : nat
3/ S : mnat -> nat
4| end.

nds obtemos o tipo nat, tal como vimos no capitulo 4, que define uma gramaética
para termos do tipo nat. Esta definicdo também inclui implicitamente o indutor
nat_ind e as novas igualdades que correspondem a t-redugdo sobre o indutor. A

seguir, a fungdo soma € definida utilizando o indutor como:

I |Definition plus n m := nat_ind (fun x => nat) n (

fun n r => S r) m.

Finalmente, nés podemos enunciar os teoremas:

I
=]

| |Theorem plus_0O_r : forall n, plus n O

\S]

Theorem plus_S_r : forall n m, plus n (S m) S (

plus n m).

que podem ser demonstrados trivialmente utilizando as igualdades explicitas
introduzidas pela defini¢do do tipo nat. Agora, basta observar que os teoremas

podem ser orientados para registrar as seguintes regras de reducgao:

plus n 0 -> n.

plus n (S m) -> S (plus n m).

Nos estamos assumindo que essas regras sao armazenadas em estruturas de dados
que sdo consultadas pelo mecanismo de conversdo. Dessa maneira, a computacao
associada a soma no CIC é recuperada no nosso sistema.

b) De fato, existe uma maneira mais interessante e eficiente de recuperar toda
a computagdo associada ao tipo nat de uma s6 vez. Note que as igualdades

explicitas que correspondem a t-reducao
nat_ind_O : TIP,PO, PS. (nat_ind P PO PS 0 = PO)

nat_ind_S : TIP,PO, PS,m. (nat_ind P PO PS (S m) = PS m (nat_ind P PO PS m))
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que podem ser interpretadas como teoremas, e orientadas para obter as regras de

reducgio:

nat_ind P PO PS O -> PO

nat_ind P PO PS (S m) -> PS m (nat_ind P PO PS m)

Isso significa que qualquer defini¢ao formulada em termos de nat_ind, como a
defini¢do de soma no item anterior, herda a computacao associada ao indutor.
Dessa maneira, a computagdo associada ao tipo nat € recuperada através do
mesmo mecanismo que ¢ implementado no CIC (i.e. associando computacdo ao
indutor).

O nosso préximo exemplo mostra como obter mais computacdo que no CIC. Nao

¢ dificil ver que os teoremas abaixo seguem com facilidade da fun¢@o soma:

I |Theorem plus_0_1 : forall m, plus O m = m.

[\

Theorem plus_S_1 : forall n m, plus (S n) m = S (

plus n m).

E eles podem ser orientados para obter as regras de reducao

plus O m -> n.

plus (S n) m -> S (plus n m).

que correspondem a recursao a esquerda. Essas regras devem funcionar jun-
tamente com as regras de recursdo a direita obtidas na defini¢do, assumindo
que o conjunto como um todo possui as boas propriedades que garantem uma
computacdo segura (e.g. satisfazendo HORPO). Dessa maneira, nds conseguimos
mais computacdo associada a fun¢do de soma do que se tem no CIC.

Outra maneira de conseguir mais computacao do que no CIC consiste em utilizar
multiplas estruturas indutivas associadas ao mesmo tipo. Por exemplo, o tipo
nat definido com uma estrutura indutiva de construtores O e S, também pode ser

descrito pela estrutura estrutura bindria abaixo:
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|| Inductive Grammar nat_pos : nat :=
> | 1 : nat

30 | (2%_) : nat -> nat

4l | (2%x_ + 1) : nat -> nat.

Note que nés estamos definindo uma gramdtica de construtores alternativa para o
tipo original. De fato, essa gramética corresponde apenas aos ndmeros inteiros
positivos, mas isso ndo € um problema, pois ela serd utilizada apenas para fins
computacionais. Agora, imagine que as func¢des parity, div2 e log2 ja foram

definidas, e os seguintes teoremas ja foram provados:

|| Theorem parity_twox : forall n, parity (2*n) =
true
»| Theorem div2_twox : forall n, div2 (2*n) = n.

5| Theorem log2_twox : forall n, log2 (2%n) S (

log2 n).

Entdo, os teoremas podem ser orientados para obter as regras de reducao

parity (2*n) -> true
div2 (2*n) -> n

log2 (2*n) -> S (log2 n)

Finalmente, suponha que os nimeros naturais foram definidos via a nocao de
semianel inicial. Nesse caso, nds podemos projetar a estrutura indutiva descrita

pela gramatica abaixo sobre esse tipo.

I'| Inductive Grammar N_unary : N_semiring :=

\S]

| O : N_semiring

30 | (1 + _) : N_semiring -> N_semiring.
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A seguir, teoremas como

1| Theorem plus_0O_nsr : forall (n:N_semiring), n+0
=n

>| Theorem plus_S_nsr : forall (n m:N_semiring), n
+(1+m) = 1+(n+m)

podem ser orientados para obter as regras de reducdo

n+0 -> n

n+(1+m) -> 1+(n+m)

Dessa maneira, nds obtermos computacdo sobre uma defini¢do que nao pode ser

automatizada no CIC.
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