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Resumo

Apresentamos neste trabalho a contagem de alguns tipos especiais de arvores, como
as arvores r-modulares que sao arvores planas enraizadas onde cada né pode ter um
ndmero tr de filhos, para um valor r € N, fixo e t € {0,1,...}. Com o uso de
ferramentas de combinatéria analitica, como o teorema da inversao Lagrangeana e
o método simbdlico, mostramos como nossos resultados generalizam a contagem de
tipos conhecidos de arvores da literatura (drvores bindrias, undrias-bindrias, k-arias,
gerias, etc.). Propomos novas construgoes simbdélicas que tornam possivel contar as
arvores r-modulares com um nimero limitado e ilimitado de filhos. Obtemos também
a contagem de arvores k-Cayley finitas que sao arvores planas enraizadas nas quais
cada vértice nao folha tem grau k. Mostramos que uma &arvore k-Cayley finitas tem
bijetividade com um par ordenado de arvores r-modulares (mais precisamente, um par

de arvores k-arias).

Palavras-Chave: arvores r-modulares, arvores k-Cayley finitas, inversao Lagrangeana,

combinatodria analitica.



Abstract

We present in this work the counting of some special types of trees, as the r-modular
ones that are rooted plane trees where each node can have any number ¢r of children,
for a fixed value r € N, and ¢t € {0,1,...}. With the use of tools from analytic
combinatorics, as the Lagrange inversion theorem and the symbolic method, we show
as our results generalize the counting of known types of trees from the literature
(e.g. binary, unary-binary, k-ary, general trees, etc.). We consider new symbolic
constructions that allow to count r-modular trees with a limited and unlimited number
of children. We also propose the counting of finite k-Cayley trees that are rooted plane
trees where each non leaf node have degree k. We show that there is a bijection between

a finite k-Cayley tree and a pair of r-modular trees (i.e. a pair of k-ary trees).

Keywords: r-modular trees, finite k-Cayley trees, Lagrange inversion theorem, analytic

combinatorics.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao

Nosso estudo é baseado na contagem de tipos especiais de arvores. Neste trabalho
enumeramos! algumas 4rvores, como por exemplo, as arvores r-modulares, arvores
k-Cayley finitas, arvores k-arias, arvores com particao de grau do,dy,...,d,, dentre
outras. A contagem dessas arvores tem aplicacdo, por exemplo, em quimica organica
no estudo de cadeias de carbono (hidrocarbonetos) e no problema dos isomeros?.
Podemos também aplicar resultados de contagem de arvores em problemas classicos
de combinatoria, como o exposto a seguir.

Um problema bastante conhecido de combinatéria é o de determinar de quantas
maneiras distintas podemos viajar de uma cidade F para uma cidade Fj3, visitando ou
nao, em ordem, no maximo outras n cidades distintas {C1,--- ,C,} uma dnica vez. A
figura 1.1 ilustra uma solucao para um exemplo desse problema. A resposta sé daremos

mais adiante, no capitulo 4.

F2
oFL .

Figura 1.1: Ilustracao de uma solugcao para o problema: saindo de [} para
F5, passando por (5 e (3, nessa ordem.

Em uma modelagem utilizando grafos, as cidades corresponderiam aos vértices,
enquanto que uma conexao que liga diretamente as cidades ¢ e j representaria uma
aresta desse grafo ligando os vértices correspondentes. Por exemplo, as maneiras de
sair de F} para F5 passando por até duas cidades C; e Cy seriam FyCCyFy, F1CYC1Fs,
F\CFy, F1CsF;, ou F1Fy que seria, nesse ultimo caso, a opcao de nao passar por

'Empregamos o termo ’enumerar’ com o sentido de contar.
20 problema dos isdbmeros é encontrar compostos de mesma férmula molecular, mas com estruturas
diferentes.
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nenhuma delas. Cada uma das quatro primeiras opc¢oes pode ser vista como uma
sub-4rvore do grafo formado por essas quatro cidades, em que o grau® dos vértices F}

e F, é sempre igual a um e dos vértices C'3 ou (5 € igual a dois.

1.2 Justificativa

Some-se ao interesse pratico* em enumerar estruturas de arvores o fato de que as
novas ferramentas de combinatéria analitica [8] tornam a contagem dessas estruturas
discretas uma tarefa menos ardua. Dai surge a necessidade de se trabalhar ferramentas
como o método simbdlico e o teorema da inversao Lagrangeana, mostrando exemplos
de aplicacoes dos mesmos para a contagem de alguns tipos de arvores ja conhecidas da
literatura. Em especial, enumeramos arvores binarias, gerais, k-arias, dentre outras,
usando arvores r-modulares [14] que sdo originalmente introduzidos por ndés neste
trabalho. Utilizamos arvores r-modulares para definir, igualmente de forma original,
arvores k-Cayley finitas [1]. As publicagoes originadas deste trabalho [1,14] mostram
sua contribuicao tedrica para a area, bem como o manuscrito aqui apresentado pode

servir de referéncia para futuros trabalhos nesse assunto.

1.3 Objetivos

Nosso objetivo principal é abordar de forma mais simples o problema de contagem de
alguns tipos de arvores com e sem rétulos utilizando técnicas de combinatéria analitica
que introduzimos no capitulo 3. A esséncia é explorar o uso de fungoes geradoras
[24], ordindrias ou exponenciais, que consistem em um dos instrumentos cldssicos da
combinatéria analitica, para obter os resultados de contagem. A saber, introduzimos
e enumeramos tipos especiais de arvores, as arvores r-modulares e as arvores k-Cayley
finitas. Maiores detalhes sobre essas arvores sao apresentados posteriormente neste
trabalho.

1.4 Metodologia

Para o desenvolvimento deste trabalho, utilizamos resultados classicos de
combinatéria [9], andlise assintética [8], teoria dos conjuntos e teoria analitica dos
nimeros [16]. A combinatéria analitica é a ferramenta fundamental deste trabalho,
pois através do método simbdlico, que se utiliza de operacoes entre conjuntos e funcoes,
podemos representar conjuntos com uma grande quantidade de elementos através

de suas propriedades combinatérias. Os conjuntos com propriedades recursivas sao

30 grau de um vértice é o nimero de arestas incidentes a ele.

4Por exemplo, [3] analisa compostos de dtomos de carbono e hidrogénio em uma cadeia na qual
podemos representar cada né da arvore por atomos de carbono e a esses atomos estao ligados dtomos
de hidrogénio na férmula C,, Haj, 2.
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particularmente interessantes, pois podemos realizar a contagem de seus elementos
aplicando, por exemplo, o teorema da inversao Lagrangeana. A representacao desses
conjuntos ¢é feita de modo especial através de fungoes geradoras que neste trabalho
sao de dois tipos: fungoes geradoras exponenciais e func¢oes geradoras ordinarias. Tais
fungoes sao basicamente utilizadas em estruturas com rétulos e estruturas sem roétulos,
respectivamente. Através da expansao em série de Taylor dessas fungoes geradoras,
obtemos a quantidade de elementos de um dado tamanho de uma classe combinatoria.
Em algumas situacoes, para aproximar os coeficientes da expansao em série de poténcias

(Taylor), faremos uso de andlise assintdtica.



Capitulo 2

Revisao Bibliografica

2.1 Enumeracao de arvores na literatura

A contagem de arvores é um toépico cldssico na historia da matematica, ganhando
importancia com os trabalhos de Cayley [2-5]. Em tais trabalhos, o autor utiliza o
conceito de drvore no estudo de estruturas de hidrocarbonetos [3] e de arvores geradoras
em um grafo [5].

Alguns trabalhos como os descritos em [19] exploram as estruturas encontradas por
Cayley. Esses autores fazem uso de fungoes geradoras para contar o nimero de alcanos
usando o conceito de drvores centrais' e bicentrais?®.

Polya [18] desenvolve métodos importantes sobre a simetria de algumas
configuragoes de compostos quimicos utilizando a teoria de permutagoes de grupos.
Esse estudo utiliza a teoria das fungoes geradoras, onde em sua estrutura apareciam
equagoes de recorréncia implicitas. Em [18] podemos encontra um rico trabalho de
combinatéria enumerativa de compostos quimicos utilizando estruturas em grafos e
teoria dos grupos.

O autor de [17] relaciona métodos combinatérios e fungoes geradoras, para a
contagem de arvores, empregando métodos analiticos para fazer a andlise assintotica
dos coeficientes das funcoes geradoras encontradas.

Em [7] os autores desenvolvem resultados para o estudo das arvores em grafos
planares (sem cruzamento de arestas). O resultado da contagem dessas drvores com
particao fixa de grau d, . . ., d, foi explorado neste trabalho e esta descrito em detalhes
no capitulo 4.

Autores como [25] desenvolvem fungoes geradoras para enumerar arvores com pesos
associados as suas arestas, o que abre uma possibilidade de lidar com problemas mais
sofisticados como os de otimizacao combinatéria.

Podemos encontrar na enciclopédia de seqiiéncias inteiras

1 Arvores de diametro 2m que possuem um nd, chamado de né central, que estd no ponto médio de
qualquer caminho de comprimento 2m, sendo esse o Uinico né com tal caracteristica.

2 Arvores de diametro 2m+ 1 que possuem um par de nds, chamados bicentrais, que estao no ponto
médio de qualquer caminho de comprimento 2m + 1.
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(http://www.research.att.com/~njas/sequences/) outros trabalhos sobre &rvores,

bem como outras técnicas para enumera-las.



Capitulo 3

Combinatoria Analitica

3.1 Introducao a combinatdéria analitica

A combinatéria analitica é uma area de estudo da matematica que nasceu da juncao
da combinatoria classica com a andlise matematica ou, mais precisamente, com a
teoria analitica dos nimeros [16]. A combinatéria analitica tem aplicagdes em vérios
dominios de pesquisa, como por exemplo, em ciéncia da computacao [8] e [11], teoria da
probabilidade [6] e [12], teoria probabilistica dos nimeros [22], biologia computacional
[23], entre outras. Seus principios sdo fundados em propriedades de grandes estruturas
combinatorias, propriedades essas que nos permitem enumerar (ou contar) estruturas
discretas. Com os métodos analiticos fazemos uma ligacao direta entre métodos de
analise matematica e técnicas de contagem de estruturas combinatérias. Toda essa
teoria pode ser vista com maiores detalhes em [8].

As funcoes geradoras sao o objeto central dessa técnica, pois a partir dessas fungoes
determinamos relagoes para a contagem de estruturas inseridas em um contexto
combinatorio. De outro modo, utilizando a expansao em série de poténcias dessas
funcoes, podemos determinar a solucao de muitos problemas de contagem. Tal
técnica aplica-se a um grande nuimero de problemas de matematica discreta, como por
exemplo: os de contagem de palavras, de arvores em grafos, composicao e particao de

inteiros, etc. A combinatéria analitica esta dividida em trés partes:

Parte I- Método Simbdlico: Cria uma simbologia prépria através do estudo de
operagoes com fungoes e conjuntos, permitindo assim criar métodos para representar
grandes conjuntos de objetos combinatorios, com a finalidade de obter uma funcao

geradora do problema a partir dessa simbologia.

Parte II- Andlise Assintética: Tenta encontrar estimativas (ou aproximagoes)
de coeficientes de uma expansao em série de poténcias de funcoes geradoras. Por

exemplo, podemos estimar o valor do coeficiente n! de 2" na série ) . nlz" usando a
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aproximacao de Stirling para o fatorial. Podemos ver essa teoria com maiores detalhes
em [8] .

Parte III- Estruturas Aleatdrias: Procura estimar o nimero de objetos,
com um tamanho fixo em uma determinada classe combinatéria utilizando para tanto
fungoes geradoras multivariadas e distribuigoes de probabilidade discretas e continuas.

Seguem algumas definicoes necessarias para o desenvolvimento do trabalho.

Definicao 3.1. Uma classe combinatoria C ¢ um conjunto finito ou enumerdvel
sobre o qual estd definida uma funcao tamanho t : © € C — Z, para seus objetos
(elementos), sendo que o nimero de elementos de um dado tamanho € finito.

Uma classe € é chamada de classe neutra se consiste de um unico elemento de
tamanho 0. Um objeto neutro é denotado pelos simbolos € ou 1. Chamamos de classe
atomica Z a classe composta de um tnico elemento de tamanho 1.

Definicao 3.2. A sequéncia de contagem de uma classe combinatoria A € uma
sequéncia de inteiros (A,)n>0, onde A, = card(A,) indica o nimero de objetos na

classe A de tamanho n, com A, C A.

Como exemplo, defina W como a classe das palavras binarias formadas pelo alfabeto

A={0,1}. Entao, alguns elementos do conjunto W sao:

W = {e0,1,00,01,10, 11,000,001, 010, ..., 1001101, ...}

onde € representa a palavra vazia. Defina o tamanho de uma palavra como o niimero
de letras contidas na palavra. Para esse exemplo, Wy = {00,01,10,11} e Wy = 4 =
card(Wh). O numero de palavras de tamanho n é dado pela expressao W,, = 2".

3.2 Funcoes Geradoras

Introduzimos aqui uma das principais ferramentas para a solugao de problemas de
contagem: as funcgoes geradoras. Essa técnica teve origem nos trabalhos de A. De
Moivre (1667 — 1754), tendo sido aplicada extensivamente por L. Euler (1707 — 1783)
em problemas de teoria aditiva de niumeros, especificamente na teoria das particoes.
Esse método foi muito usado por Laplace (1749 — 1827) no estudo de probabilidades.
N. Bernoulli (1687 — 1759) utilizou esse método no estudo de permutagoes cadticas.

Em nosso trabalho sao utilizados dois tipos de funcoes geradoras. Utilizamos as
fungoes geradoras ordindrias para enumerar (contar) estruturas combinatérias sem
rétulos (nao importa a ordem dos objetos sendo contados), e as fungdes geradoras
exponenciais para enumerar estruturas combinatérias com rétulos (a ordem dos objetos

sendo contados é importante).
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3.2.1 Fungoes geradoras ordinarias (FGO).

Se a,, para r = 0,1,2,..., representa o nimero de solucoes de um problema de
combinatéria, de parametro r, a funcdo geradora f(x) para esse problema é a série de

poténcias em z:

f(x) =ao+ a1z + asx® +azx® + ... = Zanx” (3.1)
n=0

Dada uma seqiiéncia (a,) em Z*, a fungao geradora ordindria para essa seqiiéncia é
definida como sendo a série de poténcias (3.1). Vale ressaltar que neste trabalho estamos
tratando de séries formais. Logo, nao nos preocupamos com questoes de convergeéncia

dessas séries.

Exemplo 3.1. Sejam as palavras bindrias descritas na secao 3.1. Considere as

palavras de tamanho zero, um, dois e assim sucessivamente, entdo obtemos:

fl2) =202 422" 42227 4. 42 =) 2"
n=0
Considerando |z| < %, obtemos:

f(z)zl—lzz

A expansao em série de Taylor de f(z) enumera (gera) todos os elementos dessa

classe. Observe que o coeficiente de 2" na expansao em série de poténcias da funcao f
¢ 2". Desse modo, temos 2" palavras com n letras, como ja dito anteriormente.
Adotamos aqui a notagao [2"]f(z) para representar o coeficiente de 2z na expansao
em série de poténcias de f(z).
Claramente, as funcoes geradoras de uma classe neutra € e de uma classe atomica

Z sao E(z) = 12° e Z(z) = 12!, respectivamente.

3.2.2 Fungoes geradoras exponenciais (FGE).

T

NN ~ T
Dada uma seqiiéncia ag, aq, asg, ..., a, ..., a fungdo A(z) = E ar— € chamada
7l
r>0
~ . N . ~ k
de fungao geradora exponencial da seqiiéncia (a,). Usamos a notagao [7;]A(z) para

representar o coeficiente ay da série A(x).

Exemplo 3.2. Encontrar a fun¢ao geradora exponencial para a seqiéncia (1,1,1,...).
Sabemos que o desenvolvimento da fungao exponencial é dado por:

2 .TS r

r xXr
e —1+$+§+§+...+F+...
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Nesta expansao, o coeficiente de 7 ¢ igual a 1, para todo r. Entao esta ¢ a fungao

geradora exponencial da seqiiéncia a, = 1, parar =0,1,2,....

Exemplo 3.3. Considere o sequinte problema de combinatdria retirado de [20]. Achar
a funcao geradora exponencial para determinar o numero de sequéncias de k digitos
(k < 4) formadas pelos digitos 0 e 1, onde o digito O ocorre no mdzrimo uma vez e o

digito 1 ocorre no mdximo trés vezes.

Solucao: Utilizamos a fungao geradora exponencial pois a ordem dos elementos na
seqiiéncia de digitos é considerada relevante. Considere a fungdo (3.2) como sendo o
produto de duas funcoes que controlam a presenca dos digitos 0 aparecendo na sequéncia
no maxrimo uma vez e o digito 1 aparecendo no mdzimo trés vezes.

2 28
P(z)=(14+x) (1+x—|———|——)
2 3!
(3.2)
ol 2 3 24
=1+257 35 Ha5 +45
Na expressao acima, temos, por exemplo, que as possiveis seqiiéncias de trés digitos

sao 101, 011, 110, 111; ou seja, quatro ao todo que é o coeficiente de ‘g—? na fungao

geradora exponencial (3.2).

Exemplo 3.4. Considere P a classe das permutacoes de n elementos dada por P =
{1,{1,2}{2,1},{1,2,3},...}. A FGE para tal classe é dada por:

n n 1
P(z):Zn!%:Zz =1

n>0 n>0

3.3 Meétodo Simbdlico

O método simbdlico consiste em descrever (simbolizar) uma classe combinatoria,
em funcao de propriedades de seus elementos, usando operagoes de conjuntos. E, a
partir dessa simbologia, determinar operacoes algébricas que traduzem o simbolismo

em fungoes geradoras que enumeram (ou contam) os elementos dessa classe.

3.3.1 Simbolismo para estruturas sem roétulos

Definimos aqui as construcoes basicas que constituem o instrumento principal para
a linguagem de estruturas combinatorias. FEssas construgoes sao baseadas em unioes
disjuntas (conhecidas também como somas combinatérias) e em produtos cartesianos
de elementos dessas classes. Uma classe é construtivel se pode ser obtida através de

unioes ou produtos cartesianos de outras classes combinatorias.
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Definigao 3.3. Seja ® uma construgdo (operagao de conjuntos) que estd associada
a quaisquer colegdes de classes combinatdrias (ver defini¢do 3.1) BY:...; B™  Uma

nova classe:

A=oBW. .BM]

¢ dita admissivel se e somente se a seqiéncia de contagem (A,) de A depende
somente das seqiéncias de contagens (By(bl)); e (BT(Lm)) das classes BW;...;B™
respectivamente, devendo ainda existir um operador ¥ associado as respectivas fungoes

geradoras dessas classes, tal que:

Az) = ¥[BY(2),..., B™(2)],
Mostramos a seguir algumas construgoes admissiveis usadas neste trabalho.

Definigao 3.4. A construgao produto cartesiano de duas classes B e C € definida

como:

A=BxC<= A={a=(8,y)|8€ B, ye(C}

onde o tamanho || de um elemento o € A é definido como a soma dos tamanhos dos

elementos 3 € B e v € C. A seqiiéncia de contagem da classe A é dada por:

Ay =Y BiCry. (3.3)
k=0

De acordo com a equagao (3.3), concluimos que a fungao geradora ordinéria para a
classe A é dada por A(z) = B(z) - C(2).

Definicao 3.5. Dadas duas classes disjuntas B e C, definimos a constru¢cao uniao

disjunta dessas classes como:

A=BUC=>A={a|] a€eB ou a€cCl}.

onde |aja =|a|lp se ae€B e |ajla=lalc se «ae€Cl.

As seqiiéncias de contagens das classes A, B, C estao relacionadas da seguinte forma:
A, = B, + C,. Desse modo, a fungao geradora da classe A é dada por: A(z) =
B(z) + C(z).

Podemos, a partir das construcgoes uniao disjunta e produto cartesiano, construir

novas operagoes, como por exemplo a operacao seqiiéncia SEQ(A).

Definigao 3.6. Se A ¢ uma classe combinatoria que nao contém elemento de tamanho
zero, entao a construcao seqiéncia SEQ(A) é definida como a unido disjunta

infinita a sequir:

SEQ(A) ={e}+ A+ (AxA) + (AXAxA)+...
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onde {€} é a classe neutra constituida de um elemento € de tamanho 0. Entao a funcao
geradora B(z) para a classe SEQ(A) é dada por:

1
B(z) =1+ A! A? AP o= —
(2) = 1+ A1)+ £2) + £ + . = 1
Exemplo 3.5. Seja Z = {e} a classe combinatoria composta de um elemento de

tamanho 1. A classe T = SEQ(Z) — {€} € uma maneira de representar os nimeros
inteiros positivos em notagdo undria, T = {e, ee eee ...} A funcdo geradora ordindria
para a classe T é:

z

I(z) = = T2+
(2) T, oAt e

3.3.2 Construgoes SEQM e SEQML

Baseado na construcao SEQ propomos duas novas construgoes com restricao no
tamanho dos elementos da classe combinatoéria. Exemplos de aplicacao das mesmas

sao apresentados posteriormente no capitulo 4.

Definigao 3.7. Seja A uma classe combinatoria que nao contém elementos de tamanho
zero.  Definimos a construcio seqiiéncia de mailtiplos C = SEQMUI(A) de

parametro r € N como a uniao infinita:

SEQMM(A) ={eJUAXx - x A)UAX - x AU(A X - x A)U---

J N J N S

v~ v~ '

r vezes 2r vezes 3r vezes

E imediato que a FGO de SEQMUI(A) é dada por C(z) = m.
Agora, assumindo que existe limite no tamanho dos elementos na classe, temos a

seguinte construcao:

Definigcao 3.8. Seja A uma classe combinatoria que ndo contém elementos de
tamanho zero. Definimos a construcao seqiéncia limitada de maultiplos C =
SEQMLI"™(A) de parametros r,m € N como a unido:

SEQMLI"(A) = {JUAX - x AUAX - x A)U---U(Ax - x A)
~ ~ 7 ~ -~ S———

T vezes 2r vezes mr vezes

Proposicdo 3.3.1. A FGO de SEQM L™ (A) ¢ dada por C(z) = 2122

Prova: Seja f(z) a FGO de SEQMLI"™(A). Entdo, pela definicio da construcao
SEQM LI (A) e as fungoes geradoras da unido e produto cartesiano aplicados a
classe A, temos:
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_ P r(m+1)
f(z) =1+ A(Z)T + A(z)gr e A(Z>mr _ 1 . il(A)(Z)T

Abaixo temos uma tabela mostrando as operacoes vistas nesta secao.

(3.4)

Tabela 3.1: Simbolismo entre operagoes com conjuntos e fungoes geradoras

| Operagao | Fungao Geradora |
A=BUC A(z) = B(z) + C(2)
B=SEQ(A) B = =
C = SEQMUI(A) ) = %

3.3.3 Simbolismo para estruturas com rétulos

Operacoes que envolvem estruturas rotuladas sao baseadas em um produto especial
chamado de produto rotulado, que distribui rotulos entre os componentes de uma classe
combinatéria.

As construgoes rotuladas sao traduzidas algebricamente através das funcoes
geradoras exponenciais. O modo como faremos estas tradugoes é semelhante ao que
fizemos com estruturas nao rotuladas, ou seja, de posse do simbolismo para uma dada

classe combinatoria criamos sua funcao geradora exponencial.

Definicao 3.9. Um objeto de tamanho n é dito fracamente rotulado se é um grafo
cujo conjunto de vértices é um subconjunto dos numeros inteiros. Nesse caso, 0s
vértices sao rotulados com inteiros distintos. Um objeto de tamanho n é dito ser bem
rotulado ou simplesmente rotulado, se € fracamente rotulado e sua cole¢ao de rotulos
¢ o conjunto {1,...,n}. Uma classe rotulada é uma classe combinatéria composta de
objetos bem rotulados.

Exemplo 3.6. Vejamos na figura abaizo um exemplo de um objeto de tamanho 4 bem
rotulado (A) e de um objeto fracamente rotulado (B).

® O —
(A) (B)

Figura 3.1: (A) objeto bem rotulado; (B) objeto fracamente rotulado

Na figura 3.1 (A) temos um objeto bem rotulado, pois os rétulos de seus quatro
vértices estio associados ao conjunto de nimeros inteiros {1,2,3,4}. Na figura 3.1 (B)
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temos um exemplo de um objeto fracamente rotulado, pois os rotulos estao associados
ao conjunto {2,4,5,7}.

Definigao 3.10. A FGFE f(z) = Z fz—"z ¢ uma convolugao binomial das FGE g(z) =
il

gi%' hiz'
— e h(z) = Z 0 saber f(z) = g(2)h(z), se:

fo = Z (Z) bk (3.5)

k=0

Definicao 3.11. Objetos rotulados podem ser re-rotulados. As re-rotulagoes sao
consideradas consistentes se preservam a relagcao de ordem entre seus rotulos. Usamos
duas re-rotulacoes:

Reducgao: Para uma estrutura fracamente rotulada de tamanho n, essa opera¢ao
reduz seus rétulos a um intervalo padrao [1,---  n] preservando a ordem relativa entre
0s rotulos. Por exemplo, a seqiiéncia {8,3,5} € reduzida a {3,1,2}.

Expansao: Esta operacio € definida por uma fungdo e : [1,--- n]+— S C 7Z que
¢ estritamente crescente. A um objeto bem rotulado o de tamanho n € associado um
objeto fracamente rotulado &, no qual o rétulo j de a corresponde ao rétulo e(j) em a.
Por exemplo, {3,2,1} pode ser expandido como {7,5,1},{5,4,3} e assim por diante,

sempre preservando a ordem dos elementos.

Definigao 3.12. Dados dois objetos rotulados o € A e B € B, definimos o produto
rotulado (ou simplesmente produto) de o por [, denotado por a * 3, como sendo a

colegdo de pares (o, ') bem rotulados que se reduzem a (o, 3):
ax B ={(,7)|(c, ) ébem rotulado, reducao(a’) =, reducao(fd') = G}

Observacao 3.1. O produto de rétulos de dois objetos 3 e ~y, de tamanhos ny e no,

respectivamente, € tal que sua cardinalidade é dada por:

R R

ni, o nllng!

Exemplo 3.7. Abaizo temos o produto rotulado de um objeto 'a’ de tamanho um por

um objeto 'ab’ de tamanho dois:

a* ab = {albc, blac, c|ab},

sendo que a barra vertical separando os dois elementos do par ordenado é empregada
apenas para facilitar a compreensdo da operacado.

Neste exemplo, a primeira parte do par ordenado, de tamanho 1, pode ser expandida
em'd, 'V, 'd, enquanto os rdtulos da sequnda parte do par ordenado, de tamanho 2,
podem assumir os valores {b,c}, {a,c} e {a,b}, respectivamente. Isso, para que o par

ordenado resultante seja bem ordenado. Perceba que em’alac 'blac’, em'clal’ a seqgunda



parte do par ordenado preserva a ordem lexicogrdfica (a < b < ¢) dos rdtulos do objeto

"ab’.

Exemplo 3.8. O produto rotulado de um objeto de tamanho dois ’ab’ por ele mesmo
¢ dado por:

abx ab = {ab|cd, bc|ad, cd|ab, ac|bd, ad|be, bd|ad}

Definicao 3.13. O produto de rétulos B x C de duas classes B e C € obtido a partir

de todas as re-rotulacoes ordenadas e consistentes dos elementos do produto cartesiano
B xC.

BxC= U (B%7)

{(By)eBxC, BeB, veC}

A classe resultante A = B x C tem a seguinte seqiiéncia de contagem:

161+ 7] n
M= 2 (vt ) B = 2y (1) B
Veja que B,,C,, é o numero de elementos de B x C cujo tamanho é n = ny + ng,
formados por um elemento de tamanho n; de B e outro de tamanho ns de C enquanto
(nfm) ¢ o numero de maneiras de re-rotularmos cada um desses elementos. Usando
a identidade (3.5) da convoluc¢ao binomial, podemos mostrar que o produto rotulado
B % C é admissivel; i.e. dado que A = B *C, temos A(z) = B(2)C(z), com A, Be C
representando as F'GE correspondentes as classes A, B, C respectivamente.

Exemplo 3.9. Dada uma classe rotulada A = {1,{2,3}} com um elemento de tamanho
1 e um elemento de tamanho 2, e outra classe B = {{1,2}} também rotulada, com um
unico elemento de tamanho 2, a quantidade de elementos do produto rotulado dessas

classes € 9 = (11+22)1.1 + (2;22)1.1 e tal produto € dado por:

AxB={{1,2,3},{2,1,3},{3,1,2},{1,2,3,4},{1,3,2,4},{1,4, 2,3},
{2,3,1,4},{2,4,1,3},{3,4,1,2}}

3.4 Inversao Lagrangeana

Mostramos agora uma ferramenta bastante 1itil para contar elementos de uma classe
combinatéria. Essa técnica permite encontrar coeficientes de uma funcao geradora de
uma classe combinatéria para situagoes mais complexas.

Seja ¢(u) = >_,-0 ¢ru” uma série de poténcias sobre C com ¢y # 0. Entao para
z € C, aequagdo y = z¢(y) admite uma tinica solu¢do em C (ver [8]) e seus coeficientes
sao dados por:
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y(o) =Dy onde yo= ") (3.

k>1
Na equagao (3.6), y(z) é uma fungao na varidvel z, obtida da equacao y = z¢(y) e

1

com coeficiente y,, = +[u""¢(u)". Esse resultado [8] pode ser estendido para poténcias

de y(2)* da seguinte maneira:

W= Yy onde o = o) (37)

n>1
Se tivermos uma fun¢ao H arbitraria e a compusermos com a funcao y(z), obtemos

a férmula:

n 1 n— n
[Z"H (y(2)) = —[u" '] (H' () (u)") (3.8)
A equagao (3.6) é conhecida como férmula de Lagrange e (3.7) é conhecida como
férmula de Biirmann. Uma demonstragdo para esses resultados encontra-se em [8].
Apresentamos uma demonstragao para a inversao Lagrangeana no apéndice B.

Exemplo 3.10. Vejamos uma aplicacao para a contagem da classe B das drvores
bindrias, enraizadas planas' e sem rétulos que sdo drvores em que cada vértice nao
folha possui dois filhos. Considere o tamanho de uma drvore bindria enraizada como
sendo o niumero de nos internos da drvore. O simbolismo para a classe B € o sequinte:

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Figura 3.2: Simbolismo para a classe das arvores binarias enraizadas.

Ou, em notagao de operagoes de conjuntos,

B={0} U(Bx{e} xB)

onde O representa uma drvore constituida de um inico nd externo(folha). Esse

simbolismo indica que a classe de todas as drvores bindrias planas enraizadas € obtida

L Arvore plana é uma 4rvore fincada no plano euclidiano em que distinguimos um né raiz (todos os
demais nds sao descendentes dessa raiz) e onde existe uma ordem entre as sub-drvores ligadas a raiz.
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recursivamente da uniao de uma drvore constituida so de uma raiz e de todas as drvores
bindrias enraizadas (sub-drvore esquerda, raiz, sub-drvore direita) obtidas pelo produto
cartesiano de dois elementos de B. De acordo com a simbologia vista anteriormente, a

funcao geradora para a classe B € dada por:

B(z) = 12" + 2' B%(2) (3.9)

A equacdo (3.9) pode ser vista como: 2B% — B+ 1 = 0. Para que possamos aplicar
o teorema da inversao Lagrangeana temos que fazer uma substituicao de variaveis do
tipo B = y + 1 (para obtermos a equagao funcional na forma y = z - ¢(y), ver [§]).
Substituindo B =y + 1 em (3.9), temos:

y=z(y+1)° (3.10)

Assim, tomamos ¢(u) = (u + 1)2. Aplicando agora o teorema da inversao

Lagrangeana em (3.10), ficamos com:

18 = [y = sl v = () = ()

n\n—1) n+1
Na figura 3.3 (retirada de [21], pg. 113) temos a quantidade de &rvores bindrias

comn =1,2,3,4 e 5 nds internos.

A

o
£ 5 AR

A ETN O
B DR E

Figura 3.3: Todas as arvores binarias com 1, 2, 3 e 4 nés internos.

3.5 Construcoes Rotuladas

Agora apresentamos algumas construcoes para estruturas rotuladas.
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3.5.1 Construgao k-sequéncia:

Dada uma classe rotulada B, definimos a k-ésima poténcia rotulada de B pelo

produto A = Bx B*...x B, com k fatores iguais a B. Denotamos este produto por

SEQ(B), de modo que:
A= SEQ(B) = A(z) = B(2)"

3.5.2 Construgao sequéncia

A construgao seqiiéncia rotulada de B é denotada por SEQ(B) e definida por:

SEQB)=e+B+BxB+BxBxB+...=|)SEQ.B)

k>0
de forma que:
= 1
A=SEQ(B) = A(z) = B(z)f= —
QB) = 4(:) = 3 B = =5

Vejamos abaixo um exemplo da construcao SEQ rotulada de uma classe A.

Exemplo 3.11. Dada uma classe A = {{1}} composta de um elemento de tamanho
1, a classe B= SEQ(A) ¢é dada por:

SEQ(A) ={e, {{1}}, {{1,2},{2,1}}, {{1,2,3},{1,3,2},{2,1,3},{2,3,1}, {3, 1, 2},
{3,2,1}},...}

Veja que B(z) = - = 2 is0 2= > is0 z'j—, Logo, percebe-se que [ﬁ] B(z) = nl,

1—z
que corresponde ao numero de permutagoes (ou re-rotulagoes) de n objetos.

3.5.3 Construcao k-SET

Esta construgao é definida formalmente como a classe quociente SET, =
SEQ(B)/R onde R é uma relagao de equivaléncia que identifica elementos da seqiiéncia
que sao obtidos por permutacoes uns dos outros. Um k-SET rotulado é associado a
exatamente k! seqiiéncias distintas. Denotamos por SETy(B) essa operacao, cuja FGE
é dada por:

A= SETW(B) — A(z) = %B(z)k
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3.5.4 Construgao SET

Um SET é uma sequéncia em que a ordem entre os elementos é irrelevante. A

construcao SET rotulada aplicada a B ¢ definida por:

SET(B) = {e} + SET\(B) + SET(B) + ... = | SETw(B)

k>0

A funcao geradora exponencial para essa construcao é dada por:

| —

k _ _B(z)
!B(z) =e

I

A= SET(B) = A(z) = i

Exemplo 3.12. Considere a classe das urnas onde cada urna de tamanho n contém

exatamente n bolas distintas. Entao U pode ser dada por:

U="{e{1},{1,2},{1,2,3},{1,2,3,4},...}

A ordem entre os elementos rotulados € irrelevante. FEntao, para cada urna de
tamanho n, existe somente uma possibilidade de termos n bolas distintas, ou seja,

U, = 1. Desse modo, a FGE para a classe U € dada por:

U(z) =) 12—7 — ¢ = SET(Z).

n>0

onde Z = {e}, com Z(z) = 1.

Considere agora outros exemplos para arvores enraizadas rotuladas planas e arvores
enraizadas rotuladas nao planas. Abaixo mostramos o simbolismo para esses dois tipos
de arvores. No desenvolvimento que segue, Z ¢é a classe atomica, constituida de um
unico né rotulado.

Arvores enraizadas rotuladas planas gerais: A classe A das drvores rotuladas
planas gerais pode ser vista da seguinte maneira. Ou é uma raiz solitaria, ou é uma
raiz com uma Unica sub-arvore, que ¢ uma arvore rotulada plana geral, ou é uma raiz
com duas sub-arvores rotuladas planas gerais, ou com trés sub-arvores rotuladas planas
gerais, e assim sucessivamente. Logo, em simbolismo de construcao rotulada, temos:

A= Z%SEQA)

de onde concluimos que A(z) = 2(1 + A(2) + A%2(2) +...) =2 <#M>
A construcao acima reflete a ordem entre as sub-arvores cuja raiz é representada

pelo n6 em Z. Entao, a FGFE para a classe A satisfaz a relagao

A(2) = 26(A(2)). (3.11)
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A solugdo da equagao (3.11) pode ser feita usando o teorema da inversao

Lagrangeana ¢ dada por:

[Zn] A(z) =

n!

S|~ 3|

(3.12)

I
S|
EN S
| 3
| L
=
VR
. |
3
N——
|
=
~_.|Ns=;
N——

I
S|~ 3|
EX e
3
=z -
S
A~
3

+

~ ~.
|

-
~__
=] g
N———

w1 2n — 2
— | =—(n—1)!
(n—=D! n n—1
A quantidade de arvores encontrada em (3.12) sdo arvores com uma raiz fixa, né

1 por exemplo. Como em n nds, todos podem ser raiz, entao a quantidade de arvores
2n—2
n—l)

planas gerais é dada por (n — 1)!(

A figura abaixo 3.4 ilustra a quantidade de arvores enraizadas rotuladas planas com
2 I 3 I 3 1 2 3
2 1 2/\ 8 1/\ 3 /\ 2

1 I 2 . 2 3
3/\ 2 3-/\ 1 / \ 1

Figura 3.4: Arvores rotuladas gerais planas enraizadas com 3 vértices.

n = 3 vértices.
1
2

Ja a classe 7 das arvores enraizadas rotuladas nao planas gerais pode ser

descrita como:

T = Z« SET(A),

pois a ordem das sub-arvores nao é relevante.
Sua F'GFE é dada por:
T(z) = ze™® (3.13)

Portanto, usando inversao Lagrangeana, em (3.13) temos:
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" LT w7
HT‘E ] e
I I VCa N I,
= o lmo
DT ] y (3.14)
EERICE (;”ﬂ
:lnnfl _

Em (3.14) temos que a quantidade de drvores? enraizadas rotuladas nao planas
gerais ¢ igual a %n”_l, mas isto para o caso de uma raiz fixa, né 1 por exemplo.
Mas, como em n nos, todos podem ser raiz, entao a quantidade de arvores enraizadas
rotuladas nao-planas gerais ¢ dada por n"~ 1.

A figura 3.5 ilustra a quantidade de arvores enraizadas rotuladas nao planas gerais

com n = 3 vértices.

1 1 2I2 3 3
2 1

| ﬂ {1 VAANY.Y

Figura 3.5: Arvores enraizadas rotuladas gerais nao planas com 3 vértices.

3.5.5 Construcao Pointing

A construgao pointing de uma classe combinatoria B, é definida como:

A=0(B)= B, x{ea,. .. e}

n>0
em que {1, ..., €, }é um conjunto que tem n elementos de tamanho zero.
Pela definicao de pointing, podemos mostrar que A, = nB, e que a funcao geradora
para a classe A é dada por:

d
A(z) = 20,B(z) onde 0, = 7
z
Exemplo 3.13. Considere uma classe B = {ab,ac,abd} com dois elementos de

tamanho dois e um elemento de tamanho trés e cuja FGO € dada por B(z) = 22%+123.

Entao:
A = @(B) = B2 X {61,62} + B3 X {61,62,63}

= {ab,ac} x {e1, e} + {abd} x {e€1, €9, €3}

= abey, abesy, acey, aceq, abdeq, abdey, abdes

2Esse resultado equivale ao ntimero de &rvores geradoras de um grafo completo néo direcionado,
obtido por Cayley [5].
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onde existem quatro elementos de tamanho dois e trés elementos de tamanho trés. A
fungdo geradora para a classe A é A(z) = 42* + 32% = 2B(z)’.



Capitulo 4

Resultados

4.1 Contagem de Caminhos

Considere o problema dos caminhos entre dois pontos F e F5, o qual visita até n
cidades do conjunto A = {C,...,C,}, definido na segdo 1.1. Para a solucdo desse
problema utilizamos niimeros binomiais e o desenvolvimento da expansao em série de
Taylor da funcao exponencial.

Defina S,, como a quantidade de caminhos distintos entre os pontos Fj e F,. Entao,

caso nao visitemos nenhum ponto em A, o nimero de maneiras procurado é (’8).0!; ou

n
1

visitar dois pontos (a ordem em que visitamos os pontos importa) ou (Z).B! maneiras

se visitarmos um tnico ponto em A teremos ( ).1! maneiras; ou (Z).Z! maneiras para

para visitar 3 pontos e assim sucessivamente até (Z)n' Com isso temos S, escrito

COIMo:

S, = (70’>0! + (T)u + (;’)2! T (Z)n' (4.1)

A soma (4.1) é equivalente a soma abaixo:

Spo=14+n+nn—-1)4+nn—-1)n—-2)+...4nn—-1)(n—2)...1L (4.2)

Representando a soma (4.2) em termos de um somatério, ficamos com:

n n

n! n!
S, = —_— = —.
Z (n—k)! — k!

k=0
O valor desse somatério é dado por:
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"onl

S

Sy =
k=0

= [nle]

-

!

Onde a notagao [z] representa o inteiro mais préximo de z, i.e [z] = [z + 1].

Para verificar este resultado, basta mostrar que a diferenca entre o somatério

! , ~ . ;.
Yhom € o valor nle é menor que 0.5. Entdo, expandindo-se o somatdrio
e conhecendo-se o desenvolvimento da expansao em série de Taylor da funcao

exponencial, e = Y, 4, obtemos:

| 1 1 1 1 1 1 1
n! E+F+5+ﬁ — a+ﬂ+§+...

Podemos mostrar, com as devidas manipulacboes matematicas, que a igualdade

acima pode ser majorada por uma progressao geométrica, para n > 2.

Ly Ly
n+1 (n+1)2

n
n! |
H —nle

k=0

1
2

n!( ! + ! +...>‘< ..‘<
(n+1)!  (n+2)!

Este resultado pode ser encontrado independentemente em [10].

A partir de agora, mostramos outra solucao para o problema dos caminhos, desta
vez utilizando técnicas de combinatoéria analitica. Para tanto, considere 7 a classe de
todas as solugoes possiveis para o problema dos caminhos (cada solugao para o problema
pode ser interpretada com uma &rvore rotulada). Mostraremos que essa classe 7 pode
ser decomposta em um produto rotulado de duas outras classes rotuladas, as quais
passaremos a descrever logo a seguir.

Nesse problema existem duas caracteristicas a serem observadas: a ordem em que
visitamos as cidades e a maneira como as escolhemos. A idéia para a solucao do
problema é decompor a classe rotulada 7 da seguinte maneira.

Todo caminho pode ser visto como um par (o, 3), onde « representa uma lista
nao ordenada das cidades nao visitadas e 3 representa a lista ordenada das cidades

percorridas no caminho. Dai, vem que:

T=R%xS

onde R mapeia os subconjuntos de cidades nao visitadas e S mapeia as permutacoes
das cidades presentes no caminho. Entao, temos o seguinte simbolismo:

T = SET(Z)* SEQ(Z).

com Z = {1} sendo a classe atomica. Segue que a FGE para 7 é dada por:
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ez

:1—2

Expandindo individualmente em série de Taylor e* e ﬁ na expressao acima, temos:

ZT’L
o= 3
n>0 k>0
_, 2 3 A
= +Z+§+§+E+...

T(z)

, 2% 2
+z+z +§+§+...
+£+£+i+

o2

A

+a+i—|—...
Z4

+a+...

w
b

oy o 1y 21\ 22 3\ 2 41\ z
() () G) o ()5 (3) 5

my 20 22 3N 23 41\ 24

21\ 22 3N 23 41\ 24

3 23 41\ z*

PR
=
N
|
+

4.2 Contagem de arvores r-modulares

Nesta se¢ao, reproduzimos alguns resultados originais de [14]. Arvores r-modulares
sao arvores planas enraizadas onde cada vértice possui um multiplo ¢r de filhos, com
r € Ny fixo et € N, variavel. Nossos resultados para essas arvores generalizam alguns

resultados conhecidos sobre enumeracgao de arvores na literatura.

4.2.1 Arvores r-modulares limitadas

Definicao 4.1. Arvores r-modulares limitadas (ver figura 4.1), para um dado valor
r € Ny fizo, sao drvores cujo o numero tr de filhos de um vértice é multiplo de r e

limitado a no mdzimo mr filhos isto é t < m € N.
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Ao longo dos préoximos paragrafos mostramos que essas arvores sao bem conhecidas

para certos valores de m e r. A figura 4.1 mostra o esquema de uma arvore r-modular.

Figura 4.1: Arvore r-modular limitada: cada né pode ter tr sub-arvores
r-modulares, com 0 <t < m.

Na figura 4.1 temos uma raiz com tr filhos, para 0 < t < m, t € N, que sao
sub-arvores do mesmo tipo. Sendo 7 a classe combinatéria correspondente ao conjunto

de todas essas arvores [podemos defini-las recursivamente empregando a construgao
SEQML pela figura 4.1], temos 7 = Z X SEQML[T’m}(T).

Teorema 4.1. O numero de drvores com n vértices (dado que n = 1( mod 1)) cujo
numero de filhos de um vértice é um maultiplo de r, e tendo no mdximo mr filhos, é
dado por:

n—1

Lty W\ /D =) —rk(nt1) )
r -1 4.
EOEEY @

k=0

S|

Prova: Lembrando que a fungao geradora T'(z) associada a 7 ¢é dada por:

O

Isso nos permite aplicar o Teorema da Inversao Lagrangeana para obter T},. Defina

-~ 1_T7'(m+1) -~ .
¢(T') como a fungao ~———. Entao, temos:
. 1 . 1 — ur(erl) n

Considere as seguintes identidades combinatérias [9]:

(1 — ey — Zn: <Z) (—1)Furm+ Ok, (4.5)

k=0
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(1—1u)n22(n2111>u3 (4.6)

Jj=0

Usando as identidades acima, temos:

1 — r(m+1)\ "™ n -1 )
o = () =X () o ()

k=0 3>0
" /n n+j—
— k rj+r(m+1)k
S ()0 (e
k=0 7>0

Note que desejamos obter o coeficiente de u™~! em ¢(u)", i.e. [u"'|¢(u)". Entao,
é suficiente que tenhamos rk(m + 1) +7j =n — 1, o que implica em:

n—rk(m+1)—1

J= " (4.7)

Devemos também ter j > 0. Entao, de (4.7) obtemos:

n—1
“r(m+1)

de maneira que:

1 el n(r41)—rk(m+1)— (r+1) .
n— ’I’L: T _1
o= > ()0 o, ek

k=0

e, conseqilentemente, usando (4.4), o resultado segue. |
Este resultado generaliza outros resultados conhecidos da literatura.

Corolario 4.1. O nimero de drvores com n vértices (dado que n = 1 mod 2) cujos

vértices possuem um numero par de filhos, com no mdzimo 2m filhos, € dado por :

lsttny ) 3(n—1)—2k(m+1)
1 n —_—
: Z 2 —1)*

k=0

Prova: Faca r = 2 em (4.3) e o resultado segue. |

Corolario 4.2. O numero de darvores com n vértices, cujos nos tém no mdzrimo m

filhos, € dado por:

% L(,,LZWJ <Z> (g(n — 1;—_11(711 + 1)) (= 1)

k=0

Prova: Faca r =1 em (4.3) e o resultado segue. |
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Corolario 4.3. O numero de drvores undrias bindrias com n vértices é dado por:

_L”XEJ( )( n;i)l— 3k)(_1)k.

Prova: Facar =1e m =2 em (4.3) e o resultado segue. [

Esse resultado em (4.3) é equivalente ao que enumera os nimeros de Motzkin [8]:

1254 |25

PR O (06

Corolario 4.4. O ndmero de drvores bindrias com n vértices (dado que n =1 mod 2)

(2)

1 em (4.3) e o resultado segue. |

¢ dado por:

127

L ) ()

k=0

Prova: Facar =2em

Corolario 4.5. O ndmero de drvores k-drias com n vértices (dado que n =1 mod k)
¢ dado por: .

EOCI) )

Prova: Facar =k e m =1 em (4.3) e o resultado segue. [

4.2.2 Arvores r-modulares gerais

Podemos enumerar arvores r-modulares onde cada vértice pode possuir um nimero
qualquer kr de filhos, para todo k € N, com r € N fixo. Seja U a classe combinatéria
correspondente a essas arvores. Observe que a classe U pode ser definida como U =

Z x SEQMI(U), com U(2) = = (ﬁ)

Teorema 4.2. O nimero de drvores com n vértices (dado que n = 1( mod 1)) cujos

vértices tém um maltiplo r de filhos é dado por:

1 /(=D+D)
(o) (1)

Prova: Aplicando o teorema da Inversdo Lagrangeana para U(z) e utilizando (4.6),

temos:

=
[
~
_s
d
—~
I
N—
I
=
3
-
VR
—_
~
3
|
p—

— e (T e

J=0
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Para extrair o coeficiente [u""!] da soma (4.9) acima devemos ter rj = n — 1 ou,

equivalentemente,
. on—1
J= )
r

e assim, substituindo essa igualdade em (4.9), obtemos o resultado desejado.
Finalmente, temos os seguintes resultados adicionais:

Corolario 4.6. O numero de drvores gerais com n vértices cujos vértices tém qualquer

1 (2(71_—11))'

Prova: Faca r =1 em (4.8) e o resultado segue. n

numero de filhos € dado por:

Corolario 4.7. O niumero de drvores com n vértices (dado que n = 1 mod 2) cujos

vértices tém um numero par de filhos € dado por:

3(n—1)
1y
n\n—1

Prova: Faca r = 2 em (4.8) e o resultado segue. |

4.3 Arvores k-Cayley Finitas

Arvores k-Cayley finitas sdo drvores enraizadas planas cujos vértices nao folha
possuem grau k. Uma arvore k-Cayley finita ou é um né raiz ou é um né raiz com k
sub-arvores nao vazias, onde cada sub-arvore de um né raiz é um arvore (k — 1)-aria.
Note que o modo como definimos uma arvore k-Cayley nao é recursivo. Na figura 4.2
apresentamos um esquema geral de uma arvore k-Cayley. Observe nessa figura que
uma &arvore k-Cayley pode ser vista como um par ordenado (7}, 7,) composto de duas
arvores (k—1)-drias, onde T; é uma arvore (k-1)-aria formada pelo né raiz e suas (k—1)
sub-drvores nao vazias mais a esquerda e T, que é uma &arvore (k — 1)-dria ndo vazia

mais a direita do né raiz. A figura 4.2 ajuda-nos a entender melhora essa idéia.

4.3.1 Contagem de arvores k-Cayley finitas

Considere uma arvore k-Cayley finita como um par ordenado (7}, 7)) composto de
duas drvores (k — 1)-drias e seja A a classe das drvores (k — 1)-drias. Entao, a classe 7
das arvores k-Cayley finitas é dada por 7 = A x A logo a FGO T(z) correspondente
a classe 7 é dada em funcao da FFGO A(z) das arvores (k — 1)-drias por:

T(z2) = A(2)? (4.10)
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Figura 4.2: Representacao de uma arvore k-Cayley finita como um par de
arvores (k — 1)-arias.

Teorema 4.3. O numero de drvores k-Cayley finitas com n vértices, (dado que n =
2mod (k—1) ek >2), é dado por

()

k—1

Prova: Considere a raiz de uma arvore k-Cayley e as duas arvores disjuntas 7; formada
por essa raiz e por suas (k — 1) sub-arvores (k — 1)-drias mais a esquerda e 7T, formada
pela drvore (k — 1)-aria mais a direita dessa raiz.

Seja ¢ a quantidade de vértices de T; e n — ¢ a quantidade de vértices de T,. Note
que ¢ = 1 mod (k—1) e, para k > 3, devemos ter n = 2 (mod k — 1), pois a raiz
possui k filhos e qualquer outro vértice possui k& — 1 filhos.

Considere a classe combinatéria 7 correspondente as arvores k-Cayley finitas, e
considere a classe combinatéria A correspondente as arvores (k-1)-drias.

O coeficiente de 2" em T'(z) em (4.10) representa a quantidade de arvores k-Cayley
com n vértices. Note que [2"]T'(z) é uma soma de produtos do coeficiente de 27 e 2"~
em A(z), com 0 < g <n, tal que ¢ = 1mod (k —1). Com isso obtemos:

n

[2"|T(2) = Z (2] A(2).[2" 1 A(2) (4.11)
4=1 (mod k—1)

=
_ Z [Z(kfl)Hl]A(Z).[an(kfl)lfl]A(z)

=1

Utilizando o corolario 4.5 da secao 4.2, temos:
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. - 1 (k— 1)l +1 1 n—(k—1l—1
[2"]T(z) = Zm( ) )n—(k—l)l—l( e (k—1)l-2 >

=1 k—1
- =3 1 ((k; -1l + 1) 1 (n —(k—1) — 1)
P (k — 1)1 +1 l n — (k _ 1)1 1 n—(l;;:ll)l—2
1 (n — 1)
- n— : (4.12)
n—1 ka

Utilizando a proposi¢ao (4.1) que pode ser encontrada em [9], podemos obter uma
forma mais simples para a expressao acima. Esta igualdade encontra-se demonstrada
no apéndice A.

Proposicao 4.1.

Z pj+r\[(pim—7j) +s T s _(pm+rT+s r+s
: J m—j pj+rpm—j)+s m pm+r+s

j=0
(4.13)

onde o indice j na soma (4.14) pode assumir somente valores nao negativos para que as
combinagbes possam ser bem definidas. Utilizando a proposi¢ao (4.1) e fazendo j = I,

r=s=1,m= Z—:f e p =k — 1 na expressao (4.12), ficamos com o seguinte resultado:

(4.14)

n—1

Veja que em (4.12), fazendo [ variar de zero a [ J, colocamos um termo adicional

k-1

n R
ﬁ( . ) Levando esse fato em consideracao temos que [2"]7T(2) é igual a:
k—1

emo-1(5)-()
“(oats o) ()
- ( n—1) nk_2)2) +2]) (1=2) ((:—k_—ll;!(?;kij?izk-i-?))!

P
- ﬁ (Z;;z%)

E assim, temos o resultado procurado. |

Vejamos na figura 4.3 um exemplo das arvores de k-Cayley finitas para n = 4,6, 8
e k=23.
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Figura 4.3: Exemplo de arvores k-Cayley finitas

4.4 Arvores com particao de grau dy,d,...,d,

Nesta secao trabalhamos com &arvores enraizadas planas e sem cruzamento de

arestas. Por exemplo, dado o grafo da figura 4.4:

Figura 4.4: Grafo completo com 4 vértices inseridos no plano.

Temos que todas as arvores com quatro vértices enraizadas no vértice superior

direito desse grafo sao dadas na figura 4.5:

T IN
N
BRI
X XXX

Figura 4.5: Todas as arvores com quatro vértices do grafo da figura 4.4
enraizadas no vértice superior direito.

Dentre as arvores da figura acima, as doze primeiras sao sem cruzamento de arestas,
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enquanto as quatro ultimas da quarta fileira dessa figura sao arvores com cruzamento
de arestas. Em nosso caso, estamos interessados apenas na contagem das arvores sem
cruzamento de arestas com uma restri¢ao adicional que sera introduzida mais adiante.

Vamos restringir nossa contagem para grafos cujos vértices sejam vértices de
um poligono regular. Isso, para podermos empregar o conceito de borboleta que
introduzimos em seguida.

Definig¢ao 4.2. Uma borboleta (ver figura 4.6) € um par ordenado de darvores enraizadas
planas sem cruzamento que compartilham um vértice, que € a raiz dessas duas drvores.
O que resta da borboleta com a remocao do vértice raiz € chamado de asas dessa

borboleta. Uma borboleta sem asas € uma drvore com um unico vértice denominado
de folha.

Figura 4.6: Representacao de uma borboleta.

Usando a definicao acima, representamos uma &arvore enraizada plana 7' sem
cruzamento de arestas, cuja raiz tem grau de saida (nimero de filhos) igual a d, como

sendo uma seqiiéncia de d borboletas conectadas (penduradas) na raiz de T' (ver figura
4.7).

d borboletas

Figura 4.7: Representacao de uma arvore através de uma seqiiéncia de d
borboletas.

Essa representacao pode ser vista, para o caso dos vértices V' de um poligono regular,
como sendo uma divisao dos vértices do poligono por d — 1 linhas partindo do vértice
raiz que divide o conjunto de vértices do poligono em d subconjuntos disjuntos. Logo,
qualquer arvore sem cruzamento induzidas nos vértices de um subconjunto S; C V', nao
tera cruzamento de arestas com outra arvore induzida nos vértices de outro subconjunto
Sy C V, com S; NSy = (. Na figura 4.8 abaixo mostramos um exemplo em que trés

linhas dividem a regiao do conjunto de vértices de um poligono regular em quatro
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regioes disjuntas de vértices. Logo, podemos construir uma arvore sem cruzamento de
arestas cujo vértice raiz tem grau quatro, a partir de arvores sem cruzamento obtida

em cada regiao individualmente.

Figura 4.8: Representacao abstrata de um poligono regular com v vértices
particionados em quatro regioes disjuntas (de vértices) por trés linhas.

Pelas nocoes acima, denotamos por 7 a classe das arvores planas enraizadas sem
cruzamento de arestas e por B a classe das borboletas, verificamos as seguintes relagoes
envolvendo 7 e B:

T = Z x SEQ(B) (4.15)

TxT=ZxB8 (4.16)

em que (4.15) indica que toda arvore ¢ um seqiiéncia de borboletas penduradas em
um dado né raiz (representado pela classe atomica Z), e (4.16) indica que existe um
isomorfismo entre um par ordenado de duas arvores e o produto cartesiano de uma
classe atomica Z por uma borboleta. Nesse caso, o elemento de Z representa a raiz
(idéntica) das duas arvores que contribui com uma unidade apenas para o tamanho da
borboleta.

Segue entao as seguintes relacoes entre as funcoes geradoras dessas classes.

ﬂ@:Tjag (4.17)
B(z) = Ti@ (4.18)

Usaremos as idéias introduzidas acima para a contagem de arvores com determinada

particao de grau de saida nos vértices.

Definigao 4.3. Seja 7 uma drvore de tamanho n e grau mdaximo de saida r. A particao
de grau g(7) € definida como a seqiiéncia de inteiros nao negativos (ng,nq, ..., n,), onde
n; € o numero de vértices de grau de saida igual a i em T, para t = 0,...,r. Perceba
que Yy . m;=mney in;=mn—1.
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Por exemplo, na figura 4.9, as drvores tem partigao de grau (1,3,0,0), indicando
que existe um vértice de grau de saida igual a zero (folha) e trés vértices de grau de
saida igual a um. Nao existem vértices de grau de saida igual a dois nem igual a treés,

que seria o maximo grau de saida possivel.

NN [

Figura 4.9: arvores com particao de grau ng =1,n; =3,n, =0,n3 =0

Proposicao 4.2. O ndmero de drvores planas enraizadas sem cruzamento de arestas
com parti¢ao de grau (ng,ny,...,n,) € dado por:

1 n " iny
T, = 1m09M  (p 4 1) Z
n(n—l)(no,nl,ng,...,nr) (r+1) ;i—i-l

Em seguida explicamos de uma forma mais detalhada e amigavel a demonstracao

desse resultado encontrado em [7].

Inicialmente, lembre que uma borboleta é definida como um par ordenado de
arvores, uma direita e outra esquerda, que possuem a mesma raiz. Essa borboleta,
por sua vez, também é uma arvore. Logo, sendo d o grau de saida da raiz, podemos
representar essa borboleta como sendo uma seqiiéncia de d borboletas penduradas
nessa raiz. Como a arvore é plana e sem cruzamento de arestas e essa borboleta
também ¢ vista como um par de arvores (esquerda, direita) de mesma raiz, temos d+ 1
possibilidades de separar as d borboletas em parte direita e parte esquerda desse par.

Isso nos permite definir B de forma recursiva usando a construcao pointing como:

B =0(5SEQ(B))

e portanto sua funcao geradora é dada por:

B(z) = 2(1B°(2) + 2B"(2) + 3B*(2) + .. .) (4.19)

Veja que o termo (k + 1)B¥(z) indica k + 1 maneiras de apontar onde, dentre as k
borboletas, sera feita a particao entre arvore direita e arvore esquerda que compoe a
borboleta original cuja raiz tem grau de saida k.

Sendo assim, vamos introduzir, em cada um desses termos, variaveis u; para marcar
vértices de grau de saida k na borboleta. Com isso, obtemos uma funcao geradora em

um numero infinito de variaveis.

B(z, ug,uy,...) = Zzui(z’ +1)Bi(z2) (4.20)
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Introduzindo também as variaveis u; para marcar vértices de grau de saida i em
(4.10), obtemos:

T(z,ug, s, ...) = Z zu; B (4.21)
i=0

Nosso objetivo é determinar o coeficiente [ug®u(*---ul"z"|(T) em (4.21) que

representa o nimero de &arvores de tamanho n (vértices) com partigdo de grau

(ng,n1,...,n,). Note que
.
[ug®ult .. ur 2" |(T) = Z[u’gou?l coouk ol 2 (zu BY)
k=1
= [ugeut . oupEt e BE
k=1

Veja que em (4.19), B estd definida de forma que podemos aplicar o teorema da

inversao Lagrangeana (forma de Biirmann (3.7)). Ou seja:

ng . ni nge—1
[ugouy® . ouE

St BR = [wf® .ot (s, ug, u, - )

com G(u, g, u1, .. .) = Y50 ui(i + 1)u’; logo, definindo @ = 3., . wi(i + 1)u’, temos:

o(u, ug, ur, . ..) =(lug + 2ugu’ + 3ugu® + ... + (r + Duu” + )"

que por sua vez ¢ igual a:

no,

ong—1,..0,n.,n
no+...+(ng—1)+...4+nr+np=n—1 Tk ’ 1o Uf

Na expressao acima, quando ng+n;+...+ng—14...4+n, = n—1 (equivalentemente
ni=mne>» in; =n—1), temos n; = 0. Dai, segue que:
!

—1

—1 _ , .
Portanto, chegamos ao resultado de que [ug®u* ... up* ™ u 2"~ B* é igual a:

k n—1
— 1m09m L (e 4+ 1)L 1)
n_l(n07"'7nk_17"'7nr) ( * ) (r—i_ )

ne(k+1) k n n—1
no,

n,(k+1)n—1n g — 1,00 n,

)1"02n1 (B ()

= 10971 L (L 1) ... 1)
n(n—l)k—|—1<n07...’nk,...’nr) ( + ) (T—i_ )
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que, somando para valores de kK =1,...,r, obtemos:

1 n "L oin
moym e = 109M L (5 4 1) i
[ug" i up" 2" n(n —1) (no,nl,n2,~~~,m) (r+1) Zi—i—l

conforme o enunciado da proposicao 4.2, finalizando a prova.

Mostramos abaixo um exemplo de aplicacao desse resultado para o grafo da figura
4.4. As arvores sao enraizadas no vértice do canto superior direito. Sendo n = 4,
devemos ter > n; = 4 e Y in; = 3. Vamos encontrar a quantidade de arvores com
cada particao de grau possivel mostrada na tabela abaixo:

’ particao \ no \ ny \ No \ n3 ‘
010
110
011

1]3
) |21
3]0

A quantidade de Aarvores com partigao de grau do tipo (i), é dada por

4
4#( ) 1'23(3) = 4. Na figura 4.10, mostramos essas arvores.

NS

Figura 4.10: Arvores com particao de grau ng = 1,n; = 3,19 = 0,n3 = 0.

A quantidade de drvores com partigho de grau do tipo (i), é dada

4
4#( )122131(% + 2) = 7. Na figura 4.11, mostramos essas drvores.

2,1,1,0

N

Figura 4.11: Arvores com particao de grau ng =2,n; = 1,1y = 1,n3 = 0.
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Finalmente, a quantidade de drvores com parti¢ao de grau do tipo (iii), é dada por,

4
L ( >13203041(%) = 1. Na figura 4.12, mostramos essa arvore.

31\30,0,1

Figura 4.12: Arvore com particao de grau ng =3,n; =0,n9 = 0,n3 = 1.



Capitulo 5

Consideracoes Finais

O estudo envolvendo a contagem de estruturas particulares de arvores é o tema
principal deste trabalho. Inicialmente, nossa proposta objetivava contar arvores
geradoras com restricao de grau maximo nos vértices, o que se mostrou muito mais
complexo do que o esperado. Dai termos atacado casos mais simples desse problema,
como a contagem de caminhos Hamiltonianos que podem ser considerados arvores cuja
restricao de grau nos vértices internos do caminho ¢ igual a dois e, nas extremidades do
caminho, igual a um. Avancamos pouco nesse proposito com a contagem das arvores
planas enraizadas sem cruzamento de arestas e com particao fixa de grau de saida
nos vértices. Esses resultados sao conhecidos na literatura e foram apresentados aqui,
acreditamos, de forma mais intuitiva. Porém, a complexidade de realizar a contagem
do problema original ainda é uma dificuldade a ser vencida.

Quando do esforco para realizar a contagem dessas arvores, ocorreu de encontrarmos
dois tipos de arvores que acreditamos serem inéditos: as arvores r-modulares e
as arvores k-Cayley. Propomos construcoes simbodlicas de combinatéria analitica
para ambos os tipos de arvores e, a partir delas, encontramos fungoes geradoras
que possibilitaram realizar suas contagens. Mostramos que as arvores r-modulares
generalizam varios tipos de arvores, dentre os quais alguns sao conhecidos da literatura,
como as unarias-bindrias, binarias, k-arias, gerais, etc. Esses resultados foram objeto do
artigo [14]. Usamos as arvores r-modulares para obter as arvores k-Cayley e chegamos
a sua contagem usando resultados complexos de combinatoria cldssica. Esse resultado
foi 0 mais arduo de ser obtido e o artigo referente as arvores k-Cayley foi submetido [1]
e aguarda parecer. Os resultados sobre esses dois tipos de arvores constituem a
contribuicao principal deste trabalho.

Destacamos também a importancia que as construcoes de seqiiéncias de multiplos
limitada e ilimitada tiveram na obtencao dos resultados aqui apresentados. Essas
construcoes também sao originais e podem facilitar a contagem de outros tipos de
arvores nao tratados neste texto.

Tao importante quanto ter alcancado resultados tedricos, citamos também

como contribuicao o aprendizado introdutério dessa nova disciplina denominada de
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combinatoéria analitica, complexa, porém fascinante e méagica. Entendé-la e explicé-la
aqui, neste texto, mesmo que seja apenas uma parte introdutéria, é uma conquista para
nos. Claro, muito resta a ser feito, como o estudo assintético de alguns resultados dados
em forma de somas alternadas para se chegar a valores fechados ou aproximados para
os mesmos. Porém, isso e o aprofundamento do estudo dessa disciplina, pretendemos
fazé-los como seqiiéncia deste trabalho.



Apeéendice A

Convolucao generalizada de
Vandermonde

Neste apéndice demonstramos a seguinte igualdade combinatoria:

Z(pj+r)(p(m—j)+s) r s _(pm—i—r—irs) r+s
j m—j pj+r pm—j)+s m pm+1r+s

- (A.1)

para p,r,m,s € R.
Utilizamos uma familia de séries de poténcias chamada de série binomial

generalizada, que é definida como:

Bi(2) = SR S onde (k) = 0 _(Zz)!_ o

k>0

A identidade abaixo é valida para todo r € R. Para maiores detalhes ver [9], pdgina
147.

Biz)y =% (tk; T) tk: o+, (A.2)

k>0

Agora, por (A.2), temos as seguintes igualdades:

tk+7r+s r+s
r+s __ k
Bi(2) _Z( k >tk+r+sz

k>0
, te+r T
Bi(2) :Z( i )ti+rz
i>0
s ty+s s
Bl :Z< | )t'+szj
>0 J J

Sabendo que:
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obtemos:
Z(tk‘i‘r‘i‘S) r+s Zk_z(tl‘i‘?") r th(t]"‘fﬁ) S Zj
= k thk+r+s = 1 ti+r = J tj+s

que pode ser reescrito na forma:

thk+7r+s r+s ti+r\[(ti+s 5 T i
0 Lk ! A.
Z( k )tk+r+sz ZZ( i )( j )tj+stz'+rz (A.3)

k>0 i>0 >0

sendo que ao igualar os coeficientes de mesma poténcia em z em (A.3), obtemos j+i = k

ou j = k — 1. Dai, vem que:

tk+r+s\ r+s _Z ti+r\ [(tlk—1i)+s s T
k tk—l—r—i—s—i>0 i k—i tk—i)+s ti+r




Apeéendice B

Inversao Lagrangeana

Inicialmente reproduzimos alguns conceitos e resultados utilizados na demonstracao

do teorema da inversao Lagrangeana.

Lema B.1. [13] Se T : R? — R? ¢ um operador linear invertivel (com norma ||T|| <

1), entao o operador linear S =1d — T também é invertivel.

Prova B.1. Pelo teorema do nicleo e da imagem, basta mostrar que ker S = {0}. Mas
se v € (ker S)\ {0}, entao Sv =0, e dai Tv =v. Logo,

[T()]| S I T@I _

|7 = sup >
w#0 ||’UJ|| HUH

)

contradizendo a hipdtese ||T'|| < 1.

Defini¢ao B.1. [15] Seja f : U — C uma fungdo continua, onde U € um aberto de
C. Dizemos que f ¢ holomorfa! em z, € U, se existe o limite

f(z0+ 1) = f(=0)
h

O niumero complezo f'(zy) € chamado de derivada de f em z.

(B.1)

Jzo) = iy

Defini¢ao B.2. [15] Seja U C C um aberto. Dizemos que f : U — C é uma fungao
analitica?, se para todo zy € U, existe uma série de poténcias Y., -, an(20)w™,de termos

(an(20)) com raio de convergéncia r > 0, tal que

F(2) = an(20)(z — 20)"

n>0

para todo z € U tal que |z — zo| < 1.

'Funcdes holomorfas sao definidas sobre um subconjunto aberto do plano de nimero complexo
C com valores em C que sao diferencidveis em cada ponto. Esta condigao é mais forte que a
diferenciabilidade em caso real, implicando que a funcgao ¢é infinitamente diferenciavel, sendo portanto
descrita mediante sua expansao em série de Taylor.

2Uma funcdo analftica é uma funcdo que pode ser localmente expandida em séries de Taylor.
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e

Definicao B.3. [15] Seja f : U — C uma aplicagao diferencidvel, onde U C C é
um aberto. Dizemos que f é um difeomorfismo® sobre f(U), se f(U) for aberto e se

f:U — f(U) for um homeomorfismo?* cuja inversa f=': f(U) — U € diferencidvel.

Definigao B.4. [15] Dizemos que uma aplicagao linear T : R> — R? ¢ conforme se
para quaisquer vetores u,v € R%, o dngulo formado por T(u) e T(v) é o mesmo que o

formado por u e v.

Teorema B.1. [15] Seja ) ., a,2" uma série de poténcias com raio de convergéncia
r > 0. Denotemos por S(z) a funcao definida por esta série, com z pertencente a seu

disco de convergéncia. Entdo S(z) é holomorfa e a sua derivada € dada por

S'(z) = Znanzn_l = Z(n + Day12"

n>1 n>0
para todo z no disco de convergéncia. Em particular, a série S' tem o mesmo disco

de convergéncia que a série S.
Decorre de (B.1) que as fungoes analiticas sdo holomorfas.

Teorema B.2. [13][Funcio Implicita] Sejam f : U — R uma funcdo de classe C* k >
1, definida num aberto U C R?, e (wo,y0) € U tal que f(zo,y0) = ¢, % # 0. Entao
existe um retangulo aberto definido pelos intervalos I x J de centro (xo,%o), tal que

of

f~Ye)N(Ix J) é o grifico de uma fungdo ¢ : I — J de classe C*. Tem-se p(v) = — 3%,

&

sendo estas derivadas calculadas no ponto (z,¢(x)).

Teorema B.3. [15][Férmula integral de Cauchy/
Seja f: U — C uma fungao holomorfa, onde U C C é um aberto. Seja v : [a,b] —
U um caminho fechado livremente homotépico® a uma constante em U. Para todo

z € U —~([a,b]), vale a sequinte formula:

I(%z)f(z)_i/M

2 wW— Z

_ 1 dz 4 P . [
onde I(v, 20) = 5 f,y o € chamado indice de v com respeito ao ponto zy. Também

chamado de ntimero de voltas da curva v em torno do ponto zj.
A férmula de inversao Lagrangeana é o contetido do seguinte teorema

3Difeomorfismo é um bijecdo diferencidvel cuja inversa também é diferencidvel.

Do grego homoios = semelhante e morpha = forma. Intuitivamente, um homeomorfismo
transforma pontos de um objeto que estao perto uns dos outros, para pontos de outro objeto que
estao préximos entre si, e os pontos no primeiro objeto que nao estao proximos entre si em pontos
para o segundo objeto que nao estao préximos entre si.

®Duas aplicacdes continuas de um espago em outro sao homotépicas (do grego homos=mesmo e
topos=lugar) se uma delas pode ser deformada continuamente na outra.
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Teorema B.4. Seja ¢(u) =3, oxu® a expansdao em série de poténcias em torno de
0 de uma fungdo analitica ¢ : B(0;r) C C — C tal que ¢y # 0. Entdo existe s > 0
tal que, para z € B(0;s) C C, a equacdo (em y) y = z¢(y) admite uma unica solugdo

Y(2) = Y >1 Ynz", analitica em z e tal que

o = ~ (") (o()").

n

Prova:(Demonstra¢io de Antonio Caminha Muniz Neto) Considere a fungdo F :
C x B(0;r) — C dada por F(y,z) =y — z¢(y). Identificando (da maneira usual) C
com R?, C x B(0;7) com um aberto de R*, e calculando a derivada de Fréchet® D,F

de F' com respeito a y, obtemos
DyF(% Z) = Id— Z(b/(y)a

onde ¢'(y) denota a derivada complexa de ¢ em y e identificamos z¢'(y) com um
operador linear em R? da maneira usual.

Agora, tome s > 0 tal que ¢(y) # 0 para y € B(0;s). Portanto, sendo F~1(0) =
{(y,2); F(y, 2) = 0} (nao-vazio, pois contém pelo menos o ponto 0), temos em F~(0)N
(B(0;5) x B(0;7)) que

¢'(y)
D, F(y,z) = Id — y
! ¢(y)
(aqui, novamente vemos %y como um operador linear em R?).
/
Mas como hII(l) 2((y))y = 0, podemos supor que s > 0 foi tomado tao pequeno que
y—0 ¢(y

|%y| < 1 para y € B(0;s). Portanto, em F~*(0) N (B(0;s) x B(0;r)) temos
D,F(y,z) =1d—1T,,

onde T, : R* — R? € um operador linear de norma ||T,|| < 1. Pelo lema anterior, seque
que a derivada D, F (y,z) : R* — R? € um operador invertivel, e o teorema B.2 garante
que, diminuindo r e s sempre que necessdrio, F~1(0) define o grdfico de uma aplicagao
(real) diferencidvel y = y(z) : B(0;r) — B(0;s), tal que y(0) = 0; em particular,
y =y(z) € continua.

Afirmamos que a fungao y € injetiva em B(0;1). De fato, para z, 2 € B(0;r), se

y(z1) = y(22) = w, entao a relagio y(z) = z¢p(y(z)) nos dd

219(w) = 210(y(21)) = y(21) = y(22) = 220(y(22)) = 229 (w);

mas como ¢p(w) # 0 para w € B(0;s), seque dai que z1 = 2.

6A derivada de Fréchet é a generalizacdo do conceito de derivada de funcdes em R™ em espacos de
Banach.
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Mostremos agora que y € uma func¢ao analitica (complexa) de z € B(0;r). Se
z,z0 € B(0;7), com z # 2y, entao a injetividade de y garante que y(z) # y(zo), e dai

y(z) —ylz0) _ 20(y(2)) — 2090(y(20))

T 00(0) — 20() |, w00 — 200(u0)
)~ d) ) )
= o) + AN ) ye) Zyteo)

Logo,

W =al) (| oD el _
z— 2 <1 O y(z) — y(zo) > P(y(2)). (B.2)

Agora, a continuidade de y nos dd lim,_,,, y(z) = y(zo), donde

L, W) —oly(x) L eW(2) — dy(=))
T — ) e Y y(e) — y() o ulz))

o qual tende a 0 quando zg — 0. Podemos entao supor adicionalmente que r foi

escolhido tao pequeno que zo@'(y(z9)) # 1 em B(0;7). Portanto, fazendo z — zy em

(B.2), concluimos que y'(zp) = lim y(2) = y(z) existe e
=2 2 — 2
2
y,(ZO) ¢(y( 0))

1= 209" (y(20))
Em particular, y'(0) = ¢(0) = ag # 0 e y € uma fun¢ao analitica complexa de z, para
z € B(0;r).

Seja, y(2) = yo+y1z+ ... +yp2" + -+ a expansdo de y em série de poténcias de z
em B(0;7). Entao y'(z) = y1 + 2yoz + -+ -+ ny,_12" 1 + -+, e pelo teorema B.3 temos

- 1 [y(z)
= n—1 N — d B.
nyn, = [2"71(y) 2m./7 oz (B.3)
onde v : [0,27] — B(0;7) € qualquer curva C* por partes e tal que I(y;0) = 1. Mas
y(z) = 2¢(y(2)) nos da z = ¢§/y((zz))), de maneira que
n 1 [o(y(2)"y'(z)dz 1 (w)"dw
= () = o [ FUEEE L [ S
v y(z) T Jyoy W

Por fim, como y € um difeomorfismo conforme sobre sua imagem, com y(0) = 0,
seque que
[y 0v;0) = I(7;0) = 1,
de maneira que a igualdade acima nos dd, novamente por aplicacao da formula integral
de Cauchy,
nyn = [u"(d(u)").
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