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RESUMO

Considere um grafo G com uma certa demanda de fluxo a ser enviada de alguns vértices de
origem a um vértice de destino. Chamamos de fluxo vidvel uma transmissao de fluxo através dos
vértices e arestas de G que satisfaz a demanda. Cada fluxo vidvel define um multigrafo com os
vértices e arestas de G, mas com a multiplicidade de cada aresta sendo igual a quantidade de
fluxo que passa por essa aresta no fluxo vidvel. Uma solugdo vidvel do problema de coloracao
de fluxo é composta por um fluxo vidvel e uma atribui¢c@o de cores as arestas do seu respectivo
multigrafo tal que duas arestas adjacentes recebem cores distintas. O objetivo do problema
€ encontrar uma solucdo vidvel onde a coloracdo das arestas tenha o menor nimero de cores
distintas. Neste trabalho, apresentamos um algoritmo aproximativo que fornece uma solucao
vidvel para o problema de coloragdo de fluxo com até | (5x4, +2)/4] cores, onde x4, € o nimero
6timo de cores. O fator de aproximagdo desse algoritmo melhora o fator 3/2 do algoritmo de
Campélo et al. (2012), até entdo a melhor garantia de aproximacado encontrada na literatura.
Para esse proposito, definimos um novo problema, a ser solucionado em uma das etapas do
nosso algoritmo, que provamos poder ser resolvido em tempo polinomial. Apresentamos duas
novas formula¢des de programacao inteira para o problema de coloragdo de fluxo, adaptamos de
forma direta uma terceira, proposta inicialmente para um problema relacionado, e realizamos um
estudo tedrico das trés formulagdes. Propomos uma heuristica, baseada no método de geragao
de colunas, que pode ser implementada com duas das formulacdes estudadas. Apresentamos
experimentos computacionais realizados com as duas versdes da heuristica, mostrando que
ambas obtém, de forma bastante eficiente, solu¢cdes com valor muito proximo ao 6timo. Por
fim, sugerimos um algoritmo exato, baseado no método de branch-and-cut, que utiliza uma das

formulacdes estudadas e duas desigualdades que provamos serem vélidas para essa formulagao.

Palavras-chave: Otimizacdo combinatdria. Coloracao de fluxo. Fluxo em rede. Coloragdo de

arestas.



ABSTRACT

Consider a graph G with a certain demand of flow to be sent from some source vertices to a target
vertex. We call feasible flow a transmission of flow through the vertices and edges of G that
meets the demand. Each feasible flow defines a multigraph with the vertices and edges of G, but
with the multiplicity of each edge being equal to the amount of flow passing through that edge in
the feasible flow. A feasible solution of the flow coloring problem consists of a feasible flow
and an assignment of colors to the edges of its respective multigraph such that any two adjacent
edges receive different colors. The goal of the problem is to find a feasible solution whose edge
coloring has the least number of distinct colors. In this work, we present an approximation
algorithm for the flow coloring problem that always uses fewer than | (54 +2)/4] colors, where
Xy is the optimal number of colors. The approximation ratio of that algorithm improves the
previous best ratio, 3/2, given by an algorithm by Campélo ef al. (2012). For this purpose, we
have defined a new problem, which is solved in a step of our algorithm, and we prove that it can
be solved in polynomial time. We present two novel integer linear programming formulations for
the flow coloring problem and directly adapt a third one, initially proposed for a closely related
problem. We also present a theoretical study of that three formulations. We propose a column
generation based heuristic that can be implemented with two of the formulations studied. We
present computational experiments performed with the two versions of the heuristic which shows
that both can obtain, efficiently, solutions very close to the optimum. Finally, we suggest an
exact algorithm, based on the branch-and-cut method, that uses one of the studied formulations

and two inequalities that we have proved to be valid for this formulation.

Keywords: Combinatorial optimization. Flow coloring. Network flow. Edge coloring.
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1 INTRODUCAO

Em uma rede de rddio em malha, cada no da rede envia (ou recebe) informacgdes
através de enlaces (ou links) de radio estabelecidos com outros nés dentro de seu alcance de
comunica¢do. Um dos problemas enfrentados nesse tipo de rede € a interferéncia que ocorre entre
os enlaces de rddio de nés suficientemente proximos na rede (GOMES, 2009). Isso significa que
apenas certas transmissdes podem ser realizadas simultaneamente e que os nds devem operar de
forma cooperativa para atingir um fluxo efetivo de transmissdo na rede (BERMOND et al., 2006).
Uma maneira de evitar tais interferéncias consiste em utilizar um protocolo de comunicacdo
onde a transmissao € feita por meio de repeticdes de uma sequéncia fixa de rodadas, sendo uma
rodada definida por um conjunto de links sem interferéncia dois a dois (BERMOND et al., 2006;
KLASING et al., 2008). Nesse contexto, BERMOND et al. (2006) estudam o problema de
provimento de internet em dreas rurais na Franga. Através de uma rede de radio, as residéncias e
estabelecimentos de uma localidade devem transmitir dados para um no especifico (gateway),
com uma antena central, criando um trafego similar a um fluxo simples, gerado em varios nos,
para um tnico sumidouro.

Motivados por essa aplicagdo, Klasing et al. (2008) definem o problema de pondera-
¢do de rodadas (PPR). A grosso modo, dada uma rede com uma funcio de demanda de fluxo
a ser enviado de nés fontes a um sumidouro!, por meio de um possivel conjunto de rodadas
(subconjuntos de links da rede), o problema consiste em encontrar um fluxo e uma ponderagao
de valor total minimo para as rodadas que permitam o atendimento da demanda pré-estabelecida,
ou seja, onde a soma dos pesos das rodadas contento cada link seja no minimo a quantidade
de fluxo que passa nesse enlace. Sendo inteiro, o peso de uma rodada pode ser interpretado
como a quantidade de vezes que ela € usada para a transmissdo da demanda de fluxo. No caso
do PPR, porém, os pesos podem ser fraciondrios, pois considera-se que a transmissdo ¢ feita
continuamente ao longo do tempo, de modo que se determina o nimero médio de cada rodada
por periodo.

Definido originalmente em (CAMPELO etal.,2012), o problema de coloracdo de
fluxo (PCF), foco deste trabalho, € inspirado no PPR. Ele pode ser visto como o PPR onde a
rede é modelada por um grafo ndo direcionado, e o conjunto de possiveis rodadas é o conjunto

de emparelhamentos® desse grafo. Nesse sentido, vamos pedir que cada aresta seja “coberta”

1
2

Na defini¢c@o geral pode haver varios nés de destino.
Um emparelhamento € um subconjunto de arestas sem extremidade comum.
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por tantos emparelhamentos quanto seja a quantidade de fluxo que por ela passa. Além de
manter relagc@o estreita com a aplicag@o acima citada, o PCF combina dois problemas cldssicos
de otimiza¢do amplamente explorados, fluxo e coloragdo de arestas, trazendo diversas questdes
tedricas interessantes que emergem dessa combinacao.

Embora deixemos a formalizacdo do problema para a Se¢do 2.5, apresentamos aqui
uma descri¢ao que pressupde alguns conceitos basicos e omite certos detalhes, mas explicita
melhor a relacdo com fluxo e coloragdo de arestas, bem como possibilita o entendimento do
restante deste capitulo introdutério. Dado um grafo G = (V, E) com um vértice destacado ¢ (o
gateway) e uma fun¢do de demanda de fluxo b : V \ {t} — N sobre os demais vértices, uma
solucdo viavel para o PCF é composta por dois elementos bésicos. Primeiro, um fluxo vidvel
¢, que pode ser traduzido numa cole¢do de b(v) caminhos (ndo necessariamente distintos) em
G, de v parat, paracadav € V \ {r}. Segundo, uma coloragao prépria das arestas do multigrafo
Gy = (V,Ep), onde E, é formado por cada aresta e € E com multiplicidade igual ao fluxo que
nela passa, ou seja, a quantidade de caminhos da cole¢do contendo e. Em uma coloracdo propria,
as arestas de mesma cor compdem um emparelhamento. O objetivo do problema € encontrar um
fluxo que possa ser colorido com a menor quantidade de cores possivel, a ser chamado indice
cromdtico de fluxo.

Em Campélo et al. (2015) € proposta uma generalizacao do PCF: o problema de
coloracdo de fluxo a distancia d (PCF,;). No PCF,, duas arestas em que passa fluxo devem ter
cores distintas se estdo a uma distancia menor que d, onde d é um parametro de entrada para o
problema. Nessa generalizacdo, pode-se notar que o PCF € equivalente ao PCF;.

Um algoritmo polinomial para obter uma (boa) solu¢do vidvel do PCF é apresentado
em Campélo et al. (2012). Esse algoritmo, chamado 2-por-2, envia (e colore) o fluxo iterati-
vamente, procurando, enquanto possivel, encaminhar duas unidades de fluxo de tal forma que
possa ser colorido com duas cores. Dessa maneira, define uma sequéncia de pares de origem,
onde os vértices de cada par (ndo necessariamente distintos) devem enviar, simultaneamente,
uma demanda de fluxo ao vértice de destino, usando dois caminhos internamente disjuntos em
vértices. O Algoritmo 2-por-2 garante uma solu¢do 6tima para o problema em grafos 3-conexos
e tem fator de aproximacao % para o indice cromatico de fluxo em grafos 2-conexos arbitrérios
(CAMPELO et al., 2012).

O PCF, é NP-dificil para grafos bipartidos, mesmo nos casos em que d =2 e 0

grafo tem miiltiplas origens, ou d > 3 e o grafo tem uma tinica origem (CAMPELO et al.,
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2015). Ja para grafos bipartidos ou 3-conexos, Campélo et al. (2015) estabelecem o tempo
de resolucio do PCF como O(|V|*> + «|V||E|), onde o = &(|E|,|V|) € a inversa da fungo de
Ackermann. Embora néo esteja explicito em (CAMPELO et al., 2015), pode-se concluir dos
resultados que, nessas duas classes de grafos, o indice cromatico de fluxo pode ser determinado
em tempo O(|V||E|). Apesar desses resultados positivos para grafos bipartidos ou 3-conexos, a
complexidade do PCF ainda estd em aberto para grafos gerais.

Este trabalho, tem como objetivo propor novas abordagem de resolu¢do para o PCF.
Para isso, desenvolvemos uma estratégia onde o fluxo e a coloracdo que compdem uma solugdo
vidvel do problema sao obtidos em etapas separadas, diferente da abordagem de Campélo et
al. (2012) e Campélo et al. (2015), onde esses sdo construidos de forma simultanea. Dessa
estratégia, extraimos um algoritmo exato para grafos bipartidos e (% + ﬁ)—aproximativo para
grafos gerais, onde )}, é o nimero Gtimo de cores, reduzindo assim o fator de aproximagéo 3/2
fornecido pelo algoritmo de Campélo et al. (2012) para grafos 2-conexos. Tal desenvolvimento
passa pela defini¢do de um novo problema, relacionado ao PCF, a ser chamado problema do fluxo
de minimo grau mdximo. Realizamos um estudo da complexidade deste problema e mostramos
estreitas relagdes dele com o PCF. Além disso, propomos duas formulagdes de programacao
inteira originais para o PCF, além de uma terceira, diretamente adaptada de um modelo proposto
para PPR por Gomes (2009). Realizamos um estudo tedrico das trés formulagdes matematicas,
comparando os limites gerados por suas relaxagdes lineares e derivamos desigualdades validas
para um dos modelos, e propomos formas de utilizd-las para obter métodos heuristicos e exatos
para o problema.

O contetido dos préximos capitulos deste texto estd organizado da seguinte forma.
No Capitulo 2, introduzimos os conceitos que sdo base para a compreensao deste trabalho e
apresentamos uma definicao formal do PCF. No Capitulo 3, introduzimos o problema de fluxo
de minimo grau maximo, estabelecemos sua relacdo com o PCF e mostramos como construir,
a partir dessa relacdo, um método aproximativo para o PCFE. No Capitulo 4, realizamos um
estudo tedrico dos modelos matemaéticos propostos para o PCE. No Capitulo 5, descrevemos uma
heuristicas para o PCF e apresentamos resultados computacionais a seu respeito. No Capitulo

6, sugerimos um método exato para o problema. Por fim, no Capitulo 7, apresentamos nossas

conclusdes a respeito deste trabalho e discutimos possiveis trabalhos futuros.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA E DEFINICAO DO PROBLEMA

Neste capitulo, apresentaremos conceitos que sdo pré-requisito para o conteido

presente nos capitulos seguintes.

2.1 Algoritmos e classes de problemas

A fungcdo complexidade de tempo de um algoritmo € uma funcdo f : Z, — Z que
quantifica o nimero maximo de passos que o algoritmo levar em sua execucao, expresso em
termos do famanho da entrada. Quando a entrada € uma instancia de um problema, o tamanho
da entrada é comumente chamado tamanho da instancia, e tal funcdo estima, em certa medida, o
tempo que o algoritmo gasta para resolvé-lo.

Dadas duas fungdes f:Z; — R, e g: Zy — R, dizemos que f(n) = O(g(n)), se
existem dois inteiros positivos ¢ e ng tais que f(n) < cg(n), paratodo n > ng. Se f(n) = O(g(n)),
dizemos que g(n) é um limitante superior assintético para f(n).

Seja d um inteiro ndo negativo. Um polinémio p(n) de grau d é uma fungio
p(n) = Z?:O a;n', onde as constantes ay, ...,ag sio coeficientes do polindémio e az # 0. Um
polindmio de grau d € assintoticamente positivo se, e somente se, a; > 0. Se o polindémio p(n) é
assintoticamente positivo, é facil ver que p(n) = O(n). Um algoritmo é dito polinomial, se sua
fun¢do de complexidade de tempo f : Z, — Z4 € f(n) = O(p(n)) para algum polindmio p(n),
onde n é o tamanho da entrada.

O problema que tratamos neste trabalho € classificado como de otimiza¢do. Em um
problema de otimizagdo, cada solucio vidvel tem um valor associado e desejamos encontrar
uma solucdo vidvel de melhor valor (ou solugdo otima), isto €, uma solugdo vidvel de valor
maximo, quando temos um problema de maximizagdo, ou uma solugdo vidvel de valor minimo,
quando temos um problema de minimizacdo, como no nosso caso. Observe que um problema de
maximizacao pode ser convertido em um problema de minimizagdo e vice-versa simplesmente
invertendo o sinal do valor de cada solug@o. Sendo assim, podemos sempre supor que o melhor
valor € nao negativo.

Um algoritmo a-aproximativo ou um algoritmo com fator de aproximag¢do o para
um problema de otimizag@o ¢ um algoritmo polinomial ./ que, para uma instancia I qualquer do

problema, produz uma solug@o cujo valor .27 (I) pertence ao intervalo

min{A (1), aA(I)},max{A(I),aA(I)}],
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onde A(I) > 0 ¢ o valor de uma solugdo 6tima de /. Chamaremos ¢ de fator de aproximagdo ou
garantia de aproximagdo do algoritmo. Por convengdo, a > 1 para problemas de minimizagao
e o < 1 para problemas de maximizacdo. Portanto, um algoritmo 2-aproximativo para um
problema de minimizacio € um algoritmo polinomial que sempre retorna uma solucio de valor
no méaximo o dobro do valor 6timo.

Em geral, para o caso de minimizagdo, um algoritmo ¢-aproximativo satisfaz

«ssw{ T}

Observe que essa medida de desempenho pode ndo ser a melhor quando, mesmo o algoritmo
devolvendo sempre solugdes de valor bem perto do 6timo, existem instancias onde o valor
6timo se aproxima de zero, levando o fator a a ser alto. A partir dessa observagdo, costuma-se
também adotar outra medida de desempenho. Dizemos que um algoritmo polinomial .27 para
um problema de minimizagdo tem fator de aproximagdo assintdtico o se satisfaz

- AUV
o < llgfips?p{m s A(I) —k}.

Apesar de tratarmos de um problema de otimizacao, falamos pontualmente neste
trabalho de NP-completude e, para compreender esse tema, precisamos entender também o que €
um problema de decisdo. Um problema de decisdo é um pergunta sobre os parametros de entrada
do problema cuja resposta € sim ou ndo. Chamamos de P o conjunto de todos os problemas de
decisdo que podem ser resolvidos em tempo polinomial. Dessa forma, dizemos que um problema
de decisdo pertence a classe P, se existe um algoritmo polinomial que o resolve.

Um problema de decisdo pertence a classe NP se, para cada instancia cuja resposta €
sim, existe um certificado de tamanho polinomial que pode ser usado para verificar, em tempo
polinomial, que a resposta para essa instincia € de fato sim. Um certificado pode ser considerado
uma prova de que uma instincia tem resposta sim.

Dados dois problemas de decisdo A e B, dizemos que A € polinomialmente redutivel
a B, se existe um algoritmo polinomial que transforma uma instancia x de A em uma instancia
y(x) de B de tal forma que x é uma instincia de A cuja resposta € sim se, e somente se, y(x) é
uma instancia de B com resposta sim.

Um problema de decisdao é NP-dificil, se todo problema de NP pode ser reduzido
polinomialmente a esse problema. Se o problema é NP-dificil e pertence a NP, entdo ele € dito

NP-completo. Alternativamente, um problema de decisdo € NP-Completo, se estd em NP e
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qualquer outro problema ja conhecido ser NP-Completo pode ser reduzido em tempo polinomial
aele.

Quando perguntamos se o valor 6timo de um problema de otimizagdo € limitado
(superiormente, no caso de minimizag¢do, ou inferiormente, no caso de maximizag@o) por um certo
valor k, temos nessa pergunta a versdo de decisdo para o referido problema de otimizagdo. Se a
versdo de decisdo de um problema de otimizacao € NP-dificil, entdo o problema de otimizacao

também o €.

2.2 Teoria de poliedros

Dados S = {x!,x*,...x’} CR" e a1,00,...,a, € R, o vetor x =Y  ox' é uma
combinagdo convexa de S, se Y¥ o, =1e 0 >0, para todo i € {1,2,...,p}. A envoltdria
convexa de um conjunto S C R”, denotada por conv(S), é o conjunto de todas as combinac¢des
convexas de seus subconjuntos finitos. Um politopo € a envoltdria convexa de um conjunto finito
de pontos. Um subconjunto de R” € dito convexo, se € igual a sua envoltdria convexa.

Seja C C R um conjunto convexo ndo vazio. Uma dire¢do de recessdo de C é um
vetor d € R"\ {0} tal que x+ Ad € C, para todos x € C e A > 0. O cone de recessdo de C,
denotado por rec(C), é o conjunto de todas as dire¢des de recessdo de C junto com 0. Observe
que rec(C) = {0} quando C ¢ limitado, ou seja, existe L > 0 tal que || x || < L, para todo x € C.
Em particular, rec(C) = {0} quando C € um politopo.

Um semiespago é um conjunto da forma {x € R" : a’x < o}, para o € R*\ {0} e
o € R. Um poliedro é um conjunto definido pela interse¢do de um ndmero finito de semiespacos.
Todo poliedro é um conjunto convexo.

Pelas defini¢des de semiespaco e poliedro, temos entdo a seguinte proposi¢ao:

Proposicao 2.2.1. P C R" ¢ poliedro se, e somente se, existem A € R™*" ¢ b € R™ tais que

P={xeR":Ax < b}.

A matriz (A,b) da Proposicdo 2.2.1 é dita uma representa¢@o do poliedro P. Quando
h4 uma representagdo com coeficientes racionais, o poliedro € chamado racional. Um conhecido
e importante teorema estabelece que a envoltdria convexa dos pontos inteiros de um poliedro

racional também € um poliedro.

Teorema 2.2.2 (MEYER, 1974)). Se P C R ¢ um poliedro racional ndo vazio, entdo P; =

conv(PNZ") é um poliedro racional. Mais ainda, se P; # 0, entdo rec(P) = rec(P).
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O politopo dos emparelhamentos de um grafo G = (V,E), denotado por P, (G), é
a envoltoria convexa dos vetores de incidéncia dos emparelhamentos de G, ou seja, do conjunto

de pontos {x € BIE| : YeesmyXe < 1,Vv eV}

Teorema 2.2.3. Para um grafo G = (V,E) qualquer, o poliedro P.,,,(G) é descrito pelo sistema

xeRE 2.1)
Y x <1, Yvev, (2.2)
ecd(v)
Ul -1 .,
Z Xe < , YU CV,|U| >3 e impar, (2.3)
e€E[U] 2

onde E[U] é o conjunto de arestas de G com ambas as extremidades em U.

Uma demonstragao para o teorema acima pode ser encontrada em Ferreira e Waka-

bayashi (1996, p. 77).

2.3 Otimizacao matematica

Um problema de otimiza¢do matemadtica consiste na minimiza¢ao (ou maximizagao)
de uma fung¢do f : R" — R, chamada funcdo objetivo, em um conjunto Q C R", chamado

conjunto vidvel. Normalmente, escrevemos
min f(x) sujeito a x € Q.

As expressdes que definem o conjunto vidvel Q s@o chamadas restricoes do problema. Cado
ponto x € Q é dito uma solucdo vidvel, e uma solucdo vidvel x* tal que f(x*) < f(x), para todo
x € Q, é uma solugdo dtima. O valor de uma solugdo x é f(x), enquanto o valor (6timo) do
problema é f(x*).

Quando a funcdo objetivo € linear e o conjunto vidvel, um poliedro, temos um

problema de programagdo linear (PPL), usualmente escrito como:
minc’ x sujeito a Ax < b, x >0, (2.4)

para vetores ¢ € R" e b € R™ e matriz A € R™*". As restrigdes x > 0 podem ser sempre
consideradas, a partir de uma mudanca de varidveis que leve o poliedro para o primeiro octante.
Problemas de programacao linear podem ser resolvidos em tempo polinomial.

O dual do PPL (2.4) é outro PPL, da forma:

max b’ u sujeito aATu <c,u<0.
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Observe que, no dual, as varidveis sdo u € R™, existe uma dessas varidveis associada a cada
restri¢do no PPL original e existe uma restri¢do relativa a cada varidvel do PPL original. Os
algoritmos para resolver (2.4) em geral fornecem como subproduto a solucao 6tima do dual.

O Teorema Fundamental da Dualidade Linear (TFD) estabelece que pontos X e i sdo
otimos para um PPL e seu dual se, e somente se, sdo vidveis e possuem o mesmo valor para
os respectivos problemas. Esse teorema sugere uma estratégia para resolver (2.4), conhecida
como geragdo de colunas, especialmente util quando hd muitas varidveis. Primeiro, resolve-se
um subproblema com apenas algumas varidveis, digamos x’ (isso corresponde a fixar as demais
varidveis, digamos x”, em 0), chamado problema restrito. Encontram-se, assim, solu¢cdes 6timas
% e il para o problema restrito e seu dual. Caso A”ii < ¢, pelo TFD, (x,x") = (¥,0) e u = i
sdo solucdes Gtimas para problema original e seu dual. Caso contrario, qualquer restri¢do dual
violada por # “gera” uma coluna a ser acrescentada ao problema restrito. Lembre que cada
restricdo do dual € definida por uma coluna (varidvel) do PPL. A identificacdo da restricao dual
mais violada por i define o subproblema de geragdo de colunas.

Acrescentando restricdes de integralidade as varidveis de um PPL, obtemos um

problema de programacdo inteira puro (PPI), ou seja,
minc! x sujeitoa Ax < b, x>0,xe Z". (2.5)

O PPL obtido descartando as restricdes de integralidade x € Z" é chamado relaxagdo linear. Seu
valor 6timo fornece um limite inferior para o PPIL. Diferentemente de um PPL, um PPI é um
problema NP-Dificil em geral.

SejaP={xeR": Ax < b,x >0} e P, =conv(PNZ"). Pelo Teorema 2.2.2, temos

que Py € um poliedro. Mais ainda, pode-se mostrar que o PPI (2.5) € equivalente ao PPL:

T

minc” x sujeito a x € Fj.

Dessa forma, um PPI poderia ser resolvido a partir da determinacao e resolucdo do seu PPL
equivalente. Entretanto, a obten¢do de P; é um problema geralmente dificil. Alternativamente,
uma estratégia para encontrar uma solugdo para (2.5) consiste em resolver uma sequéncia de

problemas lineares

(Z) min{c'x:xe P}, ke{0,1,2,...}

onde

P=PDOPDP,D---2OF
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e Pry1 ndo contém uma solugdo 6tima X% (vértice de P,) obtida para problema (), caso
fraciondria. Por outro lado, se x* € Z", entdo x* é uma solugio do problema (2.5), e o processo
se encerra. Em toda iteragao, ¢! x* é um limite inferior para o valor 6timo do PPL

Usualmente, o conjunto Py, € definido a partir da determinag@o de uma desigualdade
n’x < my que é satisfeita por todos os pontos vidveis (em PN Z") mas violada por x*. Dessa
forma, fazemos P, | = {x € P, : nlx< 7o }. A desigualdade xlx < o € dita um plano de corte
(ela “corta” o ponto indesejado x* € P\ P;), e essa abordagem é chamada método dos planos de
corte (cutting plane method). A identificacdo do plano de corte define o problema de separacdo.

Outra abordagem para (2.5) consiste particionar o poliedro P em poliedros menores

P{,...,P/ tais que P = {Ji_, P! (e idealmente P/ NP} =0, parai # j) e resolver os subproblemas
(Zp) min{c"x:xe R}, ke{0,1,2,....1}.

Note que o valor 6timo do problema original é dado pelo valor 6timo do subproblema com
menor valor. Essa subdivis@o pode ser feita recursivamente, até que o subproblema possa
efetivamente ser resolvido ou descartado (quando sabemos que ele ndo serd o subproblema de
menor valor). Para descartar um subproblema podemos, por exemplo, comparar o valor 6timo
de sua relaxacdo linear com o valor de uma solucdo vidvel. Caso este seja menor que ou igual
aquele, o subproblema pode ser descartado. Esse método € chamado branch-and-bound e sua
composi¢do com planos de corte é conhecida como branch-and-cut.

Para maiores detalhes sobre métodos para programacao linear e interior, sugerimos

consultar referéncias como Wolsey (1998).

2.4 Teoria dos grafos
2.4.1 Grafos simples e multigrafos

Um grafo simples é um par G = (V,E), onde V # 0 é um conjunto finito e E é um
conjunto de pares ndo ordenados de elementos distintos de V. Os elementos de V e E sdo,
respectivamente, chamados de vértices (ou nos) e arestas de G. Em certos casos, tratamos
E como um multiconjunto, permitindo multiplas ocorréncias de uma mesma aresta uv em E
(usualmente abreviamos {u,v} para uv). Nesses casos, G é chamado multigrafo, dois miltiplos
de uv sdo ditas arestas paralelas e chamamos multiplicidade de uv o nimero de multiplos de uv
em E. Denotamos a multiplicidade de uv por p(u,v) (ou u(e), se uv = e), e a multiplicidade

mdxima de uma aresta de um multigrafo G como u(G) = max.cgli(e). Note que, sob essas
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defini¢des, um grafo simples € um multigrafo, mas um multigrafo pode ndo ser um grafo simples.
Neste trabalho, também utilizamos o termo grafo para nos referir a um grafo simples.

Dois vértices u e v sao adjacentes, se uv € E. Dada uma aresta e = uv € E, dizemos
que e incide nos vértices u e v e que os dois sdo extremidades de e. Também € dito que u é
vizinho de v e vice-versa. Similarmente, duas arestas que incidem em um mesmo vértice sao
chamadas adjacentes ou vizinhas. Denotamos & (v) como o multiconjunto de arestas que incidem
em v e N(v) como o multiconjunto de vértices vizinhos de v. O niimero de arestas incidentes em
v é chamado grau de v, e denotamos por A(G) = max,cy|0(v)| 0 grau mdximo de G.

Um grafo simples em que cada dois vértices distintos sdo adjacentes é um grafo
completo. Denotamos um grafo completo com 7 vértices por K,,. E facil verificar que um K, tem
(n? —n) /2 arestas.

Um caminho é um grafo simples cujos vértices podem ser ordenados de tal forma
que dois vértices sdo adjacentes se, € somente se, eles sdo consecutivos na ordenacdo. Denotamos
como P, um caminho com n vértices. Em um caminho, todos os vértices t€m grau 2 com exce¢ao
das extremidades (o primeiro e o ultimo vértice da ordenacdo) que tém grau 1. Denotamos P,
um caminho com extremidades u e v e 0 chamamos um uv-caminho.

Um ciclo é um grafo simples formado por um caminho, com extremidades digamos
u e v, adicionado da aresta uv. Observe que todos os vértices tém agora grau 2. Denotamos C,,
um ciclo com n vértices. Um C3 (ou equivalentemente K3) também € comumente chamado de
triangulo. Um multigrafo € livre de tridngulo, se ndo tem um tridngulo como subgrafo.

Um multigrafo H = (U,A) é um subgrafo de um multigrafo G = (V,E),se U CV
e A C E. Em particular, H € dito subgrafo induzido por U quando A € o conjunto de todas as
arestas de G com ambas as extremidades em U. Nesse caso, denotamos A por E[U] e H por

G[U].
2.4.2 Conectividade

Um multigrafo G = (V,E) é conexo, se, para todo par de vértices distintos u € V e
v € V, existe um caminho, como subgrafo de G, em que u e v sdo extremidades. Um multigrafo
ndo conexo é chamado desconexo. A conectividade de um multigrafo G = (V. E), escrita como
k(G), é o menor tamanho de um conjunto de vértices S C V tal que G[V \ S| é desconexo ou tem
apenas um vértice. Dizemos que G € k-conexo, se sua conectividade € pelo menos k.

Um conjunto desconectante de um multigrafo conexo G = (V,E) € um conjunto
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A CE tal que H= (V,E\A) é desconexo. Um multigrafo é k-conexo em arestas, se todo
conjunto desconectante tem pelo menos k arestas. A conectividade em arestas de G, denotada
por k’(G), é o tamanho do menor conjunto desconectante de G. Um corte de arestas de G é um
conjunto de arestas da forma [S, 5], onde S é um subconjunto préprio ndo vaziode V,S=V\Se

[S,S] é o multiconjunto de arestas de G que tém uma extremidade em S e outra em S.
2.4.3 Multigrafos bipartidos

Se o conjunto de vértices de um multigrafo G pode ser particionado em dois conjuntos
disjuntos A e B de tal forma que cada aresta de G tem uma extremidade em A e outra em B, entdo

G € um multigrafo bipartido.
Teorema 2.4.1. Um multigrafo G é bipartido se, e semente se, todo ciclo em G tem tamanho par.

Uma prova do Teorema 2.4.1 pode ser encontrada em (WILSON et al., 1972, p. 33).
2.4.4 Coloracdo de arestas

Uma coloragdo de arestas de um multigrafo G = (V,E) é um fun¢doo : E — C
que associa a cada aresta e € E uma cor o(e) € C, onde C é um conjunto de cores (as cores sao
comumente representadas por nimeros). Uma coloracdo de arestas onde quaisquer duas arestas
adjacentes possuem cores diferentes é uma coloracdo propria de arestas. Uma k-coloracdo
de arestas € uma coloracao propria de arestas com k cores distintas. O indice cromdtico de
um multigrafo G, denotado por x’(G), é o menor valor inteiro k > 0 tal que G admite uma
k-coloragdo de arestas.

Seja ¢ uma k-coloragdo de arestas de um multigrafo G = (V,E). Uma classe de
cor é um conjunto de arestas Eg, = {¢ € E : 6(e) = a}, onde a € uma cor presente em 6. Um
emparelhamento em G € um conjunto de arestas ndo adjacentes par-a-par. Como nenhum par
de arestas adjacentes recebe a mesma cor em uma k-coloragdo (prépria) de arestas, toda classe
de cor dessa colorac@o € um emparelhamento. Portanto, repare que hd uma correspondéncia
um-para-um entre uma k-coloragdo de arestas de G e um particionamento (Ay,..,A;) de E em k
emparelhamentos.

A partir dessa observagdo, podemos formular o problema de coloragdo de arestas em
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um multigrafo G = (V, E) através do seguinte modelo de programagao linear 0-1:

x'(G):min{ Y oxu: Y xm:1veeE,xe{o,1}|~//f},

me.MH m:.ecm
onde .Z é o conjunto de todos os emparelhamentos de G e x,, indica se o emparelhamento
m € ./ sera ou nio usado com uma classe de cor. O valor da relaxagdo linear do modelo acima

define o chamado indice cromdtico fraciondrio de G, denotado por x"*(G), ou seja,
x’*(G)zmin{ Y xw: ) xm:1VeEE,x€[O,1]‘/{|}.
meH m:ecm

Note que A(G) é um limite inferior para '(G), pois todas as arestas incidentes em
qualquer vértice devem receber cores distintas. Adicionalmente, como toda classe de cor é um
emparelhamento e como todo emparelhamento de qualquer subgrafo induzido G[U| = (U,E[U])

tem no méximo ||U|/2] arestas, outro limite inferior para ¥'(G) é [p(G)], onde

E[U]] .
maxq s U CV| U >2¢, se|V|>2,
p(G) = {HU\/% }

0, se |[V| <.
Na verdade, é conhecido que
%" (G) = max{A(G),p(G)},

mostrando que o limite inferior dado pela relaxag@o linear que define ¥"*(G) é exatamente
o melhor entre os dois limites descritos acima. Veja, por exemplo, (STIEBITZ et al., 2012,
Apéndice B).

A classica Conjectura de Goldberg pressupde que esse limite inferior se distancia do

otimo em no maximo uma unidade.

Conjectura 2.4.1 ((GOLDBERG, 1973)). Todo multigrafo G satisfaz
[2"(G)] = max{A(G),[p(G)]} < 2'(G) < max{A(G) + 1, [p(G)}.
Caso essa conjectura seja verdadeira, teriamos que
[2"(G)] <2'(G) < [X"(G)] +1, (2.6)

pois terfamos ¥'(G) < max{A(G)+1,[p(G)]} <max{A(G),[p(G)| —1}+1 <max{A(G),|p(G)]}+
1= [2"(G)] +1.
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2.4.5 Fluxo em rede

Um digrafo é um par ordenado D = (V,A), onde V é um conjunto de vértices e A é
um conjunto de pares ordenados de V, chamada conjunto de arcos. Usualmente abreviaremos
a escrita (u,v) de um arco para uv. Em analogia ao conceito de caminho para grafo simples,
definimos caminho direcionado como um digrafo cujos vértices podem ser ordenados de tal
forma que existe um arco uv se, e somente se, u € v sa0 consecutivos na ordenac¢do, com u antes
de v. O primeiro e ultimo vértices na ordem sdo a origem e o destino do caminho. Similarmente,
um ciclo orientado é um digrafo simples formado por um caminho direcionado, com origem u e
destino v, adicionado do arco vu.

Uma rede é um digrafo D = (V,A) com uma fun¢@o de capacidade ¢ : A — R sobre
os arcos. Em certos casos, associa-se também a uma rede uma funcdo de demanda b :V — R,
com Yoy b(v) = 0, sobre os vértices. Denotaremos por N = (V,A, c,b) uma rede N definida por
um digrafo D = (V,A), uma fungao de capacidade ¢ e uma fun¢io de demanda b. Omitiremos a
fun¢do de capacidade sempre que ela definir capacidade ilimitada para todos os arcos da rede,
ou a fun¢do de demanda quando a rede € instancia para o problema de fluxo méximo, que sera
definido mais adiante.

Um fluxo em uma rede D = (V,A,c,b) é uma fungdo ¢ : A — R sobre os arcos de
D. Um fluxo ¢ em D é um fluxo inteiro se ¢(u,v) € Z, para todo uv € A. Dado um vértice
v eV, dizemos que Y,,.,uca O (v,u) é o fluxo que sai de ve'Y,,.oca @ (u,v) é o fluxo que entra
em v. O balango de um fluxo ¢ sobre um vértice v € V, denotado por by (v), é dado pelo fluxo

que sai de v menos o fluxo que entra em v, ou seja,

Um fluxo ¢ em D é vidvel se ¢ (i, j) < c(i, j), para todo ij € A, e by(v) = b(v), paratodo v € V.

Sejam s e t vértices distintos de uma rede D = (V,A,c). Um st-fluxo ¢ em D é um
fluxo vidvel com balago by (s) = —by(t) > 0e by(v) =0, para todo v € V' \ {s,7}. Dizemos que
by (s) é o valor do st-fluxo ¢. Um st-fluxo mdximo é um st-fluxo de valor maximo. O problema
de encontrar um sz-fluxo mdximo em uma rede com dois vértices especiais s (vértice de origem)
e t (vértice de destino) é conhecido como o problema de fluxo mdximo. Se for adicionada a
restricao de que o st-fluxo maximo deve ser inteiro, entdo o balanco de s nesse fluxo € inteiro e,

por consequéncia, o valor desse sf-fluxo médximo também ¢€ inteiro.
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2.5 Problema de coloracao de fluxo

Seja G = (V,E,b) um grafo conexo, ponderado em vértices, onde V é o conjunto de
vértices, E € o conjunto de arestas e b : V — Z é uma funcdo de demanda tal que Y,y b(v) = 0.
Destacamos um vértice de destino t € V, consideramos b(v) > 0 parav € V —t e, consequen-
temente, b(t) = —Y,cy_,b(v). Chamamos v € V vértice de origem se b(v) > 0. A cada
aresta ij € E, associamos dois arcos antiparalelos (i, j) e (j,i), gerando assim o conjunto
Acg=1{(i,j),(j,i):ij€ E} earede Dg = (V,Ag,b). A partir disso, definimos o conjunto

DG)={9:A¢—=Z+| Y, o(vu)— Y o@uyv)=5b(),YVweV}
(vu)eAg (u,v)EAG
que compreende os fluxos inteiros vidveis em Dg. Por simplicidade, chamamos ¢ € ®(G)
fluxo vidvel de G. Cada fluxo ¢ € ®(G) define um multigrafo Gy = (V,E, ¢ ), onde uma aresta
e=ij € E,em Gy, tem multiplicidade ¢ (i, j) + ¢ (j,i) (se ¢ (i, j) + ¢ (j,i) = 0, entdo e ndo estd
em Gy). Usaremos indistintamente b(v) e b, para representar a demanda de v, ou ainda ¢ (i, j) e
¢;j para o fluxo que passa no arco (i, j).

O problema de coloragdo de fluxo (PCF) sobre G consiste em encontrar uma solucao
vidvel, composta por um fluxo vidvel ¢ € ®(G) e uma coloracdo propria ¢ das arestas de G,
tal que o tem o menor nimero de cores distintas, ou seja, tem exatamente

xo(G) = min_ i'(Gy)
cores. Chamaremos Y, (G) de indice cromdtico de fluxo e diremos que ¢ é um fluxo étimo de G
se @ € Ppin(G) ={¢ € ®(G) : x'(Gy) = x4(G)}. Similarmente, define-se o indice cromdtico
fraciondrio de fluxo de G como
X5 (G) = o in %" (Gy).

Na Figura 1, sdo apresentadas duas solucdes vidveis para uma instancia do PCF, uma
6tima e uma ndo 6tima. A Figura la apresenta uma instancia / para o problema. Observe que os
vértices v e vp t€ém demanda 2 e o vértice ¢ tem demanda —4 (os demais vértices t€ém demanda
nula), ou seja, v; e v, sdo vértices de origem e ¢ € o vértice de destino de /. As Figuras 1b e
1d mostram respectivamente dois fluxos vidveis ¢’ e ¢* para I, onde o valor mais proximo de
cada arco representa seu respectivo valor de fluxo. Nas Figuras Ic e le, temos os multigrafos
derivados dos fluxos ¢ e ¢*, respectivamente. Aqui, a coloracio das arestas é representada pelas

letras proximas de cada aresta. Apesar de terem nimero distinto de cores, as duas coloracdes de
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arestas sao proprias e minimas em seus respectivos multigrafos. Em especial, a solu¢gdo composta
pelo fluxo da Figura 1d e a coloracdo da Figura le tem o menor nimero de cores possivel para
essa instancia, ou seja, x'(Iy+) = x4 (I), portanto, essa solugdo é Gtima para / levando o fluxo ¢*
a ser também 6timo para a mesma.

Figura 1 — Exemplos de solu¢des vidveis para uma instancia do PCE.

V3 V6

V2 Vi Vs
2—2)
V4 %
L |
(a) Instancia I do PCF. (b) Fluxo vidvel ¢’ para I. (c) Coloragdo 6tima de 1.
3 Ve 3 Ve
| \_ N ,/\ b N N/
V2 Vi Vs t V2 Vi a Vs
2 (f’\ 2 ‘II’ \/7‘1
: : N i : :/) \_/
1 V4 V7 | a YA Y?
(d) Fluxo 6timo ¢* para I. (e) Coloragdo 6tima de /4.

Fonte: produzida pelo autor.
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3 METODO APROXIMATIVO

Seja G = (V,E,b) uma instancia para o PCF e

B=1Y b(s), ondeS={seV:b(s)>0}.

seS

Neste capitulo, apresentaremos um algoritmo aproximativo para o PCF que fornece uma solug¢ao
vidvel com até | (5x4(G) +2)/4] cores. Para isso, introduziremos uma nova abordagem que,
diferente daquela empregada por esses autores, onde a coloracdo e o fluxo que compdem a
solucdo sao construidos simultaneamente, trata o problema em duas etapas: na primeira etapa,
encontra para G um fluxo ¢ com A(Gy) minimo e Gy livre de tridngulo; na segunda, constréi
uma coloragéo propria para as arestas de Gy com até | (5x4(G) +2)/4] cores. Em especial,
nos casos em que G € bipartido, o algoritmo é capaz de encontrar uma solu¢do 6tima para o

problema.

3.1 Problema do fluxo de minimo grau maximo

Introduziremos aqui um problema fortemente ligado ao PCF, a ser denominado

problema do fluxo de minimo grau mdximo (MinGM), que consiste em determinar

Ao(G) = min A(Gy).
»(G) i (Gy)

Os valores de B, Ap(G) e x4 (G) relacionam-se como segue:

Proposicio 3.1.1. Sejam G = (V,E,b) uma instdncia do PCF e ¢* € ®(G) tal que x5 (G) =
X' (Gyx). Entao

B < A¢(G) < A(Gy+) < 25(G) < min{ EAq,(G)J ,2B} < min{ EA(GW)J ,2B}.

Demonstragdo. Como para todo fluxo ¢ € ®(G) o grau de t em Gy é B, temos, pela definicio
de Ap(G), que Ap(G) > B. Também pela defini¢do seguem imediatamente as desigualdades
As(G) < A(Gy+) e min{ L%Aq;(G)J ,2B} <min{ L%A(GW)J ,2B}. Além disso, como é necessario
pelo menos A(Gy+) cores para colorir G+, chegamos a x4,(G) = x'(Gy+) > A(Gy+). Considere
agora ¢° € ®(G) tal que Ap(G) = A(Gye). Pelo limite de Shannon (SHANNON, 1949), temos
que x'(Gye) < |3A(Gye)], levando a x4 (G) < x'(Gye) < |3A0(G)]. Para finalizar, resta-nos
mostrar que Y4, (G) < 2B. Esse limite superior ¢ trivialmente obtido com a seguinte solug@o
vidvel. Para cada s € S, envie b(s) unidades de fluxo através de qualquer sz-caminho e colora-o

com até 2b(s) cores. O
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A ultima sentenca da prova da Proposicdo 3.1.1 nos fornece um algoritmo para
encontrar uma solucao vidvel do PCF com até 2B cores. Também pela proposi¢ao, podemos
inferir que o algoritmo € 2-aproximativo para grafos gerais, visto que B é um limite inferior para
o valor 6timo. Com relacdo a complexidade, os st-caminhos em G, um para cada s € S, podem
ser determinados em tempo O(|E|) com uma busca em largura (SCHRIJVER, 2003, p. 88).
Dados os caminhos, o fluxo e a coloracdo podem ser construidos simultaneamente, atribuindo a
cada aresta de um st-caminho determinado, com s € S, b(s) unidades de fluxo e colorindo, de
forma alternada, com até 2b(s) cores, as arestas do caminho. Visto que sdo até |[V|— 1 caminhos

de tamanho até |V| — 1, entdo o tempo total é dado por O(|E|) +O(|[V|*) = O(|V|?).

A seguir mostraremos que podemos sempre admitir um multigrafo de minimo grau

maximo que seja livre de tridngulo.

Proposicdo 3.1.2. Sejam G = (V,E,b) uma instincia de PCF e ¢* € ®(G) tal que Ap(G) =
A(Gy+). Em tempo O(|V|*) é possivel obter ¢ € ®(G) tal que Ap(G) = A(Gy) e G é livre de

tridangulo.

Demonstragdo. Se Gy+ € livre de tridngulo, trivialmente tomamos ¢ = ¢*. Do contrério, sejam
a,b,c vértices de Gy+ que formam um tridngulo. Os arcos de A entre esses vértices pelos quais
passa o fluxo ¢* induzem dois possiveis digrafos: (i) um circuito (ver Figura 2a) ou (ii) um
digrafo aciclico (ver Figura 2b). Sem perda de generalidade, podemos admitir no primeiro caso

que o circuito € orientado no sentido a — b — ¢ e, no segundo, que a € fonte e b, sumidouro. Em

Figura 2 — Possiveis subdigrafos de (V,A¢) correspondentes a um tridngulo a,b,c em Gy:+.

a b a b
C C
(a) Circuitoa — b — ¢ — a. (b) DAG com fonte a e sumidouro b.

Fonte: produzida pelo autor.

cada caso, podemos obter um novo fluxo ¢’ € ®(G) tal que Ap(G) = A(Gy/) e Gy ndo contém
triangulo entre os vértices a, b, ¢, como segue:

(i) Seja k =min{¢}, ¢, .05} Defina ¢’ reduzindo k unidades do fluxo ¢* no circuito e

mantendo o mesmo fluxo nos demais arcos. Claramente, ¢’ € ®(G) e, como o fluxo ¢’

¢ nulo em pelo menos um dos arcos do circuito, Gy ndo possui tridngulo entre a, b e c.
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Além disso, a, b e ¢ tém seus graus reduzidos de 2k em G4/, com relagdo a G+, enquanto
os demais vértices mantém o mesmo grau. Logo, A(Gy/) < A(Gy+) e, por conseguinte,
8a(G) = A(Gy).

(ii) Sejak=min{¢;., ¢} }. Defina ¢’ a partir de ¢*, aumentando em k unidades o fluxo em
(a,b) e diminuindo em k unidades aquele em (a,c) e (c,b). Novamente, ¢’ € ®(G) e,
como ¢, =0 ou ¢/, =0, Gy ndo possui tridangulo entre a, b e ¢. Além disso, ¢ tem seu
grau reduzido de 2k em G4/, com relagéo a G+, enquanto os demais vértices mantém o
mesmo grau. Logo, A(Gyr) < A(Gy-+) e, por conseguinte, Ap(G) = A(Gyr).

A partir de ¢’, repetindo o processo no maximo (|‘3/|) = O(|[V|?) chegamos a um um fluxo ¢ com

as propriedades desejadas. 0

A Figura 3 ilustra o enunciado da Proposi¢do 3.1.2. Na Figura 3a, temos uma
instancia de MinGM (e de PCF). As Figuras 3b e 3¢ apresentam os multigrafos associados a

duas solugdes dtimas, sendo que o primeiro possui tridngulo e o segundo nao.

Figura 3 — Ilustracao da Proposicdo 3.1.2.

Vi V2 Vi

V3

o LE,

(a) Instancia de MinGM. (b) Solucdo 6tima com trangulo.  (c¢) Solu¢do 6tima sem trangulo.

Fonte: produzida pelo autor.

A cintura impar de um multigrafo H, denotada por g,(H), é o tamanho do menor

ciclo impar de H, sendo g,(H) = oo quando H é bipartido. Goldberg (1984) estabelece que

A(H) =2 go(H)A(H)+go(H) -3
gO(H)—l go(H)—l

Observe que, se H contém triangulo, o limite superior em (3.1) é exatamente o de Shannon,

X (H) <AH)+1+ (3.1)

ou seja (3/2)A(H). Todavia, para multigrafos livres de tridngulo, esse limite é melhor. Como

consequéncia, podemos fortalecer o resultado da Proposicdo 3.1.1 como segue.

Lema 3.1.1. Sejam G = (V,E,b) uma instancia do PCF e ¢* € ®(G), com A(Gy+) = Aa(G) e

G+ livre de tridngulo. Entdo

xl(G¢*) < LAq;(G)—{—l_f_ Ap(G) -2 J '

max{g,(G),5} —1
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Demonstragdo. Visto que G4+ ¢ livre de tridngulo, temos que g,(Gy+) > 5. Além disso, temos
também que g,(Gy+) > go(G), pois alterar a multiplicidade das arestas de G ndo produz ciclos
fmpares menores que aqueles por ventura existentes em G. Portanto, g,(Gy+) > max{g,(G),5}.
Note que, na Desigualdade (3.1), quanto menor g,(H ), maior é o lado direito da inequagdo para
um A(H) fixo. Dessa forma, aplicando a Desigualdade (3.1) para o menor g,(Ggy+) possivel,

obtemos
A(Gq,*) -2
max{g,(G),5} — 1

X' (Gy+) < A(Gpr)+ 1+

Como A(Gy+) = Aa(G) e x'(Gy+) é um inteiro ndo negativo, entdo

Ao(G) —2 J
max{g,(G),5} —1]"

X (Gy+) < \\Aq;(G) +1+

Pela defini¢do de x4,(G), é imediato ao Lema 3.1.1 o seguinte resultado:

Teorema 3.1.3. Se G = (V,E,b) é uma instincia do PCF, entdo

Ae(G) —2 J
max{g,(G),5} — 1|

O Teorema 3.1.3 estabelece um limite superior, calculado em funcio de Ag(G),

16(G) < {Aq)(G) +1+

mais apertado que os |(3/2)A¢(G)| da Proposicdo 3.1.1. De fato, o maior valor desse limite
¢ | (5A¢0(G)+2)/4], que ocorre quando max{g,(G),5} =5, e (3/2)Ae(G) > (5A¢(G)+2)/4
sempre que Ap(G) > 2. Note que a unica possibilidade de termos Ag(G) = 1 ocorre no caso

trivial em que B = 1 e o tnico vértice fonte é adjacente a ¢.

Figura 4 — Exemplo de instancia do PCF cujo valor 6timo atinge o limite superior do Teo-

rema 3.1.3 na igualdade.
) V3

(a) Instancia do PCF. (b) Fluxo 6timo. (c) Coloragao 6tima.

Fonte: produzida pelo autor.

O exemplo da Figura 4 ilustra um caso em que o limite do Teorema 3.1.3 (nesse

exemplo | (5A¢(G) +2)/4], pois go(G) = 5) é atingido, e ele é estritamente mais apertado
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que o limite |(3/2)A¢(G)|. Para verificar que é de fato mais apertado, é suficiente mostrar
que Ap(G) = 4, o que faria o primeiro limite igual a 5 e o segundo, a 6. Note, na Figura 4a,
que v € v4 sdo, respectivamente, o unico vértice de origem e unico de destino e que B = 4.
Logo, x4 (G) > Ap(G) > 4. Considerando o fluxo vidvel exibido na Figura 4b, concluimos que
Ao (G) = 4. Além disso, a coloragdo desse fluxo com 5 cores, conforme Figura 4c, implica que
X5 (G) < 5. Por outro lado, observe que qualquer outro fluxo vidvel levaria a um grau maximo
maior ou igual a 6 e, consequentemente, a uma coloragdo com pelo menos 6 cores. Isso mostra

que x4 (G) =5, de modo que o limite do Teorema 3.1.3 € atingido.

3.2 Obtendo um multigrafo de minimo grau maximo

Apresentaremos um algoritmo polinomial para resolver o MinGM. Para isso, criare-
mos, a partir de uma instancia G do PCF (as instancias do MinGM sdo as mesmas do PCF), uma
instincia G’ (digrafo com arestas capacitadas) para o problema do fluxo maximo.

Dada uma instancia G = (V,E,b) do MinGM, seja A’ € Z um valor entre B e 2B
(incluindo os extremos). Faga G’ = (V/,A’,¢’) ser o digrafo onde V' =V U{V : v e V}U{s'},
Al ={(' ) :veStUu{(V,v):veV}Iu{(u,V): (u,v) € Ag},

(
b(v), seu=s',
Vuv € A, ! (u,v) = LALZb(V)J, seu=1v,
oo, caso contrario.
\

A exemplo, considere a Figura 5, onde € mostrada uma instancia / para o MinGM e seu respectivo
digrafo I, com A’ = 2.

A Figura 5a apresenta uma instancia I para o MinGM. Observe que os vértices v| €
v tém demanda 1 e o vértice ¢ tem demanda —2 (os demais vértices t€ém demanda nula). Na
Figura 5b é mostrado o digrafo I’, construido a partir de / e A’ = 2, onde o valor mais préximo
de cada arco representa sua respectiva capacidade. Note que s’ € o novo vértice de origem e 7 0
de destino em I’.

Para uma instincia G e seus respectivos G’ e A’, considere o seguinte proposi¢io:

Proposicao 3.2.1. Existe ¢ € ®(G) com A(Gy) < A’ se e somente se G' tem s't-fluxo mdximo

de valor B.
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Figura 5 — Exemplo de digrafo auxiliar para o MinGM.
V3
()

V2
V4
X

W,
(a) Instancia I do MinGM. (b) Digrafo I’ respectivo a I.

Fonte: produzida pelo autor.
Demonstragdo. Suponha ¢ € ®(G) com A(Gy) < A’. Note que as somas das capacidades dos
arcos que saem de s' em G’ é B, o que implica que um s't-fluxo méximo em G’ tem valor no

maximo B. Portanto, basta mostrar, para a condig¢@o suficiente, que existe em G’ um s'¢-fluxo

"+ A" — Z. de valor B que respeita as capacidades e a conservag¢io de fluxo. Faga
+

o' (s',v)=b(v),WeS;
¢I(u7vl) = d)(u,v), v(uyv) €Ag;
o'(Viv)=Y o(uv),weV.

UeN(v)
Primeiramente, considere v € V —z. Observe que, em ¢, a quantidade de fluxo que entra em v é
a mesma que sai. De fato:
o' (V) (+¢'(s',v),sevES) = Z O(u,v) (+b(v),seveS) = Z o(v,u)= Z o' (vu'),
ueN(v) ueN(v) ueN(v)
onde a primeira e tltima igualdades saem da definicio de ¢’ e a segunda, da conservagio de
fluxo em ¢. O mesmo acontece paraw’ € {u' :u € V}:

Z ¢/(M7W/): Z ¢(u,w):¢'(wl,w).

ueN(w) ueN(w)
Em especial, para t, ¢/(t/7t) - ZMEN(I) ¢/<t7 M/) = ZuGN(t) ¢(”7t) - ZueN(t) ¢(l, u) = b(t) =—B,e
trivialmente para s’, temos ¥ ,,cs ¢'(s', ) = B. Com isso, mostramos que ¢’ respeita a conservagio
de fluxo em G’. Para verificar o cumprimento das capacidades, suponha agora v € V. Quando

v € S, vemos na defini¢do de ¢’(s’,v) que o arco (s’,v) tem sua capacidade b(v) respeitada. Resta
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entdo considerar (V/,v) € A’. Observe que o grau de v em Gy, que é no maximo A’, é dado por

Yuen(v) 9 () + Lyeni) ¢ (v,u) < A, 0 que pode ser reescrito como b(v) + 2Y uen() O (u,v) =
b(v)+2¢’(V,v) < A’. Reorganizando os termos obtemos ¢'(v',v) < Alfzb(v) ,ecomo ¢'(V',v) €

7., entio ¢'(v/,v) < | A2 |

Para a implicagdo inversa, suponha agora que G’ tem st-fluxo méximo ¢’ de valor B.
Construiremos um fluxo ¢ € ®(G) tal que A(Gy) < A'. Para este prop6sito, considere ¢ (u,v) =

¢'(u,v'),Yuv € Ag. Suponha v € S. Pela conservagio de fluxo em ¢’, temos ¥,y ¢’ (u,V') =
0'(V,) € Loty ¢! (1) = ¢/(5,) +¢'(,v). Portanto

Z o(vu) — Z o(u,v) = Z o' (v,u') Z o' (uV')=9'(s,v).

UeN(v) UeN(v) ueN(v) ueN(v)

Como o valor de ¢’ é B, ¢/(s',v) = c/(s',v) = b(v). Logo, ¢ respeita a conservagio de fluxo
em v. Quanto ao grau de v em Gy, que € dado por dg, (v) = Luen(v) @ (v, 1) + Luen(v) @ (,V),

observe que

A —b(v)

] Sb) +A —b(r) = A

dg,(v) = ¢'(s',v) +¢'(vV',v) +¢"(V,v) <b(v) +2|

Consideramos agora v € V'\ S. Nesse caso, temos },,cn() ¢’ (4,V) = 0" (V',v), Lyen() @' (v, u) =

¢'(V,v) (sev#1) e Yuenp) ¢'(v,u') = ¢'(V,v) — B (se v =t). Como consequéncia, para v # f,

Z o' (v,u) Z o' (uV)=0¢'(V,v)—¢'(vV,v) =0=b(v).

UEN(v) ueN(v)

E, parav =t,
Y o)=Y, ¢'w))=9'(V,v)—B—9'(v,v) = —B=b(v).
Por fim, também nesse caso, o grau de v € no maximo A’, visto que, se v # 1,
oy (1) = 0 0) + 00 <2 5 <) =
e, sev=t,

dg, W) =¢'(V,v)=B+¢'(V,v) < 2LA_—

A segunda parte da prova da Proposi¢ao 3.2.1 também nos fornece o fluxo de minimo

grau maximo, caso este grau seja conhecido.
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Corolario 3.2.1. Seja ¢’ o s't-fluxo mdximo em G' com N' = Ag(G). Entdo ¢ € ®(G) tal que
O (u,v) = ¢'(u,V),Yuv € Ag, satisfaz A(Gy) = Ao (G).

Pelo Teorema do Fluxo Maximo e Corte Minimo (FORD; FULKERSON, 1956;
DANTZIG; FULKERSON, 2003), temos que G’ tem fluxo mdximo de valor inferior ou igual a
B, independente de A/, posto que J(s’) define um corte de valor B em G’. Sendo assim, obtemos

da Proposicao 3.2.1 o seguinte resultado:

Corolario 3.2.2. Um s't-fluxo mdximo em G' tem valor estritamente menor do que B, para todo

A < Ag(G), e exatamente B, para todo A' > Ap(G).

Pelo Coroldrio 3.2.2, podemos entdo calcular Ag(G) encontrando o menor A’ tal
que G’ tem fluxo méximo B. Pela Proposi¢do 3.1.1, sabemos que B < Ag(G) < 2B, de modo
que ¢ suficiente considerar A" nesse intervalo. Assim, um meio de calcular Ag(G) seria fazer
inicialmente A’ = B, resolver o fluxo mdximo para G’ e, se o valor do fluxo médximo for < B,
fazer B <— B+ 1 e repetir o procedimento até que o fluxo maximo tenha valor B. Visto que
resolver o problema do fluxo méximo em G’ pode ser feito em tempo O(|V'||E’|) (ORLIN, 2013),
a abordagem descrita leva tempo O(|V'||E’|B) para calcular Ag(G). Note que esse tempo é
expresso em fung¢do do valor de B e ndo do tamanho de sua representacio (log, B, se supormos
B em uma codificacdo bindria). Dessa forma, como B = 200828 oy seja, o valor de B cresce de
forma exponencial em funcdo do nimero de digitos em sua representacdo, o tempo de resolu¢ao
dessa abordagem ¢ dito pseudopolinomial (PAPADIMITRIOU, 2003, p. 203).

Podemos contornar esse problema e encontrar um algoritmo polinomial para o
MinGM, se aplicarmos uma busca bindria entre B e 2B. Essa segunda estratégia, descrita de
forma precisa no Algoritmo 1, reduz o tempo de resolugdo do MinGM para O(|V'||E'|logB).
Veremos a seguir, na demonstragdo do Teorema 3.2.2, que, calculando o tempo de resolucdo em
fun¢do do nimeros de vértices e arestas do grafo original G (e ndo do digrafo correspondente

G'), a complexidade assintética ficard O(|V||E|logB).

Teorema 3.2.2. Dado um grafo G = (V, E, b) conexo, o Algoritmo 1 encontra um fluxo ¢ € ®(G)
tal que A(Gy) = Agp(G) em tempo O(|V||E|logB), onde B =Y sy .p(5)>0b(s).

Demonstracdo. A constru¢do de G’ na Linha 3 do algoritmo leva tempo O(|E| + |V]), se consi-

derarmos que o nimero de arcos adicionados em G’ é |[Ag| = 2|E| e que, além desses, também

sdo adicionados os arcos das cOpias dos vértices para eles mesmos e os arcos de s’ para os
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vértices de origem de G, totalizando |E'| = 2|E|+ |V| + S|, onde S é o conjunto de vértices
de origem. No entanto, o tempo da Linha 3 € dominado pelo tempo gasto na Linha 4 do algo-
ritmo, usado para computar um s'z-fluxo méaximo: O(|V'||E’|) = O(|V|(|E| +|V])) = O(|V||E|)
(lembre que G é conexo, ou seja, |[E| > |V|—1). Durante a execugdo do algoritmo, com ex-
cecdo da base da recursdo, ocorre uma chamada recursiva na Linha 12 ou na Linha 14, a
depender o valor do fluxo mdximo. Note que, a cada chamada, o espaco de busca € reduzido
pela metade, de modo que o nimero de chamadas é de ordem O(logB). O algoritmo tem
fim quando o tamanho do espaco de busca € unitdrio. Nesse momento, é executado o trecho
entre as Linhas 7 e 9, que leva tempo O(|E|). Dessa forma, o Algoritmo 1 leva tempo total
O((|E|+|V|)logB) + O(|V||E|logB) + O(|E|) = O(|V||E|log B). Por fim, note que o Corola-
rio 3.2.1 garante que obtemos o fluxo desejado, e o Coroldrio 3.2.2 garante o sucesso da busca
bindria, ou seja, o A’ encontrado quando € executada a tltima recursdo é o menor A’ tal que o

fluxo maximo tem valor B. O]

Algoritmo 1: MINGM

Entrada :G = (V,E,b) conexo e um intervalo de busca [i, f] (inicialmente i = B e f = 2B)
Saida :Fluxo ¢ € ®(G) com A(Gy) = As(G)

1 inicio

2 | A B

3 G' + CONSTRUIR-G'(G,A’)

4 ¢’ < FLUXO-MAXIMO(G')

5 ¢ «—0

6 se i = f entao

7 para uv € Ag faca

; o) ¢/ (w)

9 fim

10 senao

1 se VALOR(¢') = B entdo
12 | ¢ <+ MINGM(G, [i,A])
13 senao

14 | ¢« MINGM(G,[A' +1, f])
15 fim

16 fim

17 retorna ¢

18 fim
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3.3 Colorindo um multigrafo de minimo grau maximo

Seja G uma instancia do PCF e ¢ € ®(G) tal que A(Gy) = Ag(G). Trataremos agora
da coloragdo de Gy. Dividiremos esse assunto em dois casos: quando Gy € bipartido, onde
falaremos de um algoritmo capaz de obter uma soluc¢io 6tima do PCF em G; e quando ndo o
é, onde abordaremos uma estratégia para obter uma solugdo vidvel com até [ (5x4(G) +2)/4]

cores.
3.3.1 Grafos bipartidos

O Teorema de Kénig sobre coloragdo de arestas diz que, para qualquer multigrafo
bipartido G, ¥'(G) = A(G) (KONIG, 1916; SCHRIJVER, 1998). Segue desse teorema a seguinte

propriedade para bipartidos:
Proposicio 3.3.1. Se G é bipartido, entdo x;,(G) = Aa(G).

Demonstragdo. Suponha G bipartido e ¢ € ®(G) tal que A(Gy) = Ap(G). Observe que mo-
dificar a multiplicidade das arestas de E ndo produz ciclos impares. Portanto, Gy também €

bipartido. Dessa forma, temos

X' (Gy) = A(Gy) = Aa(G) < x8(G) < x'(Gy).
U

Esse resultado nos assegura uma estratégia, usando o Algoritmo 1, para encontrar de

forma eficiente uma solucao 6tima do PCF em bipartidos.

Teorema 3.3.2. Dado um grafo bipartido G = (V,E,b) com B = Y cy.p(5)>0b(s), 0 indice
cromdtico de fluxo de G, x5(G), pode ser obtido em tempo O(|E||V|logB). Além disso, uma
solugdo (¢,0) para o PCF pode ser obtida em tempo O((|E|+ B)|V |logB), onde ¢ é um fluxo

vidvel com A(Gy) minimo e & uma coloragdo prdpria das arestas de Gy com g (G) cores.

Demonstracdo. A Proposicao 3.3.1 e o Teorema de Konig nos garantem que, se G = (V,E,b)
¢ bipartido, ¢ um fluxo com A(Gy) minimo e ¢ uma coloracdo de arestas propria minima de
Gy, o par (¢,0) é uma solugao 6tima para o PCF em G. Além disso, podemos calcular ¢ em
tempo O(|V||E|logB) (Teorema 3.2.2) e obter uma coloragdo propria minima para Gy em tempo

O(|Ey|logA(Gy)) (COLE et al., 2001), onde Ey é o multiconjunto de arestas de G.
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Quanto a complexidade de tempo para obtencdo da coloragdo 6tima, podemos
limitar A(Gy) e |Ey| em fun¢@o do tamanho da instancia G = (V,E,b), como segue. Primeiro,
observe que, pela Proposi¢do 3.1.1, A(Gy) < 2B. Dessa forma, temos que logA(Gy) < log2B =
log B +1log2 = O(logB), ou seja, logA(Gy) = O(log B). Sobre a cardinalidade de Ey, note que,
em ¢, cada uma das B unidades de fluxo sai de um vértice s € S para ¢ através de um caminho
(usando Orlin (2013), podemos admitir que ¢ nao possui circulacdo de fluxo). Cada aresta do

caminho contribui, entdo, em uma unidade para |E¢

, para cada unidade de fluxo que passa

por esse caminho. Como um caminho de s para ¢ tem até

V\ — 1 arestas, temos entdo que
|Eg| < B(]V| —1) = O(B|V]). Com isso, obtemos |Ey|log A(Gy) = O(B|V|logB).
Juntando as duas partes do procedimento, concluimos que o tempo para encontrar a

solugdo 6tima é O((|E|+ B)|V|logB). N

Lembre que a abordagem de Campélo et al. (2015) para grafos bipartidos leva
O(|V||E|) para encontrar % (G) e O(|V|* + «|V||E|) para obter uma solugdo 6tima do PCF,
onde & = a(|E|,|V|) é a inversa da fun¢do de Ackermann. Sendo B = O(1), o Teorema 3.3.2
estabelece complexidades similares. Caso contrério, a abordagem da literatura mostra-se assinto-

ticamente melhor tanto no célculo de Y, (G) quanto na obten¢do de uma solugdo Gtima.
3.3.2 Grafos arbitrdrios

Sejam G = (V,E, b) uma instincia para 0 PCF e ¢* € ®(G) um fluxo com A(Gy+) =
As(G) e Gy livre de tridangulo. Pelo Teorema 3.2.2 e Proposi¢ao 3.1.2, um fluxo com tais
propriedades pode ser obtido em tempo polinomial. Por outro lado, ndo sabemos se existe um
algoritmo polinomial para encontrar uma colorag¢do prépria minima ¢ para as arestas de G-.
No entanto, mostraremos que, tratando esse problema com certos algoritmos aproximativos para
coloragdo de arestas de multigrafos gerais, podemos obter de forma eficiente uma solugio (¢*, o)
para o PCF com garantia de aproximagcao de x4, (G) similar a que daria (¢*,0*). Observe que
nio podemos assegurar ser @* um fluxo 6timo para o PCF (ver Figura 6). Portanto, mesmo
obtendo uma coloragdo 6tima para G+, ainda seria possivel ter x4, (G) < x'(G¢*).

A estratégia béasica do nosso método aproximativo para o PCF € a seguinte. Considere
um algoritmo aproximativo para colora¢do de arestas com fator de aproximacao assintético o > 1,
que, portanto, colore Gy, com até o x' (G¢*) + B cores, para alguma constante 3. Limitando
superiormente '(Ggx) por f(A(Gy+)), onde f é uma fungdo afim crescente (obtida por exemplo

pelo limite de Goldberg (3.1)), temos que no médximo o f(A(Gy)) + B cores sdo usadas. Mais



37

Figura 6 — Exemplos de fluxos de minimo grau maximo 6timo e nao 6timo para o PCF.
V2 Vs V2 Vs V2 Vs

 S—

Vi V4 t Vi 1 V4 1 t Vi V4 ) t
TN TN C TN )
2 2 2 9 2 2
1 1 a a
V3 Ve V3 V6 V3 Ve
— —~ o~ 1 o~ —~ b o~
(a) Instancia I do PCF. (b) Fluxo de minimo grau mé- (c) Coloragao 6tima de Iy com
ximo ¢’ para I. trés cores.
1% Vs V2 Vs
/ 1 \ . ,/‘ ‘\ _/ a “\ _ ,/‘
v 1 v \ ¢ v b v b ¢
1 / a a
V3 Ve V3 Ve
(d) Fluxo de minimo grau ma- (e) Coloragdo 6tima de Iy+ com
ximo ¢* para I. duas cores.

Fonte: produzida pelo autor.

ainda, como A(Gy+) = Aa(G) < x4 (G), podemos também expressar o limite maximo de cores
como af (x5 (G))+ B, levando uma aproximagio para o PCE. Além disso, quando a garantia de
aproximagdo do algoritmo inicial j4 for dada em funcdo do grau maximo, ou seja, ele usa até
aA(Ggx) + P cores (o que levaria também ao limite oy’ (Gy.) + B, pois A(H) < x'(H), VH),
obtemos diretamente a garantia de até o, (G) + 8 para o PCE.

Foi provado por Holyer (1981) que é NP-completo decidir se um grafo simples
qualquer tem indice cromatico < 3 . Este resultado implica que, a menos que P = NP, ndo existe
algoritmo polinomial para o problema de encontrar uma coloragdo prépria das arestas de um
multigrafo H = (U,A) qualquer com fator de aproximag¢do melhor do que % (HOCHBAUM
et al., 1986). No entanto, permitindo um pequeno erro aditivo, garantias de aproximagao
melhores foram obtidas em varios trabalhos. Em particular, foram estabelecidas ao longo dos
anos garantias da forma %, para valores impares de m, sucessivamente maiores. Ver,
por exemplo, Goldberg (1973) e Andersen (1975) para m € {5,7}, Goldberg (1977), Goldberg
(1984) e Hochbaum et al. (1986) para m = 9, Nishizeki e Kashiwagi (1990) e Tashkinov (2000)
param = 11, Favrholdt et al. (2006) para m = 13, Scheide (2010) para m = 15, Chen et al. (2018)
param = 23 e Chen e Jing (2018) para m = 39. Na verdade esses trabalhos apresentam provas,

que se traduzem em algoritmos, mostrando como colorir um multigrafo H otimamente (com
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x'(H) cores) ou com até

mA(H) + (m—3)
m—1

A(H) -2

1 (3.2)

=AH)+1+

cores. Por conveniéncia, chamaremos tais algoritmos de m-algoritmos.

A exemplo, vamos considerar o algoritmo de Hochbaum et al. (1986), associado a
m = 9. Para um multigrafo H = (U,A), ele apresenta complexidade O(|A|(|U|+ A(H)). Assim,
dado Gy+ = (V, E¢+) como entrada, o algoritmo encontra em tempo O(|Ey+|(|V|+A(Gy+))) uma
coloracdo com até | (9x'(Ggy+) +6)/8] cores. Para isso, o algoritmo inicia com [(9A(Gy+) +
6)/8)] cores disponiveis e vai colorindo as arestas iterativamente. Ele tem a forte proprie-
dade de que, se alguma cor for adicionada (além das iniciais), entdo a colora¢do produzida
¢ 6tima. Por outro lado, se nenhuma cor a mais € adicionada, o valor da solu¢do é no ma-
ximo | (9A(Gy+) +6)/8)]. Em outras palavras, a coloragdo obtida tem x'(Gy+) cores, quando
X' (Gy) > [(9A(Gy+) +6)/8)], ou até [ (9A(Gy+) +6)/8)] cores, caso contrdrio. Posto que
A(Gy+) = Ao (G) e Gy+ € livre de tridngulo, o Lema 3.1.1 nos permite expressar o limite de cores
em fung¢do de Ag(G) nos dois casos. Usaremos esse fato na demonstra¢do do seguinte resultado

de aproximacgao.

Teorema 3.3.3. Dada uma instincia G = (V,E,b) para o PCF, uma solugdo vidvel (¢,0)
pode ser obtida em tempo O(|V|* +|V|B? + |V ||E|logB), onde ¢ é um fluxo vidvel com A(G)
minimo e Gy livre de tridngulo, e 6 é uma coloragdo propria das arestas de Gy com até

[(5x5(G) + 2) / 4] cores, sendo B =Y scyp(5)>0b(s).

Demonstragdo. Pelo Teorema 3.2.2, podemos obter ¢ € ®(G) com A(Gy) minimo e G livre
de triAngulo em tempo O(|V||E|log B) + O(|V|?) utilizando o Algoritmo 1 em conjunto com o
algoritmo da Proposi¢do 3.1.2. Aplicando o mencionado algoritmo de (HOCHBAUM et al.,
1986), obtemos uma coloracdo de arestas o, de Gy, em tempo O(|Ey|(|V|+A(Gy))), onde
Ey é o multiconjunto de arestas de Gy. Seja |G| o nimero de cores em 0. Se x'(Gy) <

[ (9A(Gy+) +6)/8) ], entdo |o| < | (9A(Gy+) +6)/8)]. Visto que A(Gy+) = Aa(G), claramente
o] < [(949(G) +6)/8)]. (3.3)

No caso contrario, quando x'(Gy) > [ (9A(Gy+) +6)/8)], entdo o tem exatamente ¥'(Gy) cores.

Pelo Lema 3.1.1, temos que

0] = 2/(Gy) < {A¢<G>+1+ Be(G) 2 J

max{g,(G),5) — 1 G4
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Em ambos os casos, chegamos a
o] < [(549(G) +2)/4],

onde no segundo a desigualdade € obtida substituindo, em (3.4), max{g,(G),5} por 5, que é o
menor valor possivel para max{g,(G),5}. Concluimos entdo que, nos dois casos possiveis, 0
nimero de cores de 6 é no maximo | (5A¢(G) +2)/4] < | (5x5(G)+2)/4].

Quanto ao tempo para calcular ¢, note que |Ey| = O(|V|B) (mostramos isso na
Subsegdo 3.3.1) e que, pela Proposigdo 3.1.1, A(Gy) < 2B, implicando A(Gy) = O(B). Dessa
forma, temos que |Ey |(|V|4+A(Gy)) = O([V|B(|V|+B)) = O(|V|B*+|V|*B). Somando o tempo
de encontrar ¢ com o de obter &, temos como resultado O(|V|B% +|V|?B) + O(|V||E|logB) +
O(|V]?). Repare que, se |V| > B, |V|B*>+ |V|>’B+ |V|> = O(|V|?) e que, caso contrério, |V|B? +
IV|?2B+|V|? = O(|V|B?). Isso implica que |V |B> 4 |V|?B+|V|* = O(|V|> + |V|B?). Portanto, o
algoritmo calcula (¢, o) em tempo O(|V|> 4 |V |B> 4 |V||E|logB). O

O algoritmo aproximativo descrito na prova do Teorema 3.3.3, que emprega o
algoritmo de Hochbaum et al. (1986), ja fornece garantia de aproximacao melhor do que aquela
dada pelo algoritmo de Campélo et al. (2012), cujo fator de aproximagdo é 3/2. No entanto,
o tempo de computacao do algoritmo fornecido por Campélo et al. (2012) é assintoticamente
melhor do que aquele do nosso algoritmo.

Existem algumas possibilidades para melhorar a andlise do fator de aproximagao
do nosso método bem como de sua complexidade computacional. Quanto ao primeiro aspecto,
uma alternativa seria substituir o algoritmo de Hochbaum ez al. (1986) por outro m-algoritmo,
com m > 9. Por exemplo, o de Nishizeki e Kashiwagi (1990), onde m = 11, apresenta a mesma
complexidade computacional, mas garantia de aproximagdo | (11x'(H)+8)/10] para coloragdo
de arestas. Todavia, repare que, para grafos de cintura impar arbitraria, mesmo com o uso de
algoritmos associados a maiores valores de m, a anélise da aproximag¢do ¢ dominada pelo caso em
que se colore o grafo otimamente (desigualdade (3.4)), levando ao mesmo fator de aproximagao
do Teorema 3.3.3.

Por outro lado, pode-se realizar a andlise da aproximagdo considerando a cintura

impar de G. Sendo g,(G) > m > 5, a desigualdade (3.4) para a coloragio obtida ¢ torna-se
As(G) -2 As(G) -2 J
max{g,(G),5} — 1 m—1 |’
pois max{g,(G),5} = g,(G) > m, enquanto (3.3) agora é dada por
Ap(G) — ZJ
m— 1 ’

lo| < {A¢(G)+1+ J < {A¢(G)+1+

’G’ < \\qu(G)—Fl‘F
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conforme (3.2). Como Ag(G) < x4(G), concluimos nos dois casos que

o< {mxc’p(izir (n=3) J |

Obtemos assim um fator assintético de 39/38, quando g,(G) > 39.
Para o caso de cintura arbitraria, uma outra alternativa € usar o algoritmo aproxima-
tivo apresentado em McDonald (2011) para colorir as arestas de um multigrafo H otimamente

ou com até
A(H)-3
AH)+14+——F———.
( ) go(H)+1

Nesse caso, como g,(Gy+) > max{g,(G),5}, a desigualdade (3.3) serd substituida por

Ao(G) —2 J
max{g,(G),5} —1]’

As(G) —3
max{g,(G),5}+ 11

lo| < {A¢(G)+1+ J < {A¢(G)+1+

Entdo, junto com a desigualdade (3.4) e Ap(G) < x4,(G), concluimos nos dois casos que

Xo(G) —2 J
max{g,(G),5} — 1]

o] < {xép(G>+1+

max{go (G) 75}

Com isso, chegamos a um fator de aproximacao assintético de maxTg,(G) ST

Observe que esse
valor € tanto melhor quanto maior a cintura impar de G, sendo 1 no limite para grafos bipartidos.

Com respeito a complexidade do método apresentado, a seguinte discussdo € re-
levante. Sanders e Steurer argumentam em (SANDERS; STEURER, 2008) que o algoritmo
apresentado em (HOCHBAUM et al., 1986) para coloragdo de arestas em multigrafos gerais
tem execucdo em tempo polinomial no nimero |E| de arestas, mas, codificando a multiplicidade
das arestas de forma bindria, |E| pode ser exponencial em relagdo ao tamanho da entrada, o que
torna o tempo do algoritmo pseudopolinomial em funcdo do nimero de bits necessarios para
descrever o multigrafo. No mesmo trabalho, Sanders e Steurer sugerem um algoritmo que colore
um multigrafo H com até y'(H)++/9x'(H)/2 cores e que tem tempo de execugio dado por um
polindmio sobre o nimero de vértices e o logaritmo da multiplicidade maxima das arestas do
multigrafo, o que garante um algoritmo polinomial, mesmo quando a multiplicidade das arestas
tem codificacdo bindria. No entanto, a aplicacdo direta desse algoritmo para colorir o multigrafo
de minimo grau médximo ndo garante o mesmo fator de aproximacao do indice cromadtico de
fluxo obtido com a aplicacdo do algoritmo de (HOCHBAUM et al., 1986). Isso se deve ao fato
de que o fator de aproximacdo em (SANDERS; STEURER, 2008) ¢ calculado em func¢do do

indice cromatico fraciondrio, e ndo temos garantias de que o indice cromético fraciondrio de um
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multigrafo de minimo grau maximo seja menor ou igual ao indice cromatico fraciondrio de um
multigrafo de um fluxo 6timo.

Na literatura, ha também outros trabalhos que apresentam outros algoritmos aproxi-
mativos para coloragdo de arestas de um multigrafo cuja complexidade depende do nimero de
vértices e do logaritmo da multiplicidade maxima (STIEBITZ et al., 2012). Esses seriam pontos

de partida para conseguir reduzir a complexidade do método aqui apresentado.
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4 FORMULACOES

Neste capitulo, apresentamos as formulagdes matemadticas que desenvolvemos ou
adaptamos para o PCF. Para este propoésito, considere uma instancia G = (V,E,b) do PCF.
Definimos um conjunto de cores C tal que |C| > x4 (G). Para cada aresta (i, j) € E, criamos
dois arcos (i, j) e (j,i). Tais arcos constituem o conjunto Ag, apresentado no Capitulo 2.5, e
sdo utilizados para representar o fluxo sobre as arestas. Definimos também S como o conjunto
de todos os vértices de origem de G. Utilizamos a notagdo d(v) e N(v) para representar,
respectivamente, o conjunto de arestas incidentes em v € V e o conjunto vértices vizinhos de

vev.

4.1 Formulacio Aresta-Cor

A primeira formulagdo apresentada neste capitulo foi inicialmente proposta em
nosso trabalho (MATIAS; CAMPELO, 2018). Ela seré aqui referenciada como Formulacdo
Aresta-Cor ou, abreviadamente, .%¢. Listamos abaixo as variaveis utilizadas, acompanhadas de
suas respectivas interpretagdes e, em seguida, uma descricdo matematica da % 4¢:

e x,. € B, com valor 1 se a aresta ¢ € E recebe a cor ¢ € C e 0 caso contrario;
® v, € Z, cujo valor representa a quantidade de fluxo que passa no arco uv € Ag;

e z. € B, com valor 1 se a cor ¢ € C € utilizada e 0 caso contrario.

min Z Ze 4.1)
ceC
s.a: Z Xee < Zey Yvev, VeeC, 4.2)
ecd(v)
erc > Yuy + Yvu, Ve=uve€E, (4.3)
ceC
Z (yvi _yiv) = by, Yvev, 4.4)
ieN(v)

z€ B, 4.5)

E|x|C 2|E

A Restricdo (4.2) determina que no méaximo uma das arestas incidentes em um
vértice v pode ter a cor ¢, caso ela seja escolhida. A Restricao (4.3) limita inferiormente o
numero de cores associadas a uma aresta como a soma do fluxo que passa nos arcos a ela

associados. A Restri¢do (4.4) define um fluxo vidvel, garantindo que toda a oferta de fluxo seja
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enviada para o vértice de destino.

Com respeito a corretude de .%4¢, destacamos a validade da Restri¢cao (4.3), no
sentido de que podemos considerar y,, + y,, 0 fluxo que passa na aresta e = uv. Mostramos
abaixo que, para toda solucdo viavel de .%4¢, hd uma solugdo viavel de igual valor onde y,,, ou

Yyu € Zero.

Proposicao 4.1.1. Seja (%,7,7) vidvel para Fyc. Entdo existe (X,,7) vidvel para Fyc tal que

)’}\uv 'yvu =0, para todo uv € E.

Demonstracdo. Seja (%,7,7) satisfazendo (4.2)-(4.5). Admita que existe e = uv € E tal que
Vur > 0 € ¥y, > 0, do contrério é suficiente tomar $ = y. Seja § = min{yy,,V,,} > 0. Defina
tal que Y, = Yy — 0 € Zy, Yy = Jyu — 0 € Z e todas as demais componentes sdo iguais as
correspondentes em y. Temos que y,, ou ¥, € zero. Além disso, note que y,; — Vi, = Vi — Jiv
e Vi + Viv > $vi + Jiv, para todo iv € E. Entdo, assim como (X, 7,7), também (%, 7,2) (4.2)-(4.5).
Repetindo esse processo a partir de (%, ,Z), chegamos a uma solu¢do com a propriedade desejada.

O]
4.1.1 Eliminagdo de simetrias

A formulag@o .Z ¢ permite solu¢des simétricas, ou seja, diferentes solugdes vidveis
que representam uma mesma solucdo de uma instincia do problema. Na descrig¢do de %,
considere que as arestas sdo rotuladas de 1 am (m = |E|) e as cores sdo rotuladas de 1 a g (g = |C|).
Assim, uma solug@o vidvel de .#4¢, pode ser representada por um conjunto de subconjuntos de
arestas {41, M, ..., My}, onde M. ={ec {1,...,m} : x,c = 1} compreende as arestas com a
cor c¢. Se permutarmos os rotulos das cores (ou equivalentemente, os elementos dos conjuntos),
obtemos uma outra representacdo da mesma solu¢do. Uma forma de reduzir tais simetrias €
restringir as representagdes de uma solugdo para que min(.#) < min(A#>) < ... < min(.#y),
onde min(.#.) é o menor elemento em .#, (min(.M,) = +oo, se M, =0), parac € {1,...,q}.
A desigualdade que produz esse efeito é:

e

Zxac_l > Xec, parae € {1,....m}, parac € {2,....q}. (4.6)

a=1
Proposicao 4.1.2. Seja (x,y,z) solugdo vidvel para Fuc e M ={e € {l,...m} :x.c =1}, Ve €
{1,...,q}. Entdo Y5 _|Xqc—1 > Xee,Ve € {1,...,m},Vc € {2,...,q} se e somente se min(.A) <
min( M) < ... < min(My).
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e

a—1Xac—1 = Xec € repeitada

Demonstragdo. Sejac € {2,...,q}. Suponha que a desigualdade Y
Ve € {1,...,m}. Mostraremos que min(.#._;) < min(.#.), observando dois casos:

o se M1 =0,entdo Y5 x4c—1 =0,Ve € {1,....m}. Logo x,c = 0,Ve € {1,...,m}, ou seja,
M= 0.

o Se Mc—1#0, entdo Yo xqe—1 = 0,Ve € {1,....min(4.—1) —1}. Logo, a desigual-
dade nos dd que x,. = 0,Ve € {1,...,min(.#.—,) — 1}. Em outras palavras, min(.#.) >
min(Me—1).

Suponha agora que min(.#) < min(.#>) < ... < min(My) < +o e que M, =
0,Vc e {k+1,....,q}. Tome e € {1,...,m}. Note que a desigualdade ¢ trivialmente satisfeita para
ce{k+1,...,q}, pois x,. = 0. Entdo considere ¢ € {2,...,k}. Novamente vamos analisar dois
€asos:

® se ). | Xqs—1 > 1,entdo a desigualdade é claramente satisfeita, pois x.. € {0,1}.

o se Y’ | xg—1 =0, temos que min(M.—) > e. Visto que min(.A.) > min(.M._,), entdo
Xec = 0, e nesse caso a desigualdade também € satisfeita.

O]
4.1.2 Adaptacdo das desigualdades blossom

A Z ¢ tem estreitas relagdes com a formulagao de emparelhamentos (ver por exem-
plo (FERREIRA; WAKABAYASHI, 1996, p. 79)). De fato, se (x,y,z) € uma solucgdo vidvel
na .%,¢ para uma instancia G = (V, E, D), entdo, para cada ¢ € C, o conjunto de desigualdades
relativo a ¢ em (4.2) garante que .#, = {e € E : X, = 1} ¢ um emparelhamento de G. Este fato
implica a possibilidade de aplicagdo das inequagdoes blossom a Fc. Tal aplicagdo resulta no

conjunto de desigualdades expresso na Proposicado 4.1.3.

Proposicao 4.1.3. Se (X,y,Z) € uma solucdo vidvel da ¥ ¢ para uma instincia G = (V,E,b),

entdo

Ul—1
Z Xee < | |2 Zey YU CV,|U| > 3 e impar, Ve eC, 4.7

onde E[U] é o conjunto de arestas de G com ambas as extremidades em U.

Demonstracdo. Suponha G = (V,E,b) uma instincia do PCF, (X,,7) uma soluc@o viavel para G
na Zc,c€CelU CV,|U| >3 e impar. Temos que {e € E[U] : X, = 1} é um emparelhamento,

pois é subconjunto do emparelhamento .#Z, = {e € E : X, = 1}. Além disso, o nimero de
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vértices nos quais as arestas de um emparelhamento incidem deve ser duas vezes o nimero de
arestas do emparelhamento, pois cada aresta incide em dois vértices e em cada vértice incide
apenas uma aresta. Dessa forma, 2(¥,cg(y)Xec) < |U|. Visto que 2(Xocgy)Xec) € par e [U| €
fmpar (note que Y cg(y] Xec € inteiro ndo negativo), entdo 2(Ycgy)¥ec) < |U| — 1. Portanto,
Yeckv)Xee < (U] —1)/2. Se Z. = 1, obtemos entdo a desigualdade em (4.7) relativaa ce U. Se
Ze =0, entdo } .cgjy) Xec = 0 por (4.2), e assim a referida desigualdade € trivialmente satisfeita.

O

Caracterizamos a seguir o politopo associado as restricdes (4.2) e (4.5) da F#,C
usando as desigualdades (4.7), ou melhor, mostramos que (4.7) junto com (4.2) sdo as tnicas de-
sigualdades ndo triviais necessdrias para a descri¢do do politopo associado aquelas desigualdades

de Fc. Para isso, usamos o seguinte resultado auxiliar.

Lema 4.1.1. Seja P = {x € R" : A’x < b’} um poliedro racional com rec(P) = {0}. Considere
X={xeZ":Ax<b}eZ={(x,y) €Z"xB:A'x <b'y}. Se coov(X)={x € R": Ax < b},
entdo conv(Z) = {(x,y) € R" x [0, 1] : Ax < by}.

Demonstragdo. Como rec(P) = {x € R" : A’x < 0} = {0}, temos que Z = {(x,1) : x € X} U
{0,0}. Suponha que conv(X) = {x € R": Ax < b}. Defina Z = {(x,y) € R" x [0,1] : Ax < by}.

Seja (¥,7) € conv(Z). Entdo existe subconjunto finito {x' :i € I} C X tal que (%,7) =
Yicr 0i(x', 1) + (1 = Ye;0:)(0,0), com Y 06 < 1 e o >0, para todo i € I. Logo, 0 < 7 =
Yic;0i <1lex=Y;04x'. Sey=0,entdo & = 0 e, trivialmente, (¥,y) € Z. Se y > 0, entdo

=Yier %xi. Logo, )y—f € conv(X), ou seja, A% < b, mostrando que (¥,7) € Z.

il

Seja agora (¥,7) € Z. Temos que 0 <7 < 1 e Ax < by. Se ¥ = 0, entdo Ax < 0,
isto é, ¥ € rec(conv(X)). Como rec(conv(X)) = rec(P) = {0} (SCHRIJVER, 1986), segue que

% = 0 e, portanto, (¥,y) € Z C conv(Z). Se y > 0, temos que A% < b, ou seja,

<=

€ conv(X).
Entio existe subconjunto finito {x: i € I} C X tal que X = ¥,;c; otx’, com Y;c; 0 = 1 e 0 > 0,
para todo i € I. Para cada i € I, defina fB; = o;y > 0 e note que Y ;c; i = y < 1. Mais ainda
(%,9) = Lier Bi(x', 1) + (1 = Lies B;)(0,0). Logo (%,7) € conv(Z). O

Proposicio 4.1.4. Seja Z = {(x,z) € BIEICI x BICI : (x,z) satisfaz (4.2)}. Entdo conv(Z) =
{(x,2) € [0,1]IElI€1 5 [0, 1]I€ : (x,2) satisfaz (4.2), (4.7)}

Demonstracdo. Seja ¢ € C. Defina Z, = {(xs¢,2¢) € BE x B : Yecs(v)Xec < Ze; YV € V}e

X, = {x.c € BIEl : (x,.,1) € Z.}. Note que conv(X,) é o politopo de emparelhamentos de G
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(FERREIRA; WAKABAYASHI, 1996). Segue entdao do Teorema 2.2.3 que

Ul

—1
conv(X,) :{x*CER‘f' : Z Xee <1, YW EV, Z Xee < T,VU§V7|U| >3 e fmpar}.

ecd(v) ecE[U]

Pelo Lema 4.1.1,

conv(Z.) = {(xs¢,2¢) € R‘f‘ x [0,1] :

Uul—1
Z Xee < Ze, VWWEV, Z Xee < ch, VYU CV,|U| > 3 e impar}.
2
ecd(v) ecE[U]
Note que Z = I1.ccZ. e, portanto, conv(Z) = Il.ccconv(Z.). Logo, o resultado segue. O

4.2 Formulacio de Emparelhamentos Ponderados

Como em uma colorac¢do propria de arestas duas arestas adjacentes devem ter cores
distintas, entdo uma classe de cor dessa colora¢do é um emparelhamento no grafo. Assim, no
PCEF, o fluxo deve ser coberto por emparelhamentos ponderados, ou melhor, precisamos atribuir
pesos aos emparelhamentos de modo que a soma dos pesos dos emparelhamentos contendo
uma aresta seja pelo menos o fluxo que passa por ela. Essa visdo do problema nos leva a uma
segunda formulagdo, a ser chamada aqui Formulacdo de Emparelhamentos Ponderados ou,
abreviadamente, Fgp.

Seja M o conjunto de todos os possiveis emparelhamentos de G. Faca ¢! =1 se o
emparelhamento m € M contém a aresta e € E, 0 do contrdrio. Utilizamos as seguintes varidveis:

e w,, € Z,, representando o peso do emparelhamento m € M,
® V., € Z, cujo valor representa a quantidade de fluxo que passa no arco uv € Ag.

Segue, portanto, uma defini¢do matematica para a Fgp.

min Y, Wi (4.8)
meM
s.a: Z Wi > Yy + Yous Ve=uveE, 4.9)
meM
Z (yvi —yiv) = b(v), Ywev, (4.10)
IEN(v)
wezM ye 7, (4.11)

Destacamos que .#gp é derivada da formulagdo proposta em (GOMES, 2009) para
o PPR, com a adicao das restricdes de integralidade (4.11) para as varidveis. A varidvel wy,

determina o peso atribuido ao emparelhamento m € M. A Restri¢cdo (4.9) determina que a soma
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dos pesos dos emparelhamentos que contém uma aresta e € E € pelo menos a soma do fluxo que

passa em seus arcos. A Restricao (4.10) estabelece o fluxo (similarmente a formulacdo anterior).
4.2.1 Subproblema para Fgp

O numero elevado de varidveis, o que é uma consequéncia da cardinalidade do
conjunto M, torna a Zgp de dificil resolugao se suas colunas forem tratadas de forma explicita,
ou seja, se iniciarmos a sua resolu¢do com todas as colunas da formulacdo. Uma maneira
de contornar esse problema € utilizar inicialmente um subconjunto das colunas e, conforme
necessario, adicionar as demais colunas até que o problema seja resolvido. Esse processo €
conhecido na literatura como geracdo de colunas (WOLSEY, 1998, p. 185). As colunas a serem
adicionadas ao problema restrito podem ser elencadas através da resolucao do subproblema de
ZEp, que sera descrito mais a frente. Note que tratamos de forma implicita apenas as colunas
referentes as varidveis w. As varidveis y sdo todas elas consideradas no problema restrito.

Seja U, a varidvel dual associada a restri¢do referente a e € E em (4.9) na relaxacdo
linear do problema restrito. Observe que t > 0 e que a coluna referente a variavel w,, em Fgp é
o vetor de incidéncia do emparelhamento m € M. Dessa forma, o subproblema de geracao de
colunas (pricing problem) para Fgp é:

max Y p 0. 4.12)

meM ecE

O Problema (4.12) é conhecido na literatura como o problema do emparelhamento
de peso mdximo (PEPM) e sabemos que pode ser resolvido em tempo polinomial (EDMONDS,
1965). Dado um emparelhamento m’, 6timo para o PEPM, adicionamos a coluna referente a

variavel w,,, ao problema restrito, se Y ,cr Ue E’e"/ > 1.
4.2.2 Comparagdo teorica entre Fsc e Fgp

Nesta subsecdo, provaremos que a relaxacdo linear de .%gp € estritamente mais forte
que a relaxag@o linear de .F4¢. Para tal, definimos RL(.%#,I) como o valor 6timo da relaxagdo

linear de uma formulagdo .% para uma instincia I do PCF.
Proposicao 4.2.1. RL(-FEp,I) > RL(F4c,1) para toda instincia I do PCF.

Demonstragdo. Suponha (w’,y’) uma solugdo vidvel 6tima da relaxagdo linear de .Zp para uma

instancia 7, e C um conjunto de cores tal que xg,(I) < |C|. Construiremos, a partir de (w',y’),
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uma solugdo vidvel para [ na relaxagdo linear de .#4¢, com valor igual a RL(-#Ep,I), provando
assim que RL(Fac,I) < RL(Zgp,I). Para tal, defina:

° f. = ﬁZmeMan,‘v’c €C;

o Ror = %‘ZmeME’e"w,%,‘v’e € E,NceC;

ofz:’

<

Mostraremos primeiramente que (Z,%,¥) é vidvel para a relaxagdo linear de Zxc.
Como Y,epy Wiy < x5p(I) < |C|, o limite superior (unitdrio) das varidveis x e z é respeitado.
Considere agora a Restri¢do (4.2) de Fpc relativaav eV, c € C:

Z Kec = Z Z ;n \C| Z Z

1
ecd(v) ecd(v ‘ meM meM ecd(v)

Visto que as arestas de §(v) sdo vizinhas, temos que Y..c5(,) f¢' < 1 para todo m € M. Logo,

Z xec_|c| Zw =Zc.

ecd(v) meM
Suponha agora e = ij € E. Temos para a Restri¢ao (4.3):

. c S
Y fee= Xl X ) = 0 Y e = X ey >l = 5
ceC ceC | | meM | ’ meM meM
onde a desigualdade segue de (4.9).
Note ainda que a Restri¢do (4.4) é trivialmente satisfeita devido a § = y'. Logo

(%,9,2) é vidvel para a relaxagdo linear de Z¢. Por fim, temos que as duas solu¢des tém mesmo

valor:

Yi-Yig Lu=ia L= ¥ w,

ceC ceC meM meM meM
]

Para mostrarmos que a desigualdade na Proposi¢do 4.2.1 pode ser estrita, exibimos
um exemplo. Seja G* = (V,E,b),onde V = {v,...,vs}, E = {e; = (vi,v2),e2 = (v1,v5),€3 =
(va,v3),eq4 = (v3,v4),e5 = (v4,v5) }, b(v1) = 1,b(v4) = —1 e b(v;) = 0,Vi € {2,3,5}. Na Figura

7, temos uma representacao grafica de G*.

Proposicao 4.2.2. RL(Fgp,G*) > RL(Fac,G").
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Figura 7 — Instancia G* para o PCF.

Fonte: produzida pelo autor.

Demonstragcdo. Suponha [ e Y as varidveis duais respectivamente associadas as Restri¢des (4.9)

e (4.10) da Fgp e note que a seguinte formulagao € seu dual:

max Y b(v)7 (4.13)
ecE

s.a: Y rpe <1, Vm e M, (4.14)
ecE
Yu < Y+ Ue, Y < Yut Ue, Ve=uv€E, (4.15)
u>0,7livre. (4.16)

Considere entdo a seguinte solugdo vidvel do modelo dual da Fgp: W, = 0.4, U, =
0.6,u,, =04,u,, =04,u.,, =06¢e7y =06,%,=02,%, =-02,%,=-06,%,=0. A
Figura 8 mostra essa solu¢cdo no grafo G*. Para verificar sua viabilidade, note que um empa-
relhamento em G* € composto por no maximo duas arestas, e apenas as variaveis U relativas
as arestas (adjacentes) e; € es somam mais que 1. Logo, (4.14) € satisfeita. Adicionalmente,
(4.15) equivale a y, > |y, — 7|, Ve = uv € E. Na Figura 8, é facil constatar que essas desigual-
dades sao satisfeitas. Note também que essa solucdo dual vidvel tem valor 1.2, mostrando que

RL(Fgp,G*) > 1.2.

Figura 8 — Solucdo dual viavel para .-Zgp.

V2 V3
0.4
04, <04
i/ N s
\\ € es //

0.6 Vs 0.6

Fonte: produzida pelo autor.

Por outro lado, podemos construir uma solugio de valor menor que 1.2 para a %,
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com a coloragdo x.,., = 0.5,Vi € {1,...,5}, z., = 1, e o fluxo vidvel representado graficamente

na Figura 9.

Figura 9 — Fluxo vidvel para G*.

0.5
V4

0.5

Fonte: produzida pelo autor.

Claramente, trata-se de um fluxo vidvel com seus arcos cobertos pela coloragdo, e a
soma das varidveis x relativas as arestas incidentes em cada vértice tem valor 1, para todo vértice.

Portanto, trata-se de uma solugdo viavel, e o valor dessa solucdo, que € 1, nos garante que:

RL(Fac,G*) <1< 1.2 < RL(Fgp,G").

A partir das Proposicdes 4.2.1 e 4.2.2, temos entdo o Corolério 4.2.1.

Corolario 4.2.1. A relaxacdo linear da Fgp é estritamente mais forte que a relaxacdo linear

da f/\Ac.

4.3 Formulacio de Emparelhamentos e Caminhos Ponderados

Sejam M o conjunto de todos os possiveis emparelhamentos de G e Ps o conjunto

de todos os caminhos em G com extremidades s —t, onde s € S e ¢t € 0 vértice de destino de G.
Considere as varidveis listadas abaixo e suas devidas interpretagdes:

® w, € Z,, representa o peso do emparelhamento m € M,

® 1, € Z,, representa a quantidade de fluxo que passa no caminho p € Ps.
Além das varidveis, considere também os seguintes parametros:

e /7' =1 se o emparelhamento m € M contém a aresta e € E, 0 do contrdrio;

° jé’ = 1 se o caminho p € Ps contém a aresta e € E, 0 do contrario;

° kf, = 1 se o caminho p € Ps tem extremidades s e ¢, 0 do contrario.
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Uma outra forma de representar um fluxo inteiro vidvel consiste em escolher um conjunto de
st-caminhos (s € §) e atribuir-lhes pesos inteiros ndo negativos. O peso de um caminho p € Ps,
a ser expresso pela varidvel r, € Z, representa a quantidade de fluxo que passa por p. Dessa
forma, a soma dos pesos dos caminhos que saem de um vértice de origem s € S deve ser pelo
menos b(s). Essa ideia é base para a proxima formulagdo: a Formulacdo de Emparelhamentos e

Caminhos Ponderados (% gcp), cuja descricdo matematica temos a seguir.

min Y W (4.17)
meM

s.a: Y ww =Y P, VecE, (4.18)
meM pEPs
Y kiirp > b(s), Vs €S, (4.19)
PEPs
wezM rezl™ (4.20)

A Restricao (4.18) estabelece que a soma dos pesos dos emparelhamentos que
contém uma aresta e € E deve ser pelo menos a soma do pesos dos caminhos aos quais ela
pertence. A Restricdo (4.19) determina que a soma dos pesos dos caminhos que t€ém como
extremidade um vértice de origem s € S € pelo menos a oferta de s, garantindo que todo fluxo é

enviado a t.
4.3.1 Subproblemas para Fgcp

Assim como a Zgp, a . Zgcp demanda um processo de geragdo de colunas para a
resolugdo de sua relaxacdo linear. No entanto, agora havera dois subproblemas: um para gerar as
colunas relativas a varidvel w e outro para as colunas associadas a variavel r. O primeiro deles é
exatamente um problema de emparelhamento de peso maximo, PEPM, j4 abordado na Sec¢do 4.2.
Trataremos entdo a partir de agora do subproblema referente as colunas da variavel r.

Sejam u, > 0e Ay > 0 as varidveis duais associadas, respectivamente, a restri¢do em
(4.18) relativa a e € E e arestricdo em (4.19) referente a s € S. O segundo subproblema pode ser
descrito da seguinte forma:

min Y fej? =Y Akl (4.21)

peby eckE ses
O Problema (4.21) pode ser resolvido a partir da determinagdo de um caminho
minimo p; de ¢ para cada vértice s € S, no grafo G ponderado em arestas por U, > 0, Ve € E,

0 que pode ser feito em tempo polinomial com o Algoritmo de Dijkstra (DIJIKSTRA, 1959).
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Entdo, uma solugdo de (4.21) é dada por pg com s* em argmin{u(ps) — As : s € S}, onde
U(ps) = Yecr Hejb* é o custo do caminho minimo p;. Caso p(ps«) — A+ < 0, a coluna relativa
a rp,, deve ser acrescentada ao problema restrito corrente. Na verdade, podem ser acrescentadas

as colunas referentes a todo s € S tal que u(ps) — As <O.
4.3.2 Comparacdo teorica entre Fpp e Frcp

Nesta subse¢@o, provaremos que a relaxagdo linear da .#gcp tem mesmo valor 6timo
que a relagdo linear da .Zgp. A prova serd construida a partir de um resultado, expresso no
Teorema 4.3.1, sobre decomposic¢ao de fluxo (BANG-JENSEN; BESSY, 2014; AHUIJA et al.,
1988).

Seja ¢ : A — R, uma fungdo sobre os arcos de um digrafo D = (V,A). Dizemos que
¢ € um fluxo de caminho sobre um caminho direcionado P em D (resp. fluxo de ciclo sobre um
ciclo direcionado C em D), se existe k > 0 tal que ¢ (u,v) = k, para todo arco (u,v) € A em P
(resp. C), e ¢(u,v) =0, para todo arco (u,v) € A que ndo estd em P (resp. C). Por conveniéncia,

denotaremos o valor k desse fluxo ¢ por |@|.

Teorema 4.3.1. Todo fluxo vidvel ¢ em uma rede D = (V,A,b), com fun¢do de demanda b:V —
R tal que ¥, cy b(v) =0, é a soma de até |V|+ |A| fluxos de caminho e de ciclo. Além disso,
dados os conjuntos de fluxos de caminho & e de ciclo € cuja soma representa um fluxo vidvel
¢ de D, todo caminho direcionado P de um fluxo de caminho de & comeca em um vértice com

demanda > 0 e termina em um vértice com demanda < 0.

Podemos destacar no Teorema 4.3.1 que, dada uma decomposi¢do de um fluxo ¢ em
fluxos de caminho e de ciclo, a transmissao da demanda dos vértices de origem aos vértices de
destino esta representada pelos fluxos de caminho da decomposi¢do. Por outro lado, um fluxo de
ciclo dessa decomposicdo representa uma possivel circulaciao de fluxo em ¢, o que €, a grosso
modo, o envio de fluxo de um vértice para ele mesmo através de um ciclo. Portanto, numa
decomposicao de um fluxo vidvel do PCF, apenas os fluxos de caminho dessa decomposicao sdao
necessarios na solucao do problema, podendo ser descartados os fluxos de ciclo. Este fato € base

para a Proposicao 4.3.2, que apresentamos apds o seguinte lema:

Lema 4.3.1. Existe, para toda instancia G do PCF, uma solugdo étima (W', r') na relaxagéo

linear da Ficp tal que ¥ pep k1, = b(s),Vs € S.
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Demonstragdo. Suponha (w',r’) uma solugdo 6tima para uma instancia G na formulagdo Fgcp
tal que Y ,c p kiyr", > b(s), para algum s € S. Suponha s’ tal vértice de origem. A partir de r/, é
possivel gerar um vetor r* > 0, decrementando as componentes de ' indexadas por s't-caminhos,
Pk _

r

até satisfazer Y, p ki), 75, = b(s"). Com isso, a Restrigdo (4.19) se mantém satisfeita para (w', r*),

s't
pois ¥ pep ki, = X pep kigry, Vs € S\{s'}. J4 a Restricdo (4.18) é claramente satisfeita, visto
que Y ep, YA r;, > Y pep jb ry, Ve € E. Logo, (w',r*) é vidvel para a relaxagdo linear da Fgcp e,
consequentemente, Otima para essa relaxacdo. Podemos repetir esse processo até encontrar uma

solucdo que satisfaca a Restri¢do (4.19) na igualdade. [
Proposicao 4.3.2. Se G = (V,E,b) é conexo, entido RL(Zgp,G) = RL(Fgcp,G).

Demonstrag¢do. Suponha G uma instincia para o PCF e (W, ) uma solugo 6tima para a relagdo
linear da .-#gp em G. Lembre que J descreve um fluxo vidvel na rede (V,Ag,b). Pelo Teorema
4.3.1, sabemos que existe uma decomposi¢do para o fluxo representado por y em fluxos de
caminho e de ciclo. Suponha & o conjunto dos fluxos de caminho de uma decomposi¢do do
fluxo em Y. Denote por py o caminho em G sobre o qual escoa o fluxo de caminho ¢ € . Pelo
Teorema 4.3.1, py € Ps. Considere a seguinte solugdo para G na Fgcp:

oW =W

||, se p=py para algum ¢ € ¥
I
e Vpe P, p=

0, caso contréario.
Entdo, visto que a transmissdo do fluxo de um vértice de origem s € S ao vértice de destino ¢ na

decomposicao se da pelos fluxos de caminho, temos que
Z kft ;7: Z kft(p|¢|: Z ()’)\si_yis):b(s)a
PEPs e iEN(s)

onde a ultima igualdade decorre de (4.10). Além disso, como o total de fluxo em um arco € no
minimo a soma dos fluxos de caminhos nos caminhos que contém esse arco, segue que:

ijr;: Z j5¢|¢|§}/}uv+}/’\vug Z”Zwm, V€:MVEE,
PEPs g meM

onde a ultima desigualdade deve-se a (4.9). As duas expressOes destacadas acima mostram que
(w',r) satisfaz a Restri¢do (4.18) e a Restri¢do (4.19). Logo, (W', ') > 0 é vidvel para a relaxa¢do
linear da .Zgcp. Por fim, observe que as duas solugdes tém o mesmo valor (¥,,cpr W = Ynep W)
Consequentemente,

RL(Fgcp,G) < RL(ZEp,G).



54

Para mostrar a desigualdade inversa, usamos o Lema 4.3.1. Ele estabelece que existe
uma solu¢do, 6tima para a relaxagao linear da .%#gcp para G, satisfazendo a Restri¢cdo (4.19) na
igualdade. Suponha entdo (w',r’) tal solu¢do. Considere os seguintes valores para as varidveis
da Zgp e note que eles claramente satisfazem as restri¢des de nio negatividade da relaxacéo:

o Ww=w';

® Juv =Y pep auvr V(u,v) € Ag,
onde al, = 1 se, ao direcionar o caminho p € Pg em direcdo a ¢, ele contém o arco uv; 0, caso
contrério. Observe que j2 = al, +ab,, paratodos e =uv € E e p € Ps.

Suponha e = uv € E e considere a Restri¢do (4.9) da -Z#gp. Temos que:

Z mem— Z K?W;nz Z jgl’;?: Z(Cl _|_ap )I’ = Yuv + v,

meM meM PEPs PEPs

onde a desigualdade deve-se a (4.18).

Suponha agora v € V e considere a Restricao (4.10). Temos que:

Z ()A’vk ka = Z Z avk p Z akv P

keN(v) keN(v) pePs pEPs
_ ' P p
= L Lla—ag)r, =Y r, ) (ap—ap).
keN(v) pEPs PEPs  keN(v)

Note que Y ren(y) afk (resp. Lien(v) aﬁv) € o numero de arcos que saem em Vv (resp. entram em
v) ao direcionarmos o caminho p € Py em dire¢do a 7. Entdo, } ren(y) (afk — afv) ¢ igual a 0, se
v ndo € extremidade de p; 1, se v € o vértice de origem que € extremidade em p; —1, se v ="t.
Analisaremos agora trés casos:

b —a} ) = kb;. Entdo,

Z (yvk_}?kv): Z r/p Z ( fk_akv Zk"l p b

keN(v) PEPs  keN(v) peFs

e v € S: pela observagdo acima, concluimos que Y jcn(y) (a

onde a ultima igualdade decorre do Lema 4.3.1.

e v SU{t}: como v ndo € extremidade de p, temos Yy ) (ab, —a})) =0, de onde segue

Y Gu—) =Y 7 Y (af—al)=0=>b().

keN(v) PEPs  keN(v)

e v =1:nesse caso, Y en(y (ab, —ap,) = —1 e, posto que Yseskf; = 1 Vp € Py, chegamos a

Y, Gu—Iu)= ) 7 Z ay—al)=-Y rh=-Y Y ki, ==Y b(s) =

keN(v) PEPs keN pEPs sES pePs seS
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Em qualquer caso, obtemos que (W,¥) é vidvel para a .Z#gp. Por fim, note que

claramente as duas solucao tém o mesmo valor e, por consequéncia,

RL(JOZECPa G) > RL(?EP, G).
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5 HEURISTICA

A heuristica apresentada neste capitulo, que utiliza uma das duas formulagdes
exponenciais apresentadas no Capitulo 4 (%gp ou Fgcp), € composta por duas etapas de
resolucdo. Na primeira, aplicamos o método de geracdo de colunas para resolver a relaxagao
linear de uma das duas formulacdes exponenciais do FCP. Ao final da primeira etapa, temos
entdo um subconjunto das colunas do problema original. A segunda etapa consiste em encontrar
uma solucdo 6tima inteira para o problema parcial determinado pelo subconjunto das colunas
geradas na primeira etapa. Essa soluc@o pode ser obtida utilizando o método de branch-and-cut
sobre o problema parcial adicionado de restri¢des de integralidade. Note que uma solugdo do
problema parcial € uma solucdo vidvel para o PCF e o valor dessa soluc¢do € um limite superior
para o 6timo do problema.

A heuristica varia de maneira significativa em seu primeiro passo, a depender da
formulacgdo utilizada. J4 o segundo passo se mantém o mesmo, independente da formulagao.

Trataremos agora de como a heuristica funciona com cada uma das duas formulagdes.

5.1 Heuristica com a .%gp

Para aplicar o método de geragdo de colunas a .#gp, precisamos primeiramente de
um subconjunto das colunas que torne vidvel sua relaxacdo linear. Aqui todas as varidveis y estdo
presentes no problema parcial inicial, restando entdo definir quais varidveis w devem também
estar. Para isso, considere |E| colunas, cada coluna referente a um emparelhamento contendo
apenas uma aresta (cada aresta define um emparelhamento), onde E € o conjunto de arestas da
instancia a ser resolvida. O modelo definido por essas colunas (junto com aquelas das varidveis
y) admite solugdo vidvel, pois qualquer que seja o fluxo em um arco, temos um emparelhamento
que possa cobri-lo. Resolvemos, aplicando o método simplex, o problema com esse subconjunto
de colunas e verificamos se h4 alguma coluna que, adicionada ao problema parcial, melhora
o valor da solucdo atual. Essa verificagdo pode ser feita resolvendo o subproblema da Zgp,
descrito na Subsecdo 4.2.1. Resolvido o subproblema, se o valor 6timo obtido for menor ou igual
a 1, entdo ndo ha nenhuma coluna que, ao ser adicionada ao problema parcial, possa reduzir o
valor 6timo do mesmo, portanto, temos uma solu¢do 6tima da relaxagdo linear; caso contrério, a
solugdo 6tima do subproblema define a nova coluna a ser adicionada. Acrescentada uma nova

coluna, o processo se repete, até que nao haja nenhuma coluna a ser adicionada. Finalizada
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a primeira etapa e adicionadas as restri¢cdes de integralidade ao problema parcial, o problema
de programacao inteira gerado pode ser resolvido com o método de branch-and-cut. Observe
que sua solugdo 6tima ndo € necessariamente uma solucdo 6tima para o PCF, posto que outras
colunas poderiam ser necessarias para chegar a otimalidade.

Seja f o valor da solucdo 6tima da relaxagao linear e i > f o valor da solu¢do 6tima
do problema parcial inteiro. Como a fun¢@o objetivo da .%#gp tem apenas coeficientes inteiros,
qualquer solu¢do da formulacdo tem valor inteiro. Dessa forma, se i — f < 1, entdo i € o valor
6timo do problema inteiro completo, visto que i € Z, e que, nesse caso, nao hd nenhum inteiro

no intervalo [f,i).

5.2 Heuristica com a Zgcp

Considere agora a utilizagdo da .#gcp na primeira etapa da heuristica. Aqui também
precisamos de um subconjunto das colunas que gere um modelo parcial inicial admitindo uma
solucdo vidvel para a relaxacao linear. Para as varidveis w, basta repetir a estratégia adotada
quando utilizamos a .#gp. Com relagdo as variaveis r, note que podemos enviar toda a demanda
de um vértice de origem s ( b(s), no caso) através de um tnico st-caminho. Com um caminho
para cada par origem-destino, podemos entdo enviar toda a demanda necessdria. Resta-nos
obter tais caminhos. Para isso, podemos resolver o proprio subproblema gerador das colunas
associadas a r (ver Subsecdo 4.3.1), dando os seguintes pesos as arestas e aos vértices de origem:
U =1V eecE,e A, =0,Vs € S, onde S é o conjunto de vértices de origem.

Com a Zgcp, 0 procedimento de geragao de colunas se diferencia em dois pontos:
a escolha das colunas associadas as varidveis r que devem ser adicionadas em cada iteracao;
e a condi¢do de parada do método. Escolhemos tais colunas resolvendo o subproblema para
a geracdo das colunas das varidveis r, descrito na Subsecdo 4.3.1. Naquela subsecao, sdo
apresentados dois critérios de escolha: adicionar sempre a coluna de menor valor negativo ou
adicionar todas que tenham valor negativo. A fim de reduzir o niimero de iteragdes da primeira
etapa, e assim possivelmente reduzir o tempo de resolucgdo, utilizamos o segundo critério para
realizar os experimentos descritos mais adiante. Quanto a escolha das colunas relacionadas as
variaveis w, o método segue a mesma estratégia de quando utilizada a . Zgp. O procedimento de
geracdo de colunas para quando nenhum dos dois subproblemas fornece novas colunas a serem
acrescentadas ao problema parcial.

Assim como acontece quando utilizamos a .Zgp, a soluc@o viavel do PCF é encon-
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trada resolvendo, com o método branch-and-cut, o problema parcial adicionado de restricdes de
integralidade em todas as varidveis. Além disso, também sabemos que a solu¢do encontrada é
6tima quando a diferenca entre os valores 6timos da primeira e da segunda etapa € estritamente

menor do que um.

5.3 Experimentos

Avaliamos o desempenho da heuristica proposta observando a qualidade das solu-
¢Oes vidveis que ela encontra e o tempo gasto para obter essas solugdes. Para essa avaliacao,
implementamos a heuristica utilizando a linguagem de programaciao C++ em conjunto com 0
solver CPLEX, na versao 12.6.0, usado para resolver os problemas lineares relaxados e inteiros.
Utilizamos um computador com sistema operacional Ubuntu 14.04 LTS 64 bits, processador Intel
Core i7-3770 com 8 ntcleos de 3.40 GHz e memoria RAM de 16 GB. Realizamos experimentos
nos seguintes casos: quando a heuristica é executada com a .%#gp e quando é executada com a
FECP-

Motivados pelos resultados de complexidade computacional do PCF (CAMPELO et
al., 2015) e dada a indisponibilidade de instancias de teste para o PPR, geramos trés conjuntos
de instancias para os experimentos: grafos 3-conexos, bipartidos e grafos nem bipartidos nem
3-conexos. Para gerar grafos 3-conexos, iniciamos de um grafo completo e iterativamente
sorteamos uma aresta para ser removida, o que de fato ocorrerd se sua remocdo ndo baixar
a conectividade do grafo para 2. O algoritmo para quando a densidade de arestas desejada
€ atingida. Encontramos dificuldades em obter essas instancias devido ao tempo gasto pelo
procedimento. Conseguimos reduzir o tempo de geracdo, exigindo apenas que a conectividade
entre cada vértice de origem e o vértice de destino seja mantida > 3. Essa condicao € suficiente
para que o algoritmo em (CAMPELO et al., 2012) encontre uma solugio 6tima em tempo
polinomial, pois ele demanda que haja pelo menos trés caminhos internamente disjuntos entre
cada vértice de origem e o vértice de destino.

Para gerar os grafos bipartidos, iniciamos também de um grafo completo. Atribuimos
pesos aleatodrios as arestas e aplicamos um algoritmo de drvore geradora. A drvore encontrada
pelo algoritmo € nosso grafo inicial. Observe que esse grafo € bipartido e conexo. Adicionamos
entdo, aleatoriamente, arestas entre vértices de particdes distintas até que a densidade de arestas
desejada seja atingida.

Para gerar o terceiro tipo de grafo, tentamos sempre manter a conectividade entre
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os vértices de origem e de destino no mdximo 2. Além disso, garantimos que o grafo nio seja
bipartido. Assim como na geragao de grafos bipartidos, partimos de uma arvore. Adicionamos
inicialmente uma aresta entre dois vértices de uma mesma parti¢do escolhidos aleatoriamente
(garantindo ciclo impar). Em seguida, acrescentamos arestas, mantendo a conectividade no
maximo 2 entre os vértices de origem e destino, até atingir a densidade de arestas desejada.
Observe que, como partimos de um grafo conexo, novos ciclos impares devem aparecer, sempre
que uma aresta adicionada tiver como extremidades dois vértices de mesma parti¢do.

Para a geracdo das instancias, utilizamos a linguagem de programacao Python com
auxilio da biblioteca Igraph. Criamos cinco instancias para cada combinacdo dos seguintes
parametros: tipo de grafo (os trés tipos), nimero de vértices (150 e 300), densidade de arestas
(5%, 7% e 10%), proporcao de vértices de origem (2%, 4% e 6%) e intervalo de oferta dos
vértices (de 1 a 25 e de 1 a 50), onde a oferta € definida de forma aleatdria dentro de seu intervalo.

Com isso, foram geradas 180 instancias para cada tipo de grafo, totalizando 540 instancias.

5.4 Resultados

As tabelas abaixo apresentam resultados a respeito do desempenho da heuristica
com cada uma das duas formula¢des. Em cada tabela, as linhas estdo divididas em 3 grandes
grupos, cada um associado a um dos 3 tipos de grafo de teste. As linhas referentes aos grafos
com conectividade > 3 entre os vértices de origem e de destino, apresentam, para as instancias
dessa classe de grafo, as seguintes informacdes:

e 0 tempo médio gasto pelo problema mestre (Coluna 4), subproblema (Coluna 5), tempo

total da geracdo de colunas (Coluna 6) e problema inteiro parcial (Colunas 10);

e a proporcao média de solucdes provadas 6timas (Coluna 11);

e o0 numero médio de colunas iniciais (Coluna 7) e geradas pela heuristica (Coluna 8);

e 0 nimero médio de iteracdes (Coluna 9).
Cada linha agrupa as informacdes das instancias com mesmo numero de vértices e densidade de
arestas, exibidos nas Colunas 2 e 3, respectivamente. As linhas referentes aos grafos bipartidos e
aos grafos ndo bipartidos e nao 3-conexos apresentam, de maneira semelhante ao dos 3-conexos,
os resultados para suas respectivas classes de grafos. Finalmente, a dltima linha da tabela resume
tais informacdes para todas as instancias. As cifras relativas a tempo usam sempre segundo como
medida.

A Tabela 1 apresenta os resultados dos experimentos com versdo da heuristica que
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usa a .-%gc, enquanto a Tabela 2 € a correspondente com a .Zgcp.

Nos casos de teste em que a heuristica utiliza a .%g¢, considerando todas as instancias,
o procedimento de geracao de colunas gerou, em média, aproximadamente 28 colunas a partir da
quantidade média de 6164 colunas iniciais (contando as colunas iniciais referentes as varidveis
y). Seja i o valor 6timo encontrado pelo problema parcial inteiro e f o valor da solu¢do 6tima da
geracdo de colunas. Em todas as instancias, ou obtivemos i = f ou i = f + 1. Em particular, os
casos em que i = f + 1, que sdo os que a heuristica ndo conseguiu provar que a solugdo é 6tima,
ndo ocorreram quando a soma das demandas dos vértices de origem era par. Os tempos minimo
e maximo da geracao de colunas foram, respectivamente, 0,096 e 14,3 segundos. Na resolugao
do problema parcial inteiro, em apenas 0, 74% das instincias, o branch-and-cut explorou mais
de um né e, quando o fez, ndo explorou mais de 10 nés. Nessa etapa do método, os tempos
minimo e maximo foram respectivamente 0,018 e 1,139 segundos. O tempo médio da segunda
etapa da heuristica, foi aproximadamente 8,4 vezes menor em comparagdo ao tempo médio da
primeira etapa.

Na Tabela 1 podemos ver que, apenas para os grafos nio bipartidos e com conec-
tividade < 2 entre os vértices de origem e o vértice de destino (a terceira classe de grafos da
tabela), houve casos em que a solucdo encontrada ndo foi provada 6tima pela heuristica baseada
na Zgp. Apesar disso, nessa mesma classe de grafos, a heuristica encontrou uma solugio 6tima
em 93,33% dos casos. Note que a soma do tempo médio de resolucdo do problema mestre e
do subproblema € sempre inferior ao tempo médio total do processo de geracao de colunas (o
mesmo ocorre quando utilizamos a .#gcp). Essa diferenca se deve ao tempo gasto em procedi-
mentos executados dentro da geracio de colunas que ndo estio inseridos em nenhum desses dois
problemas.

Passamos agora aos resultados obtidos nos experimentos com a .%gcp. Considerando
todos grafos, o procedimento de geracio de colunas gerou em média 107 colunas, a partir da
quantidade média de 2064 colunas iniciais. Novamente, em todas as instancias, ou obtivemos
i= foui= f+1 (aqui também ocorreu sempre o primeiro caso quando a soma das demandas
era par). Os tempos minimo e maximo da geragdo de colunas foram, respectivamente, 0,025
e 2,865 segundos. Na resolucdo do problema parcial inteiro, em apenas uma das instancias o
branch-and-cut explorou mais de um né. Nesse caso em particular, foram explorados 869 mil
nds em 395, 639 segundos, tempo maximo de uma instancia nessa etapa. O tempo minimo foi em

torno de 0,002 segundos. O tempo médio de resolu¢cdo da primeira etapa foi aproximadamente
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Tipo de Num. de | Den. de | Tempo médio (GC) Colunas (GC) It. (GC) T. médio | Encontrou
grafo vértices | arestas | Mestre | Subpro. | Total | Iniciais | Geradas : (inteiro) | sol. 6tima
5% | 0,065 0,450 | 0,524 1675 16 17 0,256 100%

150 7% | 0,124 0,647 | 0,786 2347 20 21 0,279 100%

Conectividade 10% | 0,489 1,049 | 1,566 3352 25 26 0,299 100%
>3 5% | 0,881 1,444 | 2,367 6727 27 28 0,358 100%
300 7% 1,471 2,316 | 3,865 9418 35 36 0,322 100%

10% | 4,206 5,071 | 9,468 | 13456 46 47 0,547 100%

5% | 0,055 0,141 | 0,203 1678 15 16 0,232 100%

150 7% | 0,090 0,225 | 0,327 2350 19 20 0,287 100%

Bipartido 10% | 0414 0,400 | 0,840 3355 25 26 0,229 100%
5% | 0,688 0,488 | 1,214 6730 26 27 0,316 100%

300 7% 1,246 0,893 | 2214 9421 34 35 0,285 100%

10% 2,967 1,964 | 5,097 | 13459 45 46 0,455 100%

5% | 0,062 0,436 | 0,506 1678 16 17 0,219 93,33%

Conectividade 150 7% | 0,106 0,655 | 0,776 2350 20 21 0,260 93,33%
<2 10% | 0,481 1,096 | 1,609 3355 25 26 0,248 93,33%
néo bipartido 5% | 0,850 1,366 | 2,263 6730 27 28 0,374 90,00%
300 7% | 2,208 3,250 | 5,578 9421 35 36 0,444 96,67%

10% | 5,026 5,776 | 11,031 13459 46 47 0,557 93,33%

Todos 1,191 1,537 | 2,791 6164 28 29 0,331 97,78 %

Fonte: produzida pelo autor.

2,7 vezes mais rapido que o tempo médio da segunda.

Na Tabela 2, o percentual de solu¢des 6timas encontradas pela heuristica com a

FEcp na terceira classe de grafos foi similar aquele observado quando da utiliza¢do da .Fgp.

Além desse tipo de grafos, a heuristica também falhou em encontrar o 6timo para um caso de

teste de grafos bipartidos. Em particular, para grafos bipartidos, o percentual de solu¢des 6timas

encontradas foi de 99,44 %.

Tabela 2 — Experimentos com a formulagdo de emparelhamentos e caminhos ponderados.

Tipo de Nim. de | Den. de | Tempo médio (GC) Colunas (GC) It. (GC) T. médio | Encontrou
grafo vértices | arestas | Mestre | Subpro. | Total | Iniciais | Geradas : (inteiro) | sol. 6tima
5% | 0,004 0,035 | 0,042 565 46 10 0,014 100%

150 7% | 0,005 0,047 | 0,057 789 57 11 0,008 100%

Conectividade 10% | 0,008 0,091 | 0,107 1124 72 13 0,012 100%
>3 5% | 0,012 0,143 | 0,166 2255 110 11 0,012 100%
300 7% | 0,063 0,218 | 0,298 3152 139 14 0,028 100%

10% | 0,107 0,427 | 0,565 4498 193 18 0,039 100%

5% | 0,005 0,041 | 0,050 566 44 9 0,012 100%

150 7% | 0,006 0,052 | 0,063 790 56 11 0,011 96,67%

Bipartido 10% | 0,010 0,109 | 0,129 1125 74 13 0,014 100%
5% | 0,014 0,172 | 0,200 2256 105 11 0,021 100%

300 7% | 0,070 0,241 | 0,331 3153 162 15 0,030 100%

10% | 0,135 0,538 | 0,715 4499 212 18 0,047 100%

5% | 0,008 0,066 | 0,079 566 51 10 0,018 93,33%

Conectividade 150 7% | 0,011 0,106 | 0,127 790 60 12 0,022 93,33%
<2 10% | 0,017 0,174 | 0,206 1125 79 14 0,038 93,33%
o bipartido 5% | 0,021 0,231 | 0,270 2256 120 14 0,029 90,00%
300 7% | 0,066 0,222 | 0,308 3153 140 14 0,029 96,67%

10% | 0,270 0,970 | 1,314 4499 199 19 13,285 93,33%

Todos 0,046 0,216 | 0,279 2064 107 13 0,759 97,59 %

Fonte: produzida pelo autor.
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Comparando o tempo médio total gasto pela heuristica com cada formulagdo, pode-
mos ver que com a .Zgcp 0 tempo médio para obter uma solugao (1,038 segundos) foi menor

que o tempo médio gasto com a .Zgp (3,122 segundos).
Observando a Coluna 8 das duas tabelas, podemos notar que, conforme testamos
grafos com mais vértices e com maior densidade de arestas, o nimero médio de colunas geradas

cresce. Esse comportamento é semelhante nas trés classes de grafos.
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6 METODO EXATO

Abordaremos agora a utilizacao da .Z¢ e das desigualdades (4.6) e (4.7) para a
constru¢do de um método de resolu¢do branch-and-cut para o PCFE. O método segue a descri¢ao
genérica do branch-and-cut com excec¢ao da etapa de cortes, onde tratamos de adicionar desi-
gualdades (4.6) e (4.7) violadas (se houver) pelas solu¢des obtidas com a relaxacao linear da
Fc. Para a escolha de tais desigualdades, sugerimos dois algoritmos de separa¢io, um para

cada uma das classes de desigualdades.

6.1 Separacao das desigualdades de remocao de simetrias

Reescrevemos abaixo as desigualdades de eliminagao de simetrias (4.6):

e

Zxac_l > Xec, parae € {1,...,m}, parac € {2,...,t}, (6.1)
a=1

onde m = |[E| et = |C| > x4 (G). Considere que as arestas de G = (V, E,b) sdo rotuladas de 1 a
m e as cores em C sdo rotuladas de 1 a ¢.

Consideramos o problema de separacio de uma solucio (%,7,7) € R™ x R>" x R
viavel para a relaxagao linear da .%4¢ em relacgdo as restri¢des (6.1). Como esse conjunto de
restricdes tem tamanho polinomial, sua violag¢do por (X,y,7) pode ser verificada polinomialmente
por inspecdo. O célculo de todos os somatdrios em (6.1), separadamente, consome tempo
O(m?t). Entretanto, podemos reduzir essa complexidade, calculando o somatério referente a e e
¢ — 1 a partir daquele associado a e — 1 e ¢ — 1, levando a um tempo total O(mr). Além disso,
para ¢ € C tal que 7. = 0, as desigualdades em (6.1) relativas a ¢ sdo trivialmente satisfeitas,
visto que X, = 0, para todo e € E, devido a (4.2). Tais observacdes geram o Algoritmo 2 para

identificacdo das desigualdades (6.1) violadas.

6.2 Método de separacao para as inequacoes blossom

Falaremos agora do método de separacao para as desigualdades (4.7). Primeiramente,
note que o numero de desigualdades da classe (4.7) € exponencial em fun¢do do nimero de
vértices (da ordem de 2!V1), o que torna mais complexo qualquer método de separacdo para essas
desigualdades. O procedimento que iremos propor aqui é uma adaptacao direta daquele usado

para a separac¢do das desigualdades blossom, que definem o politopo de emparelhamentos.
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Algoritmo 2: REMOCAOSIMETRIAS

Entrada : Solugdo relaxada (%,y,7) da Fac
Saida :Desigualdades (6.1) violadas

1 inicio

2 parac=2,....t faca

3 se Z. > 0 entao

4 soma < 0

5 parae=1,....,mfaca

6 soma <— soma ~+ Xec—1
7 se soma < X, entao
8 ‘ Desigualdade }°¢_; x4c—1 > X, violada
9 fim

10 fim

11 fim

12 fim

13 fim

Em (FERREIRA; WAKABAYASHI, 1996, p. 83), é descrito um método de sepa-
racdo, desenvolvido por Padberg e Rao (1982), que verifica a violacdo das inequacdes (6.4)

(inequacdes de blossom) do sistema linear abaixo:

Ae >0, Ve € E, (6.2)
Y A<l Yy ev, (6.3)
ecd(v)
—1
Z A, §M, VYU CV,|U| > 3 e impar, (6.4)
2
e€E[U]

onde V e E sdo, respectivamente, os conjuntos de vértices e de arestas de um grafo simples G
qualquer. Observe que os pontos inteiros que satisfazem esse sistema descrevem os possiveis
emparelhamentos de G.

Como demonstrado em (FERREIRA; WAKABAYASHI, 1996), as desigualdades

(6.4) sdo equivalentes a:

Y A+ )Y po>1, YUCV,|U|>3eimpar, (6.5)
eco(U) veU
onde
pp=1—Y A, WeV, (6.6)
ecd(v)

ou seja, p, é varidvel de folga de (6.3), e 6(U) sdo todas as arestas de G que tém exatamente

uma extremidade em U, ou seja, as arestas do corte [U,V \ U] de G. Para verificar este fato,
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somamos as desigualdades (6.3) referentes a U C V adicionadas de suas respectivas varidveis de

folga p, e obtemos

Y Y A+Y p=1Ul

veU e€d(v) veU

Note que a igualdade acima soma A, uma vez para todo e € 6(U) e duas vezes para todo e € E[U].

Portanto, ela equivale a

_ o ‘U| _ZeES(U) A‘E_ZVEUpV
Y At2 ) At ) p=lU= ) A= 5 :

ecé(U) ecE[U] vel ecE[U]

Substituindo Y. .c gy A. em (6.4) pelo seu equivalente acima, temos que

U| _Zeeﬁ(U) Ae = Yoeu Py < (lU|-1)
2 - 2

= Y At+tY p>L

ecd(U) vel

Dessa forma, o resultado segue.

Dado A satisfazendo (6.2) e (6.3) e determinando p através de (6.6) com A = I,
para verificar a existéncia de U C V cuja desigualdade em (6.4) é violada por A, construimos, a
partir do grafo original G, um grafo G* = (V*,E*),com V* =V U{s*} e E* = EU{vs* :v €V},
e definimos uma fungdo de capacidade ¢* : E* — R, com c*(e) = A.,Ve € E, e c*(vs*) =
p,, Vv € V. Com isso, basta encontrar em G* um corte impar 6 (W) de capacidade minima tal
que s* ¢ W, onde 6(W) é um corte impar de G* se W C V* tem cardinalidade impar. Se a
capacidade de tal corte é < 1, entdo W viola (6.5) e, portanto, viola também (6.4); caso contrario
A satisfaz (6.4) (FERREIRA; WAKABAYASHI, 1996). O problema de encontrar um corte impar
de capacidade minima pode ser resolvido em tempo polinomial (PADBERG; RAO, 1982).

Considere agora uma solugdo (X,y,7) vidvel para a relaxacdo linear da .%4¢ em uma

instancia G = (V,E,b) do PCF. Seja ¢ € C. Entdo, (x,y,7) satifaz:

Xee > 0, Ve € E, (6.7)
Y Xee <z, Yvev. (6.8)
ecd(v)
Queremos verificar se
Ul—1
Z Xee < Ulz—)zc, YU CV,|U| > 3 e impar. (6.9)

e€E[U]
Note que, devido a (6.7)-(6.8), essas desigualdades sdo trivialmente satisfeitas quando 7z, = 0.

Entdo, admitimos a partir de agora que zZ. > 0. Dividindo todas as desigualdades (6.7)-(6.9) por
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Z¢, obtemos um sistema similar a (6.2)-(6.4). Portanto, nosso algoritmo de separacao para (4.7)
consiste em verificar, para cada ¢ € C com z. > 0, a existéncia de um corte impar de capacidade
< 1 no grafo G*, construido como anteriormente, mas agora a partir de uma solugéo Ie = Xec/Zc
Ve € E. Caso exista um tal corte §(W), a desigualdade em (4.7) associadaa U =W e ¢ € C estd

violada por (¥,,Z). Do contrdrio, todas as desigualdades em (4.7) relativas a c estdo satisfeitas.

6.3 Cardinalidade do conjunto de cores

Com relagdo ao nimero de varidveis da .Z4¢, é facil ver que este é dado por |E||C|+
|C| +2|E|, para uma instancia G = (V, E,b), o que é uma fung¢io da cardinalidade do conjunto de
cores. Visto que o valor 6timo do PCF € o nimero de cores utilizadas em uma solugdo 6tima, a
cardinalidade de C pode ser entdo definida por um limite superior para y4,(G). Assim, encontrar
um limite superior mais apertado para x4, (G) reduz o nimero de varidveis e, por consequéncia,
pode melhorar o desempenho do método de resolu¢do. Um limite superior trivial para o problema,
como visto na Proposicdo 3.1.1, é 2B. No entanto, podemos obter limites mais apertados com o
algoritmo aproximativo de (CAMPELO et al.,2012), com a heuristica do Capitulo 5, ou mesmo

calculando Ag(G) com o Algoritmo 1 para obter o limite do Coroldrio 3.1.3.
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7 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Neste trabalho, propomos um novo algoritmo aproximativo para o PCF que melhora
a garantia de aproximacao dada pelo algoritmo de Campélo et al. (2012). Para isso, definimos um
novo problema, o MinGM, a ser solucionado em uma das etapas do nosso algoritmo, e provamos
poder ser resolvido em tempo polinomial. Desenvolvemos duas novas formulagdes para o PCF,
adaptamos levemente uma terceira e fizemos um estudo tedrico com as formulacdes. Propomos
também uma nova heuristica para o problema que pode ser implementada com qualquer uma das
duas formula¢des exponenciais do PCF. Implementamos a heuristica e realizamos experimentos
computacionais, avaliando o seu desempenho quando cada uma dessas duas formulacdes € usada
como base. Por fim, apresentamos algoritmos de separagdo para duas desigualdades da .%4¢, os
quais podem ser utilizados para compor um algoritmo branch-and-cut para o PCF.

A heuristica que propomos se mostrou bastante eficiente em obter solucdes vidveis
para as instincias dos experimentos. Além disso, as solu¢des encontradas estavam a no maximo
uma unidade do valor 6timo. Esse fato reforca os resultados apresentados por Campélo et al.
(2012), mostrando que o indice cromatico de fluxo estd a no maximo uma unidade do piso do
indice cromatico fracionario de fluxo para grafos 2-conexos sob certas condi¢cdes da funcio de
demanda. Observe que tais resultados seguem a cldssica Conjectura de Goldberg, que estima
essa mesma distancia unitdria entre o indice cromatico e o piso do indice cromatico fracionério
de um multigrafo arbitrdrio (GOLDBERG, 1973). Na verdade, essa diferenca seria consequéncia
da Conjectura de Goldberg em toda instancia para a qual exista um fluxo que seja 6timo tanto
para o indice cromdtico de fluxo quanto para o indice cromético fraciondrio de fluxo.

Destacamos o excelente desempenho da heuristica quando utilizada a formulacao de
emparelhamentos e caminhos ponderados. Mesmo com um caso de teste que levou mais de 6
minutos para ser resolvido, essa versao da heuristica demorou em média 1,04 segundos para
encontrar uma soluc¢ao vidvel, sendo pelo menos trés vezes mais rdpida que quando utilizada a
formulacdo de emparelhamentos ponderados. Essa diferenca se acentua se desconsiderarmos
essa instancia discrepante, levando aquela versdo a ser 10 vezes mais rapida em média. Adici-
onalmente, quando restringimos nossa comparacio do tempo aos grafos de conectividade > 3
origem-destino, a superioridade observada também se eleva, tornando tal versdao em média 15
vezes mais rapida.

Quanto aos demais métodos de resolug¢do, propomos como trabalhos futuros avaliar

o desempenho do método exato sugerido com as duas desigualdades vélidas propostas e verificar
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como ele se comporta com as diferentes possibilidades de limites superiores para o nimero
de cores, o que afeta a dimensao do modelo. Propomos também estudar o comportamento do
método aproximativo aqui proposto em classes especificas de grafos e verificar na literatura
algoritmos de coloracdo de arestas para multigrafos que, quando aplicados na etapa de coloragdo
do algoritmo aproximativo, mantenha ou aprimore a garantia de aproximagdo aqui obtida e
melhore o tempo de execucdo geral do algoritmo.

Do ponto de vista tedrico, podemos citar trés pontos para pesquisa. O primeiro ponto
¢ estabelecer relacdes mais fortes entre um fluxo 6timo para o MinGM e um fluxo 6timo para
o PCF, especialmente quando o multigrafo gerado pelo fluxo é colorido exatamente por um
m-algoritmo. O segundo ¢ estudar a relagdo de Agp(G), x4(G) e x4 (G) com o indice cromatico
e o indice cromatico fraciondrio de Gy, permitindo que ¢ seja fluxo néo inteiro. O ultimo ponto €
determinar se todo multigrafo pode ser gerado por um fluxo vidvel. Em caso negativo, analisar as
propriedades dos que podem ser gerados. Esse estudo pode ainda ser estendido para multigrafos

derivados de fluxos 6timos para o PCE.
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