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Resumo

Este trabalh@ um estudo sobre as origens dagica Matenatica e os limites da sua apli-
cabilidade ao desenvolvimento formal da Maédiza. Primeiramentes apresentada a teoria
aritmética de Dedekind, a primeira teoria a fornecer uma définjgrecisa para osimeros
naturais e com base nela demonstrar todos os fatos comunwnitecidos a seu respeité.
tamkem apresentada a axiomatiaag@a Aritnética feita por Peano, que de certa forma simpli-
ficou a teoria de Dedekind. Em seguiéaapresentadaBegriffsschriftde Frege, a linguagem
formal que deu origena Logica moderna, e neld@s representadas as defieg tasicas de
Frege a respeito da nag de limero. Posteriorment@, apresentado um resumo de q@iest
importantes em fundamentos da Matdioa durante as primeiragt cecadas doéculo XX,
iniciando com os paradoxos na Teoria dos Conjuntos e termdneom a doutrina formalista
de Hilbert. Por fim, &0 apresentados, em linhas gerais, os teoremas de incodgtit Gdel
e 0 conceito de computabilidade de Turing, que apresentaspostas precisas duas mais
importantes quesSes do programa de Hilbert, a saber, uma prova direta destemsia para a
Aritmética e o problema da deéis, respectivamente.

Palavras-chave:

1. Logica Matenatica
2. Fundamentos da Matetica

3. Teoremas de incompletude dédz!|



Abstract

This work is a study about the origins of Mathematical Logic @ahe limits of its appli-
cability to the formal development of Mathematics. Firsiedekind’s arithmetical theory is
presented, which was the first theory to provide a precisaitiefi for natural numbers and
to demonstrate relying on it all facts commonly known abtwan. Peano’s axiomatization
for Arithmetic is also presented, which in a sense simplibediekind’s theory. Then, Frege’s
Begriffsschriftis presented, the formal language from which modern Loggimated, and in it
are represented Frege’s basic definitions concerning themaof number. Afterwards, a sum-
mary of important topics on the foundations of Mathematiosfthe first three decades of the
twentieth century is presented, beginning with the paradar Set Theory and ending with
Hilbert's formalist doctrine. At last, are presented, imgeal terms, @del’s incompleteness
theorems and Turing’s computability concept, which predgrecise answers to the two most

important points in Hilbert’s program, to wit, a direct pfad consistency for Arithmetic and
the decision problem, respectively.

Keywords:

1. Mathematical Logic
2. Foundations of Mathematics

3. Godel's incompleteness theorems
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1 Introducao

1.1 Um pouco de hisbria

O queé um rumero natural?Essaé uma quesio de caster genuinamente matético, ou
pelo menos pode ser interpretada como tal. Afinal, uma dafatada Mater@ticaé fornecer
modelos para objetos e f@menos do mundo, e a indagacem que§io pode ser reformulada
como “como modelar a n@@ de imero natural, de forma que do modelo possamos extrair
todas as propriedades que conhecemos a respeito déssesr?”. A pergunta em quasté
tamkEem bastante antiga, dado que aamcle fimero surgiu a partir do simples processo de
contagem A despeito, p@&m, da antiguidade e da natureza primitiva dessa gogegio foi
serao ha relativamente pouco tempo que comecaram a ser apreaseméspostas satispatas
para ela. De fato, atmesmo no@es mais elaboradas, como as denero racional, complexo e
real, foram fundamentadas anteriormente, apenas tomaodmo basé.O desenvolvimento
da Matenatica, contudo, inevitavelmente levou a um aumento de §recia express, e isso,
juntamente com o cater acumulativo das propostas madicaes, possibilitou uma alise mais
clara da nogo de mimero naturaf. Assim, em 1888, foi po$gel ao materatico alendio Ri-
chard Dedekind propor uma defiaiig materatica dessa n@p, e desenvolver com base nela
uma teoria que abrangia todos os fatos comumente conhexg®s respeito [5]. A teoria de
Dedekindé, em termos atuais, um desenvolvimento da Agtioa que toma por base a Teoria
dos Conjuntos. Elado ca um modelo para a nég de rfimero em si, mas sim paraconjunto
dos rumeros naturai€omo um todo. Pouco depois, em 1889, o matkrn italiano Giuseppe
Peano profs uma fundamentag metodologicamente diferente para aseros naturais [24].
Ao invés de modél-los em termos de conjuntos, ele escolheu degdms/atraes de um pe-
gueno grupo de propriedades, as quais sssmideserem posddas pelos ameros naturais
e do que todas as outras seriam demonstradas. Esse pequeoaegmpropriedades posterior-
mente ficaria conhecido conas axiomas de Peane desde e@b constitui a caracterizag
axiomatica padao dos fimeros naturais.

LA respeito dos surgimento e desenvolvimento dasag nodes de aimero, veja [2].
2A respeito do aumento de rigor na Mat&tica a partir do fim doéculo XVIII, veja [22].
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Um pouco antes da apadig dos trabalhos acima, em 1884, o mattoo alendo Gottlob
Frege tambm propunha uma fundamen&acpara os iimeros naturais [9]. O cater desse
trabalho, entretanto, era mais fild€o que matertico: seu objetivo &0 era mostrar como
0s conhecidos resultados da Arétita podiam ser obtidos na teoria, mas sim fornecer um
conceito de ameroque fossedgica e filosoficamente adequado. A apléaglos conceitos
desenvolvidos nesse trabalbhademonstrado dos teoremas da Arigtica apareceu em 1893
[10]. Mais uma vez, p@m, esse trabalho era marcadamente distinto daqueles é&ibee
Peano: os teoremas provados abarcavam um caidie bem menor, mas por outro lado em um
nivel de detalhe muitas vezes maior. Esse f@o era consa@ncia de uma mera preéarcia
particular de Frege, e sim de uma diferenca de @sitp. Frege defendia queAritmética era
parte da logica, no sentido de que as verdades da prime#&a @ram sefio casos particula-
res das verdades da seguddAinda no final da @cada de 1870, ele procurou verificar essa
tese de forma concreta, demonstrando as verdades daéficéntom base em pressupostos
exclusivamentedgicos. Nessa tentativa, @n, ele verificou ser a linguagem ordira de-
masiadamente imprecisa para esse @sdp, e erdio empreitou a crié@p de uma linguagem
adequada representap do conhecimento puramenégyico. O resultado desse trabalho foi
a suaBegriffsschrift[8] (1879), uma linguagem sindlica puramentdormal e que viria ser a
base da bgica modern&. Em particular, as inf@ncias representadas nessa linguacggm t
necessariamente que ser apresentadas sem saltos de degaoenexatamente por essaaaz
Frege a utilizou para escrever as demonsiaga sua obra de 1893.

Em 1902, poem, quando Frege estava prestes a publicar o segundo vohomeld que
ele acreditava ser uma vindiéag; concreta da sua tese [11],amico e materatico Bertrand
Russell o comunicou de uma incongistia na sua obra; em outras palavras, Russell havia
descoberto que era pdgsl demonstrar no sistema de Frege prog@esccontraddrias entre
si. Na verdade, o que Russell informou a Frege foi que eraiygdsepresentar dentro do
seu sistema uma incong@sicia mais geral, que ele havia descoberto no contexto d& s
Conjuntos. Essa inconsisicia, que viria a ficar conhecida comparadoxo de Russelfoi a
mais importante de um conjunto de paradoxos que deseneatieana crise mateatica na
primeira cecada doéculo XX. A raZo da crise era que a Teoria dos Conjuntos, que havia sido
desenvolvida por Georg Cantor de 1874 em diaatenfo servia de alicerce para as principais
partes da Matedtica; fosse ela inconsistente, portanto, os resultaddsadiaatica como um
todo estariam, pelo menos parcialmente, baseados enigiomcontradibrios.

3As “verdades dafigica” a que me refiro® as conclues a que se pode chegar exclusivamente por meio do
raciodnio, istoé, sem se realizar verificags de fatos no mundo; ela&oso conhecimenta priori de Immanuel
Kant.

4Formal” significa que nessa linguagem as igfecias &o realizadas com base exclusivamentéonma das
proposi@es, independentemente do significado atdbwos gmbolos da linguagem.
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Essa crise na Teoria dos Conjuntos foi altamentéféna, pois levou a inmeras propostas
de solu@o aos paradoxos. Em 1908, por exemplo, Ernst Zermel®promaaxiomatiza@o
para a Teoria dos Conjuntos, a qual viria a ser posteriorntagenvolvida por Abraham Fra-
enkel e Thoralf Skolem. A aplicap do netodo axiomaticoa Teoria dos Conjuntos eliminava
dela a deperihcia de uma interpretag para a ndpo de “conjunto”, caracterizando-a exclu-
sivamente por meio dos axiomas; estes, por sua vez, forasthikxs com o objetivo de tanto
viabilizar a demonstrap dos teoremas desejados da Teoria dos Conjuntos quaiatioceafia-
recimento de contraddgs. Outra proposta de contorno aos paradoxos feoda dos tipos
criada pelo poprio Russell e publicada tareim em 1908. Em particular, essa teoria seria uti-
lizada no desenvolvimento de uma obra que Russell veio aves@m conjunto 0 mateatico
inglés Alfred Whitehead, ®rincipia mathematicd27] (1910,2,3). Essa obra, a exemplo da-
guela de Frege, tinha como objetivo ser uma vindicagoncreta ddéogicismq a tese de que
a Matenaticaé parte da bgica. De fato, nela estavam presentes desenvolvimegm®sos
de \arias teorias mateaticas, e todas as demonsfias se baseavam num pequeno grupo de
axiomas. Dois desses axiomas, gy rio foram em geral considerados como tendatear
puramentedgico, e isso invalidou a obra enquanto defesa da tese staicPor outro lado,

a obra em quedb obteve indiscinel sucesso em demonstrar o poder de expreds bgica
formal, bem como a passibilidade por parte da Maca de ser rigorosamente desenvolvida
com base num pequenamero de postulados.

Uma terceira proposta de soag;aos paradoxos da Teoria dos Conjuntos foi sugerida pelo
matenatico alendo David Hilbert durante aé&tada de 1920.aJem 1900 Hilbert havia for-
necido axiomatizaies para a Geometria Euclidiana e para @lise, e ele acreditava que o
método axionmtico era o instrumento adequado para o desenvolvimentoadeniética. Ele
propunha, portanto, uma reescrita ax@iiva da Materatica utilizando-se o ‘@culo” l6gico
formal. Por outro lado, Hilbert sabia que 0 mero desenvavitn axionatico de uma teoria
nao é suficiente para garantir que elaonpossui contradies, como mostrava o @urio caso
de Frege. Ele eab profs uma busca por unfa@ova de consiénciada Aritmética. A vi-
abilidade dessa busca, pam, estava diretamente associadao@o por ele desenvolvida de
metamaterdtica, que consistia na &la de considerar os@orios $mbolos utilizados para for-
malizar a patica da Materatica como objetos de estudo, de forma que afimagcomo a da
consiséncia da Aritn@ética poderiam ser expressas como afiideacsobre tais objetos. Ainda
assim, entretanto, uma prova metamattoa da consigéincia da Aritnética formalizada seria
tambkem uma prova mateatica, e, como tal, ficaria sob suspeita de se basear enigoiscon-

SDigo “rigorosamente” porque a&h de queem prindpio, a Matenatica poderia ser desenvolvida com base
num pequenoimero de axiomasjera popular desde o estabelecimento da Teoria dos Cogjunto
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traditorios. Assim, Hilbert props que a prova de congésicia fosse taném finitaria, isto &,
utilizasse apenas@&todos cuja corrép pudesse ser verificada em uémrero finito de passos,
de maneira semelhante a compossvel verificar se uma equag como 5+3=6+4-+2 (ou
outra de maior tamanho mas da mesma naturexa&ydadeira ou falsa apenas pela reafivac
de uma guantidade finita deanipula@es simblicas imediatas Essas propostas ficaram co-
nhecidas como programa de Hilberte os estudos metamatatitos realizados em busca da
sua realizago deram origema area conhecida conteoria da prova

Em 1931, poem, o materatico ausfiaco Kurt Gdel mostrou que o objetivo principal do
programa de Hilbert, uma prova fiéiia de consiéncia da Aritnética formalizada, era ina-
tingivel. Para tanto, @del mostrou primeiramente como mapear os objetos de edaudte-
tamatenatica ($§mbolos, brmulas, provas) nosimeros naturais, de forma que rélag entre
estes podiam ser utilizadas para representar adedanvolvendo aqueles. éh disso, ele
demonstrou que essas rdlags sobre timeros naturais podiam ser expressas dentro @uarior
sistema formal que era alvo da suabse metamateatica, mostrando assim que esse sistema
era capaz de representar prop0sg sobre si mesmo. Em particular, ele demonstrou que o sis-
tema formal daPrincipia mathematicara capaz deepresentaluma proposigo que implicava
na sua pbpria consigncia. Utilizando esses fatosp@el mostrou que, sendo esse sistema (
)consistente, eAb (1) esse fatodo poderia ser demonstrado dentro doppio sistema e (2)
existiriam proposiges na linguagem tais que nem ela nem a sua Aegsgriam formalmente
demonstaveis. O primeiro desses resultados mostrava goeera possel se obter uma prova
finitaria de consiéncia para o sistema formal em qu&stja que se acreditava que todos os
métodos considerados fiaiios eram nele represé@nkis; o segundo, por sua vez, mostrava
gue todo sistema formal, correto e com urmimo de expressividade, era necessariamente
incompleto, sendo essa uma limiéagnerente ao gtodo axiontico.

Os resultados dedélel, ao mesmo tempo que demonstraram a impossibilidagabizago
do programa de Hilbert como inicialmente concebido, samide estnulo para investigdies
em diversas dirdies na lbgica Matenmatica. Em particular, eles contriivam para o desen-
volvimento em 1936 do conceito d®mputabilidadgrealizado por Alan Turing [34]. Esse
conceito, tendo tornado precisa a @ogle procedimento maoico, serviu para responder outra
grande quesb introduzida pelo programa de Hilb&rai de se existe ou& um procedimento
puramente memico que possa decidir, dado um conjunto de axiomas e urteaf@gma@o

S0utras questes importantes, como as halepen@nciados axiomas e deompletudedo calculo formal,
tinham sido respondidas anteriormente por Emil Post (18@hpletude dadgica proposicional), Paul Bernays
(1926, indepenréhcia dos axiomas dagica proposicional) e &lel (1930, completude e indepé&mtia em relago
a logica de primeira ordem); veja [35]ags. 264 e 582 (em relaga completude dabhica de primeira ordem, o
trabalho de Skolem tangimn deve ser mencionado; veja [354g3. 508-12).
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(devidamente formalizados), se efttima € ou rio consegéncia do primeirogroblema da
decisio). Claramente, a exidhcia de um tal procedimento implicaria na solubidadeamiea
de todo problema mateatico, mas Turing mostrou que, tomando-se o conceito de ataiti-
dade como correspondente formal dadamde mecanicidadeg@n existe tal procedimento. Se,
por fim, em adi@o a esse fato, considerarmos que foram feitas outras pagmEsconceitu@p
dessa na&o e que provou-se que el@oxquivalentea de Turing, er#o entenderemos que es-
ses resultados forneceram uma resposta “negativa” acgpnalda decéo proposto por Hilbert.

1.2 Sobre esta dissertaao

Este trabalho foi motivado pelo meu interesse em compreenelbor as origens dadgica
Matematica e os limites da sua aplicabilidade ao desenvolvinfenteal da Materatica. Desde
0 momento da sua concejm; rao foi a inten@o que ele contivesse algum resultado “novo”;
ao inves disso, a proposta era produzir um texto que, com bastiantzae articulacio, apre-
sentasse as quésts, acompanhadas das respectivas nuances deimacie@contecimentos
historicos, mais relevantes para a compréenda relago entre adgica formal e os fundamen-
tos da Materatica’

As contribuiges deste trabalhd@s duas, das quais a primeira em infem¢oi o ganho
em compreer@® que me foi posgel obter no curso dos estudos que realizei e da escrita do
texto em si. Nesse sentide,jmportante explicitar a escolha metoalgica, estabelecida desde
0 inicio dos trabalhos e seguida&at seu fim, de que os estudos realizados foram feitos princi-
palmente sobre textos originais (ou em tra@hj¢ e que a literatura “secusda” foi consultada
a posteriorj em geral com o intuito do enlarguecimento da minha intéag#e. Assim, por
exemplo, a grande maioria das leituras realizadas pararitaedc captulo 2 foram feitas em
[6], para o caftulo 3 em [35], [13] e [12], para o cé@pllo 4 em [35] e para o cafplo 5 em [35]
e [4]. Essa escolha teve o intuito de me colocar em contate pi@imo com o contexto que
eu iria estudar, contribuindo assim para que as gesstonsideradas pudessem ser enxergadas
da forma mais aguda padssl.

A segunda contribu#io deste texto, esta orientada para o leitor, consiste nasiemsa ca-
pacidade em proporcionar a este uma comp@eagiculada e, na medida em que me pagds
faze-lo, bem justificada a respeito de um tajp importante e intrigante na hista da Ma-
tematica, um em que os seusoprios alicerces foram alvo de@ise. Em particula princi-
palmente em rel@p ao sucesso do texto eméap que eu acredito que este trabalho deva ser

’A proposta deste trabalh& portanto, mais pixima daquela de um livro-texto que daquela de um artigo,
desconsiderada a quastdo tamanho.
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avaliado. Este texto tam@n pode sefitil enquanto exposép em Ingua portuguesa do tema
por ele abordado, em particular da teoria agtice. de Dedekind e dBegriffsschriftde Frege,
as quais, a despeito dos marcos matirns em que consistiramaa §.0 em siamplamente
conhecidas.

Finalmente, uma palavra a respeito do ‘recorte’ dos ass@siolhidos para serem aborda-
dos. Se verificarmos os textos a respeito dos fundamentosatiaritica (sobre, por exemplo,
0 programa de Hilbert ou os teoremas de incompletude @iel}l verificaremos que a pala-
vra “Aritmeética” ocorre com grande frégncia. Apesar disso, uma exp@icabrangente desta
teoria rio acompanha em geral a apreseitago assunto “bgica Matenatica”, que hoje em
dia ganhou asas @prias eé ensinado de forma completamente destacada da sua raotivag
inicial. Numa exposigo sobre as origens dadgica moderna, pém, a Aritneticaé o pe-
requisito mais imediato. Agora, setal disso atentarmos para o fato de que essa tedda n
possui grandes prrequisitos, e@do poderemos concluir que a sua apres@atapnstitui um
bom ponto de partida para o assunto abordado no texto peegrtfim, as teorias aritticas
de Dedekind e Freg@&im beleza fpria e, o sendo amplamente conhecidas, justificam a sua
apresentaép. A apresent@p daBegriffsschriftde Frege se justifica por ela ter sido a primeira
expresa@o da bgica formal como a conhecemdas;nstrutivo perceber, por exemplo, como a
relagio entre a sintaxe formal e a sémtica a ela associada era de natureza distinta daquela a
gue hoje estamos habituados, em grande parte gracas bakdsaposteriores de Tarski. O
cagdtulo 4 apresenta uma ligag natural entre o aparecimento dos paradoxos na Teoria dos
Conjuntos e a expreds mais madura da doutrina formalista de Hilbertiltimo captulo, por
fim, apresenta as respostas dil€l e Turingas duas grandes quéss postas pelo programa de
Hilbert, a saber, a possibilidade de uma prova direta deisténsia da Aritnética e o problema
da decifio® Este texto claramentein & uma expos#&o completa sobre fundamentos da Ma-
tematica: alnica ocoréncia nele da palavra ‘intuicionismo’, por exemplo, creie @contece
nesta pbpria fras€’ Naturalmente, esse assutalemasiadamente longo para que no tempo
de um mestrado eu pudesse atingir uma boa com#eeans relagoa maioria das suas partes
e ainda elaborasse uma bdatsse a respeito. Assim sendo, procurei escolher um conjlen
assuntos relativamente auto-contido e abdodem uma profundidade satisiat.

Que este trabalho possa proporcionar ao leitor pelo mengmuco do prazer que tive em
fazé-lo.

8Que os trabalhos ded@el e Turing respondiais duas principais quésts associadas ao programa de Hilbert
foi algo particularmente enfatizado a mim pelo meu orientagh a considerdép dos trabalhos de Dedekind e
Frege foi resultado da minha ingsicia nesse sentido.

9Parcialmente para aliviar o peso que eu teria na cdnsizi em 8o mencioa-la uma vez sequer).
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Escrito depois das revides ps-defesaDada a beleza do assunto, o ideal seria tornar toda
a dissertago .o matematicamente satisfeia quanto o cdpulo sobre a teoria aritética de De-
dekind. Entretanto, deve-se ter em vista que um granddhi@besbrico tamkem foi realizado,
e que o tempo dispavel para a escrita de uma disse&tagle mestrade, em relago ao tama-
nho de uma tal empreitada, curto. Fico satisfeito com o fatque houve grande dedi&igna
preparag@o desse texto, e que desse esfor¢o e outros posteriodes denpacidade de elaborar
um texto ainda melhor (algo que eu teria prazer em fazer).
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2 A fundamenta@o da Aritmetica de
Dedekind

2.1 Exposi@o dateoria

Na ciéncia, nada pagsel de prova deveria ser aceito sem prova. Apesar de
essa exigncia parecerdo razavel, ainda assim euawo posso considérla como
tendo sido satisfeita sequer nog€tmdos mais recentes para estabelecer os funda-
mentos da @&ncia mais simples, a saber, aquela parte dgi¢a que lida com a
teoria dos fimerost

Assim comeca o texto de [5], cujo objetivo era estabeleg® fundamentdp lida para
a Aritmética.

Parte das defin@es apresentadas por Dedekidd $10je conhecidas com outros nomes.
Listo abaixo algumas delas, seguidas das suas correspesdenais:

02. Definigdo: SistemaConjunto rGo-vazio®

21. Definiggo: Transformaéo [Abbildund de um sistemé& em um sistema&: Fun@o de
dominio Se contra-dormio Z.

26. Definicao: Transformagosimilar [ahnlich]: Funcdo injetiva.

32. Definigao: Sistemassimilares Conjuntos de mesma cardinalidade. (Um sist&rsei@a
similar a um sistem& quando existir uma transformig similarg de Stal que@(S) = R.)

Outras definifes tamem €0 importantes para o desenvolvimento do texto e seguem
abaixo. Antes, p@m, consideremos 0s seguintes pontos:

Traduo do trecho presente em [6hg 31.

2Adotarei aqui a numerég presente em [6].

3Embora Dedekind reconheca que, em outras invesi@mossa ser apropriado considerar o conjunto vazio
([6], pags. 45,6).



19

o Notago: Quandap de donnio D est subentendida no context®\e_ D ea € D, pode-
mos representap(A) e g(a) por A ed, respectivamente.

o Nas definifes e teoremas abaixo (de 37 a 59), subentendamoénei@rag: S— S
guando uma transformag for utilizada implicitamente.

37. Definigdo: Cadeia[Kettd: Um conjuntoK C Stal queK’ C K.

44. Definido: A cadeia de um sistema 8eA C S, enfio ‘a cadeiddg deA’, também denotada
por @(A), € a intersego de todas as cadeias que éonA.

Observe quéyy € realmente uma cadeia, no sentido de 37, e/AQUE S ja queS &€ uma
cadeia {p: S— S) e conemA.

Com base nessas ri®s, 0s seguintes teoremas podem ser provados:
45, Teorema:A C Ap.
50. Teorema: A’ C Ag.

58. Teorema:Ag = AUA (.4

Prova: (D) Sejaac AUA/p. Seae A, comoA C Ag (45), enBoa € Ag. Caso confirio, enio
ac Ap. Logo (44),a pertence a toda cadeia que conteAhaMas (deduz-se que) toda
cadeia que coBmA tamkem conémA/, e portanto (44 € Ag, C.Q.D..

(C) Sejaa € Ap e suponhamos quee¢ A. Nesse casa@ deve pertencer A'g, pois: supo-
nhamos, por absurdo, qaet A'g. Nesse caso, como (se prova gae) Ao € uma cadeia,
enfio existe uma cadeia que cemtA e que &0 possui, o que implica (44) que ¢ Ay,
um absurdo. O

Lema: Ay’ € cadeia e coemA.

Prova: 1. Sejab € Ay’. Queremos mostrar qu# € Ay’. Comob € Ay, existeac Ag | a = b.
ComoA, € cadeia (44), edb (para um tah) a8 = b € Ag (37), 0 que implica qué’ € Ay,
C.Q.D..

2. Sejabe A Logo, existeae A| @ =b. Logo (45), (para um tad) a € Ag, 0 que implica
qued =bec Ay, C.Q.D.. O

“4Atente para o detalhe da notax; A e Ay’ significam(A')g e (Ao)’, respectivamente.
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57. Teorema: Ay’ = Ay (e, portanto, podemos deielbs simplesmente pdyy).

Prova: (C) ComoAg = AUA/j (58), ento (deduz-se que)y = A UA . ComoAy & uma
cadeia (44), edio Ay’ C Ay (37), e portantddy’ C A'UA . MasA' C A (45), o que
implica queAy’ C A'g.

(D) Sejab € Ayp. Logo (44),b pertence a toda cadeia que conteAhalogo, pelo lema
acima,b € Ay'. O

59. Teorema da indu@o (para cadeias):Para provar quég C 2, independentemente de se
> C S(o dominio de @) ou rao, é suficiente mostrar que:

1. ACx.

2. (AgNZ) C 5.

Prova: Suponhamos que as duas coiéig sejam verdadeiras. Mostraremos Agie ~ € uma
cadeia que coBm A, e que portanto coéim Ag (44), o que implica quéyg C Z. Que
A C ApNZ segue de 45 e da primeira cordli; Seja agora € AgN 2. Pela segunda
condig@o, temos qua&’ € . ComoAy € uma cadeia (44), el a’ € Ag (37), e portanto
a eAgnz. O

Obtidos esses importantes resultados, Dedekind segua gesting@o entre conjuntos fini-
tos e infinitos:

64. Definicdo: Um sistema sérinfinito quando for similar a um subconjuntogmrio seu, e
finito no caso conério.

Em seguida, ele enuncia como teorema que “Existem sisterfiaisds” e apresenta como
prova uma argumentag que recorre ao ddmo dos seus @prios pensamentos, e que por
isso veio a ser fortemente criticada con@msmateratica® Por outro lado, o reconhecimento
por parte de Dedekind da necessidade do pressuposto deneiastle conjuntos infinitos em
argumentages materaticas fez com que Zermelo devesse a edxioma da infinidad@a sua
axiomatiza&o da Teoria dos Conjuntds

66. Teorema: Existem sistemas infinitos.

SVer, por exemplo, [2], Ag. 51.
6[35], pag. 204. Veja tamém a fag. 73 desta disserg.
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Prova: “O dominio dos meus pensamentos, iéta totalidadé& de todas as coisas que podem
ser objetos do meu pensameréanfinita”. Pois se & um elemento d§, enfio

“spode ser um objeto do meu pensamento”

tamkem & um elemento d&, que podemos encarar como tendo sido obtido a party de
atraes de uma transformag ¢. Disso, segue que:

1.SCs

2. “S é certamente parte@pria de S, porque existem elementosSqdpor exemplo, meu
proprio ego) que &o diferentes de um tal pensameste portanto Ao esdo contidos
emS”.

3. @ é similar (26), uma vez que, see b s3o elementos diferentes & enfo ‘clara-
mente’a’ eb’ tamkem o diferentes.

Finalmente, segue dessadsticoncluges ques € infinito (64). O

Na seg@éncia, Dedekind define o que conhecemos hoje como conjunfiogds enu-
meraveis e apresenta outros teoremas.

71. Definiggo: Diremos quee simplesmente infinitom sistemaN para o qual existerp: N —
N e 1€ N tais que:

B. N=1.
y. 1¢ N.
J. @é similar.

Nesse caso, dizemos qperdena Ne que 1& oelemento-basdeN’. Observe que, a partir de
(8) e de queN’ C N, & posével concluir queN é realmente infinito (64).

72. Teorema:SeSeé infinito, enfio existeN C Stal queN é simplesmente infinito.
Prova: Como S & infinito, enfo existemp: S— Se s e Stais queg € similar es¢ S (64).
Facamos ed@bN = 55 e sejay a restri@qo degp aN. Disso, segue que:
1. ¢(N) C N, poiss & cadeia (44, 37).
2. s¢ Y(N), poiss ¢ @(S).

3. Y é similar, poisp o é.

"Observe que, dadp, nao pode existir um elementoc N diferente de 1 e com as suas mesmas propriedades.
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Logo, N & simplesmente infinito (71). O

Nesse ponto, Dedekind chegaua definigo do conjunto dosinmeros naturais e aplica a
ela alguns resultados obtidos anteriormente:

73. Defini@o: O conjunto dos oimeros naturaigN) &€ o que se oBim quando, dado um
conjuntoN simplesmente infinito e ordenado pprdescarta-se qualquer ager particular de
seus elementos, considerando-os apenas do ponto de visia@a de igualdade e dg

Dedekind acrescenta qéeessa abstrag das caractesticas particulares dos elementos de
N que justifica a sua famosa afirndag “Os rumeros 8o uma livre criago da mente humana”.

80. Teorema da indu@o (para nUmeros naturais): Sem € N, enfio, para mostrar que todo
N € my possui uma certa proprieddg®asta mostrar que:

1. mpossui a propriedade.

2. Se um elemento € mg qualquer possui a propriedade, Zmt’ tamkeém a possdi

Prova: Sejaz o conjunto dos elementos d® que possuem a propriedade em gaestComo
as duas condages acima &o verdadeiras, por 59, temos gug C %, 0 que implica que
2 =M. a

Definido o conjunto dosimeros naturais, Dedekind parte para definirdesctasicas as-
sociadas a ele, como a r&mzde ordem, e prova alguns resultados relacionados.
89. Definigdo: Sem,n € N, diremos quen < n quandon € M.
90. Teorema:Sem,n € N, enfio exatamente um do£# casos ocorre:

1. m=n.
2. m<n.

3.n<m.

(Esse resultado pode ser provado por irgduemm.)

96. Teorema:SeT C N, enfio T possui um menor element8.

80u seja, para todn > m (89, 90).
9Atente para o fato de qué = @(n), ondeg é arelagio que orden® em consideraio no teorema em quést
10Conjuntos vaziosiw esho sendo considerados (02).



23

Prova: Se 1€ T'1, enfio 1& o menor elemento dE, pois (pode-se provar que)&o menor
elemento d&N. Caso confario, endo haveak > 1 talquem¢ T,Vm< k, ek e T (**). Se
assim @o fosse, téamos queyk > 1, sem¢ T, Vm < k, enfiok ¢ T (*). Dai, podefamos
provar por indugo (80) que nenhum elemento Nepertenceria d:

1": Como (pode-se provar que)imico elemento menor quéé 1 e 1¢ T, enfio, por (*),
1¢T.
hi: ¢ T,vl<n.
n: Sem< ', enfio (pode-se provar que)< n, o que implica, pela hitese de indu#p,
quem¢ T. Logo, por (*),n ¢ T.

Logo, T seria vazio, um absurdo (02). De (**), portanto, segue kjge menor elemento
deT. O

114. Teorema:SeE C N € limitado superiormente por um elementoNleenfio E possui um

maior elemento.

Prova: Provemos por ind@p (80) quevn € N, sen & um limite superior par&, enfo E

possui um maior elemento.

1: Se 1 for limite superior dg&, enfio, como (pode-se provar quefinico imero< 1 €&
o0 proprio 1, endoE = {1}, e portantdE tem um maior elemento.

n’: Suponhamos que’ seja um limite superior parg; logo, Ve € E, e < n'. Sao dois
casos: s& tambem for um limite superior parg, ento, pela hiptese de indu#po, E
possui um maior elemento. Caso camio, enfio existeme E | m>n. Masm<n/,
e enfo (pode-se provar que) = n’, o que implica quen & o maior elemento dE,
C.Q.D.. O

122. Teorema:TodoU C N que rédo tem um maior elementsimplesmente infinito.

Prova: SeU nao tem um maior elemento, &at, Vu € U, existeve U | u < v. Definamos,
entBo,Yu € U, o conjunto (&o-vazio)M, dos elementos dg maiores ques. Como todo
conjuntoM,, possui um {inico) menor element, (96), podemos definip: U — U : u—

my. Observemos agora:

1. Senddk o menor elemento dé (96), temosk ¢ @(U): Se assim &o fosse, existiria
j €U | @(j) =k, e, pela definigo deg, teiamosj < k, um absurdo.

111* & 0 elemento-base d& segundo a ordem em quesio.
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2. @ € similar: Sejam dois elementos distinfpg g deU e suponhamos, sem perda de
generalidade, qup < g. Logo, pela definigo deg, temosp < @(p) < q< ¢(q), 0
que implica quep(p) # @(q) (90), C.Q.D..

3. U = @(k): Mostremos por induip (80) queyne N, VI e U, sel <n, enfol € @(k).

1: Seja €U |I < 1. Disso, demonstra-se que 1, e, como & possvel mostrar que)
1 & o menor elemento d§, enfo teremo& = 1. Por 45, eréio, temos € @ (k),
C.Q.D..

n": Sejal €U || <n'.12 Se tivermod < n, enfio, pela hiptese de induip, temos
quel € g(k). Caso confario, demonstra-se que=n'. Sao en&o dois casos:
sek =n', enfiol € g(k) (45). Caso conério, enfio existem elementos em
U menores quaY. Seja erdio C o conjunto (i&o-vazio) dos elementos dé
menores que’, e, como (pode-se provar queg limite superior par&, sejaj o
maior elemento d€ (114). Logo,vYu € U, seu > j, enfou ¢ C, ou seja (90),
u>n', o que, pela definip deg, implica quen’ = ¢(j). Masj <n, o que,
pela hiptese de induip, implica qug € @(k). Logo, comogy (k) & cadeia (44),
temosg(j) € @(k), ou sejal € @(k), C.Q.D..

Assim, concluimos que é simplesmente infinito (71). O

Em seguida, Dedekind chega a um importante resultado (fj2&)demonstra a validade
de definies recursivas de futies sobre osirmeros naturai&®

98. Definigao: Sen € N, enfio denotaremos p@i, o conjunto dos meros naturais menores

ou iguais an.

125. Teorema:Dado um sistem®&, sew e Qe f: Q — Q, ento,Vn € N, existe exatamente

uma fun@o Y : Z, — Q tal que:

1. ¢n(1) = w.

2. Yn(t') = (Wn(t)),¥t < n.

Prova: Por indu@o (80) emn:

12Atente para o fato de que, nesse momentalenota o elemento obtido a partir deatraves da fungo que
ordenal, e rio atraes deg.

13Mais precisamente, o teorema 126 essencialmente provaeggmdo que hoje conhecemos como esquema
de defini@o por recurdo primitiva (com a ressalva de que o teorema em godsita apenas de fubegs uririas,
mas a exter&o para fun@esn+ 1-arias quaisqueg trivial).
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1: Observe que (exidhcia)f: Z; — Q: 1+— w satisfaz os requisitos, e que (unicidade)
qualquer outra furip g: Z; — Q que satisfaca a primeira resig sed necessaria-
mente igual & .

n': (Existtncia) Como, pela higese de indw#p, o resultado vale pamaenfio existe uma
Unica fun@o Y, com as propriedades acima. Definamo&era fun@o

Wn(K), Vk < nf

f:Zy —Q:k—
O(f(n)), sek=n'

e provemos que ela possui as propriedades 1 e 2:

o 1(1) = (1)
o: Sejak € Zy | k> 1. Logo (prova-se que) existe= N | I’ = k. Sek < n/, enfo
£(K) % (k) = un(1) ™ 0(wn(1)) "< B(f(1)). Caso contrio, enfiok = ' e
f(k) = f(n") £'6(f(n)), C.Q.D..

(Unicidade) Seja agorgq: Zy — Q satisfazendo as propriedades acima (*), e chame-
mos deh a sua restrigo aZ, (**). Logo, pela hipotese de indu#p,h = ¢, €, portanto,
vk <1, f( ) K) % (k) ™ h(k) Z g(k). Por fim, temos tarém quef (') ' 6(f (n)) &'
G(L/Jn(n)) = 6(h(n)) :fe(g(n)) = g(r’), com o que concluimos quie= g, C.Q.D.q

126. Teorema: Dado um sistem&, sew e Q e 8: Q — Q, enfio existe umadinica fun@o
Y: N — Qtal que:

1 g(1) =
2. y(n') = (Y(n)),¥ne N.

Prova: (Existencia) Definamod : N — Q: n+— (ir(n), onde as fun@esy, sdo aquelas que
obtemos atra@s do teorema anterior. Mostremos,Znguef satisfaz os requisitos acima:
(1251)
W

1 (1) L) =

2. Sejan € N. Observe que, comg,, satisfaz as propriedades 1 e 2 do teorema 125,
enfioé possével mostrar que a sua restiig aZ, tamkem as satisfaz, e portaréagual

an (125). Logo,yyy e Yy, coincidem em todos os elementosZig*). Temos endo:
1252 def

F() 2 g () 22 0 (g () = B(win(m)) E'6(F (),
C.Q.D..

(Unicidade) Sej@: N — Q uma fun@o com as propriedades acima. Provemos, por éxalug
(80) emn, queg(n) = f(n):



26

1: g(1) = w = f(1).
n: g(n') 2 6(g(n)) ™ 6(f(n)) 2 f(n'), C.Q.D.. .

=y

Demonstrado o teorema, Dedekind ilustra sua aficatg duas formas:

1. Definindo rigorosamente o significa da fancf", obtida compondo-se uma fulig f
com ela mesma vezes.

2. Dando uma outra caracteriZag mais intuitiva, para a nag decadeia

131. Aplicagdes do teorema 126SejamSum sistema & : S— S, Definamos ef@o o conjunto
Q das fun@esw: S— Se a fun@o de compos#p8: Q — Q: w+— f ow. Assim, pelo teorema
126, existe umanica fun@o.7 : N — Q tal que:

Assim, % (1) =f, #(2)=fof, #(3)=fo(fof), ..., ousejas(n) € acomposigo def
com ela mesma vezes, e podemos deada de forma mais simples poF.

Sejam agora sistem&e A C Se uma transformap ¢: S— S. Em (44), foi definido o
sistemag(A), que agora caracterizaremos de forma diferente: facarnasN, A, = ¢"(A), e
entio definamos

U= U A, 14
vneN
eK = AUU. Segue ef@o queK = gy(A).

Prova: (C) Sejak € K. Sek € A, enilok € @(A) (45). Caso conério, enfiok € U, e portanto
existen € N | k € Ay. Provemos, e@b, por indu@o (80), queyn € N, sek € A,, enio
ke @(A):

1: Seke Ay &' pl(A)

" Seke Ay ¢ (A) "2 9o (A) = p(¢"(A)) L' p(An), entio existe € An| 9(]) =

k. Logo, pela hiptese de indwp, j € @(A), e, comog(A) € uma cadeia (44), e
o(j) € @(A), C.Q.D..

140Observe quedo ha problema em definir a U dos infinitos conjuntod,,. Podemos estipular, por exemplo,
quexeU < 3IneN|xe A

azd @(A), enBok € @(A) (50).

def
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(2) Mostraremos quen(A) C K demonstrando qué conémA e é cadeia com rel&p a
@ (44):

1. ACK, pela defini@o deK.

2. Sejak € K. Sek e A, entiog(k) € ¢p(A) (131) oA d:efAl C U C K. Caso confario,
enfo existen € N | k € A, def @"(A). Logo, ¢(k) € p(¢"(A)) = @o @"(A) (1322
¢"(A) LA, cUCK, C.QD.. o

Em seguida, Dedekind mostra que os sistemas simplesméimi¢os (71) formam uma
classe de equivahcia segundo a relag de similaridade (32).

132. Teorema:Todos os sistemas simplesmente infinitds similares ao sisten

Prova: SejaQ um sistema simplesmente infinito ordenado por uma transi@o® e w o0 seu
elemento-base (71). Pelo teorema 126, portanto, egisié — Q tal que:

*1. Y1) = w.
*2. (') =06(Y(n)),vneN.
Para provar qu€ é similar aN, portanto suficiente provar que (32):

o (P € similar: Sejanm,n € N e suponhamos, sem perda de generalidadentuen.
Provemos, por ind@p emm (80), quey(m) # Y(n):

1: Sem= 1, comon # m, enfio (prova-se quejl € N ||’ = n, e portantoy(n) =
B(y(l)) (*2). Comow € o elemento-base d&, enio An € Q| 6(n) = w (71),
o que implica quep(n) = B(yY(l)) # w 4 ¢(m), C.Q.D..

k': Suponhamos que = K/, para algunk € N. Logo, ¢(m) = 8(¢(k)) (*2). Alem
disso, coman > m, (prova-se quejl € N| I’ =n, e portantap(n) = 0(y(l)) (*2).
Comom < n, enfo (prova-se qued < |; logo, comok < m (89, 45), temos, pela
hipotese de induip, quey (k) # Y(l), e, comoBd é similar (71), eréio Y(n) =
6(y(l)) # 6(y(k)) = ¢(m) (26), C.Q.D..

o Q= (N): Comoy & uma transformép deN em Q, falta mostrar apenas queC

Y(N). ComoQ = axp (71), € suficiente mostrar qug(N) & uma cadeia—com relag

a 6—que coném w (44). Por (*1),w € Y(N). Mostremos agora qugy(N) & uma
cadeia: sejax € Y(N); temos que mostrar qué(a) € Y(N). Comoa € Y(N),
Jae N| ¢(a) = a; logo, y(a) Z 6(y(a)) = 6(a), C.Q.D.. -

133. Teorema:Todo sistema similar Bl & simplesmente infinito.
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Prova: SejaQ um sistema similar &. Logo, existe uma transformag similaryy deN emQ
(32). Definamos e@b:

x1. w= ().
2. 0:Q — Q:aw— PP a)). (Observe que, com@ & similar, existe a furip
Y1 @(N) — N, e que, com® é similar aN, ¢(N) = Q.)

Para mostrar qu@ é simplesmente infinit@& suficiente mostrar que (71):

o Q=6(w): (2) Comob:Q — QeweQ, enBoQ & uma cadeia—em relag a
6—que possui (37); portantofo(w) C Q (44), C.Q.D..
(S) Comoy(N) =Q (32), enbo,Va € Q, Jac N | ¢(a) = a. Logo, é suficiente
provar queyn € N, ¢/(n) € 6p(w), e s o faremos por ind@p emn:

.1 (49
1: g(1) =w € 6(w), C.Q.D..

n’: Pela hipptese de indup, Y(n) € By(w), e, comobp(w) € cadeia (44), edd
6(y(n)) € Bo(w) (37). Mas, por£2), 6(Y(n)) = Y(y~*(y(n))') = g(r'), C.Q.D..
o w¢ 6(Q): Suponhamos, por absurdo, e € Q | 6(a) = w, e sejaa= Y~ 1(a).
Por (x2), portantow = (a’). Mas (pode-se provar qua)é maior que 1, e, portanto,
comoy (1) = w (x1), existem dois elementos diferentes Bmos quais a furép Y
vale w, um absurdo, poig & similar (26).

o O & similar: sejama,B € Q | a # [3; devemos mostrar qué(a) # 6(). Sejam
a= Y (a)eb= ¢ 1(B); comoa # B, enfioa +# b, pois (pode-se provar que) toda
funcao inverseéé injetiva. Como também a fun@o que ordendl e ¢ sdo similares,
entiod £ e6(a) Z y(@) £ wb) Z6(B), C.Q.D.. -

Feito isso, Dedekind utiliza o teorema 126 para definir agagpes kasicas sobre os
nimeros naturais.

135. Definigo: Dadosm,n € N, definiremos
M-+ N = sy(n),

sendosy: N — N definida por (126):
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A partir dessa defingo da soma, arias das suas propriedades comumente conhecidas po-
dem ser provadas por incaug:

140. Teorema:m+n=n+m.
141. Teorema:(l +m)+n=1+ (m+n).
143. Teorema:m> a< m+n>a-+n.
145. Teoremaim+n=a+n=m=a.
Definida a soma, a multiplicap e a exponenciag tami@m podem ser definidas:
147. Definigo: Dadosm,n € N, definiremos
m-n= pm(n),

sendopm: N — N definida por (126):

Il. pm(1) =m.

. pm(n’) = pm(n) +m.
155. Definigo: Dadosa,n € N, definiremos

a" = ey(n),

sendoe;: N — N definida por (126):

Il. ex(1) =a

. ey(n’) =ea(n)-a

Depois de apresentaanias propriedades dagsroperages em queéab, Dedekind trata do
nimero de elementos de conjuntos finitos.

159. Teorema:Z € um sistema infinito se e somente gr,c N, existe um subconjunto de
gueé similar az, (98).

Prova: (=) Sejan € N. ComoZX & um sistema infinito, existe um sisteiaC ~ queé simples-
mente infinito (71, 72), e, por (132), similata Logo, existe uma transformag similar
f:N— N (32). Segue e@b quef(Z,) & similar aZ, (32), C.Q.D..
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(<) Se,vVn e N, existe um sistem@ C X similar aZ,, enfo (32) existe uma transfornéag
Z deN tal que,vn € N, .Z(n) & uma transformam similar dez, em>'° (x1); por con-
veniéncia, denotemos as transforrdas.# (n) por f,. Seja erio o sistemd& de todas as
transformages similares de um sisterdg, para qualquen € N, emz2.

Definiremos agora uma transfornda@ : Q — Q: sejaf: Z, — Z, para algumm € N, um
elemento d&); enfio, existe pelo menos 1 elementofd€Z,,) que rdo esh empB(Z,)—
pois, se assimao fosseZ,y seria similar a um subconjunto &g, e, como esté subcon-
junto proprio deZ,y, Z,y seria infinito (64), um absurdo, pois possvel provar, por indugo,
que) todo sistemZ, & finito. Seja er#io 0 menok € N | fy (k) & B(Zs) (96). Definiremos
ento 6(B) como a transforma&p

B(m), seme Z,
ViZy — Z:M— ,
fy(k), sem=n/
a qualé similar ¢2), ja queB o € e quey(n') & B(Zy).
Definida®, podemos agora, pelo teorema 126, definir adiog: N — Q tal que:

1. W(1) = fy.

Se denotarmos, portanto, as féegW(n) por Y, podemos provar por indég que toda a
funcao , € uma transformap similar dez, (80):

1. gy = f1 € uma transformap similar dez; (x1).

n’: Como, pela hiptese de indu#p, Y, € uma transforma&p similar deZ,, segue, por

(x2), queyy = 6(yn) € uma transformap similar dez,,.

Tamlem podemos provar, por indag emn, que,Vmn € N | m< n, sel € Z;,, enfio
Ym(l) = Yn(l):

2: Sen=2,eniom=1| =1, e segue das defiiies def e ¥ queyn(1) = ¢1(1).

n': Sem=n, enfo segue das defilies ded e W que,Vl € Z,, Yy (1) = Yn(l). Caso
contiario, enilom < n e segue pela hggese de indw@o quey! € Zm, Yn(l) = Ym(l).
Logo, como acabamos de provar q@ig € Y, coincidem emZ,, enfo Yy € Yn
coincidem en¥Zn, C.Q.D..

Definamos, por fim, a furdp x : N — X: n+— (y(n). Provaremos qug é similar, e,
portanto, comdN é infinito (73, 71), quex(N) & infinito, e portanto qu& tamkem oé,

15A essa concluio rbs chegamos atrés do axioma da escolha (sobre este, ver, por exemplo, [28]).
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C.Q.D.. Sejamm,n € N | m< n; pela defini@o dey, temos quex(n) = gn(n) e x(m) =
Ym(m). Mas acabamos de provar qug(m) = Yn(m), o que implica que, como taram
provamos que toda fuQ g, & similar, yn(n) # Ym(m), C.Q.D.. O

160. Teorema:Um sistemae finito se e somente se existe um sistedpaimilar a ele.

Prova: (=) Sejaz um sistema finito e suponhamos, por absurdo, que nenhummaigteé
similar a ele. Provaremos, @at, por induéo emn, que,vn € N, existe um subconjunto de
> queé similar aZ,, o que, pelo teorema anterior, implica gué infinito, um absurdo:

1: ComoZX possui pelo menos 1 elemento (02), sgja ~. Como{c} & similar aZ;, o
resultado est provado.

n': Pela hiptese de induo, existe um sistem@C X queé similar aZ,. MasZ possuli
elementos quedo esio emS, pois, se assimavo fossez seria similar aZ,, con-
trariando a hiptese acima. Seja&uo c > | o ¢ S MasSU{o} & similar aZy,
C.Q.D..

(<) SejamZ e Z, sistemas similares. Logo, corZg € finito, ~ tamkem oé, C.Q.D.. O

161. Definigo: SejaZ um sistema finito. Logo, pelo teorema acima, existeN tal queX
e similar aZ,. E tamtem ro pode existim # n tal queZ tamkem seja similar &, pois, se
assim fosse, podemos concluir que um ent#, e Z, seria similar a um subconjuntogprio

seu e portanto infinito (64), o qué&oé o caso.

Concluimos, assim, que a todo sistema filittorresponde exatamente ugmnero natural

n, o qual diremos sey numero de elementos de

2.2 Os axiomas de Peano

Quesbes pertinentes aos fundamentos da matera, embora tratadas por
muitos recentemente, ainda carecem de uma &olsatisfabria. A dificuldade
tem sua principal origem na amhiglade da linguagem.

Por issoé queé da maior imponcia examinar atentamente cada palavra
gue usamos. Meu objetivo foi realizar esse exame, e nesge att apresento 0s
resultados do meu estudo, assim como algumas ajdesEcaritmética.

Eu denotei porgnbolos todas as &las que ocorrem nos priff@os da aritngtica,
de forma que toda sentenésexpressa somente por meio dessebslos®

18paiagrafos iniciais do prékio de [24] (extralo de [35], fag. 85).
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Em 1889, Peano publicou [24], obra em que ele apresentaesflogle ficaram universal-

mente conhecidos conus axiomas de Peaitd”’

leN.

acN=a+1leN.

abeN= (a=bsa+l=b+1).
aeN=a+1#1.

© © N o B

Sek & um conjunto, E kAVX(xe NAXxek=x+1ek)=NCk

Esses axiomas Peano traz da definigle Dedekind de sistemas simplesmente infinitos
(pag. 21, ponto 7138 e a partir deles ele derivalimeros teoremas a respeito ddsmneros
naturais, racionais e@frracionais. Existe, entretanto, uma diferenca immpoetantre as abor-
dagem de Dedeking e Peano: Dedekind ‘can'strconjunto dos aameros naturais com base no
gue hoje chamamos de Teoria dos Conjuntos, no sentido de@dedilz a exighcia de uma
estrutura com determinadas propriedaddsfae que el& o conjunto dosimmeros naturaisja
Peano apresenta, por assim dizer, um conjunto de axiomaspaeificam as propriedades que
um objeto matemtico deve ter para ser chamado de conjunto dwsemos naturais e, a partir
delesderiva as propriedades que tem todo tal objeto

Do ponto de vista do conjunto das propriedadeNdeas abordagensas equivalentes,
pois atraes de ambag posével deduzir os resultados tipicamente conhecidos a riesges
nimeros naturais. Isso torna o enfoque de Peano, por suaddevem relego ao de Dede-
kind, particularmente atrativo quando o interesssilizar os fimeros naturais como base para
outra teoria (uma sobrelmeros racionais, por exemplo). Por outro lado, o fato deskied
considerar o conjunto dogimeros naturais do ponto de vista da Teoria dos Conjuntoa gorn
sua teoria mais abrangente que a de Pé&noy bom exemplo disse o seu teorema 1324p.
27), que, expresso em terminologia moderna, afirma apramante que toda estrutura que
satisfaz os axiomas de Peamsomorfa aN.20

Essas diferencas e semelhancas entre as abordagenmstoastaxionatica eso presen-
tes de forma perfeitamenteaoga no caso da Aise: de um lado, existem teorias em que 0
conjunto dos imeros reai€ constrido a partir do conjunto dosimeros racionais, como por
exemplo a dos Cortes de Dedekind e a dadiSecjas de Cauchy (devida a Cantor); do outro

Que eu listo segundo a numegacde [24], mas em notag moderna. Os axiomas origina&os9 ao todo,
e 0s que eu omito dizem respe#ddgualdade entreimeros: reflexividade (2), simetria (3), transitividadg €4
(a=bAbeN)=acN(5).

18Como dito em [35], g. 83, e corroborado por uma passagem naprefle [24].

19A respeito de teorias de diferentes abmgjas, veja as passagens transcritasaga 104.

20Esseé basicamente o enunciado do “Teorema de Dedekind” presemfé], pag. 50.
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lado, existem as abordagens axaiioas, como a pioneira de Hilbert e a mais recente de Tarski,
nas quaiR é definido como uma estrutura alyrica que satisfaz determinado conjunto de pro-
priedades. De um lado, a abordagem aatioa tem @o © a vantagem de ser mais curta, mas
tamlkem a de tratar osimeros reais independentemente da forma como atesanstridos;

por outro lado, para ser convincente, ela demanda uma pegael existe pelo menos uma
estrutura que satisfaz os axiomas (e aqui uma cordgiragartir dos iimeros racionaié par-
ticularmente(til) e uma prova da unicidade de tais estruturas a menosodeifismo. Esse
exemplo deixa claro que as abordagens construtiva e axicer®o complementares, e, no que
diz respeitoa Teoria Aritnetica de Dedekind, ressalta ainda mais a sua irapoid, uma vez
gue ela serviu de base para o trabalho de Peano.
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3 ABegriffsschrift de Frege

3.1 Introducao

...afirma-se fregentemente que a aritica &€ meramente umabdgjica alta-
mente desenvolvida; contudo isso continua queatiehenquanto ocorrem nas
provas transiges que &o sio feitas de acordo com leis conhecidas dgita,
mas sim que parecem ser baseadas em algo conhecido pelgamtiBomente se
essas transies forem divididas em passos logicamente simplegpndemos nos
convencer de que a raiz da quise apenas adgical

Com o objetivo de verificar a tese acima mencionada, de quetméitaé parte da bgica?
0 matenatico alendo Friedrich Ludwig Gottlob Freg@rocurou demonstrar as afirn@es da
Aritmética exclusivamente por meio da@az Na tentativa de evitar qualquer supasiadvinda
da intuigdgo em suas inféncias, ele quis excluir qualquer lacuna entre elas, e cemnvisio a
concluir que a linguagem ordania era demasiadamente imprecisa para ess@gitop Frege
empreitou eréo a cria@o de uma linguagem na qual:

1. Fosse pos$eel verificar, da forma mais coidfivel posgvel, a corre@o de cada infé@&ncia
presente em uma dedhm;

2. Fossem expressas todas as pressupesge cada conclas presente em uma argumeidtae—
o0 que permitiria, por exemplo, as investiag adlise das origens dessas pressujiesit

Em 1879, ele publicou o primeiro resultado desses esfpecegaBegriffsschrift [8], que ele
descreveu como sendma linguagem deéfmulas, modelada com base naquela da Agtica,
para 0 pensamento puro

1[13], pag. 3.

2posteriormente conhecida comogicismo(veja o bpico 4.3.1, pg. 74).
3Prefacio de [8] ([35], fgs. 5-8).

4Em alen®o, ‘ldeografia’ ou ‘Escrita conceitual’.
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e Uma linguagem dedrmulas porque, quando comparada com a linguagem ardjn
coném smbolos pbprios, como acontece, por exemplo, nos casos da rasiten{'2+
V/3") e da qimica (‘H,O’, ‘Al 3+7).

e E tamtem baseada na linguagem da Artiica: o esquema de sujeito e predicado da lin-
guagem comum, por exemple,nela substifido por um de fungo e argumentos como
0 presente na linguagem daquela. Outra importante sengallkaque, como na ma-
tematica, onde os objeto§is manipulados de acordo com suas defies; seusimbolos
sao manipulados por meio de regras claro e explicitamenteida$.

e Finalmente, seu objetivé representar o ‘pensamento puro’, igtaa priori, “livre de
adornos rdiricos”. Em outras palavras, Frege procurou representasusniinguagem
tudo o quee relevante para &¢jica de um racidaio e nada mais.

Nessa obra, pém, ele apenas esbocou como a sua linguagem poderia sadaplAritmética’
uma demonstr@p bem mais abrangente dessa possibilidade foi apreserggaaneiro vo-
lume da obraGrundgesetze der Arithmefik10], publicada em 1893, em que Frege estende
seu formalismo original com outras regras de i@f@ia e incorpora concepes elaboradas
apos 1879. Nesta obra taraim esfio presentes os correspondentes formais das defsgpbre
numeros naturais que Frege havia apresentado em outra otbodmmportante:Die Grundlagen
der Arithmetil [9], de 1884.

Neste cafiulo, apresentarei o formalismo de Frege, nademais desenvolvida presente
em [10P Meu intuito & mostrar como era afigica Matenatica quando do seu surgimenfo,
nao meramente com rel@ga nota@o, mas principalmente do ponto de vista da®eazelas
guais ela foi concebida. Taraln apresento os fundamentos da teoria @tita de Frege, que,
alem de ter sido a aplicag primeira daBegriffsschrift tem beleza e impdinhcia poprias.

5[35], pag. 1.

5Tratando de ‘bpicos de uma teoria geral de §@qcias’ 14, entretanto, e&b definidas, em notag um pouco
diferente, no@es que Frege viria a utilizar posteriormente, como asfes€ &, < & e I, explicadas maia frente.

"As leis basicas da Aritrética; O segundo volume da obra [11] foi publicado em 190®le Frege apresentou
sua teoria deimeros reais. Um terceiro volume foi planejado, mas nunbéaqado.

8:0s fundamentos da Aritatica’.

90 sistemadgico dessa obrainconsistente, mas ea fatarei disso no célo seguinte (ag. 74).

100s trabalhos de Frege apresentaram, pela primeira vez, nafiseade afirmaijes em fungo e argumentos,
ao ines de em sujeito e predicado, uma teoria da quant#faade primeira e segunda ordem, e um sistégEod
puramente formal, isté, em que as inféncias &0 realizadas com base apenas na forma das e&peess
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3.2 Exposi@o do formalismo

Na sedéncia faco uma exposig do formalismo de Frege. De ant@&m deve-se ter em
mente a importante distifiQ feita por Frege entaguilo que nomeigisto &€, umnome e aquilo
gue & nomeado Os primeiros 80 expresses, conjuntos deimbolos, e Ao devem ser con-
fundidos com aquilo a que eles se referem. Em seu texto, [isgiegue as duas categorias
por meio de aspas: uma frase contendo a pal@ereg por exemplo, se referiria ao planeta,

enquanto uma que contives§erra” se referiria ao conjunto das cinco letras que o nomeiam.

3.2.1 Base conceitual

O formalismo de Frege éstapoiado em uma interessante base de conceitos e degting
entre eles, a qual descrevo abaixo.

Sem sujeito e predicado

Na logica Aristoteliana, cuja tradap predominava ato €culo XVIII, afirmag@es eram
compostas posujeito e predicadé! Na linguagem comum, essa estrutura tem utilidades: po-
demos, por exemplo, escolher entre as afieatOs Gregos derrotaram os Persas emérdat’

e “Os Persas foram derrotados pelos Gregos eneRkite assim direcionar a ategng do leitor
para o sujeito adequado, fazendo com que ele perceba méaissfaie a relago da frase com o
restante do texto.

Como dito anteriormente, pam, aBegriffsschrift foi criada para representar o ‘pensa-
mento puro’. Dado um jzo, Frege tencionava expressar deste somente a partarugite
relevante, aquilo que faz outras afirrbas serem oudao consegencias suas e vice-versa; para
esse profsito, portanto, distiriies como a mencionada acin@orsgio neceswias. Assim, ao
invés de decompor afirmaes em sujeito e predicado, Frege o fez, influenciado pelmgre
da Matenatica, atra@s defuncio e argumento¥?

Func0es e objetos

Frege distingue entre o géesaturadq ‘completo em si’, e 0 quéinsaturadq incompleto.
O numeral “3” e a expreé® “2+ 3", por exemplo, @m um sentido completo: o primeiro
representa oimero 3 e a segunda aimero 5. Nesse sentido, Frege chamadgtotudo

11130], se@o 4.
12[35], pag. 12,3.
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aquilo queé saturado. Atente para o fato de que, no exemplo emapess objetosa 0s
nimeros 3 e 5; “3” e “2- 3" s40 apenas nomes para eles.

Consideremos agora a expr@ssx+ 3. Ela ndo representa umimero por si 8; iSso
acontece apenas quando substituimos a letrgélo nome de um iimero qualquel® Nesse
sentido, X+ 3” € um nome para algo incompleto. Aquilo ggénsaturado, que necessita ser
completado (e que portantda®é um objeto), Frege chama fimcdo. Aquilo que completa uma
funcao em um determinado caéa@hamado dargumentada fun@o naquele caso, e aquilo que
se obém em um tal completamentchamadovalor da fun@o para aquele argumento. Os
‘lugares’ em que uma fu@dp precisa ser completad@aschamados degares dos argumentps
as ocoréncias da letrax’ em “(24 3x?)x” servem, portanto, para indicar os lugares dos argu-
mentos da furifo nomeada por essa expéess Seguindo Frege, a letr§™ (e nao “X’) sera,

daqui para a frente, usada com essa finalidade.

Fungdes de dois argumentagcessitam ser completadas duplamente, no sentido de que o
gue se ok#m quando os lugares de um dos seus argumeatos@mpletadog uma fungo
de um argumento; um novo completamento deve ser realizdute sstalltima para que o
valor da fun@o original seja obtido. Usando-se a let{d para indicar um segundo argumento,
“(& + )%+ & portanto um nome para uma fé@ugde dois argumentos(& + 1)+ 1" € um
nome para a furgp que obtemos completando com 1 os lugares do argumentadiadpor

“Z” da funcdo anterior, e (3+1)?+ 1" € um nome para o valor da primeira f@ugno caso dos
argumentos 3 e 1, respectivamette.

Valores-verdade, conceitos e reldigs

Os valores de furies, entretanto,a@o precisam serimmeros. €2 =4"e “& > 2", por
exemplo, 80 nomes &lidos de fundes, cujos valores, dependendo do argumeaim psiVer-
dadeiroou Falso!® Estedlltimos €10 chamadosalores-verdadge fazem parte do ddimio dos
objetos em considerag no Formalismo. Por meio disgoque Frege permite que o esquema
de fun@o e argumentos substitua o de sujeito e predicado: &s ohw estruturar afirmaes de
acordo com o segundo esquema, ele o faz atrde primeiro, utilizando furigs cujos valores
sao sempre valores-verdade.

13Aqui a palavranomeja esh sendo usada no sentido de uma ex@@sgialquer que representa algo. Assim,
“7” € um nome para olimero 7, mas “5- 2" também oé.

14Em [13], pag. xxxi, Furth diz que, na ptica, Frege &0 precisa de furies de mais que dois argumentos.

15Aqui e em padgrafos anteriores, a exemplo do que Frege faz em seu textejtb uso de Bnbolos co-
mumente usados na Matatica mas aindaao definidos naBegriffsschrift Issoé feito apenas com a inteig
de facilitar as explica@es; na realidade, uma exprégssomo “3> 2" s6 pode aparecer no formalismo de Frege
depois de osimbolos “3”, “>" e “2” terem sido definidos.
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Frege chama deonceitoas fun@®es de um argumento cujos valoré® sempre valores-
verdade. Assim, por exempla$ “> 2” € um conceito no qual se enquadram apenasio®ens
maiores que dois. Analogamente, fieg de dois argumentos cujos valor&s sempre valores-
verdade 8o chamadas delagdes assim, por exempld < { & uma relago segundo a qual 1

e 2 eshio, nessa ordem, relacionados.

Sentido e denota&o

Em 3.2 (ag. 36), ressaltou-se a diferenca erdrgque nomeiae o queé nomeado Na
terminologia de Frege, um nontenotaaquilo que ele nomeia. Assim, por exemplog 4
denotaéo tanto de “2+ 2" quanto de “2”.16 Estas duasitimas expresses, poem, riio $0
iguais, assim comoao 0 ®0 as ‘ikkias’ que elas nos passam. Isso, gueais poximo do que
geralmente entendemos como o ‘significado’ de uma ex@oe$3ege chama de seantido
Assim, “22 = 4” e “3 > 2” denotam 0 mesmo objeto (a saber, o valor-verdade Vendddeias
nao expressand mesmo sentido. O mesmo taémb se aplica a furigs: as expredss “4”
e “3- (3¢ —2) —5¢ +6” denotam a mesma fuéig, mas&m sentidos diferenté$. Um @ltimo
termo: Frege chama o sentido de um nome de um valor-verdgoendamento

3.2.2 Smbolos hasicos

Abaixo descrevo osimbolos atrags dos quais a expréssse @ no formalismo de Frege.

Juizos

Para Frege, um nome de um valor-verdade, como por exerapi®”, pode ter pelo menos
dois usos. Um deles o de simplesmentienotar um valor-verdagesem que com isso se emita
a opinBo de que esse val@& o Verdadeiro. Se, por exemple,afirmado queu a> 0 ou
a< 0, enfio nem se afirma que> 0 nem quea < 0, mas apenas que uma das duas senténcas
verdadeira. Outra maneira de se usar um nome de um valardefdustamente nafirmago
de que o valor-verdade denotado pelo nome em goesto Verdadeiro Assim, quando se
afirmaqueoua> 0 oua < 0, se est emitindo o parecer de que o valor denotado pela exgwess
“oua>0oua< 0" & o Verdadeiro.

Na Begriffsschrift a interpretago dada a um nome de um valor-verdédsempre o valor-

16A palavra aler Bedeutungtraduzida para o ingk em [13] comalenotatior{denotado), tamiémé traduzida
em [35] comoreferencgrefeéncia).
Frege considera fuldgs do ponto de vista extensional ([13gp Xxxix).
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verdade que ele denota. Para explicar como uma afaonagde ser expressa nessa linguagem,
€ necesario primeiro apresentar o ‘horizontal’. fbrizontal que em [8] Frege chamava de
‘sinal de contédo’, € um $mbolo que serve como nome para a famgle um argumento que
vale Verdadeiro quando o argumer@®@ Verdadeiro e Falso em caso caniw. Em $mbolos,
essa fungoé escrita como

2

Assim, por exemplo, se o&sbolos “2”, “3" e “=" j a tivessem sido definidos, @at“2=2"e

“2 = 3” denotariam Verdadeiro e Falso, respectivemente, eqtorta—2=2"e"“——2=3"
tamkem denotariam, respectivamente, Verdadeiro e Faé’stmportante, pdarm, atentar para

o fato de que o doimio dos objetos podedaw englobar apenas os dois valores-verdade, e que,
para quaisquer outros objetos, a faa@m quesio vale Falso, por defirp1® Assim, portanto,
supondo-se que 2 e Verdadeiro sejam objetos diferentés) &rt—2" denota Falso.

Para expressar unpgioposi@o da Begriffsschriftisto &, uma afirma&o, devemos:

1. Preceder por um horizontal, se eorja for iniciada por um, a expre&s cuja denotap
queremos afirmar ser o Verdadeiro.

2. Preceder o horizontal por um ‘sinal dézo'.

O sinal de juzoé um $mbolosui generiso formalismo de Frege: eléin forma nomes eao
tem denotago; quando colocado noigio de uma expreé®, a interpretaio dada ao resultado
a afirmago de que o sentido expresso pela exfifes=m questo & um sentido do Verdadejfd
ou, equivalentementa,afirmag@o de que a expre&s em quesio denota o Verdadeird sinal
de juzo & um traco vertical, em cujo meio deve ser colocado o hot@aue o segue. Assim,
por exemplo, a interpretag da expreg®

1] |—2 — 277
€ a afirma@o de que “2= 2” denota o Verdadeiré e a de

—2=3

18pe fato, Frege considera outros objetos; ver, por exempfpioo sobre ‘curso de valores’, nag 43.

19ym sentido do Verdadeiro™: assim como um objeto (ou umadohgode ser denotado por nomes diferen-
tes, um objeto (ou uma fuiQ) tamleém pode ter sentidos diferentes, isso significando que pedéstir nomes
expressando sentidos diferentes e denotando o mesmo.objeto

20Da combina@o horizontal-sinal de jao vem o &mbolo moderno” (veja [35], pag. 169, roda 18).
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e a afirmago de que “2= 3" denota o Verdadeiro. O sinal deijw deve ser sempre @sbolo
maisa esquerda em uma propdsicdaBegriffsschrift nao podendo fazer parte de uma ex-
pres§o maior.

Nega@o

No formalismo de Frege, a expréss

e

denota uma furép, que vale Falso para os argumentos em que&tune—¢& vale Verdadeiro e
gue vale Verdadeiro para os demais. O curto traco vertregslgmte em~—" Frege chama de
sinal de negago.

O dmbolo “——" e o conectivo moderno-+" desempenham aproximadamente o mesmo
papel; a diferenca entre elésque o primeiro denota uma fui@, enquanto o segund@am
denota coisa alguma, sendo interpretado somente em cowjoimt outros snbolos.

Identidade

Até agora sinal de identidadéoi usado informalmente, mas Frege taanbdefine a furéo
{=¢,
gue vale Verdadeiro quando o ‘argumegtpaquele que ocupa os lugares indicados pela letra

“£”, & 0 mesmo objeto que o argumewtee que vale Falso em caso cdmio 21

A titulo de ilustra@o, analisemos a fuag
§=(—1%).

Pela definigo da funédo——&, & possvel verificar que, sé& & um valor-verdade, et ——A

& 0 mesmo valor-verdade, donde se conclui fyue (——A) & o Verdadeird? Se, por outro
lado, A nao for um valor-verdade, e, como——¢& € um conceito, eabA e ——A se@o
necessariamente objetos diferentes, e portAnto(——A) se@& o Falso. Disso, concluimos
gue a fun@o em questoé uma codificago em §mbolos do predicadtser um valor-verdade’

21Essa fungo se aplica somente a objetos; ver [13gpxliii. (No formalismo de Frege, existem fuigs que
admitem outras furfies como argumento; veja ag 42 a seguir.)

2’Frege usa letras gregas fimsgulas “como se elas fossem nomes”, mas sem especificaesota@o. Elas
fazem parte da metalinguagem usada por ele para explicamalismo, mas, assim como as letrgs & “{”, ndo
sa0 usadas nas dedigs formais. Ver [13], notas de rodapimero 15 da @g. 38 e amero 27 da ag. xxvii.
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Condicionalidade

Tambem ha a fun@o

gue, tendd e A como argumentoé e {, respectivamente, vale:

- Falso, se—A & Verdadeiro e—TI & Falso, ou

- Verdadeiro, em caso coatio.
O traco vertical noisnbolo [ ” & chamado por Frege dial de condigo, e 0 $mbolo como um
todo corresponde—de forma aproximada, como ressaltadaswda negap—ao conectivo
moderno “-".

Observe que, embora concebida para se lidar com afi@sago tipo $e/A eno ", a
definicdo de condicionalidade de Frege leva em consi@erapenas os valores-verdade das
afirma@es em queéb, deixando de lado a rekag de causa e cond@mncia que costuma estar
implicita no uso daquelas palavras. Por um lado, isso permiteejfagca relaies condicionais
entre afirmages sem qualquer ligag, como em

4{ Ouen’{

por outro, permite que a relag de condicionalidade seja formulada de forma potencigkne
mais simples do que o poderia levando-se em consideraqa real coné&o causal entre an-
tecedente e conségnte.

Generalidade

Na Begriffsschrift podemos ‘expressar’ um coio de caater geral atra®s de uma
constru@o como

“&d(a)”,

23/ partir daqui, os Bnbolos apresentadoseadigora iao algumas vezes aparecer tipografados de forma dife-

rente: ——&”,* ——&” e “——&” aparecedio como | £”,“- &” e “r &”, respectivamente.
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sendo®(&) uma fun@o: a expres® “& ®(a)” denota o Verdadeiro se a fuag®(&) vale
Verdadeiro para todo argumento, e denota o Falso em cas@ikontAssim, por exemplo,
a expresdo “% a = a” denota o Verdadeiro, enquante®“a = (——a)” denota o Falso. A
curva no smbolo “_-” Frege chama deoncavidadge acima delaséspodem ocorreletras
gobticas?* seus correspondentes modernos (aproximadus)respectivamente, nsbolo “v”
para a quantificap universal e as chamadas “@eis ligadas’.

Antes de o Bnbolo “_- " ser apresentadoirthamos visto fun@es, como—¢& e ——¢,
gue aceitam apenas objetos como argumentos; e&sashamadas por Frege tienges de
primeiro rivel. Entretanto, tamém & possvel conceber funges que recebem outras fides
como argumento: podemos, por exemplo, considerar a gatstalcomo uma furdp-&- @(a)
gue recebe como argumento uma faog (&) de primeiro fvel, e cujo valoré verdadeiro
se ®(&) vale Verdadeiro para todo argumento, ou Falso em casoamntrFrege chama de
fungdes de segunddvelaquelas cujos argumentdsosfun@es de primeiro vel.

z

Assim como ®(¢)” € um nome (indefinido) de fuag de primeiro fvel, tamiem “Qg (¢(3))”
€ um nome de furép de segundoivel; aqui, ‘Q” representa a furép de segundoivel (ana-
logamente ao qued” faz em “®(&)”), “ @” representa seu argumento (da mesma forma que
“&” o faz em “©(&)”) e 0 segundo B” serve para estar entre 0s pateses que seguerp”,
indicando que estaltima letra representa uma fuig?°

Simulacao de outros conectivos

Ja em [8] Frege atenta para o fato de que, por meio da Aegata implicago e da
guantifica@o universalg possvel simular a disjungo, a conjungo e a quantificap exis-
tencial, como demonstrado abaixo:

Formula original rva rAA IxP(x)
Simulago em notago moderng - — A | =(I' — =A) | =Vx~®D(X)
A A
Simulago na nota@o de Frege L 26 T & ®(a)
r r

24Frege utiliza warios tipos de letras, cada qual com uma amparticular.
250 primeiro “B”, em subscrito, serve para indicar que aquilo que vai piteemas oco@ncias dos lugares dos
argumentos de uma fuag® que sirva de argumento pafadepende da furdp Q.

260 gmbolo L " consiste na escrita conjunta ddsolos { Tetr”,
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A sua escolha pela implicag se deu para facilitar o uso da regra que hoje conhecemas com
modus ponengrer pag. 53)%7

Quantificacao sobre fun®es
No formalismo de Frege, tareiné possvel quantificar sobre furiies, como em
L)
L f(a) -
De uma forma geral, analogamente ao caso da generalidadelegao a objetos, a quantificag
sobre fungesé uma funéo

S ug(f(B))

deterceiro rivel, que recebe como argumento uma famg, de segundoirnel e de 1 argumento,
e que vale Verdadeiro quangovale Verdadeiro para todo argumento e Falso em cascéasantr
Assim, portanto, a expre&s acima foi obtida tomando-se a fiég

como argumento para a fuig.f. g (f(B)). Uma letra @tica de fungo deve ocorrer sempre
seguida de p&nteses, entre os quais deve estar o nome do seu arguifiento.

Curso-de-valores

Uma inova@o importante de [10] em relag a [8] foi o conceito deurso-de-valoresle
uma fun@o de primeiro tvel. A primeira parte da sua especifigéag¢ a seguinte:

Duas fun@es €m o mesmo curso-de-valores se e somente,
para todo argumento, elé&n o mesmo valo?®

2’Ele poderia ter considerado outros conectivos em conjwroaimplicago, mas &o o fez para simplificar
o formalismo daBegriffsschrift

28De forma estrita, letrasagicas rio ‘denotam’ um objeto; eldadicamum objeto, indefinidamente. Por isso,
0 dmbolo “a” naoé considerado como sendo um ‘nome’. OsFpdeses que seguem uma lettdica de fungo
devem, portanto, conter uma expi@sgjue ou denota ou indica um objeto.

29Nesse aspecto, esse concéiteemelhante ao de ext@oesde uma furigo, mas elesao devem ser identifi-
cados. Em primeiro lugar, a&éh de que o curso-de-valores de uma &ao@(&) seria o ‘conjunto’ dos ‘pares
ordenados{A, ®(A)) ndo esa explcita ou implicitamente presente no texto de Fregé&nmAbisso, a segunda parte
da especificép desse conceito atribui a cursos-de-valores proprisdesteanhaaquelas comumente atriloias
a extendes de funges.
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O curso-de-valores de uma fiEg®(&) & um objeto, denotado poeth(g)”; a letra grega
minUsculaserve para indicar os lugares de argumento dadfoindssim, por exemplo, denota-
se 0 curso de valores da fuaa;

L&)

Ty

e a afirmago acima pode ser escrita ermbolos como:

‘L2 (gf(e) = ag(a)) = (& f(a) = g(a))".
De uma forma geral, temos emp(¢) uma fun@o de segundoivel.

A outra estipulago feita por Frege a respeito de cursos-de-valeres

o &(——¢) & o Verdadeiro, ou sej&, igual a Verdadeiro o curso-de-valores da im¢de
1 argumento) que vale Verdadeiro para o argumento Verdaddfalso para os demais
argumentos.

o £(e = (~% a=a)) & o Falso, ou sej& igual a Falso o curso-de-valores da fam¢de 1
argumento) que vale Verdadeiro para o argumento Falso e pata os demais.

Com isso, fica estabelecida a rélagentre os dois tipos de objetos apresentadoaqui, que
s40 os valores-verdade e os cursos-de-valores: o cursatdees de uma furdp $ & um valor-
verdade se essa fuing for ou——¢& ou & = (~% a = a); se esse &o for o caso, o curso-de-
valores em quedb sead um objeto diferente. Os cursos-de-valo@sainda diferenciados entre
si: £D(g) eeW(g) sa0 0 mesmo objeto se e somentesé) e W(&) forem a mesma furip3?

Um substituto para o artigo definido

Frege define taném a fun@o
\é.

A denota@o de \I'” é estipulada como segue:

o Se existe um objeta tal quel” seja igual a’e(e =), enio “\I” denotad A.3?

300bserve como o sinal de identidade pode ser utilizado pamassar equiv@hcia entre (o que hoje em dia
chamamos de) Grmulas’.

31Deve-se atentar para o fato de que sé eshsiderando fuiiigs do ponto de vista extensional, e que portanto
“®(&)" e“W(&)” podem ser diferentes nomes para uma mesmaafang

320u seja, sd& & o curso-de-valores de alguma feiogque vale Verdadeiro para uimico argumento e Falso
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o Em caso conério, “\I'” denotaé o pdpriol .
Essa fun@o nos serve como um artigo definido. A expéess
"\é(e = 22"

por exemplo, supondo-se que todos os sémbalos p tivessem sido definidos, denotada
nimero quee o quadrado de 2. A segunda parte da espediicda sua denotag serve para
garantir que, mesmo em casos como

\E(E2 =) \b(e = ——e)", \E(eD) e "\ 2"

uma expresso do tipo |\ " tem denotago.

Letras romanas

Na Begriffsschrift existe uma maneira de se expressar generalidade sem secos@avi-
dade:é atraes dadetras romanasA expresao

a
b
a,
por exemplo, representa a afirrdaagde que, para quaisquer objefos A, a expresso
«
A

r

denota Verdadeiré® As letras romanas funcionam como as letrasags, com a diferenca de
gue o escopo de uma letra romana sempre engloba tadenalé em que ela aparece. Assim,
por exemplo, adrmula

para todos os outros. Observe q@®mpodem existir dois objetos distinthe A’ com a propriedade em quést
se essedo fosse 0 caso, €1, para tais objetog,= A e & = A’ seriam funes diferentes e, contudo, possuiriam
0 mesmo curso-de-valor€s contradizendo a propriedade principal dos cursos-deres

33As letras romanas devem sempre aparecer numa efipressiada pelo sinal de jzo.
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e a Brmula inicial §0 equivalentes. As letras romand@®r&o, poem, uma reduri@hcia do
formalismo; elas &o Uteis, por exemplo, para a exprassda generalidade emriulas nas
guais se deseja utilizar a regra de igfgciamodus ponensessa regrado pode ser aplicada em
férmulas da forma-¥- ®(a)”, mas o pode emdrmulas da forma

Nesse sentido, as letras roman@® tcomo equivalentes modernos as chamadasa\veis li-
vres’ de umadrmula.

As letras romanas taréin podem ser usadas para representaidiscle primeiro vel,
como em

De uma forma geral, Frege usa para representad@sas letras ‘f’, ‘g’ e ‘h’, tanto romanas
guanto @ticas, e as demais para representar objetos; a@xeexletra romana ‘M’, que Frege
usa para representar fuoes de segunddvel, como em

LMB(f(B))-

Algumas expresses apresentadagatqui €m denotago, outras &o. A expresdo “& a =
a”, por exemplo, sabidamente denota um e somente um objetcerdatfeiro. Expreées
como ‘a” e “——a”’, porém, nada denotam, fazendo sentido apenas como parte dergre
maiores. De uma forma geral, Frege diz que as letras romag@aticasindicamobjetos (ou
fungdes); um qualquer, €80 algum em particular. O mesradalito de expre€ges que, como

I et

a

coném letras romanas ou letragtigas fora do escopo de uma concavidadé@nitlisso, Frege
chama demarcauma expres®o que possua letras romanas (@tigas sem concavidade) e
gue sempre resulta em um nome (i§tonuma expred® com denota&p) quando estasis
substitidas por nomes. Assim, por exemplo, a exfiess

34Essaé uma verao reescrita dadfmula que aparece négico sobre cursos-de-valores.
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€ uma marca de objeto, pois toda substéoigle ‘@’ por um nome leva a uma expréssque
denota um objeto (a saber, o Verdadeiro).

Definicdes

No formalismo de Frege, uma defigigé expressa por uma igualdade precedida pielal
de defini@o “|}"; a direita do sinal de identidade deve estar a expmesgndo definida, &
esquerda a express utilizada para defini-la. Atré@s de uma defin@p, fica estipulado que o
sentido e a denotag da expresm da direitado os mesmos da expréassda esquerda, a qual s
pode conterisnbolos previamente definidos, e que portanto tem um sigdifiga conhecido.
Assim, por exemplo, a express

‘“hEa=a)=7"

serviria para definir um convenientarsolo para denotar o Verdadeiro. Taenbé possvel
definir funges de primeiro ivel; nesse caso, os argumentos da &mndevem ser indicados

atraes de letras romanas, como em

b
I (——a) = - e em’ Q ) e
a
Em uma definigo, toda letra romana que apareca em um dos lados do sirgdmelade deve
tambem aparecer do outro.

Frege frisa em seu texto que defitgs o criam novos objetos ou fudes; elas apenas
criam notafes abreviadas, as quais a phpic seriam disper@s/eis, mas quea® utilizadas
porque, aé&m de tornar o texto mais curto, ajudam na sua compaeemor mais facilmente
remeter o leitor aos conceitos que ele conhece.

3.2.3 Dedu@es

No tbpico anterior foram apresentados slsolos necessios para se expressar proposis
individuais naBegriffsschrift Nesseapico, o restante do formalismo &eapresentado, e vere-
mos endo como deduies §0 representadas.

35Essas s definifes o apenas exemplos, amfiguram no texto de Frege.
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Axiomas

No formalismo apresentado em [10], os seguintes axiofasilizados?®

a 39 f(a) WVMIB(‘C(B))
b, & (I (lla lb
Ta Ta | l f(a) J Mg (f(B)) |

f I
W%T;Eg) (n i(—a)_( ) IV ta=\i@@a=¢) (VI

b (—a) = (—b)

Informalmente, esses axiomas expressam o seguinte:

A
|. SeA é o Verdadeiro, eﬁb[ tamiem oeé.
I

lla. O que vale para todos os objetos vale para qualquer uzs.del
[Ib. O que vale para todas as fuggs vale para qualquer uma delas.

lll. SeT eA sdo o mesmo objeto, €, para toda furdp “®”, se d(A) for o Verdadeiro,
enBo®(I) tamkem o sea.

IV. Se——T e —An&o $io iguais, erito —I e ——A 0 070
V. Duas fun@es €m o mesmo curso-de-valores quando guais.

VI. O objeto que pertence ao “conjunto” dos objetos igudisd .

A veracidade das afirmaes expressas por cada uma daelulas acima segue da interprétac
apresentada para dsrgolos da linguagem.

Regras de infeéncia

1. Fusio de horizontais E facil verificar que as furies ( é)e & assumem os

mesmos valores para argumentos iguais. Com base nisso gstapelece a regra de indacia
chamaddusio de horizontaig?!

36Eles $o diferentes daqueles apresentados em [8].

39%Essa brmula pode ser derivada a partir da outra (\&g.[56).

40Eu acredito que essa tenha sido a maneira escolhida por Faegeodificar em seu sistema a infor@agle
que as funges——¢& e ——¢& sb assumem dois valores (quEosos valores-verdade).

4LAmalgamation of horizonta/sm ingPs.
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Se parte de umafmula tem a forma“—(——A)”, entao a partir dela
pode-se inferir aGrmula em que essa pagéeubstitida por “——A”".

Da mesma forma, verifica-se que as foes——(———¢) e —( &) sdo ambas iguaia
funcao ——¢&. Por isso, pode-se considerar o traco horizontalinhdslo “———” como sendo
dividido em metades pelo sinal de negagqueé o traco vertical), cada qual sendo um ‘hori-
zontal’, o $Smbolo definido por Frege. Analogamente, pode-se congidaxda um dos tracos
horizontais ao redor da concavidade dimisolo “_- " como sendo um horizontal, € 0 mesmo
vale para os &s tracos horizontais dansbolo { " (considera-se o traco horizontal na ponta su-
perior do sinal de condép como sendo dividido por este em duas partes). Assim, pan@g,

de “a . ®(a)” podemos obter simplesmentet“®(a)”, bem como * A" pode ser obtido de
“r-TA”e ate

2. Inversdo de subcomponentes Para explicar a @xima regra de inféncia,e necesaio
conhecer um pouco mais da terminologia de Frege. O que a&ntdmbs conhecemos como
‘antecedente’ e ‘conségnte’ de uma implicap, Frege chamava respectivamentesualecom-
ponentee componente principalAssim, por exemplo, na expréss

1] OH
A
r

Y

“@” e “A” sao, com relagoa implicago mais interna, a componente principal e a subcompo-
1] e”
nente, respectivamente, enquanto que, no caso da inguicagis externa{ e “I'" desem-

penham esses paig, nessa ordem. Acrescente-se a isso quepamufas como aquela acima,
gue consistem em aplicdgs iteradas da implicag, Frege tamdm se refere ao conségnte
da implica@o mais interna como sendo ‘a componente principal’, e aesadentes de todas
as implica@es, indistintamente, como ‘subcomponentes’;arenfila acima, portanto@” € a
componente principal, enquantb™e “A” sao subcomponentes.

Da defini@o de condicionalidade, segue que ex{es£omo

42Lembre-se de que drabolo ‘+ ” & formado por um sinal defzo e um horizontalg facil verificar que ' A" &
equivalente af“(- A)”.
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N N N
] A A
) e
A O r
LT LT NO)

denotam o mesmo valor-verdade. Assim sendo, Frege indie as regras de infencia do
seu formalismo @nversio de subcomponentegue permite se inferir, a partir de untaiula
da forma

[13 I_l”
)
rn7

qualquer outra que dela resulte por meio da alevata ordem de suas subcomponefites.

3. Contraposi@o Segue da defingp de condicionalidade que

13 A)) 13 rll
I
r A
tém a mesma denotag. Frege incorpora essa obseB@ga regra de inféncia que ele chama
decontraposiéo, indicada pelsinal de transiéo “X”. Assim, por exemplo, em

lla  f(a)
l f(a)

X
T‘/ f(a)
f(a)
temos uma infé&ncia, em que afmula inferioré derivada a partir da superior por contrapasic
naBegriffsschrift as infeéncias 8o representadas verticalmente, com a coadsgndo colo-

cada abaixo da premissa. Na realidade, a @nfeia acima taml&m uma dedugo completa,
poisé iniciada a partir de um axioma.

43Em [8], essa regra de infencia r&o aparecia. Havia, em seu lugar, o axiorf@“— b) — a) — ((b —d) —
a)” (escrevo em notap moderna para economizar espaco). No casémeulas maiores, a permissibilidade da
altera@o da ordem das subcomponentes era deduzida. A incogmodassa regra se deu por conéeia (ver
[13], pags. 2 e 3).
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A contraposi@o pode ser aplicada das seguintes maneiras:
A TA }LA A
T r r r Tr
X X X X
r r r r
To Ta Ta Ta

E poss$vel ainda aplia-la quando outras subcomponented@gresentes, como em:

A
r
O]

X
.
[

C]

4. Fusio de subcomponentes ihticas  E facil vericar que

A [ n”
A
re
r
-

téem a mesma denotag. Com base nisso, Frege estabelece éamé regra déusao de sub-
componentes &hticas atraves da quaé possvel a transi@o de umadrmula da forma

“ Iy
2
.r.n.
e que possua uma subcomponeriig ‘Gue ocorra mais de uma vez para outra em que essa
subcomponentebsapareca uma vez; nenhuma retoié imposta sobre a ordem das subcom-

ponentes, nem nafmula original nem naquela quedela obtida, uma vez que essa ordem
poderia ser modificada atres da regra de inveie de subcomponentes.

5. Regra de generalizago Do significado atribido a letras romanas, segue qu&Xx)”

e ‘~& ®(a)” representam afirmé@es equivalentes. Com base nisso, Frege estabele a regra
gue permite a transip de umadrmula contendo uma letra romana para aquela que géenobt
substituindo-se essa letra por uma lettdiga e, aém disso, incluindo-se uma concavidade
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contendo essa letrabdtica as o sinal de jizo. Em $mbolos, essa trangig é representada

assim:
- B (x)

N
e ®(a)

Uma restri@o importante a ser acrescentague, no caso de na premissa a letra romana

em quesio estar dentro do escopo de uma letriag, estalltima deve ser diferente daquela

escolhida para a substité@ig, para que d@o haja modifica&o no sentido da expréss Assim,

por exemplo, em

Fera=a

N
Nlrp=a

a letra ‘a” nao poderia ter sido escolhida no lugar dépara substituir &”; de fato, a brmula

“ha+8-+ a = a” nA0o representa a mesma afirdague aquelas acina.

Consideremos agora a seguinte igfeia:

D(X)
[RSENGY

S~—
7 90)
F2
- (F2)
Observe que, em F1, a exprassT” naoé indicada como sendo uma fiwgaplicada ax’, o
gue significa que nela estittima rdo aparece. Disso, segue quedquivalenté formula

Tl . (F3)
-

pois:

1. Se em F1 X’ ndo ocorre emF”, entao em F2 Ao & ocoréncia da letrad” em “I'”
gue esteja ligada concavidade que segue o sinal deqguou seja, a denotag de T”
independe dessa concavidade.

YEm -2+%+ a = a” temos a afirma@o de que ““+—%+ a = a” denota o Verdadeiro, o que equivale a dizer
gue, em todo objetod”, a fungdo—2+ a = a vale o Verdadeiro. Essa fuag, entretantoé constante, seu valor
nao dependendo do seu argumento e 0 nome dastestando relacionado com as oéanias da letrad” no
nome da fun@o. A afirma@o equivale, portanto, a dizer qué&* a = a” isso denota o Falso, ou seja, que existe
um objeto ‘4” para o qual & = a” denota o Falso. Isso,&in de @o ser verdade diferente da afirm&p presente
em %+ a=a”, que diz simplesmente que, para qualquer objetp éxiste um objeto 4” igual a ele (o quee
trivialmente verdadeiro).
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2. Se T” denotar o Falso, eaib nem F2 nem F3 afirmam algo d&l. Em caso confrio,
enfio ambas asofmulas afirmam que a fug ®(¢&) vale Verdadeiro para todo argu-
mento.

Com base nessa obser&ag Frege permite a trangig direta
F[ P(x)
-
SN——
}T"/ ®(a)
r :

De uma forma geral, a concavidade introduzida &sadessa inféncia pode ser colocada no
inicio de qualquecomponente principatjue contenha todas as odncias da letra romana
sendo substifida.

A regra de generalizap tam@m pode ser aplicada a letras romanas que indicandésnc
de primeiro fivel, como em

E, como umiltimo adendo, &rias letras romanas podem ser substéées em umainica in-
feréncia, como em

R (ef(e) = ag(a)) = (@ f(a) = g(a)

6. Modus ponens O formalismo de Frege possui a regra de iafeia que hoje conhecemos
1] A))
comomodus ponengle W e de“t " podemos inferif A”. Se rotularmos as premissas de
I
F1 e F2, respectivamente, aotpodemos representar essa iéheia de duas formas:
A
-
18 :
(F2):i—— (F1):——
FA FA
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Quando umadrmulaé citada, pode-se fazer ustrito da inverdo de subcomponentes. Assim,

o
r
A

1S

fica implicito que as subcomponentds’e “A” foram invertidas antes de se aplicar a regra de

por exemplo, em

(F2)::

inferéncia.

7. Inferéncia “b” A regra que Frege chama de iréacia “b”, e que pode ser vista como
uma generalizéip da regra anteriog como segue:

) § M1
bl )
A M
s .
de ||... e |LA, pode-seinferir ||l .4°
rn -

An gAY
LA .
,An

Como antes, nem as subcomponentes das premissas nem asldsacopiecisam estar em
alguma ordem particular, uma vez que isso poderia ser maddiatraes da regra de inveis

de subcomponentes; da mesma forma, pela regra de fles subcomponente<iticas, sub-
componentes repetidas da condoipodem ser aparecer apenas uma vez. Se rotularmos as pre-
missas acima de F1 e F2, respectivament@aeessa inféncia pode ser expressa eimiolos

das duas formas abaixo:

M1
A
M Tal
-
Ay (F1): B
(F2)ii— ————— '7f77r17
% rl [ Lr
M 2
r ;Ar”
JAY) Sz
L An -Qn

4°Essa regra de inféncia o estava presente em [8]; em seu lugar, havia o axigma:“(b — a)) — ((c —
b) — (c— a))”, e formulas semelhantes eram deduzidas.
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8. Inferéncia “c” A regra que Frege chama de irdacia “c” & como segue:

G AT
AT AT
M
M JAV]
de ||--- e ||--- pode-seinferir ||LT .46
M An
,Al
o Lo
LA

Como antes, pode-se fazer uaoito da inverdo de subcomponentes e dadasle subcompo-
nentes iénticas, tanto nas premissas quanto na coaoluSe rotularmos as premissas acima
de “F1” e “F2”, respectivamente, € essa inféncia pode ser representada de duas formas:

N N
M A%
Mn An
O] ©]
(F2)i— = — (F1):— —— . —
b A Frr A
M M
rn rn
N N
A A%

Essa regra, diferentemente das duas anteriogesteam a forma “::”, €& indiferente qual das
premissa® escrita explicitamente e qual de&asitada.

Dedugdes

Na apresenta@p das regras de infancia, algumas curtas dedas foram apresentadas;
aqui, complementamos as instdgs sobre como elas devem ser representadas.

Em uma dedugo, uma drmula © pode ser derivada a partir dos axiomas apresentados
ou defini@es; toda outradirmula que for utilizada em uma infarcia deve ter sido deduzida
anteriormente. Toda propo8ig deduzida ou defirp que se queira utilizar posteriormente
deve ser acompanhada de imdicea sua direita, como em

46Dadas as regras de inégrcia anteriores, estaredundante, e Frege a utiliza apenas por coBwerd.
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a
T
b (Ic;*’

esseindice devest sempre estax esquerda da propo8&ig em seus usos posteriores, cComo no
caso do axioma utilizado na infarcia acima.

Quando uma proposap (ou axioma ou definp) € utilizada aps a sua primeira apa#o,
ela pode aparecer modificada. Uma letra romana, por exempgii®e ser substitda por um
nome ou marca do tipo adequado, igiee a letra em quést indica objetos, eab a express
gue a substitui deve denotar (ou indicar) um objetoae mma fung@o (e vice-versa), e se a
letra em quesio for “M”, entao a expres® deve denotar/indicar uma fiagde segundotvel.
Assim, por exemplo, a dedag

1l L-f(a)
f(

e perfeitamentealida: em Ill, a letra romana de fuaig “g” fui substituda pela marca de fufg
“ —(&)” e aletra romana de objet®" foi substittida por ‘a”.48

Tamkemeé possvel aplicar sem merdp expicita as regras de inféncia para as quaiso
foi apresentado um sinal de trarig isto€, a fufio de horizontais, a inveis de subcompo-
nentes e a fi&o de subcomponenteitticas. Assim, por exemplo, em

4"Muitas das brmulas aqui presenteém do texto de Frege, e eu mantenho a ind&sggara facilitar eventuais
consultas.

480bserve que o Ha problema em substituib” por “a’ com estalltima ja aparecendo n@ifmula original:
em lllI, se afirma algo sobre objetos quaisquer indicadosaiag “b”, e iSso r&o exclui 0 caso em que um mesmo
objetoé indicado por ambas as letras. O opostogpgrao poderia acontecer: todas as oénoias de uma letra
romana devem ser subsiiias pela mesma expréss
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(a-pl13):
ta=a (e

o axioma | foi utilizado da seguinte forma: a lettal foi substituda por ‘a’, as duas subcom-
ponentes iénticas foram unidas e a letra”foi substituda por “f (a)”.

Quando umadrmulaé citada, letras gregas nlisculas e gticas tamem podem ser troca-
das por outras do mesmo tipo, exceto por uma gueejtenca formula e em cujo escopo haja
uma ocoréncia da letra sendo substda. Assim, por exemplo, ao citar armula

“ Vb 4 [] - Cl”1

podefamos substituir§” por “¢”, mas raio por ‘b”.

Quando uma defin@pé citada, o sinal de defirap pode ser substitdo pelo sinal de jizo,
para que assim as regras de iBferia sejam aplaveis. A seguinte derivagé um exemplo:

f b\ _ (a7
N TT;EE; lla [ b=a H([a)—(a b) (F1
a=b Tba_:bb ) °
(”b):f(a) (lle): F1 }({a>:(a—>b)
T o b=a (11f):
=b
a=b (lla a=b (I %(a—>b):(13>
O smbolo “—e—" & um separador, que Frege utiliza quando abaixo de Gmaufa segue

uma infeéncia em que eladoé a premissa (pelo menoamna forma que em que ela aparece;
na deriva@o acima, FE a premissa daltima infeféncia, mas iniciada pelo sinal déZo, e rao
pelo de definigo)*°

3.3 A Aritm ética de Frege

Em [8] Frege apresentou a primeira \@®slo seu formalismo, mas foi em [9] que foi apre-
sentada a sua proposta de fundamerigoara a Aritratica. Nesta obra, a expoafoi citica,

49Esse gnboloé muito mais fregientemente usado no texto de Frege do que parece pdlaisazaparigo aé
aqui, pois & todas as derivégs §i0 apresentadas nurfiaica segéncia vertical, diferentemente de como eu fiz
por economia de espaco.
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mas rao simiblica; a teoria formalizada foi apresentada em [10]. Nespéco, apresentarei
sinteticamente os conceitos e deftrés da teoria aritatica de Frege e a sua represeataga
Begriffsschrift

3.3.1 O conceito de amero

“Quantos patos & nalagoa? O amero de patos nalagdab.” Frege enxergavanimero
de patos na lagoa como um objeto, que seria o resultado da &owgimero de aplicada ao
predicadd® ser um pato na lagoa. Além disso, a proposta de Frege para a &omumero
de era a seguinte:

O “nbmero que pertence ao concedid(isto €, o resultado da fu@@numero
de aplicada &) & a exten&o do conceitser eqliinumeroso ao conceito F .1

Dois conceitos- e G sao ‘eqiinumerosos’ quando existe uma fé@ochijetiva do conjunto dos
objetos que se enquadram &mo conjunto daqueles que se @adgram ent. Informalmente,
portanto, a defin@o de imero de Frege pode ser reescrita comaimero associado a um
predicado Fé o conjunto dos predicados cuja quantidade dos objetos gles 3e enquadram
é igual a dos que se enquadram em RAtentando para o fato de que a expées$ Umero
associado ao predicado Fé sirbnimo de“quantidade de objetos que se enquadram em F”
pode-se pensar que, nesta frase, a quantidade de objetsge gmeguadram num conceffo
esh sendo definida circularmente; este,goy rioé o caso, pois a expréss‘predicado cuja
guantidade de objetos que nele se enquadéaigual a dos que se enquadram em [Esa
sendo usada como §inimo pard‘predicado edlinumeroso a F; e estdiltima rao é definida
em termos de quantidade de objetos que se enquadram nunitcomaes de rele@go um-para-
um entre conjuntos.

A proposito de uma ilustra@p informal, provemos a corr@g da seguinte afirmag: “o
nimero de olhos que Pablo tegrigual ao rumero dos seus bracosChamemos os predicados
ser um olho de Pablo e seu um braco de Pablo de “O(&)” e “B(&)”, respectivamente. As-
sim, o rumeroNp dos objetos a qu@(&) se aplica o conjunto dos predicadosiggqumerosos
a0O(&), e o ardlogo vale para otmeroNg dos objetos a quB(&) se aplica. Ma®(&) eB(¢)

Sa0 edlinumerosos, poieé um-para-um a rel@p que, por exemplo, associa o olho esquerdo de
Pablo ao seu braco esquerdo e que faz 0 mesmo para os cadesfes direitos destes. Disso,

0Conceito, no sentid@tnico de Frege.
51112], pags. 79 e 80. Uso aqui o neologismo ti@mumeroso”, assim como Frege o faz co@/éichzablig.
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como a relago de eginumerosidadeé transitiva, segue que qualquer predicado que pertence a
No tamkem pertence 8lg, e vice-versaNp e Ng sao, portanto, iguais.

A definicao de Frege pode parecer estranha a primeira vistagmasrealidade bastante
interessante. Diante da dificuldade de definir aaooge imero em si (ist@, a quantidade de
objetos a que se aplica um predicado), Frege a define redodigmo@o de ‘ediinumericidade’;
esta, por sua vez, tardim tem que ser definida, mas, aoéewe fa2-lo pela compara@p entre
nimeros (como seria intuitivo fazer, mas taémbcircular), ele o faz recorrendono@o de
relag@o um-para-um; isso certamente implica a necessidade adisie guando uma rel@pé
desse tipo, mas Frege consegu@fzem seu formalismo, como veremos a segfuiror outro
lado, a estra&tgia adotada por Frege toma como dada a@xisa da exterdg® de um predicado
qualquer, e uma aplicag descuidada desse pressuposto leva ao Paradoxo de Russell.

3.3.2 Formaliza@o

Afuncaoénd

Se ros tendssemos formalizar o conceito denmero como apresentado acima, pre¢&sans
de mais axiomas do que aqueles que foram listados antententeara ilustrar isso, vejamos o
caso da relap de eginumerosidade: dois conceitbsé ) e A(€) sao edlinumerosos sexiste
uma relago um-para-um entre os elementos que se enquadrai{&ne aqueles que se en-
quadram end\(§). Ja vimos anteriormente como simular o quantificador exiséifoag. 42:
Ja~ —Va- ~ —~%+); nesse caso, pem, fa2-lo implicaria quantificar sobre futies de dois
argumentos, e assim preciganos de um axioma, alogo ao llb (jag. 48), que tratasse de tais
guantifica@es.

Para evitar tais adogs, Frege define a seguinte fang

F\a : g(a),:a =a~u. (A
u=eg(e)

Para entengtla, observemos que a fuag

9

52Nisso vejo uma convegmcia de posturas entre as teorias a&@ttoas de Dedekind e Frege. Embora ambas
sirvam para esclarecer quéss relativasts no@o de umero, nenhuma a explica completamente—esfmede
uma teoria mateatica, entretanto, podéin ser sequer raavel. Alem disso, pensando agora por outro lado, tanto
uma quanto outrad® demonstradies concretas de que, partindo-se de um pequmero de pressupostos razoa-
velmente intuitivos a respeito dodmeros naturai€ pos$vel deduzir a vasta gama das suas outras propriedades
que f0 tidas como verdadeiras quando a Aétivaé utilizada dentro de alguma outra teoria.

53\leja os bpicos 4.1, Ag. 68, e 4.3.1,4. 74.
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gue chamaremos temporariamentefi ), & verdadeira para um argumeft@omente quando
I & o curso-de-valores de uma féog (&) e M & o valordessafungio para o argumenit.>*
Assim sendo, dois casodspossveis:

1. Sel & o curso-de-valores de uma féog (<), enfio olnico argumentdl em queZ (&)
vale Verdadeire g(A); em todos os outros a fuag vale Falso. Isso significa dizer que
Z (&) assume, para todos os argumentos, 0S mesmos valores qugRagh) = &, o
que, pelo axioma V, implica que(.Z (a)) = a(g(A) = a), que, pelo axioma VI, implica
que\a(F(a)) =\a(a(8) = a) = g(8).

2. Se, por outro lado,&o existeg(&) tal quel” = £g(¢), ento.Z (&) vale Falso para todo
argumento. Nesse cas@aexiste um objetd tal que a fungo = £ assuma, para todos
0S argumentos, 0s mesmos valores gug ). Pela definido (senantica) da fungo\ ¢,
portanto (jag. 44),\a.7 (a) & igual aa.% (a).

Tendo entendido o valor dea.# (a), podemos agora compreender a imé ~{: da sua
definigdo, segue que, quande o curso-de-valores de uma fé@ag(¢), a~u = g(a), ou seja:

Cursos-de-valores duplos e a furfip 1€

Vejamos como a furip acima definida pode satil. Definamos, para uso posterior, um
conceito de segunddvel no qual se enquadrem as rélas@(¢, {) de primeiro fivel tais que,
escrevendo em notag modernag(e,d) A ¢(e,a) — d = a (isto &, as rela@es que representam
fungdes injetivas). Isso poderia ser feito da seguinte maneira:
0—=a
@(e,q)

@(e,0)

Chamemos temporariamente esse conceitggle(¢(, y)).2® Acontece que quantificar sobre

0 argumento dessa fuaig, como em

54Lembre que, pelo axioma V, $eé o curso-de-valores de uma fé@wogy(€), enfiol ndoé o curso-de-valores
de nenhumautrafungao (do ponto de vista extensional).

S5Em [13], pag. 123, essafmulaé deduzida (na verdade, @rinula | f(a) = anef(€)”).

%6Essaé a nota@o de Frege para fuBies que recebem refdgs de primeiro ivel como argumento, como
explicado nodpico sobre generalidadedg. 42).
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L g, (5B V),

significa quantificar sobre fues de dois argumentos, e, como dito@mido anterior, o intuito
e evitar fa2-lo.

Atravées da fungoé ~Z, nos podemos quantificar sobre objetos e ainda manipulaBesac
de primeiro fvel. Para entender como is8@osével, atentemos para o fato de qued¥g, )
& uma fun@o de dois argumentos, &otd(&,A) & uma fundo de uminico arguments’!
Assim sendo, podemos aplicar a féng ¢(¢) a estalltima, para obtee d(g,A). Mas isscé
valido para qualquef, o que nos leva fungio e d(&, ). Estalltima, por sua vez, tangm
€ uma fun@o de um argumento, e portanto podemos aplicar a ela ziicﬁu’np(s) e obter
asd(g,a). Frege chama tais objetos dersos-de-valores duplpmas s podemos perceber
gue, como apresentados, el@ o o resultado de uma nova flﬁqﬁé(p(s, a), mas apenas
de aplicages iteradas da fuﬁg’e(p(s) ja conhecida. Observemos agora que, em acordo com
a discusgo anterior a respeito da apliém;da funéo { ~{ a cursos-de-valores, as seguintes
igualdades &o \alidas:

FA(Arasd(e,a)) =T ~ed(g,A) = D(F,A)58

Isso significa que, onde for necass aplicar uma reldép ®(&, ), nbs podemos usar o seu
curso-de-valores duplo. Iss@m se aplica a todas as sitbag, uma vez que tant@(l,A)”
quanto TA(A~ag@(g,a))” denotam fundes de segundoivel (isto &, fun@es cujos argu-
mentos 8o fun®esg(&, () de primeiro fivel); entretanto, se a relag aparecer quantificada,
como na expre§® ‘- I8 y(F(B,Y))” ja mencionada, eab a substitu@o do uso da rel@p
em si pelo do seu curso-de-valores duplo signifigaaissar a quantificar sobre objetosae n
mais sobre fun@es. Nbs tiraremos proveito disso quando da defini¢lo conceito deimero,
maisa frente.

No6s podemos agora definir uma nova faa@ara caracterizar fudes injetivas?®

e 0 __a d=a
H wPem(amp) :Ip (r
em(Om p)
A funcgao I(¢) e aralogaa sua predecessorgs (@(B,Y)); a diferengae que el& um conceito
de primeiro fivel, e foi definida para receber como argumentos cursosidees de reldies

5'Independentemente de que objeto #efale poderia ser, por exempld, a = a).
58Esse uso iterado da fuaigé = ¢ naoé formal.
59Ja presente em [8] (veja [35]ag. 74, brmula 115).
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de primeiro fivel, e rio as relages em si. Assim, por exemplo, a exp@sy(as d(g,a))” de-
nota o valor-verdade d&(¢, {) representar uma fuag injetiva (o mesmo quesg ,(®(B,Y))").

A fungao)é

Progredindo ruma defini@o da relago de eginumericidade, Frege define seguinte famg

° 0NnE
Loy & and
- = A.
e p Dm(amp) >p (

Com base nas explicaes anteriores sobre as f@esé ~{ e I€, o leitor pode verificar que
“EW()  (ED(e)  )aEX (e,q))

denotaé Verdadeiro quando (1) a regX (&, () representar uma fuig injetiva, no sentido
de que (aeX (g, a)) seja Verdadeiro, e (2), para tod@ue se enquadre e®(&), existir uma
que se enquadre e¥(&) tal queX(0,a).%°

As funcdes% & e ¥ E61

Dois conceitosp(&) eW(&) sao edlinumerosos quando existe uma réadijetiva entre os
elementos que se enquadram em um e em outro. @m}&;ja nos & uma maneira de saber se
uma relaéo X(&,{) mapeia injetivamente os elementos que se enquadram(émnaqueles
que se enquadram e#( & ); para completar a bijé&p, ros podemos considerar a rédagnversa
de X(&,() e verificar se ela mapeia injetivamente os elementos quegeaeram entV(&)
naqueles que se enquadram@(€ ). Para isso, Frege define a seguinte &mg¢

tag(an(enp)=%p (E.

Se lembrarmos que a fuagé ~ ({ ~aeX(g,a)) assume os mesmos valores qU& , ¢ ), fica
facil perceber que a fuBg ~ (& ~aeX(g,a)) é a relado inversa d& (&, ), e portanto que
as(an~(e~aeX(e,a))) é simplesmente o curso-de-valores duplo dessa inversa.

Feito isso, Frege pode finalmente formalizar seu conceitaideero: o imero associado
a um conceitap(&) seid o conjunto dos conceitosi@umerosos &(¢), ou seja, o curso-de-
valores do conceito “ser @numeroso a(&)”. Um conceitoW (&) se@ edlinumeroso &P (&)

80Informalmente, a expre&e em questo denota Verdadeiro quands(€, {) mapear injetivamente o conjunto
dos objetos que se enquadram @€ ) no conjunto daqueles que se enquadrani&d).

61As formas dosisnbolos ‘~’ e > sao semelhantess daqueles presentes em [13], mas as destes que apresento
agora 1&o o 0 (as definiges das fun@es &0, contudo, as mesmas).
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quando existir uma rel@p X (&, {) que mapeie injetivamente os elementos que se enquadram
em®(&) naqueles que se enquadram @€ ) e cuja inversa faca 0 mesmo na dae@posta.
E isso que estcodificado na definép abaixo:

P JTWU“}') @

um(8m>%q)

Como se pode perceber pelo uso da ﬁm};{ 0 argumento da fudp .4 ¢ nao deve ser um
conceito®(&) em si, mas sim o seu curso-de-valores. Atente para o fatoala quantificago

neceséaria para codificar a condig “existir uma relago X(&,{) tal que ...” é feita sobre
objetos, e Bo sobre as rel@es em si (como prometido nag. 61).

Defini¢cdes dezeroe um

Agora que @ definimos o imero associado a um conceito qualquer, como definos
o numerozerd? Dado o ponto de vista de Frege, isso equivale a perguntane &anceito
associdaamos o fimero zero? Pelo significado da quantidade nula, o conceiteria ser tal
gue nenhum objeto se enquadrasse nele. A sigelst Freg€ o conceito “@o ser i@ntico a
si mesmo”:
t ANE(——e=¢)=0 (O.
E como definiramos o ameroun?? O conceito tem que ser tal que somente um objeto se

enquadre nele; a sugastde Fregé “ser igual &

A e(e=0) =1 (I

Definicao def

Como podemos agora definir o conceito “ser uimero”®2 Para que um objeto seja um
nimero, precisa existir um conceito cujomero a ele associado seja 0 objeto em @eedsso
leva ao conceito

e Su=E.

Esse conceitodo imde, entretanto, restidgs sobre o ‘tamanho’ daimero; §o considerados,
por exemplo, Ameros infinitos, ist@, Mimeros associados a conceitos em que se enquadram

uma quantidade infinita de objetos, bastando para isso Ggtamxtais conceitos.

Como podemos eab definir os ameros naturais? Frege comeca definindo umaaelag

62Eu me refiro aqui atmeros cardinais, ist®, a rumeros utilizados como medidas de tamanho para conjuntos.
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gue responde a seguinte pergunta: quandommeno naturaé imediatamente maior que outro,
ou seja, quando umimero naturaé sucessor de outro? Uma resposta plaali€: quando o
primeiroé uma unidade maior que o segundo. Isso pode ser reformiganio: a € sucessor de
mse e somente:

1. Existe um conceitd(&) cujo nimero associaden, e
2. Existe um objeta que se enquadra e(&)%3 tal quem & o rimero associado ao con-
ceito “se enquadrar edd(&) e ser diferente de”.%*
Colocando isso enimbolos,{ € sucessor dé quando:
L3 pu=_¢
anmu
wE(TE-0) =€
Enu
Essaé a rela@o que Frege quer definir, mas, continuando&iga de utilizar os cursos-de-
valores duplos das relaes ao ines destas em si, Frege define:

L Su=aqa
Fag o B =f (H
L/Vé(?[g_a):s

Enu

Assim, por exemplo,8n~ (3~ f)” expressa qué é sucessor de, e

“Trlf ”
|7 f

afirma que a rel&@p representada pbé um-para-unf®

A seqléncia dos rimeros naturais

Até agora, a teoria de Frege esclareceu dois questionaméatqse e qualé o rimero
associado a um conceito?atrawes da fungo.# € (&), e“o que significa um imero suceder
outro?”, atra\es da relago definida pof. Entretanto, o conjunto dogimeros naturais ainda
nao foi apresentado, e, mais ainda, a ‘ral@¢ nao garante que todaimero tem um sucessor;
ela serve apenas para sabermos quando dois dados oBetms o sucessor um do outro.

83De fato, para quaisquer doigimeros naturaig < n, tem-sen > 1.

64Esse conceit@ o que fam ser uma unidade maior que, pois nele se enquadram todos os objetos que se
enquadram er(&), excetoa.

85Estaltima formulaé, de fato, o teorema 90 de [10] (segundo [13] pL02).
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Como podemos eab garantir que, para todasmero natural, existe outro que o sucede?
Dado o ponto de vista de Frege, isso equivale a descobra, qaata Gmero naturah, um
conceito em que se enquadrem- 1 objetos. Mas que conceito seria esse? A ségedeé
Frege, &0 interessante quanto sua defanigle imero associado a um conceiéoa seguinte:

O sucessor de unmimero naturah € o rimero associado ao conceifertencera
sediéncia de fiameros naturais que termina em.n”

De fato, consideremos a d&mcia dos imeros naturais: 0, 1, 2, etc. Quant@asneros per-
tencema sediéncia de ameros que termina em 0? Somente um, goepodprio 0. E quantos
pertencenaquela que termina em 1? Dois: 0 e ladtiela que termina em 2? 3! Dessa forma,
portanto, Frege garante que, a cadenero natural, sucede-se ouffo.

A relacao seguir um objeto numa sdencia

Para completar a defirédp acima, pam, precisamos definir precisamente o conceito “per-
tencera se@éncia de ameros naturais que termina erth Para tanto, Frege define primeira-
mente uma rel&p mais geral: um objet® segue um objetd na se@éncia definida por uma
relagoT(&,)%" se e somente se, para todo concgitd):

1. Se, para todo objetmque se enquadra ef{&), vale que todo objeta tal queT (9,a)
tamkem se enquadra e@(¢),

2. e se todo objeto tal queT (A, a) se enquadra ef§i(¢ ),
3. enfioO se enquadra ef(&).68

E interessante observar que a forma dessa daéigibastante similax do prinépio de induéo;
na realidade, @s podemos dizer informalmente que, pela dedioide Frege, s® segueA
segundar (&, ), enfio rbs podemos aplicar o prifgo de indu@o para deduzir qu® tem
uma determinada propriedaffe.

66Compare isso com o0 modo pelo qual Dedekind provou a@nis de um conjunto infinito &g. 20, teorema
66).

67A “seqliéncia” em questo pode ser mais geral que uma ordem linear como a@ogrs naturais, ma$s
nos restringiremos a esse caso particular.

68A definicao & portanto: © segueA na sedéncia definida poiT(€,{) se e somente, para todo con-
ceito §(&), (AN2=3). (1), (2) e (3) podem ser escritas em linguagem moderna daindegorma: (1)
Yo[F(0) — Ya(T(d,a) — F(a))], (2) Ya(T(A,a) — F(a)) e (3)F(©). Nos podemos ainda reescrever informal-
mente a definigo como:® segue) na sedjencia definida pof (£, {) se e somente se, para toda propriedgde
que se propaga com a refexT (&,{), o fato de todos os elementos com duse relaciona (segundb(é,{))
terem a propriedadg(¢ ) implicar que® tamkem tenha essa propriedade.

69A analogia  ndo & completa porque a base do pipio de indu@o exige queo primeiro elementala
sedléncia tenha a propriedade em gaest moaqueles que o seguem
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Em dmbolos,® seguel na sedjéncia definida por (&, {) quando

51 5(0) S 8(a)
21 5(a) 21 5(a)
Am(Cl)ﬁT) e dé Em(a;\T)
0__a S:a 0__a :S'u
Dm(amT) Um(amT)
5(0) I 5(0) i

€ o curso-de-valores duplo da redagque obtemos se considerarmos, no luga® @&\, argu-
mentos quaisquef e &. Se, agora, considerarmos no lugarfdem argumentay qualquer,
engo podemos finalmente defirift:

‘33(> ]
S(a

)
Sm(

)
R

a
a

)

q

)

Dm(amC])

i 3(0) |

Assim, por exemplo, A~ (0~ ~T)” expressa que® segueA’! na segéncia definida pela
relag@o representada pdr, e “O~ (1~ =f)” que 1 segudl na se@éncia definida pof.

A relacao pertencera sedgjiéncia de um objeto

Como podemos eab utilizar a fungo —& para definir o conceito “pertencarsedéncia
de rimeros naturais que termina eni? Primeiramente, devemos observar que o sentido da
expres@o ‘A~ (O~ =T)” pode ser formulado tanto com@®"segueA na sedjiéncia definida
por T” quanto como A preceddd na sedjiéncia definida por ”. Assim, portanto,

&N (OnF)

€ 0 conceito “precedd® na sedieéncia dos imeros naturais”. Este conceidastante seme-
Ihanteaquele que queremos definir, m@sondentico: todo imero que precedena segéncia
dos rumeros naturais pertenaesediéncia terminada par, entretanto, existe umnico rimero,
gueé o pidprio n, que pertenca sedéncia terminada par mas que &o o precede. Por isso,
Frege define a seguinte fuig’2

"OFrege @ havia definido essa rekag desde [8] (veja [35],4ms. 59 e 60,drmula 76).
"INao necessariamente de forma imediata, ou séja,(®~ ~T)” ndo implica que A~ (O T)”
2Tamkem fa definida em [8] (veja [35],40. 69, brmula 99).
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tat(Lentanza ) =20 ©

Assim, por exemplo,A~ (©~¢T)” expressa que, 98 nao segué na sediencia definida por
T, enflo® = A, o que equivale a dizer q@pertencex sedéncia definida pof com iricio em
A, o que, por fimg o mesmo que dizer qéepertence sediéncia definida pof terminando em
©. Dessa forma, @s podemos finalmente definir o conceito “pertericeed@iéncia de ameros
naturais que termina e@®”:

Em(@m(/f).

Mais ainda, com® ~¢f & o curso-de-valores desse conceitoaent’ (©~<f) & o rtimero
associado ao conceito em quEstou seja, o0 sucessor @e Nos podemos efib expressar em
simbolos a afirma&o “todo rimero natural tem um sucessap”:

Observe que o conceito damero natural de Frege“estar na sdiencia definida pofiniciada
porQ”.

73A formula abaixo aparece nag. 104 de [13] (mas como ilustéag na explica&o de Frege sobre a fuig
¢ &, e rho como um teorema).
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4 QO inicio do f£culo XX

4.1 O paradoxo de Russell

4.1.1 Hisbria

Em 1901, Bertrand Russell descobriu o paradoxo que ficou cimthpelo seu nomé:

Cantor tinha uma prova de quein existe um iimero maior que todos 0s ou-
tros, .. .2

Teorema: A cardinalidade do conjunto das partes de qualquer confligtestritamente maior
que a deC.

Prova: A cardinalidade de”(C) & maior ou iguah deC, pois a fungou:C — Z(C): c+
{c} é injetiva. AEm disso, Ao existe fungo bijetiva deC para.#?(C): suponhamos, por
absurdo, que ess@aoé o caso, e qué & uma tal fungo. Consideremos &t 0 conjunto
K={ceC|c¢ f(c)}, queé elemento de”(C).3 Como f & sobrejetiva, existk c C
tal queK = f(k). Agora, ouk € K ouk ¢ K. Suponhamos que a primeira possibilidade
é a verdadeira: logo, como todo elementde K nao pertence d(c), k ndo pertence a
f(k) = K, um absurdo. Logdk ¢ K; entretanto, com& possui todo elemenioc C tal que
c¢ f(c), enBoK possuik, um absurdo. Logo,ao pode existir bijego entreC e #(C), 0
gue implica que a cardinalidade degttmo é estritamente maior que a do primeiro. O

. € me parecia que oiamero de todas as coisas do mundo deveria ser o maior
pos$vel. Assim sendo, eu examinei a prova dele em detalhe, & tglica-la a
classe de todas as coisas que existem. ...

1Sobre a descoberta de Russell, veja [21], afatdg

2Trecho da autobiografia de Russell (véjatp: //www.cut-the-knot.org/selfreference/russell.
shtml)). A reconstru@o que apresento na suciaé essencialmente a presente @mtp://www.io.com/
~pelliott/pme/russell/), exceto pelas intercaldgs com o texto de Russell.

3A estraégia que leva escolha desse conjuréaonhecida comargumento da diagonal de Cantor
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SejaT o conjunto de todas as coisas, que podemos especificar conho{se x = x}. Logo,
dado qualquer elemende &(T), temos quep € T, 0 que implica que a cardinalidade @e
& maior ou igual que a d&’(T). Isso p implica uma contrad&p com o teorema acima.

Se, entretanto, seguirmos o curso da prova, colocanado lugardeC ei: T —T:t—t
no lugar def, somos levados ao conjurfo={t € T |t ¢ i(t) =t} e a0 elemento deT tal que
R=i(r), os quais, pela defirép dei, 3o iguais.

... Isso me levou a considerar aquelas classes @uepertencem a si mesmas, e
a perguntar se a classe destas pertence @a a si mesma. Eu descobri que as

respostas implicam uma na outra.

De fato, como na prova do teorema, em gueK < k¢ K, R=r € R< r ¢ R. A novidadeg,
porém, que podemos definir o conjurfRo= {r | r ¢ r} independentemente do teorema acima,
e, da mesma form& € R< R¢ R; da o paradoxo.

4.1.2 Signifi@ncia

Era bastante probleftico que se pudesse definir um conjuRttal queRe R R¢ R
pressupondo-se a lei do terceiro exdly segundo a qual toda afirndagoué verdadeira ou
falsa, podia-se deduzit € ReR ¢ R, um absurdd. Isso implicava que, na hijese da validade
desta lei, se fosse padssl definir o conjuntdR, enfio a teoria em quesb seria inconsistente!
Agora, a teoria em quesd rao era se@o a Teoria dos Conjuntos, na qual se apoiava a maior
parte da Matertica; no caso, portanto, de ela ser inconsistente, asprogtenaticas nela
baseadas perderiam confiabilidade, ficando sob suspeitalthsearem em prifos contra-
ditorios entre s,

Uma sada para o problema seria argumentar gée se pode definir o conjunf® em
guesdo. Essa foi, na realidade, aida escolhida por Georg Cantor, o criador da Teoria dos
Conjuntos: antes mesmo de o paradoxo de Russell se toatdicqy ele percebeu que a
considerago de certos conjuntos levava a contrads: Assim, ele dividiu a n@@ de “multipli-
cidade” (totalidade) de objetos em dois tiposmastiplicidades consistente®talidades de ob-
jetos cuja considerag conjunta o levava a contradigs, e asnultiplicidades inconsistentes
totalidades (com®&) de objetos que, se considerados em uma unidade, levavamtradiges;

4Sobre as leis do terceiro exadio e da @o-contradigo, veja [19].

5A proposito dissog sabido que, usando-se as regras de@nfea dadgica chssica, toda afirmag segue de
uma contradigo. Assumindo-se, por exemplo, afirrdagP e —P, podemos derivar uma afirmég qualque da
seguinte forma: de, segueP Vv Q, e, destdiltima e de-P, segueQ (como mostrado em [21]).
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alem disso, Cantor somente considerava camguntosas multiplicidades consistentes. En-
tretanto, quando podemos dizer que uma multiplicidade deveo a contradiges? Sob que
pressupostos, e aties de que regras de inégrcia? Em particular, como provar que uma dada
multiplicidadeé consistente? O cétio parece ditil de se manipular, seao impreciso, e, por
isso, outras formas de se lidar com o paradoxo se faziam séeizesS

4.2 A busca por soluges para os paradoxos

Na primeira @cada do&culo XX, a Teoria dos Conjuntos sofria uma crise:

“Apesar dos grandes avancos que a Teoria dos Conjuntosadsiando, a
propria no@o de conjunto continuava vaga. A sitéia¢se tornou éGtica depois
da apari@o do paradoxo de Burali-Forti e intodsel depois daquela do paradoxo
de Russell, alltimo envolvendo as meras rigs de conjunto e elemento.”—[35],
pag. 199.

Como mencionado acima,éh do paradoxo de Russell, o de Burali-Forti té&mbera conhe-
cido, e nestélltimo uma contradigo surgia da considerag do conjunto de todos osimeros
ordinais’ Além disso, ambos deixavam claro que nem todas as “totalitipde®mm ser consi-
deradas conjuntos; mais especificamente falar@o ena podsel supor que, para toda propri-
edadeP(x), existia 0 conjunt®p que continha todos os elementos que p@saLessa proprie-
dade e nenhum outro. O problema eragentlescobrir as propriedades que definiam e as que
nao definiam conjuntos.

4.2.1 A Teoria dos Tipos de Russell

O proprio Bertrand Russell pr@s solu@es para os paradoxos, a mais importante das quais
se chamdeoria dos Tipo$ Nela, Russell tenta evitar uma carattica compartilhada pelos
dois paradoxos mencionados anteriormente e outros maistoarefeéncig ou reflexividade
Ele observou que quando se considera uma totalidade, coma etalidadeT dos objetox

6Veja [35], pag. 114, onde Cantor efip sua distingo, e f@g. 131, onde Hilbert a considera imprecisﬁ.
interessante observar, gon, que a distirfo entre as totalidades que podem ser consideradas canguatpelas
que $0 “grandes demais” para isso foi tornada precisa na postexiomatizago da Teoria dos Conjuntos de
John von Neumann (veja @@. 73).

0 artigo de Burali-Forti, que& a primeira declar&p publicada de um paradoxo moderno”adsaduzido em
[35], pags. 104-112.

8Reproduzido em [35],4ms. 150-182.
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tais queP(x)”, um objetoé envolvido nessa considegazque pode estar entre aqueles consi-
derados na defin&p da totalidadd, e isso pode gerar contradgs. No caso do paradoxo de
Russell, por exemplo, ao considerarmos como sendo um corguntalidaddr dos conjuntos

C tais queC ¢ C, o proprio R, sendo um conjunto, €sentre 0s objetos matéticosC para 0s
guais devemos saber 8a= C ou rao, e acabamos por verificar que cada uma das possibilida-
des nos leva a concluir a sua nega¢cNo caso do paradoxo de Burali-Forti, ao considerarmos
a totalidade dosimeros ordinais como formando um conju@oobtemos a partir deste um
nimero ordinak, que deveria ser maior que todos os element@selque, por ser uminmero
ordinal, tami@m pertenceria@, donde concluimos qu® deveria ser maior do que a si mesmo.

E importante ressaltar que o acima referido “objeto endolvia considerap da totalidade dos
objetos tais que etc"@o necessariamengeum conjunto: neste segundo caso, por exemplo, se
tratava de um iamero ordinal, e, no caso da defiadg

“Um nameroé finito se e somente se possui todas a propriededasssidas
apenas por zero e seus sucessores.”,

consiste na propriedad‘'ser uma propriedade possilda apenas por zero e seus sucessores’—
veja que Bs podemos perguntar “a propriedd@lpossui a propriedad@?”; era nesse tipo de
considerago reflexiva que Russell acreditava se encontrar o problema.

Por causa disso, Russell quis fazer com que, sempre que umes&rpse referissa
“colecdo de todos os objetos tais que etc”, essa @le@o pudesse estar entre 0s objetos
por ela mesma posklos, e, para efetivar essa resingpro@s aDoutrinaou Teoria dos Tipos
No que diz respeita Teoria dos Conjuntos, essa teoria associava, a cada conjamtipo, e
fazia duas exigncias:

1. Todos os elementos de um conjunto deveriam ser de um mgsmo t

2. O tipo de um conjunto deve ser maior que o dos seus elementos

Assim, toda vez que fosse constta um “conjunto de todos ostais que etc”, este teria um
tipo superior ao de seus elemento&p podendo portanto estar entre eles; isto imediatamente
impede a exigncia dos conjuntos que cém “todos os conjuntos” e “todos 0s conjuntos que
n&o coném a si mesmos”, evitando assim os paradoxos neles bas&aidtaressante observar
gue as exigncias acima a respeito dos tip@o3gnais fortes do que a simples restagle que

“um conjunto rdo pode conter a si mesmo”: estiima r&o exclui,a priori, a possibilidade

de um conjuntoA ser elemento de um conjun® e de este, por sua vez, ser elemento do
primeiro, ao passo que as corikg acima tornam impasel tal configurago. Generalizando
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essa observap, a condigo 2 acima implica que, para qualquer i@tria de conjunto€; €
Cec---e€Cyi# =G #C;.

A teoria previa tamém o primeiro tipo, ou o tipo mais baixo: aqueles que delecimss
seriam, portanto, os elementos dos conjuntos do segurdh as quais, por sua vez, perten-
ceriam aos conjuntos de terceirtvel, e assim por diante. O @prio Russell, pdrm, afirmou
gue o que era relevante do ponto de vista da Matea eram o$ipos relativosentre os con-
juntos, istoé, a rela@o de superioridade entre os tipos a eles associados. Agtoplissog
interessante destacar que, seguindo a detimptre os tipos, Russell distinguia taamnbentre
as proposiges: aquelas cujas vaxieis se referiam a objetos do primeiro tipo eram chamadas
proposi@es de primeira ordepaquelas que se referiam a objetos do seguindd,proposi@es
de segunda ordepe assim por diante. D&ieram a se originar as classes dgitas modernas:
nas bgicas de primeira ordem, as \@areis quantificadas indicam elementos do doo) nas
de segunda ordemahami&m as va@veis que denotam conjuntos de elementos daciome
assim por diante.

4.2.2 As teorias axiomaticas dos conjuntos

Outra importante proposta de sdhacpara os paradoxos da Teoria dos Conjuntos foram as
teorias axionaticas dos conjuntosA primeira delas foi proposta por Ernst Zermelo em 1908,
0 mesmo ano em que Russell pdspa sua Teoria dos Tipds.Como vimos anteriormente,

a situa@o criada pelos paradoxos exigia que fosse especificade pr@riedades definiam
e quais @ao definiam conjuntos; @m disso, o @prio conceito de conjunto dado por Cantor
era impreciso: “uma col@p, considerada como um todo (igpumunico objeto), de certos
objetos bem determinados das nossas pe#oepg pensamentd® A abordagem axioética
veio justamente para eliminar estas imprées ela deixava de lado a tarefa de definque
eramconjuntos, se restringindo a especifiqaris existiane que propriedadesles tinham-!

Os axiomas de Zermelo eram apenas sete, dos quais o terexmma da separap,

9Tradugo do artigo em [35], fgs. 199-215.

10[35], pag. 200.

Essa abordagem arlogad adotada por Peano em rélagos imeros naturais (veja a $ex2.2, @g. 31).
Esteé, na verdade, um traco caragséico do nétodo axionatico: os conceitos primitivoge deixados indefinidos,
sendo caracterizados apenas pelas propriedades a eletamptyags dos axiomas; estas, por sua vez, passam a
ser oslinicos pressupostos em que um argumento pode se baseah@gaa & alguma conclés. Nesse sentido,
conceitos passam a ser, de certa forma, apema®s destitidos de qualquer significado. Naturalmente, ainda
se pode atribuir sentido a eles, mas isso passa a se dar ppdeneimanterpreta@o; alem disso, interpretégs
diferentes podem atribuir significados diversos a um megmnoeaito. Um bom exemplo desse f@@ncontrado
na teoria dos grupos: formalmente, gmpo & definido como uma estrutura mataioa que satisfaz 3 axiomas
basicos “abstratos”, mas eles podem ser interpretados emgate imeros inteiros, matrizes e diversos outros
objetos materdticos.
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era particularmente importante no que dizia respeito acsdpaos: basicamente, dados um
conjuntoC e uma propriedad®, ele garantia a exighcia de um subconjuni@p de C que
contivesse exatamente os elemento€ dpie possissem a propriedad® Esse axioma era o
substituto do pressupostogpaxionatico de que a cada propriedade correspondia um conjunto:
observe que ele garante a e&istia do conjunt€p desejado, mas somente no caso em ue |
se conhece um conjun@contendo todos os elementos que devem est@rearpossivelmente
outros; isso impedia a defirfig de um conjunto a partir apenas de uma propriedade, ewitand
assim a constr@p daqueles que levavam aos paradoxos. Outros axiomasrtagdrantiam

a exiséncia de um conjunto a partir de outr@sdonhecidos, mas apenas dois asseguravam
independentemente a exdstia de algum conjunto. Um deles, o segundo, garantia & egia

do conjunto vazio, e, a partir deste, por meio témbdos demais axiomas, uma infinidade de
outros conjuntos passava a existir. Por&i®em, isso aindado garantiria a exiéhcia de

um conjunto infinito: para tanto, haviaaxioma da infinidadenimero sete, que garantia a
exiséncia de um conjunt@ que possisse pelo menos o conjunto vazio e, para cada elemento
A seu, tambm o conjunto{A}; Z possiia portanto pelo menos os conjuntos{®@}, {{0}},
etc1?

A axiomatiza@o de Zermelo tinha, entretanto, suas linbes. Uma delas dizia respeéo
au€ncia de conjuntos cuja exéstcia seria esperada: se chamarmad&aeconjunto{0, {0}, {{0}},...}
e deZ1 o conjunto#(Z;), enfio cada um dos conjunt@,Z;,Z»,... tinha exiséncia ga-
rantida pelos axiomas, ma&mo conjunto{Zp,Z;,25,...}. Outra limitago dizia respeito ao
axioma da separag: nele, Zermelo fazia meag ao conceito dpropriedade definidao qual
era importante para eliminar certas classes de paradoxgsedadefinia de forma bastante im-
precisa. Emendas para ambas as lindiéscforam propostas por Abraham Fraenkel e Thoralf
Skolem, dando assim origedrteoria hoje conhecida como ZE€.

Em 1925, John von Neumann pfispoutra axiomatiz&p para a Teoria dos Conjunttss,
cujo objetivo era “dar uma apreserdacaxionatica logicamente inquestiamel da teoria dos
conjuntos”t® Um dos pontos em que se podia argumentar contra a axion@iziecZermelo
era a inexigncia de certas “totalidades”: nela, era pesisse provar, por exemplo, quém
existia um conjunto que possse todos 0s conjuntos; assindonhavendo objetos de outro

127ermelo deveu esse axioma a Dedekind, por causa do seu &e66fveja a pg. 20).

13As iniciais deZermelg Fraenkele Choice estalltima palavra em reféncia ao axioma da escolhaimero
seis na axiomatiz&p de Zermelo). Alguns dos principais artigos em que esses@ipsadores apresentaram suas
contribuiges esio traduzidos em [35], iniciando nagginas 199, 284 e 290.

MTradugo em [35], ;gs. 393-413.

150 sistema apresentado por von Neumann ([38g9 393-413) foi simplificado, revisado e expandido por
R. M. Robinson (1937), Bernays (1937-1954, 1958)del& (1940), e veio a ser conhecido como a teoria dos
conjuntos von Neumann—Bernays3de|”, ou simplesmente NBG ([35]ag. 394).
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tipo, a essa totalidade simplesmend®se era poseel referir. Esta situgp era diferente, por
exemplo, daquela na teoria de Cantor, onde, embora houvegeeci§io na distingo, haviam
as multiplicidades consistentes e as inconsistentes tanponrao apenas os conjuntos de fato.
A axiomatiza@o de von Neumann deu sudistia a esta distidp, que posteriormente ficaria
conhecida como aquela entr@njuntose classesem particular, todo conjunto era tagrh uma
classe, mas algumas classes, como a de todos o0s conjunt@stedons 0s ameros ordinais,
nao eram conjuntos. Outra importante vantagem da axiongabzie von Neumann em refag

a de Zermelo estava n@aimero finito dos seus axiomas—o “axioma da sef@rage Zermelo
era, na realidade, um infinitesquema de axiomag que, para cada propriedadehaveria
uma ver&o do axioma para ‘separ&p deC.16

4.3 Correntes de pensamento sobre os fundamentos da Ma-
tematica

No inicio do £culo XX, houve intenso estudo sobre os alicerces em queosava@m Ma-
tematica. Em grande parte, tais estudos consistiam numa caigio natural do desenvolvi-
mento da Matertica durante o fim doégulo XIX, pois foi ness&poca que o conceito de
numero real foi definido em termos do demero natural, que este por sua vez foi definido em
termos de conjuntos e que a teoria desiésnos foi estabelecida. Entretanto, a necessidade
de se investigar os pressupostos mai#ros mais bsicos foi tornada urgente quando os pa-
radoxos da Teoria dos Conjuntos vierantona: afinal, eles colocavam eravitla a pbpria
credibilidade dos resultados da Mat&tina, aos quais normalmente estavam associadas certeza
e corre@ol’ Assim, foi iniciada uma busca por meios de se conferir maigusanca aos teo-
remas mategticos, e atra@s dela surgiram importantes correntes de pensamentoestoedps
fundamentos dessaéeicia.

4.3.1 O logicismo de Frege e Russell

O logicismoé uma corrente de pensamento que defende a tese de que aesatddMa-
tematica §.0 taml@m e apenas verdades dagica, no sentido de poderem ser verificadas sem a
necessidade de se recorrer aos fatos que ocorrem no mundseusrtrabalhos, Frege enuncia
essa tese para o caso particular da Agtina, e, na tentativa de verifida, foi levado a criar

16Nzao & posével, entretanto, se obter um conjunto finito de axiomas gjglsgicamente equivalente a ZFC.
(Richard MontagueContributions to the Axiomatic Foundations of Set The@85b7, Universidade da Cabifnia
em Berkeley, tese de doutorado.)

"\eja, por exemplo, o comeitio de Hilbert em [35], fag. 375, petiltimo paggrafo.
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a suaBegriffsschrift Entretanto, Russell descobriu que o sistema formal ddtitaa, na sua
versao mais elaborada [10], era inconsistente. A falha destoper Russell foi a de que o
paradoxo que leva o seu nome podia ser reproduzido no feamalkem quedid: assim como
nao se pode associar a toda propriedade o conjunto dos etesroprg a possuem, tagin a
estipula@o de Frege de que a toda fa@acde primeiro fvel corresponde um curso-de-valores
(exten§0) leva a uma contradig. Frege chegou a propor uma modifiaglo seu axioma V,
onde residia o problema, mas esta foi posteriormente dderadasser insuficiente para conferir
consiséncia ao sistemt

A inconsiséncia descoberta no sistema de Frege destruiu aquilo quengi®enava que
fosse uma vindicap concreta da tese logicista, uma vez que a traogie um conceita sua
exten§o era central na sua proposta de fundaméota@ara a Aritrtica. Entretanto, outros
apresentaram propostas de contorno aos paradoxos na d@esr@onjuntos, e, dentre esses,
Russell utilizou a sua (Teoria dos Tipos) para continuar estdue uma tal demonsteéag
O resultado dessa busca veio a ser a ¢hiacipia Mathematicg27], co-escrita com 0 seu
antes orientador e depois colaborador Alfred Whiteheads 8&s volumes foram publicados
de 1910 a 1913 e continham dedae rigorosas de resultados da Teoria dos Conjuntos, da
Aritmética e da Aalise, entre outros assuntos, todas baseadas num pequgunotcale axi-
omas. Em relago aos trabalhos de Frege, as demon8&ad presentes eram, no conjunto,
bem menos rigorosas, mas, por outro lado, apresentadastagamsuperiot® Essa obra foi
um marco para a gica Matenatica, em particular, por ter sido uma demonstcagasta do
poder expressivo dagica formal, e por essa mesmadazserviu de eshulo para o estudos
posteriores sobre sistemas formais em geral. Enquanteaddéetese logicista, entretanto, os
Principianao alcangaram o objetivo planejado. A@aZoi que dois dos pressupostos em que
eram baseadas as suas déesg osaxiomas da infinidade e da reducibilidagderam de forma
geral considerados com@a sendo de cater puramentedyico2°

Com a falha da obra de Russell e Whitehead em atingir o idealdtai@ possibilidade da
sua realizago continuou sem prova interessante observar que as falhas das duas tentativas
logicistas acima mencionadas@sdiretamente ligadas. Frege tinha plena cémsia de que,
para se atingir o seu propito, a exigncia de infinitos ameros era algo que tinha que ser

8550 foi feito por Stanistaw Laniewski, aps o falecimento de Frege (veja [13Jag xlviii, e (http://
www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Frege.html)). A comunica&o entre Russell e Frege
sobre a descoberta do paradaxeeproduzida em [35],4ms. 124-128, e a disc@ssfeita por Frege sobre a
inconsiséncia do seu sistema em [13hgs. 127-143.

Bveja [13], pag. vi, e [20],significance of Principia Mathematica

201sto &, foram considerados como expressando afibempara as quais faltava uma justificativa c@ie recor-
resse a verificdips de fatos que ocorrem no mundo. stearticularmenteaiil de se verificar quanto ao axioma
da infinidade, que basicamente afirma que existe uma qudatidinita de objetos distintos.
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provado?! De fato, a sua teoria apresenta uma tal prova, que entre@btseia em um axioma
forte demais, no sentido de que leva a cont@ekc & nosPrincipia a rdo obtengo de uma
maneira de se provar a eX@scia de infinitos ameros partindo-se de pressupostos puramente
l6gicos levoua necessidade de se incluir esse fato entre os axiomas g teque consistia
numa violag&o imediataas restries logicistag? E interessante ainda comparar esltama
situa@o com aquela da teoria axi@atica dos conjuntos proposta por Zermelo. Nesta, o axioma
da infinidade tamém estava presente, e, entretanto, is8mia contra os objetivos da teoria. A
razao para tanté que o objetivo de uma teoria axiatica dos conjuntosfornecer pressupostos
(sobre conjuntos) que sejam suficientes para servir de lmseopdesenvolvimento desta e
outras teorias matesticas—naturalmente, esses axiomas deveméemger consistentes, pois
nao se deseja ter teorias baseadas em sufEssopntradérias. Dessa forma, os pressupostos de
uma teoria axioratica sobre conjuntos—oulmeros naturais, ou grupos, ou quaisquer outros
objetos matemticos—esdo sujeitosa restri@o de serenmatematicamente plaiyveis isto €,

de, por assim dizer, consistirem em verdades matieas lasicas, o que, a priorigo os obriga

a serem considerados taémhlogicamente platseis ou seja, verdadeségicas sicas’®

4.3.2 O programa formalista de Hilbert

Em 1899, o mateatico alendo David Hilbert props uma axiomatizap rigorosa para
a Geometria, apresentando témbumaprova relativa de consiéhcia desta em rel&p a
Analise?* Em 1900, Hilbert apresentou uma axiomat&atamiém para a Aalise, cuja con-
siséncia poderia ser reduzidauela da Aritratica. No caso desfatima, poém, outra prova
relativa de consigéincia parecia bem mais tifl de se obter, pela falta de uma teoria mais sim-

2l\eja [12], pag. 91.

22Em [35], pag. 182, A um comeriirio de Russell a respeito da impossibilidade de se provaistecia de
uma classe infinita a partir apenas dos pressupostos da TeariTipos.

23A |uz desse contraste, portanto, fica claro que a tese ltgidis que “a Matedticaé parte da bgica” &
mais forte que a de que simplesmente atipa materatica consiste num desenvolvimenégico baseado em
pressupostos matexticos. Para verificar esfdtima, seria suficiente uma reescrita dos teoremas nadiers
existentes estritamente baseada em axiomas ratiters (como, por exemplo, os de ZFC) e regras deénfga
conhecidas dabbica. Em vista do$rincipia Mathematic& outras obras doégero, como a mais recenterie
de livros do grupo Bourbaki, a possibilidade de uma tal méasparece bastante pldusl, sendo as dificuldades
envolvidas de ordem basicamentatira, associadasextendo de uma tal empreitada.

24Em outras palavras, ele mostrou que, se uma confragigdesse ser derivada a partir dos seus axiomas para
a Geometria, edb uma tamém poderia ser encontrada nadlise. Essa obra (qua psa em donmio pablico:
(http://www.gutenberg.org/etext/17384)) foi de grande impoéncia para a Geometria, em particular de-
vido a sua abordagem puramente axéita. Por sua vez, a abordagem axabica de Hilbert, que viria a ser
central tambm em seus trabalhos futuros, foi fortemente influenciaddjmoitz Pasch, mateatico alendo que
defendeu o ratodo axionatico como forma de eliminar pressupostos intuitivos dasigiies materaticas e assim
esclarecer as relaes de deperthcia bgica entre os seus passos (veja [8&fpomatics perfected



77

plesa qual se realizar uma redag?® Assim, Hilbert passou a buscar urpsova direta de
consisénciapara a Aritnética, tendo inclusive incldo a questo na sua famosa lista dos prin-
cipais problemas mateaticos daépoca, tamém apresentada em 1900 [16]. Pouco depois,
entretanto, o paradoxo de Russell ficou publicamente camtvezicom isso o problema da con-
siséncia da Mater@tica mais alarmante. Em 1904, Hilbert apresentou um esthmgeu ponto

de vista a respeito de como o problema deveria ser abordadtm ge vista esse que ele viria
a novamente apresentar, desta vez de forma desenvolvita, ®tie de artigos de 1917&b

fim da cecada seguinté®

Hilbert acreditava (segundo ele, seguindo Kant) que o Golatda Materatica tem verdade
garantida independentemente dagica, e que, em vista disso, estorpoderia por si®ga-
rantir a correg@o dos resultados daquela—sua tese era, portantoadasiuela do logicismo.
Ele acreditava que as contradgs encontradas na Teoria dos Conjuntos tiveram origem em
usos iledtimos das regras de infemcia dadgica, mais especificamente, ri@orobservago de
condigdes necesgias para o seu uso. Para explicar o seu ponto de vistazelsdale exemplos
elementares da Aritética. Nesta, argumenta ele, 0os objetos de estéBd@snumerais como
“17, “11” (2) e “11111” (5),%’ e nbs tamt@m fazemos uso dérsbolos como “+”, “=" e *>”
para transmitir informaies. Assim, por exemplo, “2 3" representa 0 numeral que se @it
pela justapos#o dos numerais “11” e “111” (“11111"), “3 2+ 1” comunica o fato de que “3”

e “2+ 1" representam 0 mesmo numeral (“111") es2” que “11” (2) € um segmento pprio

de “1111” (4). Agora, a corré&p de brmulas como “4= 2+ 3" (falsa) e “5> 2" (verdadeirap
prontamenteverificavel pois, mesmo que as expréss fossem extensas, a tarefa indubitavel-
mente consistiria numa aplicagfinita de passos de verificag?® Era sobre premissas dessa
natureza que Hilbert achava que devia ser aplicada um&idia, se esta devia ser considerada
segura:

“Se infeléncia bgicaé para ser cordével, tem que ser pos®l examinar esses
objetos completamente em todas as suas partes, e o fato diegoeorrem, de que
eles diferem um do outro, de que eles seguem um ao outro, & @stcatenados,
e imediatamente dado intuitivamente, juntamente com astadjcomo algo que
nem pode ser reduzido a alguma outra coisa nem requeraed([35], pag. 376).

25Em vista da teoria arit@tica de Dedekind, poder-se-ia argumentar que uma #edpgderia ser feita Teoria
dos Conjuntos. Isso veio, de fato, a ser feito por Zermel@g),9mas a dificuldade se transferez@npara esta
teoria.

26Alguns desses artigos @stem [35], gs. 129-138, 367—-392 e 464—-479.

271, Esta conceg@p de Hilbert, de que os numeraBosos objetos em considetage de que em si elesio
tém significado alguné contériaa de Frege: compare [35], p. 377, e [13gs. 10,1 e 32. 2. Hilbert considera
numerais como “2” e “5” como sendo abreVigs.

280utro exemplo de expres de caater finitario & “P(30)”, com “P” representando o predicado “ser utmmero
primo” ([37], 2.2).
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Ainda assim, entretanto, nem toda ir#fiecia bgica aplicada a premissas consideradas
como sendo de cater fini@rio leva a conclui®es da mesma natureza. Hilbert cita o seguinte
exemplo: se € um rumero primo qualquer, digamos, 3, @0& posével provar por meios
finitarios a afirmago “existe um fmero primo>p+1 e < p!+1". No caso, a aplicéip
da quantificago existencial (exist& tal que ...) & limitada, e deve ser encarada como uma
abrevia@o de “ou 4 £ 3+ 1) € primo, ou 5 primo, ou 6é primo ou 7 £ 3!+ 1) & primo”;
atente para o fato de que esiléima afirma@o & imediatamente verifavel. Agora, tentemos
aplicara primeira afirma@o o conhecido &todo de infegncia pelo qual podemos inferiA® a
partir de “AA B”: isso nos levaa afirma@o “existe um amero primo> p +1”. Esta infeéncia,
apesar de poder parecer inofensiva, nos levou a uma afiae Ao € finitariamente veri-
ficavel, uma vez qué impossével analisar-se todos odimeros naturais em uma quantidade
finita de passos.

Para contornar o problema em qu@stHilbert projfge uma atitude aloga a outras en-
contradas na Mateatica: a introdugo deobjetos ideais Como exemplo, ele cita o caso da
geometria bidimensional (entre outros): inicialmente{iniEos objetos realmente existentes
sS40 0s pontos e as retas. Em particuéarerdadeiro o fato de que, dadas duas retas (distin-
tas), elas@m no naximo um ponto em comum, embora existam aquelas sem irderatguma
(paralelas). Da sao acrescentados ao sistema pontos e uma reta “no infingdgroha que,
para todo par de retas (distintas), passa a haver exataomargento de intersé&p. Com isso,
alem de as reldies de conedo ficarem mais simples (sem ex6es), obém-se tamém uma
simetria entre ponto e reta-afjue tambm entre cada dois pontos (distintos) passa exatamente
uma reta—a partir da qual se chega ao importante Pitmda Dualidade da Geometria. Hilbert
propde enéo que, de forma dahoga, em adi@o asproposi@es matesdticas finiérias, sejam
consideradas tandin proposi@es materdticas ideais as quais nenhum significadimitario
estaria associado. Assim, dois objetivos poderiam sengdcibs ao mesmo tempo: primei-
ramente, utilizando-se as regras de iafmias de umalculo bgico formalizado, aplicadas a
axiomas bgicose axiomas aritraticos as provas mateaticas poderiam ser desenvolvidas de
forma rigorosa; em segundo lugar, as regras deénfga desseatculo poderiam ser aplicadas
normalmente, sem a restig de sempre levar a sentencas 3irnas.

Agora, dada a de@® acima de se considerar ta@nb as proposiies materaticas o fi-
nitarias, o propsito de Hilbert, como &taqui apresentado, pode parecer simplesmente o de
embutir a Aritneética numadgica formalizada, incluindo nessa formalizags axiomas ma-
tematicos poprios daquela teoria; em particular, o ponto de vistadiiutpode parecer des-
cartavel, e a doutrina de Hilbert apenas uma modifiwago logicismo. Isso, entretanto, &st
longe de ser verdade. Hilbert sabia que, ao decidir pelo @sodsistemaigico formal, ele es-
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tava essencialmente escolhendo utilizar uma forma ewstiite rigorosa do atodo axionatico.
Além disso, nenhuma axiomatiZag por mais rigorosa que seja,&Btre de contradiges: a
propria obra de Fregé um exemplo desse fato. &h da reescrita formal, portanto, se fazia
necesaria umaprova de consigincia Nesse momento, voltamos a um ponto anterior, em que
era procurada uma prova de corésigtia para a Aritratica. Hilbert tem er@o uma perce@o
fundamental: ele verifica que, uma vez que uma teoria se r]adonmalizadaé posével con-
side&-la rho mais do ponto de vista que engloba os seus objetos e gsa®ktre eles, mas
sim de um ponto de vista “superior”, em que 0s objetos passsenas proprios $mbolos do
calculo formal e entre os quais passam a se dar as@ekaque 8o alvo de estudo. Surge ant

0 conceito denetamater@tica: uma teoria mateatica cujo objeto de estudoa pbpria ma-
tematica formalizada. Ainda assim, f@n, restava a quegi de como se provar a congistia

de uma teoria arit@tica formalizada. Hilbert edb observou que, em uma teoria contradk,
tomando-se por base as regras de @riera cassicas, toda afirmag se torna um teorema. Uma
maneira, portanto, de se verificar a corésisia de uma teoria seria descobrir se ela possui toda
afirma@o como teorema. Aplicando-se, @0t essa igiaa Aritmética, podemos concluir que
ela seria consistente se e somente se, digamos,2’Lnao fosse um teorema seu. A tarefa
estava, erdo, caracterizada.

Para Hilbert, paem, restava ainda um problema: uma prova de c@msis da aritratica
formalizada seria em si mesma uma prova matéra, a qual recorreria aosgmrios fatos ma-
tematicos cuja confiabilidade estava posta em qu®st pelo g& uma prova de cons@&icia
estava sendo procurada. Havia, portanto, a possibilidadeNMatenatica ser de fato inconsis-
tente, e de, por esse mesmo motivo, uma prova de cénsiat(baseada em prip@os contra-
ditorios) ser encontrad& enfio que o ponto de vista fiditio volta a ser de impdahcia: se, por
um lado, as infé@ncias mategticas em geral estavam sob suspeita, por outro, as corslas
gue se podia chegar por meio de afires estritamente firditias pareciam ser incontaseis.
Assim, umaprova finitaria de consigncia da aritnética formalizadaseria uma demonstrag
Ultima da corre@o dessa teoria.

Com essa discuds, a proposta de Hilbert foi eéad apresentada. Em resumo, 0s seus
objetivos eram:

1. Realizar uma reescrita formal da Arética.

2. Obter uma prova firéiria de consi&incia da aritratica formalizada.

E interessante observar que, desse ponto de vista, o iotgitivo foi inusitadamentgtil,
uma vez que o prdsito de uma reescrita formal dos teoremas da Aiitva deu objetivi-
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dadea ideia de uma prova de congscia—afinal, sem a conside&a;de um sistema formal,
composto por um conjunto d@&ngbolos fixo e regras de infencia bem determinadas, @pria
concepé@o de uma prova de congstiaé dificultada. Outro fato digno de mewe o seguinte:
uma prova finiéria de consig&ncia da aritratica formalizada poderia ser taégrh um resultado
pertencent& popria Aritmética, dependendo dos conceitos a que ela recorressse;casss
ela seria er#to uma prova dauto-consisncia da Aritnética

A doutrina acima exposta ficou conhecida coomrograma de HilbertO conceito de me-
tamatenatica nela desenvolvido e as suas invesfigagsobre quedes de consiéhcia, comple-
tude e indeperghcia consistiram no inio daarea que ele mesmo batizouTkria da Prove?®
O objetivo tltimo da doutrina, entretanto, uma prova fania de consigéncia da aritratica
formalizada, foi demonstrado ser inatimgl no iricio da cecada de 1930, como veremos na

seqiéncia.

29\eja [35], pag. 473: “.. according to my proof theory.”..
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5 A décadade 1930

Neste cafiulo, a0 analisados dois importantes trabalhos ddébe Turing, os quais for-
neceram respostas duas principais quéss do programa de Hilbert.

5.1 Aincompletude de ®del

O desenvolvimento da matétita rumo a uma maior pred® levou ...a
formalizago de grandes partes suas, de forma que se pode provar quakue
orema usando nada @ de umas poucas regras raeicas. Os sistemas formais
mais abrangentes que foram organizadds afjui §0 0 sistema d&rincipia Ma-
thematica .. e o sistema axioatico de Zermelo-Fraenkel para a teoria dos con-
juntos ... Esses dois sistema@®dao abrangentes que neles todos dastados de
prova hoje utilizados na matética eséio formalizados, ist@, reduzidos a uns
poucos axiomas e regras de indecia. Poder-se-ia edb conjecturar que esses
axiomas e regras de infencia sejam suficientes para decidir qualquer gaest
matendtica que possa ser formalmente expressa nesses sistegrasm&strado
abaixo que essedw € o caso. . .([35], pags. 596,7).

Em 1931, o mateatico austiaco Kurt Gddel publicou um artigo intitulado “Sobre proposi-
¢cOes formalmente indediekis doPrincipia mathematica sistemas relacionados I” [14]. Esse
trabalho posteriormente seria reconhecido como um mardtistiaia da Logica Matenatica,
tanto pelos importantes e fecundos resultados nele cengjdanto pelos Btodos utilizados
para obé-los, que vieram a se tornar ferramentas padiearea. Em particular, ele mostrou que
0 objetivo principal do programa de Hilbert, uma prova fina de consigncia da aritratica
formalizada, era inatirigel. Na segjéncia, apresento aééh geral da argumentag e pontos
importantes relacionados.
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5.1.1 Numera@o de Gdel

Como mencionado anteriormenteéafp 79), os objetos de estudo da metamatera §0
as provas mateaticas formalizadas, as quais, éiftima aralise, consistem em ségncias de
simbolos. @Gdel concebeu eab uma maneira conveniente de se lidar com esses objetos: a
eles seriam associado@meros, e estes seriam manipulados no lugar dagtidlasa que isso
fosse vavel, entretanto, &s condifes teriam que ser satisfeitas: (1) para gae houvesse
ambigiidade, objetos metamatéticos distintos deveriam ser associadosimeros tamém
distintos; (2) dado umdmero qualquer, deveria ser pon&d descobrir se ele estava associado
a algum objeto, e, nesse caso, que objeto seria esse; pordimcgpalmente, (3) a numerag
deveria ser ‘estruturada’ o suficiente para garantir a nidettijlidade dos ameros resultantes.
Como a terceira condip foi satisfeita sé mostrado nodpico seguinte; com relagas duas
primeiras, observemos primeiramente que provas forntdz@odem ser consideradas como
sendo seggncias de drmulas, e que estas por sua v@ép sipenas sé&@ncias de isnbolos.
Godel en&o associou umimero distinto a caddrabolo que poderia ocorrer numarinula?

Simbolo: 0 f - v V ( )
Nimero: 1 3 5 7 9 11 13

Em adig@o aos Bnbolos acima, vagiveis tambm poderiam ocorrer, e a cada uma das infinitas
delas foi associado umimero primo maior que 13x;-17, x> - 19, etc® Dado um rfimero
gualquer, portanto, era pdgsl saber se ele estava a associado a algonbdao e, estando, que
simbolo era esse.

Para se numerar a@rinulas, a principal dificuldade reside em se encontrar uareeira de
combinar os imeros associados adsndolos que as congm de forma a associatimeros
diferentes a Grmulas diferentes. @ilel fez ero uma bela aplicép do Teorema Funda-
mental da Aritnética* dada umadrmula consistindo na s&@ncia de Bnboloss;s;...s,
chamando-se dag,ny,...,nx 0S rumeros associados a ess@nl®los, podemos associar o
namero 2:.3"%. . pL‘k a formula em queéb, comp; representando ie€simo rumero primo.
Utilizando-se essa atribi@, quaisquer dua®ifmulas de tamanhos distintodosassociadas

LA “conveniéncia” seria manipular objetos de propriedades bem coth®¢ds imeros naturais).

2Veja [35], pag. 601. O formalismo utilizado no artigo dé@| foi basicamente aquele @incipia mathe-
matica Na tabela acima,~ e 'V’ séo os equivalentes modernos dos originaise ‘[’, e f representa a fudp
sucessor dos axiomas de Peano (vejag B2).

3|ssoé, na verdade, uma simplifigag da numeraip original, pois as vaiveis do formalismo de @lel pos-
suam cada uma urtipo, que era um @imero natural e tan@m era codificado. Para a presente ex@msipoem,
issoé irrelevante.

4Esse teorema afirma que todamero natural pode ser unicamente decomposto como um proeoéncias
de rimeros primos.
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a numeros tamém distintos, assim como quaisquérrhulasg e ¢y de mesmo tamanho mas
distintas, & que estas certamente diferem em pelo mendsfiado, e portanto osiimeros a
elas associados difegio no expoente de pelo menos dnrero primo; &m disso & possvel
verificar quando um tmero natural qualquer consiste num produto démpaas de&k primei-
ros rumeros primos, para alguky e quando os expoentes dessagpoias correspondem aos
simbolos do formalismo.

Numeradas afmulas, resta apenas numerar témbas provas. Agora, cComo uma prova
consiste numa sé&gncia de frmulas e como a cadarinula ja foi associado umimero, pode-
se simplesmente repetir o procedimento utilizando antegate: dada uma prova consistindo
numa segéncia de dbrmulasf,f,... fy € sendong, ny, ..., Ny 0S Mimeros associados a essas
formulas, podemos associar amero 21.3%. .. pL"‘ a prova em quedb. Como antes, a
numera@o é inambgua, e, dado umimeron qualquerg facil descobrir se ele éstissociado
a alguma prova oudo, e, estando, quaid® as érmulas que a configm. Nesso momen@®
possvel perceber-se a beleza da e€igi em quedib: ela pode ser aplicada iterativamente a
tantos fiveis quanto se queira, e por isso varalaé mesmo da necessidade presénte.

5.1.2 Fun@es recursivas primitivas

Foi mostrado acima como os objetos de estudo da metaraterpodem ser mapeados nos
nimeros naturais. A tarefa seguir@eintuitivamente, descobrir como manipular talsnmeros
tendo em vista os objetos por eles representaddslel® fez atrags dafungdes recursivas
primitivas, que ele chamava simplesmente de “recursivas”. Essa®dargpareceram inici-
almente na teoria aritatica de Dedekind, quando ele mostrou que espedifesagecursivas
sobre os fimeros naturais determinavam fdes sobre essesimeros de forma consistente e
nica® Aplicado ao caso particular da Arigtica, o resultado mostrado por Dedekind foi o de
que, dados € N e u: N — N, existe uma e apenas uma faog : N — N tal que:

¢(0)=n
¢(i+1)=pu(e())

Agora, na teoria de Dedekind,(mica fun@o u: N — N inicialmente conhecidé aquela as-
sociadaa piopria defini@o do conjuntdN, queé a fun@o sucessor (veja a&ag. 22, def. 73).

5E interessante observar ainda que, por essa mesméagitratl alguma obtida modificando-a ligeirameste,
pos$vel obter-se numerégs que &o apenas associaraimeros diferentes a objetos diferentes mas pertencentes a
um mesmo ‘iivel’ (o nivel dos $mbolos, o iivel das brmulas, o iivel das provas, etc), mas que taénbassociam
nimeros diferentes a objetos diferentes quaisqueréigt@o necessariamente pertencentes a um mesrab n

6Veja 0 teorema 126,4y. 25, e tamém o comeridrio em [35], fag. 493.
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Assim, as funges que inicialmente se pode obter pelo esquema aéimdeterminadas exclu-
sivamente pela escolha démeron. Contudo, uma vez que esse primeiro grupo de desc

€ obtido, pode-se com base nelas definir novastfescas quais por sua vez levam a outras
mais e assim sucessivamente. Assim, por exemplo, klads, & possvel obter-se a furigpp k*
exclusivamente por meio desse esquema de r&etirs

+k(0) =k xk(0) =0 K\(0) =1
k(i +1) = (k) | xk(i+1) = +k(xk(i)) | K (i+1) = xk(K"(i)).

O exemplo acima mostra que diversas figg podem ser criadas desta maneira, maséamb
deixa claro que a rest@p a fun@es de umainica varavel & indesejvel. Vimos acima, por
exemplo, quee possvel, fixado umk € N, obter-se a furipo que som& a qualquer amero
natural, mas issé bastante diferente de possuirmos umadiorg(x,y) que calcula a soma de
gualquer par delmeros naturais.

Posteriormente, Thoralf Skolem desenvolveu o estudo da®és obtidas por esquema
de recurgo. Diferentemente de Dedekind, que investigou os aliseeoe que se apoiavam
as defini@es recursivas, ele as considerou do ponto de vista das @ics@es. Em particu-
lar, ele mostrou que elas poderiam ser utilizad&s apenas para calcular o valor das fieg;
aritméticas comuns, mas tamn para representar predicados. Se, por exemplo, denatarmo
porD(x,y) o predicado X & divisvel pory”, entdo podemos estabelecer que

D(x,y) £ 3n(x = yn),

com a observaip de que a soma e a igualdade podem ser definidas recursfegoiaserve que
Skolem p trata de fun@es com mais de uma vaviel). Agora, observemos: as furgs definidas
pelo esquema de rec@s de Dedekind possuem a propriedade de que, dado um argument
poss$vel calcular-se o valor da fuag em um @mero finito de passos, apenas seguindo-se a
propria defini@o recursiva da furdm. No caso da defirp que foi sugerida para a redaxg
de divisibilidade, pa&@m, o processo de verificag rao € finitario, pois a vaaveln varre todo

0 conjunto dos ameros naturais. Nesse caso, portanto, a défingpresentadaan tem o
mesmo caater das defini@es recursivas anteriores. Esse f&atpoém, facilmente contoavel,
bastando para isso observar-se que, para o$gitog da definigo em quesio, a varaveln nao
precisa percorrer todos ofmeros naturais: se houver urameron tal quex = yn, enfio esse
nimero certamentedo sed maior que o @prio x. A relaggo em questo pode, portanto, ser

’No primeiro esquema de recéis X' denota 0 sucessor de(veja a [@g. 19), ek &€ uma abrevido para o
k-ésimo sucessor de 0.



85

assim redefinida:
def
D(x,y) = J1<nex(X = yn).

Com essa nova defirdag, o predicado em qu@st passa a sdinitariamente verifiavel isto

e, dados doisimeros quaisqueg posével decidir se um delesg ou rao dividvel pelo outro
atra\es da realizégo de um amero finito de passds.Skolem mostrou que o mesmo pode
ser feito em rela@o a outros predicados, e empreitoldenima fundamentag da Aritnética
baseada no “modo recursivo de pensamento”—posteriormentecida como “Aritratica Re-
cursiva Primitiva’—como uma alternatieauela baseada na axiomati@agla Teoria dos Con-
juntos?

Tomando er@to como base esses desenvolvimentos anteriofdelGtilizou as funges
recursivas (primitivas) para manipular a Arética formalizada® Primeiramente, ele forneceu
uma defini@o precisa para elas, que se tornou padr

1. Afungao Oaria¢() = 0 e a fun@o sucessap (x) = X' sao recursivas (primitivas).

2. Sen,ni,Ne, ..., Nk sao fun@es recursivas (primitivas), &

¢ (x) = n(ni(za), N2(x2);- - -, Nk(xx))
tamhkem oé.

3. Sey e u sao fun@es recursivas (primitivas), é&d a fun@o ¢ definida por

¢(0,x) = Y(r1)
¢(i+Lx)=p(i,¢(ir)r2)
tamkem oé.
4. Uma fun@og¢ € recursiva (primitiva) se e somente se existe umaésezgiag1, ¢o, ..., px =

¢ tal que, para todq ou ¢; € uma das duas fuies iniciais ole obtida por compos#p
ou recur@o a partir das furies anterioresf(y, . .., ¢i_1).

8Ainda assim, pd@m, o predicado em quést rfio esh escrito na forma de recéms esperada, em que uma
funcio & definida em termos de sigpria. E posével, entretanto, definir-se uma fulim recursiva para fazer o
papel do quantificador existencial limitado, de forma queedjgado em quedbd pode ser reescrito de forma
“puramente recursiva”.

9Tradugo do artigo em [35], &igs. 302—33. Com relag a opin&o de Skolem sobre a fundameritaga
Aritmética baseada na teoria dos conjuntos axiomatizada, \Ejgogys. 299-301.

10Hjlbert e Ackermann tarém ja haviam feito estudos importantes a respeito; veja [3sp493 e 593. Em
particular, Hilbert estudou extebss do esquema de recaiosque permitiam furlies receberem outras fuies
como argumento, e criou uma hierarquia de fieg;definidas ei. Nessa hierarquia, as fuigs hoje conhecidas
como recursivas primitivasie do tipo 1, e Ackermann conseguiu obter um exemplo dedfudo tipo 2, istc,
um exemplo de furip (definida sobr&) que, em particular, @ & passel de ser definida segundo o esquema
recursivo primitivo (veja a@g. 93 a seguir).
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Esse esquemauma re-escrita daquele apresentado pieb(veja [35], @g. 602). As letras
alenBis acimado um artifcio para representaruplas de vaaveis:y represent®y, X, ..., X, €
rj representa uma “sub-tupla” qualquerde E interessante observar queéral da operaip
de recurao em si, tamémeé includa a de compos#p de funfes, ques parte importante da
definicdo.

Tendo tornado precisa a ring de fundes recursivas (primitivas), @@el segue para fazer
o caminho inverso em relag ao que foi feito anteriormente; em particular, ele congtre-
dicados recursivos (primitivos) para, dado, utnmero, determinar se ekeou r&o o rumero
associado a algum objeto metamadético (uma va@avel, uma érmula, uma prova, etc). A
constru@o desses predicados depende da maneira condonaslas 80 constridas na lingua-
gem formal, mas a &la khsicaé a de usar o quantificador existencial limitado (como expli-
cado acima) para “buscarimeros satisfazendo determinadas propriedades. Suposhpaon
exemplo, que desejamos construir um predica@lx,y)” para informar sex e y S0 ou r&o
numeros associados arfmulasg e ¢ Vv , respectivamente, de forma quedarmula associada
ay poderia ser obtida a partir daquela associadpela regra de introd@p da disjungo. Nos
podemos efdio construir esse predicado da seguinte maneira:

P(x,y) Z'Form(x) A 3oy (Formz) Ay = xx 27 x 2).
Na expresdo acima, o iamero 7 corresponde adngbolo /', conforme a tabela dagy. 82.
Agora, lembrando que dimero associado a umarfnulas;s; ... s foi 2™ -3%. ... p (onde
Ny,...,NK SA0 0S Mimeros associados adebolos dessaimula), endio, se quisermos construir
uma ‘formula’ composta por umimbolo ‘s apenas, o imero associado a ela 862’ (sendo
n o nimero associado g); disso segue que’2 o riimero associada sediéncia de anbolos
(unitaria) ‘v'. Na definigdo acima tamém esh presente o predicado ‘Fofn)’, que informa se
0 nimeron esé associado a algumarmula ou @o. Por fim, tamém ocorre a furéo “«(m,n)’,
gue, dados doisinmerosm e n associados a sa@nciasa; ...am € by...b,, respectivamente,
calcula o limero associada sedjiénciaa; ...ambs ... by, obtida a partir das duas anteriores
por concatendp. Dito isso, bs podemos efb compreender a defigig acima:P(x,y) se&
verdadeiro se e somente (1) Gmerox estiver associado a algumarmula ¢, e (2) existir
um rnimeroz (menor quey) tal que (2.1)z tamkem esteja associado a algun@ariula y, e
(2.2) y seja o imero associada expresdo resultante da concatedacde ¢’, ‘V' e ‘.
Naturalmente, para que o predicad(x,y) pudesse ser assim definidd@rias outras furiges
recursivas (primitivas) foram utilizadas, e, num caso oetag todas teriam que ser definidas
previamente. Observemos, por fim, que a quantifioata vardvel z foi limitada ao valor de

HEsse artifcio foi posteriormente substiido pelo uso das fuiigs de proje&o; veja [4], fgs. 43 e 239.
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y: de fato, sez ey esto associados &fmulasy e ¢ V ¢, respectivamente, € 0 primeiroé
necessariamente menor que o seguiido.

5.1.3 Idéia geral da prova de incompletude

Tendo definido umaésie de fun@es recursivas (primitivas) que lhe serviriam como meios
de expres®o sobre objetos metamataticos, @del seguiu rum@ demonstraio dos seus re-
sultados. O primeiro deles, teorema V, estabelecia umartange observap a respeito das
fungdes recursivas (primitivas): informalmente falando, elestrava que toda tal fuag era
defirivel no formalismoP de Gddel. Como mencionado anteriormente, a linguagem foRnal
utilizada por @del (aquela cujosimbolos seriam o alvo da alise metamateatica) era uma
modificago inessencial daquela @®rincipia mathematic&® o que o resultado em quéstes-
tabelecia era, portanto, que essa linguagem era capazrdsepfar todoaculo feito por meio
de fun@es recursivas (primitivas). Mais precisamente aindagdeb mostrou que, para toda
relag@o recursiva (primitivaR(xy, ..., X,), existe um @mero naturaf que ‘codifica’ um certo
simbolo relacional da linguagem, e que, para todgpla de imeros naturaigay, .. .,an), (1)
seR(ay,...,an) for verdadeiro, e@o a brmula que resulta da aplicGg desseimbolo relacio-
nal aos argumentos em quisé demonstvel a partir dos axiomas @ e, (2) seR(ay, . . .,an)
for falso, endio a nega@o dessadrmulaé demonsfivel. Esse teorem@ altamente signifi-
cativo: tendo definido o conjunto de fugs recursivas (primitivas) mencionado naio do
paragrafo, @del havia mostrado que era pivgs expressar afirmées sobre os objetos da me-
tamatenatica predicando-se exclusivamente sobreloseros naturais; agora, com o teorema
em quesio, Gdel & um passo adiante e mostra queias relades metamateaticas, isto
e, fatos a respeito do sistema fornRalpodem ser expressas e ‘calculadas’ dentro épnow
sistemaP.

O proximo resultado demonstrado pob@l, teorema VIg o teorema central do seu tra-
balho. Nele, ele usa a seguinte defwc um conjuntdK de formulasé dito w-consistentese
e somente se a adig das brmulas deK aos axiomas do sistenianao fizer com que, para
algum predicad®(x), tanto a brmula—vxP(x) quanto asrmulasP(1),P(2),P(3), etc, sejam
demonstaveis. Todo conjunt& w-consistent& consistente, mas a ipooca rdoé verdadeira.

120 exemplo acima ilustra uma forma de utilizacde fundes recursivas (primitivas) para a manip@agie
objetos metamateaticos. Deve-se ter em mente, contudo, que a complexidadéveta nessa tarefabem maior
que a sugerida por essa exp@sicO predicado ‘Foriix)’ definido por Gdelé umotimo exemplo desse fatoan
apenas o aculo do limite superior da quantificag la encontrad@& complexo, mas a ppria concep@o da sua
forma teve de ser bastante engenhosa, dada a elabatagarefa (veja a defilfig do predicado em quéstem
[35], pag. 605).

13As modifica@es introduzidas na linguagem apenas “servem para sinapldiprova e o dispenaveis em
principio” ([35], pag. 599).
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Dito isso, o teorema VI afirma em que, dado qualquer conjunto recursivo (primitikodle
formulas que sejar-consistente, existendbfmulas¢ de P tais que nemp nem—¢ sao de-
monstaveis a partir dasofmulas deK (utilizando-se o sistemRB); mais especificamente, as
formulasg em quesio @m a formayxR(x), ondeR(x) & um predicado recursivo (primitive¥.

A condicao de que o conjuntl € recursivo (primitivo) significa que existe um predicado re
cursivo (primitivo) que informa, para toddimero naturah, sen codifica alguma dérmula
pertencente K.1° Atente para a observag de que agfmulasindecidveis istoé, as brmulas

¢ tais que nenp nem—¢ sao demonstveis, €m a formavxR(x), sendoR(x) um predicado
recursivo (primitivo); isso significa que a@rfnulas em queab o indecidveis mesmo sendo
poss$vel calcular-se em umimero finito de passos se, dado utmero naturah qualquer,
R(n) & verdadeiro ou falso.

O curso da argumentag usada para provar o teorema acima foi aproximadamente com
segue. Dado um conjunt como no enunciado, sef o sistema formal que obtemos adicio-
nando asdrmulas de&K aos axiomas do sistenfa Agora, chamemos daredicado uario uma
formula deP com exatamente 1 véaniel livre® Assim, dados um predicado o T (x) qual-
quer e um amero naturah qualquer,T (n) se& verdadeiro ou falso, ‘dependendo da deéini¢
deT(x)'. Todo predicado uario, poém, sendo umafmula da linguagem de, & codificado
em um rumero; logo, se um dado predica@i¢x) & codificado no ameroy, T (y) tamlem sea
verdadeiro ou falso. Definamos @nto predicad®(x,y), que sed verdadeiro se e somente
se 0s fmeros naturaig e y nao forem tais quégl) y codifique um predicado @mio T(z) e
(2) x codifique uma prova erfc para a brmulaT (y). Godel fornece uma defirip recursiva
(primitiva) para esse predicado, e isso significa que tahjtodadosx ey, & posével verificar
finitariamente s&)(x,y) & verdadeiro ou falso, quanto (2), pelo teorema anterior ¢\redi-
cadoQ é defirivel dentro do sistemB. Agora, sejgp 0 numero que codifica o predicadryy)
dado porvxQ(x,y); intuitivamente, estéltima formula significa “nenhum merox codifica
uma prova enbk paraT(y)”, ondeT (z) & o predicado codificado pgr ou ainda “a érmula
T(y) naoé demonstivel emPx”.1’ Disso, segue imediatamente quebaniulaP(p) significa
“a formulaP(p) naoé demonstivel emPc”, a qual surpreendentemente ‘afirma’ algo sobre si
mesma. Mostremos agora quesral disso, el@& uma brmulag com as propriedades mencio-

14Como foi mencionado, nem todo conjunto consisténte-consistente. Isso significa que a coldigecw-
consisénciaé mais forte que a de simplesmente coisisia, e que portanto uma vaosdesse teorema que exigisse
apenas estaltima seria uma vet® mais forte. Essa vets mais geral do teorema em quesfoi provada em 1936
por (John Barkley) Rosser ([4]ags. 230-5).

Em outras palavras, dada untarhula qualquerg posével decidir em um aimero finito de passos se ela
pertence ou &0 ao conjuntd.

16Gpdel as chama de fimbolo de uma classetlass sigir, [35], pag. 598.

7Observe que essarimula p réoé finitariamente verifiavel, pois verifia-la para alguny implicaria checar a
propriedade em quest para todo imero naturak.
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nadas no enunciado. (1) 8&p) fosse demonsivel emPx, enfo existiria um amero natural
n que codificaria uma prova paR{p). Disso, segue qu@(n, p) & falso, o que, pelo teorema
V, implica que a érmula—Q(n, p) & demonstvel. Agora, por defin&o, P(p) é a Brmula
YxQ(x, p), da qual segue, em particul®(n, p), que contradiz adrmula anterior. LogoFk
seria inconsistente, o que, pela supasigicial, rio é o caso;P(p) nao pode, portanto, ser
demonstavel. (2) Suponhamos agora quB(p) fosse demonstvel emPc. Como p foi de-
monstradoP(p) & indemonstvel, istoé, para todo amero naturah, n nao codifica uma prova
paraP(p), ou seja,Q(n,p) & verdadeiro. Pelo teorema V, portanto, segue que, parantodo
Q(n, p) &€ demonstvel (x). Agora, por supos#p,—P(p) & demonstvel, ou seja;"VxQ(X, p)

e demonstivel, o que, diante de:), levaa conclugo de queK nao & w-consistente. Esse,
porem, pela supos#@p inicial rio & o caso, com o que concluimos quB(p) nao pode ser
demonstavel. (3) Por fim, observemos quetarhulaP(p) & por defini@o a brmulavxQ(x, p),

e que, como mencionado anteriormel@éx, p) & um predicado recursivo (primitivo), C.Q.D..

O teorema VIé conhecido como primeiro teorema da incompletude dédz| pois ele
mostra que todo sistema formal com determinadas carstatasé incompleto, ou seja, possui
proposi@®es indecid/eis. Duas observaes §io importantes. A primeiraa seguinte: diante da
demonstrago de que existendfmulas indecit/eis no sistem#, poder-se-ia conjecturar que
esse ‘problema’ poderia ser resolvido pela adidessasofmulas indecitieis ao sistema, na
forma de axiomas. Como mostrado pelo enunciad&moisso ao & possvel: no momento
em que um conjunt& de formulas for adicionado aos axiomas do sistéima teorema ime-
diatamente nos leva a uma nova propasiindecidvel no sistemd .18 A Gnica possibilidade
de a adi@o de novos axiomas ao sisteavalidar a aplicago do teorema acima seria a de
0 conjunto dos novos axiomad&m ser recursivo (primitivo); isso significaria, pan, que Ao
existiria uma fung@o recursiva (primitiva) para, dada untarhula qualquer, decidir, em um
numero finito de passos, se ela pertence ao conjirda rao, e essa possibilidade parece im-
provavel para conjuntos regulares de axiomas. A segunda ogger@a de que o resultado
acima rao diz respeito somente ao sistemaaqueles que dele resultam por inéagsle axio-
mas. De fato, as propriedades do sistema formal go@essenciais para a prog1) a de que
se possa definir por fudes recursivas (primitivas) as rims que definem o sistema (axiomas,
regras de infé@ncia, etc) e (2) a de que fudgs recursivas (primitivas) sejam repregents
no sistema (teorema V). Entre os sistemas que possuem espasgades, Gdel destacou as
axiomatiza®es da Teoria dos Conjuntos propostas por Zermelo e Fraenkaldeumanti?

180bservando os passos da prova, o leitor poderia indagarkse que deperahcia teria adrmulaP(p) la
constrida em relago ao conjunto dédfmulask. A depen@ncia est no fato de que o predicaédx) & constrido
com base no predicadQ(x,y), que significa “o @merox ndo codifica uma provem R da formulaT(y)”. A
definicdo destdiltimo, portanto, envolve a®fmulas deK.

veja [35], pag. 610. Veja tamdm a fag. 616, onde, em anofagposterior, @del afirma que, devido a avangos
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No artigo de ®del estava presente ainda aquele que ficou conhecido c@agundo te-
orema da incompletude ded@el Esse teorema afirma que, dado um conjunto consistente e
recursivo (primitivo)K de formulas, a consighcia dePx nao pode ser provada formalmente
nesse sistema. Esse resultado segue comoacimralo teorema VI, e a argumendacda sua
provaé basicamente esta apresentada nééema. Primeiramente feita a observap de
gue a consiéncia do sistemBx pode ser expressa por untarhula desse sistema, gle sel
consistente se e somente se existir pelo menos émaufa deP que rao seja demonsivel em
P« (pois toda brmulaé deriavel partindo-se de uma contra@i). Depois disso, a obsenzax;
crucialé a de que os étodos utilizados nas provas dos teoremas anteriores peeldiormali-
zados no sistem@ (e portanto tamém emF). Assim, como, no teorema VI, &o demons-
trabilidade da&rmulaP(p) seguiu diretamente da coné&stia deP, & possvel demonstrar
em P a formulaw — ¥xQ(x, p), ondew & uma brmula que afirma quék é consistente e
VXxQ(x, p) afirma queP(p) naoé demonstvel emP. Logo, a brmulaw fosse demonsiwvel
emP, istoé, se a consiéhcia dek pudesse ser provada dentro dogmio B, entio a brmula
P(p) tamkem seria demonsivel. Isscé, entretanto, um absurdo, pois, nesse caso, existiria um
nimero naturah tal que a érmula—Q(n, p) seria demonshvel (teorema V), ao passo que de
P(p), queé igual avxQ(x, p), seguiriaQ(n, p). Disso, segue que a con&Btia deP ndo pode
ser provada dentro dogprio Pk, C.Q.D..

5.1.4 Conse(éncias

Os resultados descobertos poddgl tiveram signifiancia imediata para o programa de
Hilbert. Como vimos anteriormente, o0 objetiutiimo desse programa era a obt2age uma
prova finiaria da consiéincia da Aritngética formalizada. Agora, embora o conceitopie-
cedimento finério nunca tenha sido definido precisamente pela escola fotmdksHilbert, a
idéia de que esses procedimentos eram todos repaesentientro do formalismo derincipia
mathematicara de forma geral acreditada. Em face disso, o segundartaata incomple-
tude de @del foi rapidamente considerado como uma demorbra@ inexigncia de uma
tal prova de consigéhcia, e portanto tanén da inviabilidade do programa de Hilbert como
originalmente concebido. Am disso, o primeiro teorema da incompletude del€, tendo
apontado a exiéhcia de propos@es formalmente indedikeis aé mesmo da formaxP(x),
com P(x) recursivo (primitivo)?® demonstrou limites talvez surpreendentes para a provabili
dade axioratica formal.

tedricos subseigentes, a ndp geral de sistema formal foi tornada precisa, e que comnadae posével mostrar
que os seus resultados se estendem a qualquer sistema dormamitente que possua uninimo de “teoria dos
nimeros finiaria”.

20Na suposi&o, é claro, de que o sistenga(w-)consistente.
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Esses fatosao foram, poem, o fim da teoria da prova criada por Hilbert. Tendo demons-
trado limites para o objetivo inicial da teoria, os resutade Gdel estimularam a busca por
métodos alternativos para conferir ‘segurargggteorias mateaticas. Um bom exemplo disso
foi a prova publicada por Gerhard Gentzen, em 1936, da d¢énsia da Aritnética forma-
lizada, na qual, para chegar a esse resultado, ele recotmgulaico teorema de provaan
finitaria, e ainda assim de é&er—num certo sentido—construtigb.

O trabalho de @del foi ainda o primeiro de um&se de resultados sobre indecidibilidade,
insolubilidade e computabilidade que seriam obtidos arpaetenfio?? Em particular, ele
contribuiu para a descoberta posterior de que, ao @oatdo que acontece para@ica pro-
posicional, &o existe um procedimento que possa ser utilizado paraidetzida umadrmula
gualquer dadgica de primeira ordem, se édaverdadeira ou falsa, e tagin para o desenvol-
vimento posterior da n@p de computabilidade.

5.2 A computabilidade de Turing

Computaré normalmente feito escrevendo-se certog®los no papel. 8k po-
demos supor que esse papalividido em quadrados como um livro de arética
de uma crianca. Na aritética elementar o cater bidimensional do papélusado
as vezes, mas tal uesempre evdvel, e eu acho que concordar-aetue o caater
bidimensional do papeldo &€ uma necessidade da compu@ag Eu assumo eab
gue a computadp € realizada em papel unidimensional, itcnuma fita divida em
guadrados. . .([4], pag. 135)

Nesta sego, estudaremos brevemente o conceito de computabilidagegto por Turing,
com base no qual ele solucionou o “problema da @®Ciproposto por Hilbert (e Ackermann).

5.2.1 O problema da decigo

O problema da dec#o (ou decidibilidade), tamdim conhecido com&ntscheidungspro-
blem €& o de determinar, dada uma certa linguagem formal, se existeéo um procedimento
meda@nico capaz de asseverar, para cada af@umacconjunto de axiomas devidamente for-
malizados na linguagem, se a prime&r®u rao consegéncia do segundo. Claramente, esse
problemaé altamente relevante para o desenvolvimento do conhetwirhemano, pois, uma

210 “principio da induo transfinita”. Sobre a construtividade deste ppig veja os comearios de Gentzen
no final do artigo de 1936, em [31].
22/ esse respeito, veja [35].
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vez que se possua tal procedimento para uma certa linguageaiguer quesib que possa
ser representada nessa linguagepass/el de ser respondida de forma raaea, istog, reo
assistida pelo racideio humano.

Considera@es sobre este problema dataandio €culo XVII: Leibniz, que havia cons-
truido uma calculadora ménica capaz de efetuar as quatro op@eacaritnéticas lasicas’®
vislumbrou a possibilidade (1) da criagde uma linguagencliaracteristica universal)jscapaz
de representar todos 0s conceitos e Brfiefas do pensamento humano, e (2) da regolag
qgualquer quesib expressa nessa linguagem, por meio de manipegaguramente maanicas
(calculus ratiocinatoy dos $mbolos presentes nas expi@ss envolvidas (veja [3],5ms. 3—20).
Essa i@&ia, embora ambiciosa e otimista, foi um grande adiantaordmtjuesies que apenas
se tornariam pafpveis dois 8culos depois, com a criag daBegriffsschriftde Frege.

Posteriormente, em 1928, Hilbert e Ackermann colocarameafguna forma acima, para
0 caso particular da linguagem dsylca de primeira ordem. Mais precisamente, eles colocaram
a quesdo de see possvel determinar se uma dadarimula¢ € ou réo satisfeita em qualquer
interpreta@o, istoé, de sé= ¢, “pois a quesio da deperghcia bgica de uma afirm&@p sobre
um sistema de axiomas pode ser reduzidguesio de se uma dad&rmula ... & ou rao
universalmente &lida” ([18], pag. 108

5.2.2 A no@o de procedimento meanico

Nenhuma tentativa foi ainda feita de mostrar que aseros “complaveis”
incluem todos ostmeros que seriam naturalmente considerados como c@avgist
Todos os argumentos que podem ser dad@odatiados a ser, fundamentalmente,
apelosa intuicdo, e por essa ra&w matematicamente insatishains. ([4], pag.
135)

O queé um procedimento manico? Para que se pudesse apresentar uma &olagn-
creta ao problema acima apresentado, era nagesesponder essa quastde forma precisa.
Quando @del publicou seu trabalho sobre a incompletude da Atica, ele tamém definiu
uma classe de fudes cujos valores assumidos eram mecanicamente @adisl as funges
recursivas primitivas, apresentadas anteriormente. etamtio, seria todoaiculo meé@nico
pas$vel de ser definido na forma de uma faéocrecursiva primitiva? Em 1928, Ackermann

23/ qual servia, portanto, para decidir a veracidade de alguafieEma@es (como “23 = 6”), embora de um
dominio bastante restrito do conhecimento humano.
24No caso em que o conjunto de axionggfinito, temos{ay,...,an} = ¢ <= = (a1 A...Ady) — @.
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mostrou que a fur@p ¢ definida por

a(a,0)=0 ¢(a,b,0)=a+b
a(al)=1 ¢(a,0,n+1) =a(an)
a(a,n+2)=a ¢p(a,b+1,n+1)=¢(a,¢(abn+1),n).

e diferente de qualquer fuag recursiva primitiva ([35], #g. 494). Agora, para quaisquer
valores de entradd& possvel, seguindo-se a defirfigp acima, calcular o valor assumido pela
funcdo (embora a reculi® aconteca com relag a duas vaéiveis simultaneamente, alculo
em quesio em algum momento chega ao fim). Logo, as &@&screcursivas primitivasao
abrangem todos osatculos que seria raawel considerar como sendo “n@gcos”. Foi em
1936 que warias respostas foram apresentadas para essaoudas quais a que ficou mais
conhecida foi aquela proposta por Alan Turing [32].

Turing descreveu o conceito de calculabilidade finita emmésrde ‘naquinas’, as quais
ficaram conhecidas comuaquinas de Turing® Uma nquina possui umfita, que consiste,
por assim dizer, numa exteits linear decélulas ilimitada em ambos os sentidos (que aqui
chamaremos de ‘esquerda’ e ‘direitd’)Cada élulaé capaz de armazenar umicosimbolq
podendo tambm estar vazia. A fité para a raquina o aélogo do papel para um humano a
realizar @lculos, sendo um instrumento ateavdo qual esta po@@mazenasimbolos para uso
futuro. Em cada momento, existe exatamente uma élatas da fita que estsenddida pela
maquina, sendo ela @nica cujo contedo € a esta aceB&l naquele momento. Em rekga
fita, a maquina pode, em cada momento, executar duassagrimeiramenteela podealterar o
contdidoda &lula que est sendo lidagdepois ela pode alteragual tlula seé lida no instante
seguinte ambas as dies 80 pasb/eis de o serem executadas, i€puma naquina pode,
num determinado instante, tantacymodificar o coniedo da €lula que est sendo lida quanto
manter esta&ula para ser lida no instante seguinte. A altgécado contédo da €élula que
esf sendo lida pode ser feita apagando-se smbolo nela armazenado escrevendo-sem

25Qutras propostas foram feitas por Post ([4lgp. 288-91), Kleene ([4]Ags. 236-53) e Church ([4]ags. 88—
107) e &0 todas equivalentésde Turing ([4], Bgs. 225,6). O trabalho de Kleene, a @sio, coném uma bela
generalizago do esquema de recaosprimitiva (inicialmente obtida por Herbrand &d&| mas posteriormente
estudada por ele). A proposta de Post, por @rbastante simila& de Turing, mas existem boas @az para que o
trabalho destéltimo tenha ficado mais conhecidoéal de ter apresentado uma detalhada justéicap conceito
proposto, Turing exibiu amplas classes deneros computveis, criou o conceito demputaéo universa) exibiu
um novo exemplo de problema mecanicamente insle etc (alguns desses resultados &mlfioram obtidos
por Church e Kleene, nas suas respectivas propostas).

26Creio rio ser descabido chamar aqui atempara o fato de que o tagin materatico inges Charles Babbage
projetou em 1837 (mas nunca construiu) o seu ‘motori@l que seria um computador de pigito geral; veja
[36].

2710 enfoque desta exposig esh na estrutura do conceito. Pretendo ser preciso, Bmse deterei aos detalhes
de como o conceito em quéstpode ser matematicamente modelado em termos de conjuntos
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simbolo diferente® A alteragio de qual €lula sea lida no instante seguinte consiste em fazer
com que esta passe a sguelaa direitaou aquelaa esquerdalaquela sendo lida atualmerite.

A maquina tambm possui um conjunto finito destadose, em cada momento, ela se en-
contra em exatamente um deles. Em cada momepds as operages de escrita e mudanca
de &lula, ou a mquinapermanece no estado em que se encootraconteceima mudanca
para outro estado qualqueEssas 3 operaes, realizadas na ordem mencionada, alinicas
de que a raguinaé capaz a cada momento. Em cada momentog’se 6 estado em que se
encontra a raquina e § € o $mbolo armazenado n&lula que est sendo lida, dizemos que o
par ‘e,s € aconfiguragio da maquina naquele momento. As opdias que uma determinada
magquina realiza a cada momentmosdeterminadas exclusivamente pela confiqdmagam que
ela se encontr® Em outras palavras, dada uma certaguinadi, o fato de, em um deter-
minado instante, ela se encontrar numa certa configarags determina (1) o Bnbolo ‘s’
gue sed escrito (podendo este séf',' 0 proprio ‘s ou algum outro), (2) se have@mudanca na
célula lida (e para qual delas, a da direita ou a da esquerdadanpa se daj e (3) o estada”’
em que a raquina estar no instante seguinte (podendo este selOPNW ‘€ ou algum outro).
Essalltima propriedade das aquinas de Turing@ o que caracteriza a “mecanicidade” do seu
funcionamento: @o ha “influéncia externa”; @ao ha, em particular, interpretag humana sobre
o significado dos estados ou démbolos da fita; o comportamento daaquina em um deter-
minado momenté fung@o exclusiva da configurag em que ela se encontra naquele momento.
Umadltima propriedade: uma aquina pode lidar apenas com um conjunto finitoideslos.
Disso, portanto, como taréim o conjunto de estados de umadquinaé finito, segue que o
conjunto de todas as configuéss em que uma aguina pode vir a se encont@igualmente
finito; isso implica, por fim, que o pprio funcionamentale uma raquinaé expreswel em
termos tambm finitos,  que, como estipulado acima, este consiste apenas naagdeppara
cada par estaddrabolo (configurago), de um trio Bnbolo-dire@o-estado (as 3 aes), por
assim dizer.

Uma naquina realiza, por assim dizer, uma tarefa efjpac! Consideremos, por exem-

28Nzo0 Ha problema em realizar a opegacde apagar numalula que esteja vazia, ou a de escrever nughala
0 mesmo Bnbolo que nelag se encontra armazenado; essas opesgpenasan consistem numa ‘modificag’
do contéido da €lula. Na realidade, a especifi@agformal de Turing da possibilidade d&mse alterar o confielo
de uma élula se @ justamente atr&s da escrita do contdo que a €lula ja possui; quando &tula esh vazia,
issoé feito atraes da escrita de ummsbolo especial, chamadwancoe denotado porlf’ (a escrita do branco
substitui, portanto, a operag de apagar).

29Como antes, Turing especifica que esta o@@agmpre ocorre, seja para passetlulaa direita, ouaquela
a esquerda ou para permanecer naquela gaesestlo lida.

30Tratarei aqui apenas dasaquinas de Turindeterministicas que ele chamava dritonéticas([4], pag. 118).

31E possvel, entretanto, construir-se umaguinaZ que, recebendo na sua fita a desigdo funcionamento
de uma raquina?t qualquer,é capaz de simular o funcionamento desta. &lkhamadanaquina de Turing
universal mas Ao sea apresentada aqui (veja [4hg 127 §6).
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plo, a maquina descrita abaixo:

1. Estadosey, e.

2. Smbolos (manipulados):,Q, j3.

3. Transi@es (funcionamento)e;, b : PO,R &), (e, B : P1, R €1).
4. Fita: em branco.

5. Estado iniciale;.

Observe que foram descritas todas as caratiEas anteriormente mencionadas a respeito de
uma rmaquina: o conjunto dos seus estados,iotslos com que ela pode lidar e o seu fun-
cionamento. O funcionamento deagquina foi especificado na forma ttansigdes elas ém

a forma(e s: Ps,d,€), e informam que, estando adnuina na configur&p ‘e s, deve ser
impresso o #nbolo ‘'S’ (* E’, apagar, pode ser usado comodsiimo para Pl#’), a fita deve ser
movimentada na dirép ‘d’ e o proximo estado devarser €’ (como explicado anteriormente);
a dire@od pode ser especificada pelas letids(a proxima &lula a ser lid& a da direita),L’
(idem, esquerda) é\’ (a proxima celula a ser lidé a que 4 esh sendo lida). O trabalho de
uma naquinaé efetuado sobre a sua fita; faz parte da sua espeaificagrtanto, a informap

de como devex estar a fita no igio do seu funcionamento. Naaguina acima, por exemplo,
foi especificado que a fita deve comecar “em branco”,éstoda €lula deve conter disbolo
‘I". Finalmente, também deve ser especificado em que estad@quima est quando do iitio

do seu funcionamento; no caso daguina acima, esse estagle;. Vejamos eréio como se @

a execugo dessa aquina:

01 010 0101 01010 010101
Rty o s

0
Acima 90 mostradas as primeirasc@nfigura@es completasla maquina em queab; dire-
mos que a configur@p completa de umaaquina em um determinado momento consiste nas
informag@es de (1) em que estado aquina se encontra, (2) quadosos §mbolos armazena-
dos na fita e (3) que po$ig destdiltima esé sendo lida. As configuraes completas acima
esfio separadas por ‘’; na parte superior de cada @rexibido o contedo da fita (a parte
em branccé omitida), e, na parte inferior, abaixo delda que est sendo lidag mostrado o
nimero do estado em que aquina se encontra. Verificamos, portanto, queaguina acima
descrita escreve na fita uma &éqcia ilimitada de O’s e 1’s alternados.
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Observemos que a desée da naquina acima &0 especifica nenhuma trarésicpara,
por exemplo, a configurag ‘e;,0’; de fato, isso o & necesario, pois, dada a especifiax
da maquina, toda vez que umalala for lida, ela vai estar em branco. A especifiagle
uma raquina 1&o precisa, portanto, incluir transigs para todas as configudas posweis. Na
verdade, ela@o precisa incluir sequer tran8&s para todas as configudas passeis de serem
atingidas em algum momento do seu funcionamento: se, emailgpmento, for atingida uma
configurag@o para a qualao foi definida uma transi@, a ndquina simplesmenfgra. Essaé
uma propriedade importante dasquinas de Turing, pois, diferentemente dagoina acima,
ha maquinas cujo funcionamenéconcebido para ser finito. Um exemplo de talguina seria
uma que recebesse na fita doisnmeros escritos na baseania e calculasse a sua soma, como
ilustrado abaixo:

111..(x) .. 1111, . (y) . 11 11 (x+y) . . 1]

%

1 f

Esse exemplo ilustra a dupla utilidade da fita: ela serve chmendria para armazenar
informag@es tempdarias, com base nas quais é@otilos da raquina 8o realizados, e como (2)
instrumento de entrada e &k, isto &, um meio de receber inforntags acerca de um problema
e de retornar uma resposta para ele.

As explica@es acima apresentaram, portanto, o conceito @guma de Turing. A des-
peito da simplicidade dos exemplos citados, a classe defasaraliaveis por essasaquinas
é vastssima. Esse faté particularmente percépél em facea observago de que a definip
de uma naquina que realiza uma tarefaqualquer pode ser utilizada na cons&rage outra
para realizar uma tareff{ da qualT faz parte (tais usos, consistindo apenas em abi@e$ac
nao aumentam o poder délculo das raquinas, masa® bastantéteis do ponto de vista da
abstra&o)3? Turing definiucomputabilidadecomo a passibilidade por parte de uma tarefa
de ser realizada por meio de umauauina de Turing. Desde éat, esse conceito tem sido
geralmente aceito como um equivalente preciso damadgtuitiva de “calculabilidade finita”
(ou meé@nica), e a afirma@p de que esse de fato o casé geralmente conhecida cortese
de Church®® Essa tes@& corroborada pela equigalcia existente entreavias propostas ma-
tematicas de representag dessa n@p, a saber: computabilidade (Turing), definabilidade-
(Church), recursividade geral (Herbrandpd&l e Kleene) e processos combarads finitos
(Post).

32\feja [4], pag. 121 54.
33afirmacio essa certamente taémb feita por Turing, mas anteriormente por Church (vejagag. 10057).
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5.2.3 A exiséncia de problemas mecanicamente indoeis

NOs podemos agora tratar brevemente de como Turing utilizaw@onceito de computa-
bilidade para resolver o problema da d&oi¥* Recapitulando, na forma proposta por Hilbert
e Ackermann, o problema era o de se saber se exista@um procedimento manico capaz
de asseverar, para cada afirdagla bgica de primeira ordem, se édadlida (istoé, satisfeita
em qualquer interpretag) ou r@o. Primeiramente,ds mostraremos a exgtcia de proble-
mas mecanicamente insokis, e erio veremos como isso fornece uma resposta negativa ao
problema da decéo.

Como vimos anteriormente, quando umaquinaM recebe uma certa entraéa ou ela
finalmente ara (as ter realizado um certaimero de operdgs) ou ela continua funcionando
indefinidamente. Dessa forma, a cadagmnaM est associado o conjunfé, composto das
entradas para as quadis para, o qual bs chamaremos conjunto de paradale M. Agora,
Turing mostrou que a descég de qualquer aguina pode ser representada por meio de um
nimero natural, de forma que, para todaguinaM, existe um amerony que codifica o
seu funcionamento (e o de nenhuma outra), e que tadeero natural codifica a desdig de
alguma naquina. Logo, como, dados unaimero naturah e uma maquind, temos que ou
n € Ry oun ¢ Ry, enfio, dada uma aguinaM, ouny € Ry ou o contario. Seja er@oD o
conjunto dos fimeros naturaim tais que, sé & a naquina de imerom, enflom ¢ Ry; logo,

D & o conjunto dos imeros das @auinas quenao param recebendo o seu @prio nimero
como entrada.

No6s podemos agora mostrar que o problema de determinar se domgi@ero natural
n pertence ou #I aD & mecanicamente ingolel, tomando computabilidade poraguinas
de Turing como equivalente de realizabilidade &meca (tese de Church). Suponhamos, por
redu@o ao absurdo, que existe umaauinaR que, recebendo como entrada utmeron,
responde sa € D ou rao (deixando, por exemplo, ogrgoolos 1 ou 0 na fita, respectivamente,
para indicar a resposta).oON podemos e&b construir, a partir dB, uma naquinaSque possui
basicamente o mesmo funcionamento, mas que, @&s idg escrever 0 na fita e parar quando
n ¢ D, funciona ininterruptamente (digamos, lendo sempred&ipra &lulaa direita e @o
fazendo nenhuma modificag na fita). LogoS, recebendo umimeron como entrada,dra se
e somenta € D. Agora,S, como toda raquina, possui um{rmerons, e tami&m ouns € D ou
o cont@rio. Vejamos erdo qual dos casos acontece:

1. Suponhamos ques € D. Logo, pelo funcionamento d§, S para recebendas como

34/ esgncia deste trecho foi tomada de [3], cap. &g® 161-3).
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entrada. Agora, comos € D, enfo, pela definigo deD, ns ¢ Ps, ou seja,S nao para
recebendms como entrada, mas is&oum absurdo, poisas ja havamos conclido que,
pelo funcionamento d§, sens € D, enfio S para recebendns como entrada.

2. Logo, raoé possvel quens € D, ou sejag verdade ques ¢ D. Logo, pelo funcionamento
de S Snao para recebendos como entrada. Agora, pela defiag deD, comons ¢ D,
enfions € Ps, ou sejaS para recebendos como entrada, mas is&um absurdo, pois,
pelo funcionamento d§, sens ¢ D, enfio Snao ara recebendos como entrada.

No6s vemos efdfo que ambas as possibilidades levam a um absurdo, e quatpoda pode
existir uma naquina comd;3® entretanto, a exighcia de uma tal &quina segue diretamente
da exiséncia de uma aquina comdr, com o que concluimos quéa pode existir uma aguina
COMoOR, ou sejague rao existe uma aquina que decida a pertamcia em D sendo portanto
esse problema mecanicamente insel 36

No6s vimos ertio que existem problemas mecanicamente ingi$, e podemos agora ver
como esse fato fornece uma resposta ao problema d@ddpera adgica de primeira ordem).
Turing mostrou como o funcionamento das suasjainas pode ser mapeado em déescda
l6gica de primeira ordem, de forma que, dadas uraguimaM e um rumeron de entrada para
M, existe umadrmula¢ queé deriavel, e portanto taném \alida, se e somente se= Ry,
isto &€, seM para recebenda como entrada. Logo, se houvesse un@&goina de Turing que
respondesse, para cadarhulag, se elaé valida ou r@o, essa i@quina poderia ser utilizada
para descobrir-se, para callh seny € By ou rdo, ou seja, sey ¢ D ou rao, e portanto
a pertirencia emD seria mecanicamente §okl; como este sabidamentaae o caso, e
conclui-se que &o existe uma @uina que responda, para cademnfula da bgica de primeira
ordem, se el& valida ou rdo, e portant@ resposta para o problema da de@ispara a bgica
de primeira ordene negativa’’

35Essaé mais uma aplicd&p do argumento da diagonal de Cantdrg(p68).

36A argumenta@o acima tamém serve para mostrar géemecanicamente ingolel um problema mais geral
que a pertiéncia enD, conhecido come problema da paradaEste problema consiste em descobrir, dados um
nimerom qualquer e o amerony de uma naquinaM, sem € By ou rao. Claramente, se houvesse unégmina
gue resolvesse o problema da paradé&@tami@&m existiria uma raquina para decidir a peréncia enD; como
estelltimo naoé o caso, e o problema da parada taemé mecanicamente insolel.

37A solugdo negativa para o problema da d&oisla bgica de primeira ordem foi encontrada por Church in-
dependentemente e tagrh um pouco antes de Turing; o modelo computacional de Tueinigetanto, torna a
interpreta@o do resultado para qualquer “procedimentodném” mais convincente.
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6 Conclusio

6.1 Revisio do trabalho realizado

A motivacdo inicial deste trabalho foi a pergurifor que nao se utiliza adgica formal
para formalizar a pética da Materatica, obtendo-se assim mais seguranca nos resultados
desta?” A orienta@o que me foi dada apontou @atas origens dadgica Matenatica e 0s
teoremas de incompletude ded@l como dpicos importantes para o esclarecimento dessa
duvida. De fato, com o estudo do primeiro desses assuntaglpeque a reescrita precisa da
Matenatica rao era apenas uma apliéacinteressante daédica formal, mas que havia sido
0 seu poprio berco, o fim para o qual esta havia sido concebida:qgealpessoa que anseie
por uma forma “infalvel” de se apresentar argumeriias materaticas vai reconhecer imedi-
atamente o mesmo desejo em [8], a primeira apresami@gBegriffsschriftde Frege. Agora,
embora essa obra logre em obter um sistema formal esseanigl@dequada representap
do “pensamento puro”, eléo apresenta uma reescrita vasta de qualquer teoria da &tatam
a cria@o da linguagem e a represerdtage infeéncias bgicas lasicas & haviam consistido
num trabalho suficientemente grande. Essa esperada deathosie aplicabilidade apenas
apareceu 14 anos depois, em [10], depois que Féelgavjia concebido os fundamentos de uma
nova teoria Aritnética [9] e tambm adaptado a sua “linguagem @erfiulas”as necessidades
da empreitada. Em tese, 0s objetivos de Frege teriam sidogddos com esta obrgmtivesse
ela sido descoberta inconsistente.

A inconsiséncia do sistema de Frege, e, de forma mais geral, as inttansas da Teoria
dos Conjuntos deram continuegnatural aos estudos deste trabalho: a §oed# interessaj
nao era apenas a de como “formalizar” a Madice, mas, antes disso, a de coimodamerd-
la, de forma a garantirdo apenas a sua invulnerabilidade a erros deénfga e pressupogies
despercebidas, mas, principalmente, a sua solidez fésntentradiges ertio descobertas.

Esta sinktica mas importaigsima distingo entre aplicar adgica para “formalizar” e para “fundamentar”
a Matenatica foi particularmente destacada a mim pelo meu orientaxh ocasio da defesa desta disse#tag
Com rela@o a issog interessante mencionar que, embora 0 meu objetivo ildcak realmente o de investigar os
limites da aplicabilidade dadgica Matenaticaa formalizagio da Matenatica, os estudos subsemtes, seguindo
0s acontecimentos héicos, naturalmente tomaram o rumo da investigagos limites da sua aplicabilidade
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Algumas propostas de solug para a quedb da fundamentap da Materatica foram erdo
estudadas. A primeira delas foasiomatizaéo proposta por Zermelo para a Teoria dos Con-
juntos, que bloqueia os paradoxos baseados em conjuntogldsfpor propriedades mal fun-
damentadas atrag do “(esquema do) axioma da sepacdgessa axiomatizaQ, na sua forma
melhorada e hoje conhecida como ZEGitualmente a mais difundida apreseatada Teoria
dos Conjuntos. Outra proposta de contorno aos paradoxosna @es Conjuntos que foi bre-
vemente estudada foieoria dos Tiposle Russell, que, em particular, deu origasdiversas
classes dedgicas hoje conhecidasodica de primeira ordem, de segunda ordem, et@mAl
disso, essa teoria foi utilizada como base no fanfrsacipia Mathematic§7], que, como 0s
Grundgesetzéle Frege, tencionava ser uma vind@agoncreta déogicismqg mas dessa vez
invulneravel aos paradoxos & conhecidos. Estando baseada em axiomas déecaues-
tionavelmentedgico, como o0 axioma da infinidade, essa obra falhou enqubeiesa da tese
logicista, mas, por outro lado, obteve sucesso em demoaspa@ssibilidade da Mateatica de
ser formalmente reescrita com base em axiomas e regrasegenicifi (Comeririos na sefo
seguinte). Por fim, tan@m foi estudado @rograma de Hilber{17], cujo objetivo mais des-
tacado era a obteg de uma prova “findtria” de consigncia da Aritngtica formalizada. As
investiga@es de Hilbert tiveram amplas e pimias consdigncias: elas desenvolveram o con-
ceito de “metamateatica” e incitaram o estudo de quéss associadas, como condistia,
completude e indepe@dcia, dando assim origeaiTeoria da Provaesses estudos sobre con-
siséncia, por sua vez, levaram ao trabalho @el€, ao qual se seguiu umarge de resultados
limitativos obtidos durante aétada de 1930; ainda durante es8eaadla, foi desenvolvido o
conceito decomputabilidadefruto de investiga@es sobre o problema da demsproposto por
Hilbert e Ackermann no fim daétada de 1920.

A continua@o natural dos estudos sobre o programa de Hilbert forara wscjalmente
mencionadoseoremas de incompletude dédzl[14], os quais mostraram quéam se pode
obter uma prova findtria de consi&ncia da Aritnética formalizada, e, portanto, que o objetivo
maior do programa de Hilbertw poderia ser atingidoEles tamim mostraram uma limit&o
inerente ao retodo axionatico formal, provando a invavel exiséncia de afirmaies inde-
monstaveis em sistemas consistentes e suficientemente expiesSymo mencionado acima,
esses resultados,éah de altamente significativos, abriram espaco para maiites que se
sucederam, tendo, em particular, introduzido novas équa$ ferramentas matéticas, como
a chamada “numerag de ®del”. Por fim, foi rapidamente estudado o trabalho de Turing
em que ele apresenta as chamauaaguinas de Turingas quais & consideradas como um

fundamenta@o da Matenatica.
20 que r&o invalida a tentativa do programa formalista em si, nentanminos os frutos que ela gerou.



101

modelo materatico que, de forma plenamente satisfat, torna precisa a nag de “calcula-
bilidade meénica”, e que assim viabilizou uma resposta para o problentedifio proposto
por Hilbert e Ackermann.

6.2 Conclu$es em rela@o aos objetivos do trabalho

Dos estudos realizados neste trabalho, o que mais diretarsageriu uma resposta
motivag@o inicial acima mencionada foi aquele sobre os teoremascdenpletude de &del,
mais especificamente falando, o primeiro délgmis este mostra que, em todo sistema for-
mal consistente e suficientemente expressivo, existemagben que 3o formalmente inde-
cidiveis—istoé, tais que nem ela nem a sua négagio demonséveis no sistema—e que,
nao obstante, & pask/eis de serem condldas verdadeiras. Disso, segue que, seja qual for o
conjunto de axiomas que escolhamos como base para umartetigaatica (suficientemente
expressiva), exisio afirmades (supondo o sisterhaonsistente) que s#o verdadeiras mas
nao deriaveis a partir desses axiomas. Pode-se, entretanto, qoacuir que, assim sendo,
“a Matemética raoé formalizvel”, e isso merece uma discéss

Naoé verdade que, dada a demonsiade um teorema mateéico, raoée posével forma-
liza-la (ou pelo menosao existe disso um exemplo que, atualmente, seja amplamante-
cido). Algo relacionado e queverdade, mas targln bastante diferente da afirmdacanterior,
€ que, em muitas demonsttes materaticas, se faz uso de conjuntos aos quais e pode
fazer refeéncia em certos sistemas formais; por exemplo: numa tedmaégtica formalizada
em logica de primeira ordem, os elementos do @om(do discurso) o os mimeros natu-
rais, e, portanto, @ se pode ter uma vakiel (hnuma drmula) que denote um conjunto de
nimeros. Agora, desenvolver a Arigitica (ou outra teoria matetica) com restriges desse
géneroé altamente restritivo: 0 matextico, na sua fatica, rao limita os conceitos que |Ihe
servem de instrumento, mas apenas cuida para que a suasgjariggorosa. Esse de fato,
um ponto importante: o primeiro teorema de incompletude déeGnos & um exemplo de
uma afirmago verdadeira mas formalmente indemaiatt na aritnética de primeira ordem;
agora, como a afirmag exibida por @del tem apenas um significadeta-mateitico, houve
uma busca por afirmaes indemonsaveis (na aritratica de primeira ordem) e de significado

30 segundo teorema de incompletude dgl€é altamente relevante para o programa de Hilbert, pois eostr
a impossibilidade de se obter uma prova &ind de consi&ncia da aritratica formalizada; issé, contudo, uma
limitacdo para dundamentago da Matentica, e @o para a sutbrmalizago (conforme distingo feita na seip
anterior).

4Aqui, a palavra “sistema (formal)” significa a juig de um élculo dedutivo formal (particularmente, os seus
axiomas dgicos e regras de infencia) com o conjunto de axiomas que define a teoria né&teanem queb.
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de fatomatenatico. Tais afirmades foram realmente encontradasias elas se tornam de-
monstaveis quando se passa a poder fazer @ergconjuntos delmeros, ou conjuntos de
conjuntos de ameros, eté. E verdade que o primeiro teorema de incompletude digeGnos
mostra que, a cada tal adig (ao sistema formal em quasj, passam a haver novas afirives
indemonstaveis, mas o que se adiscutindo aqué apossibilidade de as provas mataticas
serem reproduzidas formalment@&anecessariamente com base em um conjunto fixo de axio-

mas

Na verdade, a limitép sobre o “tipo” dos elementos do discurso (istgobre o tipo das
variaveis, nasdgicas de resima ordem$ uma heranca deeoria dos Tiposle Russell (como
medida para evitar os paradoxos na Teoria dos Conjuntos)elaago €, de forma alguma,
uma restrigo necesxia. E poss$vel, por exemplo, formalizar uma axiomatiZacda Teoria dos
Conjuntos, como ZFC, eawo aplicar qualquer restéo de tipo aos elementos do diomoe do
discurso] como indicado em [7], VIE2, de onde retiro o seguinte trecho:

“... De forma mais geral: a expéncia nos mostra que todas as afirbes;
matend@ticas podem ser formalizadas eg{ou variantes suas), e que as afiries;
matematicamente praveis ém formalizages que 3o deriaveis a partir debg.
Portantoé em pringpio posé$vel imitar todo raciomio matenatico emLs usando
as regras doalculo de seijlentes. Nesse sentido, @glca de primeira orderg
suficiente para a Mateftica.” [pag. 106§

De fato, raoé dificil justificar a tese de que toda demonsé@mgateraticaé formalizavel: uma
provaé, emultima inséincia, um aglomerado finito densbolos, que comiem afirmades, as
quais, por sua vez, encadeiam-se numa argunant#gora, com a suBegriffsschrift Frege

nos mostrou como modelar afirntes em termos de reldgs, conectivos e quantificadores,
e as primeiras em termos de \awéis, constantes e fubgs, todas essas coisas podendo ser
escritas em linguagem sirdlica; mostrou, &m disso, que o encadeamento entre as afiesc
de uma argumentaQ pode ser decomposto em pequenas énfgas, as quais, por sua vez,
tamkem podem ser, de acordo com o seu tipo, representadas podenéiabolos, de modo

SVeja [33], pag. 343; ainduddo transfinita (ou “infinita”) até & foi a primeira afirmago a ser reconhecida
como tal (esse resultado foi obtido por Gentzen em 1943;[8&Japags. 287—-308).

6Com relag@oas sentencas ded@el, veja [35], ags. 610 (rodap48a) e 617, e, com refga indugo transfi-
nita aé &, [33], pag. 317, e [31], Ag. 285.

’Ou seja, o dorimio passa a ser universo dos objetos matéticos e portanto uma vaaivel (numa érmula)
pode denotar umimmero natural, um conjunto de&imeros naturais, uma fuig ou qualquer outro objeto ma-
tematico concelvel na teoria em queo.

8Nesse trechd, s e ®g sao formalizades [de uma linguagem para] e [dos axiomas de] ZFC, respautite;
o0 “célculo de setientes™® o @lculo dedutivo utilizado no livro, mas o mesmo se aplicav@o®s outros alculos
a ele equivalentes.
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gueé possvel nao apenas reescrever argumedéscde forma simtlica, mas tamém verificar

a sua corrego’ por meio de uma alise que leva em considegagapenas a estrutura das suas
afirma@es e infeéncias, ou seja, sem que se recariaterpretago pretendida para ogsbolos
utilizados?®

Em resumo, eu argumento que Frege resolesuesancia! a quesio de como stormali-
zara Matenatica. De fato, b temposg existem formalizages de amplas partes da Maggioa,
como os 3 volumes dBrincipia Mathematicg27] (baseados na Teoria dos Tipos e publicados
em 1910-3) e a&sie de 9 livros deNicolas Bourbaki? (baseada na axiomatiZag de Zer-
melo e publicada em 1935-83); nenhuma dessas obagsgita num wvel completamente
formal (como Frege havia feito), mas, em ambas, a possidiéidiesse refinamento adicional
era um quesito imimo de rigor. Agora, uma quesi associada e ainda em dis@ess a do
custo-benétio e da viabilidade fatica da empreitada de reescrever as teorias nadisan de
maneira completamente formal: eamvou me deter nesse ponto, me restringindo apenas a
mencionar que oimel de automatizap de tarefas permitido pelos computadores atuais abriu
novas e promissoras possibilidades nésea; para uma maior disc@ssa respeito, recomendo
gue o leitor consulte [15] (ondeahtami@&m, uma interessante re&e hisbrico-filosfica do
assunto).

Finalmente, eu gostaria de faddtimas considerdies a respeito das implicdgs do pri-
meiro teorema de incompletude déd&l. Como § exposto acima, eudn as considero, no
tocante a sistemas formais baseados na estrafibade tipos (Teoria dos Tipos) como impe-
ditivas no que diz respeita formalizago da Matenatica; entretanto, o teorema em qaest
se aplica tambm as axiomatiza@ies para a Teoria dos Conjuntos, como ZFC, e isso ainda
nao foi discutido. O resultado particularo mesmo: prova-se que, se ZFC for uma teoria
consistente, efb existem sentencas da teoria qaie gerdadeiras e, entretanto, formalmente
indemonstaveis (na teoria em quést). Agora, ZFCé uma axiomatizép que, & decadas,
vem sendo utilizada como fundamerg@iagara grande parte da Mat&tica (aém de investi-

9Essa “corrego” se refereis infeéncias, Ao dizendo respeito aos axiomas—pode-se, por exemplo, fazer
dedu@es (infeéncias) corretas partindo-se de pressupostos incoemnitessi.

100pservemos que o fato de que a segundaieets formalismo de Frege [1@]inconsistented@o contradiz o
que esh sendo dito: nessa segunda @erslaBegriffsschrift Frege introduziou o conceito de “curso-de-valores”
de um predicado, e isso implicava, em particular, em estabelue todo predicado que se pudesse definir na
linguagem posda uma exter#o, dando margem assim ao paradoxo de Russell. Agora, oimoacequesio riio
é de forma alguma necés® a um @lculo dedutivo (Frege o introduziu para levar a frente adefasa da tese
logicista, istoé, a reescrita da Matéatica baseada exclusivamente em axiomagitios”), queé aquilo a que o
texto acima se refere.

1135 que, apesar das diferencas entre o formalismo de Fregd@utoaxionatico formal moderno, as principais
caracteisticas destéltimo ja estavam presentes no primeiro.

12«Njcolas Bourbaki”’@ um pseudinimo para um grupo de matéticos franceses, e a sua primeira pubBcag
foi [1]. Uma descri@o da &rie esh presente em [15],5ys. 9-12, e uma itica (relacionada aos teoremas de
incompletude de Gdel) em [23].
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gada em si mesma), e o fato de g@® rse descobriu, @agora, qualguer incongsicia nessa
teoria gera uma acredit@g crescente na sua consistia (como dito em [7],4y. 111). Logo,

0 teorema em queisb nos leva a crer que existem sentencas de ZFCapegesdadeiras mas
gue €0 indemonstveis nessa teoria; isso, entretant@g wontradiz a tese aqui defendida de
gue toda demonstrag materaticaé passrel de ser formalmente reescrita, po@rexibe uma
demonstrago materatica que Ao o0 seja. Mais uma vez, eu destaco que a tese emaguest
naoé a de que ZFC (ou qualquer outra teoria mateea) seja suficiente para demonstrar qual-
guer teorema matemtico: de fato, essa tegeinsusterével, porque, se ZFC for consistente,
enfio o teorema em quést mostra que existe uma afirmdacverdadeira que essa teor&on
pode demonstrar (e se, por outro lado, ZFC for inconsistamttio essa discuds perde o
sentido), o mesmo acontecendo para qualgquer outra temséstente e suficientemente expres-
siva. Nesséiltimo fato, eu vejo, discutindo agora a questlafundamentago da Matenatica,

a principal implicaéo do teorema em quést (e, em conjunto, dosavios resultados de incom-
pletude obtidos para a Aritetica de primeira ordem): numa teoria, podem existir afjieac
(matematicamente relevantes) que sejam nela f@aweig mas que, entretanto, somente sejam
demonstaveis em teorias “mais fortes”; essa opmiesh claramente ilustrada, para o caso
particular da Aritnética, em [25]:

“Na aritmética de primeira ordem (PA) o modo mais simples de racioena-
tematico & formalizado, onde apenaémeros naturais (isté, objetos discretos)
sao utilizados. Outras, mais complicadas®eg materaticas (0s meros reais, 0s
conjuntos infinitos arbi&rios de Cantor)& formalizadas (como deveria ser) em
teorias mais complicadas. Essas teorias mais complicédemais “poderosas”
gue PA, no sentido de que elas podem discutir objetos maiplaados (fimeros
reais, conjuntos infinitos arbérios). Contudo, e quanto ao “poder” delas em dis-
cutir propriedades deimeros naturais? Poderiam elas provar um teorema sobre
nimeros naturais quean pode ser provado em PA?” (Cap§3; “Como encontrar
a Aritmética em outras teorias formais”.)

“... Portanto, ®s obtivemos uma resposta positiva para a Geesblocada
na se@o 3.2: sim, existem afirmaes que envolvem apenas a aogle mimeros
naturais (istcg, vo@ pode formua-las na linguagem da ariética de primeira or-
dem) mas que podem ser provadas apenas usando-se coneestP®derosos, por
exemplo, da teoria dos conjuntos.” (Cap§®. “O segundo teorema ded@el”.)
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6.3 Desenvolvimentos posteriores

Neste trabalho, foram discutidos, em particulapitos importantes a respeito dadica
Matematica durante as primeiras quatrecddas doéculo XX; entretanto, grandes foram os
desenvolvimentos do assunto de 1930 em diante, e por issosadigles s@o aqui menciona-
dos.

Como mencionado anteriormente, os resultadosa@ieG que diziam respeito a conjuntos
de axiomasw-consistentes, foram generalizados (Rosser) para cosjsititplesmente con-
sistentes. Am disso, foram definidos (1) o conceito fu@cao recursiva (geralHerbrand,
Godel, Kleene), generalizando o conceito de fimgecursiva primitiva, (2) o conceito de
definabilidadeA (Church, Kleene) e (3) o conceito geocesso combinatio finito (Post), e
todos eles foram provados serem equivalentes ao concettingjgutabilidade de Turing, assim
corroborando a tese de que a @aogecalculabilidade me&nicahavia sido precisamente cap-
turada. Por fim, &rios outros problemas (em aéaao problema da congsicia de uma teoria)
foram descobertos serem ingetis, e uma teoria de insolubilidade de problemas foi deden
vida. Varios dos principais artigos em gue essas descobertas faralcadas se encontram
traduzidos em [4], e o leitd¥ encorajado a consaHos.

Com rela@o ao programa de Hilbert, Gentzen provou em 1936 a cénsistda aritratica
de primeira ordem, recorrendo entretanto (como esperatfa® aos resultados deé@el) a
um teorema, anducdo transfinita aké €y, que rao pode ser demonstrado naquela teoria; esse
resultado foi um impulso no sentido dos estudos sobre conEes$vel “contornar” as con-
clusbes sobre consitcia obtidas por &el (sem, naturalmente, contraglilas). A respeito
dos resultados de Gentzen, recomendo que o leitor con8ulked, a respeito do desenvolvi-
mento da Teoria da Prova como um todo, o leitor pode congd@B&r Em anos mais recentes,
houve ainda trabalhos sobre um “programa de Hilbert retaiiio”; o leitor pode consultar, por
exemplo, [29] e os artigos subdemtes do mesmo volume.

Por fim, eu gostaria de mencionar um fruto particularmentecgdo dos desenvolvimen-
tos da logica Matenatica como um todo: Analise NEo-pad@o. Trata-se de um desenvolvi-
mento da Adlise que toma como base, no lugar das considesaenvolvendomeros reais
tao pequenos quanto se queigss (e d’s), numerosinfinitesimaise infinitos da maneira ini-
cialmente concebida por Leibniz. Baseado no trabalho deeSkajue mostrou a exé&stcia
de modelos &o-paddes para a Aritrética (istoé, rio isomorfos ao conjunto dosimeros na-
turais), Abraham Robinson baseou adlise em modelosao-padbes do corpo dosimimeros
reais, dando uma fundamendacprecisa para nées que haviam desempenhado&sapm-
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portantes no desenvolvimento dél€ulo. A respeito desse assunto, o leéaiecomendado a
consultar a famosa obra de Robinson a respeito: [26].
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