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Resumo

Este trabalho apresenta uma estratégia hierarquica de geragao de malhas adaptativas de
superficies paramétricas baseada em uma estrutura de arvore. O erro entre as curvaturas
analitica e discreta, calculado para a superficie da malha, guia o processo adaptativo.
Enquanto a curvatura analitica ¢ uma representagdo matematica que modela o dominio, a
curvatura discreta € uma aproximagdo dessa curvatura e depende diretamente da configuracao
da malha utilizada. A estratégia apresentada possui as seguintes propriedades: ¢ capaz de
refinar e desrefinar as diversas regides da malha; garante a compatibilidade entre regides
vizinhas; considera a contribui¢do dos erros locais a fim de garantir uma boa qualidade global
para a malha e funciona para qualquer tipo de geometria de superficie paramétrica, uma vez

que todo o processo se da no espago paramétrico.

i



Abstract

This work presents an hierarchical adaptive mesh generation for parametric surfaces
based on a tree structure. The error measured between the analytical and discrete curvatures
guides the adaptive process. While the analytical curvature is an mathematical representation
that models the domain, the discrete curvature is an approximation of that curvature and
depends directly on the used mesh configuration. The presented strategy possess the following
proprieties: it is able to refine and coarsen regions of the mesh; it ensures compatibility
between neighboring regions; it considers the contribution of the local error measures to
ensure good global mesh quality and it works with any type of parametric surface geometry,

since the process is performed in the parametric space.
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Capitulo 1

Introducao e Motivacao

1.1 Introducao

A primeira Secdo deste Capitulo discute a importancia das estratégias de geracdo de malhas
adaptativas de superficie, descreve o problema abordado, os objetivos e contribui¢cdes deste

trabalho. A Secdo 1.3 apresenta sua organizagao geral.

1.2 Motivacao e descrigao do problema

Malhas triangulares constituem uma representacdo espacial de grande importancia. Elas sdo
amplamente utilizadas em diversas areas, e possibilitam a manipulacdo e visualizacdo de
superficies complexas com relativa facilidade. A geragdo de malhas de superficies ¢ um
assunto que vem sendo estudado desde a década de 70, a partir de algoritmos propostos com
base nas técnicas de geometria computacional e ainda hoje ¢ um topico de grande interesse na

engenharia e na computagao grafica.

Dentre os principais aspectos levados em consideracdo na avaliagdo de uma técnica de
geracdo de malhas de superficie, destacam-se o tempo de processamento para geragdo e a
qualidade da malha gerada. O tempo de processamento depende muito da discretizacio
desejada, ou seja, do numero de elementos presentes nas diversas regides do modelo. Ja a
qualidade da malha, leva em conta, a quantidade, a distribuicao e a forma de seus elementos.
Essa qualidade ¢ fundamental para as mais diversas aplicagdes: em computacdo grafica, por

exemplo, a qualidade influencia diretamente o aspecto visual do modelo.

Por muitas vezes, dependendo da aplicagdo, € necessario economizar a quantidade de
elementos utilizados na malha sem que ela perca sua qualidade. Para alcangar tal objetivo
utiliza-se malhas adaptativas, que sdo aquelas que possuem maior concentracao de elementos
em regidoes de maior curvatura e uma concentragdao mais baixa de elementos em regides de

menor curvatura. A adaptacao de malhas visa melhorar o tamanho, a organizagdo e disposi¢ao



dos elementos, facilitando o armazenamento ou transmissdo da malha e processos como
renderizag¢do, simulagdes etc. Na busca desses objetivos, o estudo da geracdo de malhas
adaptativas encontra espaco para crescer e amadurecer. Assim, varias técnicas de geragdo

adaptativa vém sendo propostas nos ultimos anos.

As técnicas de geracdo de malhas adaptativas procuram gerar a malha de acordo com
algum critério adotado, modificando-a sempre que necessario. Dentre as modificacdes mais
comuns destacam-se: o redimensionamento, inser¢do e remoc¢ao de eclementos. Essas
mudancas sao aplicadas até que um critério de parada seja alcancado. Os critérios adotados
para a modificagdo ndo devem ser caros computacionalmente. Algumas dessas técnicas estdo

relacionadas com analise de elementos finitos, guiadas pela estimativa de erro [0-4].

Contudo, o uso da analise dos elementos finitos como critério de adaptacdo da malha
nao ¢ o foco deste trabalho. O custo computacional dessas analises seria desnecessariamente
alto, quando o proposito deste trabalho ¢ apenas gerar uma malha de boa qualidade para
aplicagdes como renderizacdo, por exemplo. No presente trabalho, adota-se uma abordagem
de baixo custo e com boa convergéncia, que ¢ a utilizagdo de critérios geométricos [7-11].
Neste aspecto, considera-se a curvatura como um parametro importante ao se determinar a
densidade da distribui¢do dos elementos. Quanto mais proxima da curvatura analitica estiver a

discretiza¢do da malha, mais fiel esta sera as caracteristicas geométricas da superficie.

Seguindo esse conceito, este trabalho apresenta uma estratégia de geracao hierarquica
de malhas adaptativa de superficies paramétricas baseadas na estrutura de arvore,
acrescentando as vantagens de duas abordagens classicas: o avanco de fronteira e a

triangulacdo de Delaunay.
As estratégias de adaptagdo de malhas podem ser divididas em duas classes principais:

- A priori: procura-se gerar uma malha inicial ideal. Os custos concentram-se,
portanto, na geragao.

- A posteriori: pode-se partir de uma malha inicial grosseira e a partir dela, realiza-
se as modificagdes necessarias para se chegar a malha otimizada.

Neste trabalho, adota-se uma estratégia a posteriori, onde o usuario fornece uma
defini¢do geométrica para o modelo, e o sistema se encarrega de, a partir dessa geometria e de
uma primeira aproximacao bem desrefinada, construir malhas cada vez mais proximas da

definicdo matematica da superficie. A estratégia apresentada procura garantir as seguintes



propriedades: i) ser capaz de refinar e desrefinar as regides da malha; ii) garantir uma boa
transi¢do entre regidoes da malha com maior e menor refinamento; 1iii) garantir a
compatibilidade entre as diferentes regides; iv) considerar a contribui¢do do erro local para

medir o erro global, a fim de garantir uma boa qualidade para a malha.

Tais propriedades sdo particularmente importantes para aplicacdes de realidade virtual
e computacdo grafica, uma vez que proporcionam uma boa qualidade na renderizagdo por
causa da distribui¢do apropriada dos elementos. Logo, a estratégia proposta redimensiona os
elementos e os concentra em regides de maior curvatura além de reduzir a densidade de

elementos em regides de menor curvatura, se necessario.

Uma boa distribuicdo dos elementos ¢ uma questdo muito importante em geragao de
malhas, especialmente para aplicacdes de computagdo grafica e realidade virtual e, embora
também possa ser obtida utilizando-se modeladores geométricos, tais como 3DStudio,
Blender entre outros, pode tornar-se um processo muito demorado e demandar muita
interven¢do humana. Outra questao importante a ser considerada ¢ que a simplificagdo correta
da malha ¢ crucial para aplicagdes em tempo real, onde a taxa de quadros (frame rate)
desempenha um papel central. E, finalmente, a distribui¢ao dos elementos em uma malha ¢
muito importante em aplicacdes onde os niveis de detalhes (level of details) sao
frequentemente aplicados, como na simulagdo de multidoes (crowd simulation) e muitos
outros problemas, onde uma malha ndo-refinada pode ser usada quando o modelo esta longe

da camara e uma malha muito mais refinada ¢ necessaria quando o modelo esta proximo.

Para o processo de adaptacdo aqui apresentado, consideramos um modelo inicial
composto por patches de Hermite e suas malhas. A malha inicial do modelo junto com sua
geometria, servirdo de entrada para o processo adaptativo, que gerard a malha final com
melhor qualidade. E importante mencionar, entretanto, que a estratégia proposta funciona para

qualquer tipo de superficie (Bezier, etc) desde que parametrizavel, pois ela é genérica.



1.3 Organizacao do trabalho

Este trabalho estd organizado em 5 Capitulos. O Capitulo 2 mostra alguns trabalhos
relacionados, nogdes sobre alguns operadores para calculo de curvatura existentes e algumas

técnicas de geracdo de malhas de superficie utilizando controle de curvatura.

O Capitulo 3 apresenta uma visdo geral da estratégia adotada, explicando cada fase de
seu processo adaptativo. Também sdo mostrados os conceitos matematicos empregados para o
calculo das curvaturas. Tais curvaturas sao utilizadas no célculo de estimativa de erro que guia

o processo adaptativo.

O Capitulo 4 traz algumas resultados conseguidos ao gerar malhas utilizando-se a
estratégia. O resultados mostram sua eficacia e robustez ao lidar com os mais diversos niveis
de curvatura. No Capitulo 5, as conclusdes a cerca do trabalho e da estratégia apresentada sdo

apresentadas, bem como algumas sugestdes de trabalhos futuros.



Capitulo 2

Trabalhos Relacionados

2.1 Introducao

A geracdo de malhas de superficies ¢ um topico de grande interesse em aplicacdes de
engenharia, computacio grafica e realidade virtual. Um dos principais aspectos levados em
consideragdo por uma técnica de geragao de malhas ¢ a qualidade da malha obtida. A fim de
alcancar malhas de boa qualidade, muitas técnicas de adaptagdo de malhas tém sido propostas.
Algumas dessas técnicas estdo relacionadas a adaptacdo de malhas por elementos finitos
baseada em estimativa de erro. Outras técnicas adaptativas foram propostas para problemas de
modelagem geométrica e sao muito Uteis em aplicagdes de computacdo grafica e realidade

virtual.

A Secdo seguinte apresenta algumas nogdes sobre o célculo da curvatura para malhas
triangulares e algumas estratégias de geracdo de malhas que utilizam a curvatura como

controle para a geracao.

2.2 Geracao de malha com controle de curvatura

Do ponto de vista puramente tedrico, malhas triangulares ndo possuem curvatura, uma vez
que todas as faces sdo planas e a curvatura ndo estd propriamente definida ao longo das
arestas e vértices ja que a superficie ndo possui continuidade C? definida para arestas e
vértices. Mas, ao levar em consideragdo que uma malha triangular ¢ uma aproximacgdo da
superficie continua, pode-se estimar as curvaturas mediante as informagdes presentes na
malha. Sob essa perspectiva, muitos pesquisadores vém trabalhando em diversas formas de

estimar a curvatura em uma superficie discretizada.

Dentre as formas mais conhecidas para se estimar a curvatura de uma superficie tem-
se a curvatura Gaussiana. Essa medida vem sendo extensivamente utilizada nos mais diversos

campos tais como processamento de imagens, computer aided geometric design, robdtica,



computagdo grafica e muitos outros. Sendo uma invariante tdo amplamente utilizada, seria
natural a demanda pelos mais diversos operadores que estimassem, da forma mais

aproximada, a curvatura Gaussiana a partir da discretiza¢do de uma superficie.

Surazhsky [12] e Magid [13] apresentam alguns dos algoritmos mais utilizados para o
calculo das curvaturas Gaussiana e média. Nesses trabalhos, tais algoritmos sdo apresentados,
analisados e testados na busca de determinar qual a melhor alternativa para o calculo das
curvaturas. Os algoritmos sdo divididos nas seguintes abordagens: aproximagao local (local
fitting) destacando paraboloid fitting e o circular fitting, o esquema Gauss-Bonnet, também
conhecido como esquema de déficit angular (angular deficit scheme), Watanabe-Belyaev e
Taubin. Nas abordagens de aproximagado local, uma fun¢do de encaixe (fitting function) que
aproxima a superficie localmente em um determinado ponto ¢ construida, e a partir dessa
funcdo a curvatura de Gauss ¢ analiticamente calculada. Através de seus testes comparativos,
os autores concluem que os melhores algoritmos para o calculo da curvatura Gaussiana sdo

aqueles que empregam esquema de Gauss-Bonnet.

Xu [14] analisa a convergéncia do esquema de Gauss-Bonnet, que foi apresentado e
explorado em [12] e [13]. A convergéncia desse esquema de discretizagdo foi considerada por
Meek e Walton [15], onde estes concluiram que o esquema ndo convergiria.
Surpreendentemente, um dos métodos mais utilizados na literatura ndo apresentaria resultados
muito precisos. Contudo, Xu demonstra em seu trabalho que se uma triangulagdo de
superficie ¢ obtida pela amostragem e quantizagdo de uma superficie paramétrica, entdo sob
certas condi¢des, a aproximagdo do esquema de Gauss-Bonnet converge sob uma taxa
quadratica. Logo, os resultados obtidos por Xu reforcam as conclusdes alcancadas pelos

experimentos de Surazhsky [12] e Magid [13].

Kim [10] apresenta uma métrica de erro visando gerar diversas malhas com
refinamentos diferentes com a finalidade de emprega-las em aplicagdes que envolvem niveis
de detalhes (levels of details). Essa métrica utiliza o célculo das curvaturas discretas como
critério de simplificagdo, os operadores utilizados seguem o esquema de Gauss-Bonnet e
podem ser empregados para o calculo das curvaturas tanto para os nos localizados no interior
da malha quanto para aqueles localizados em uma borda da mesma. Devido a essa
carateristica, e por seguirem o esquema de Gauss-Bonnet, tais operadores foram escolhidos

para o calculo das curvaturas discretas no presente trabalho.



Meyer [16] apresenta um método para estimar atributos geométricos de uma superficie
discreta, tais como curvaturas e vetores normais. Seu trabalho define e deriva atributos
diferenciais de primeira e segunda ordem, tais como vetores normais, curvaturas principais,
curvatura Gaussiana, curvatura média, e direcdes principais para superficies lineares e malhas
triangulares arbitrarias. Os operadores apresentados sdo generalizados a fim de serem
utilizados em 2-manifolds e 3-manifolds, numa dimensao arbitréaria, oferecendo ferramentas
para suavizagdo de campos vetoriais e volumes de dados. Meyer segue o esquema de Gauss-
Bonnet, e sugere um operador de calculo de curvatura Gaussiana baseado na area de Voronoi

da vizinhan¢a de um determinado n6 da malha.

Lau e Lo [17,18] apresentam uma técnica de geracao de malhas de elementos finitos,
utilizando a curvatura como medida para determinar o tamanho dos elementos e guiar a
discretizacdo. No primeiro deles [17], é proposto um esquema para geragdo automatica de
malhas triangulares, com distribui¢ao arbitraria dos elementos sobre superficies curvas e sem
0 uso de um espago paramétrico. Os elementos sdo gerados na propria curva baseados na
técnica de avango de fronteira. A frente inicial ¢ uma unido disjunta de loops simples e
fechados dos segmentos que aproximam as curvas de borda do dominio. Os segmentos do
loop exterior sdo definidos no sentido anti-horario, enquanto os loops do interior no sentido

horério. Durante o processo de geragao da malha, um segmento base, AB, ¢ retirado da frente

I'. O “melhor” triangulo ¢ formado pelo segmento AB com um vértice C, dentro da
frente I'. Em seguida a possibilidade de formar um tridangulo melhor C, ¢ examinada. Se
a qualidade do tridngulo A ABC,, julgando-se, entre outros fatores, a curvatura, ¢ melhor
que a do tridngulo AABC, entdo o tridngulo A ABC, ¢ formado. Caso contrario, forma-
se AABCr. Buscando controlar o erro induzido pela curvatura da superficie, o angulo entre
o triangulo ja existente em AB, A AOB, e onovo triangulo AABC ¢ calculado e deve ser

menor que um angulo maximo tolerado ®,,. antes do novo triangulo ser aceito.

max

O segundo trabalho [18] traz uma abordagem semelhante, mas propondo um controle
maior sobre a curvatura. Nesse trabalho, o minimo raio principal da curvatura 7,,, em P ¢
determinado com o objetivo de calcular o tamanho ideal dos elementos em um ponto

P = X(u,v). O tamanho do elemento desejado ¢ calculado assumindo que a porgdo da
superficie em P pode ser representada por uma esfera de raio 7, passando por P com o plano

tangente coincidindo com o plano tangente da superficie.



Dyn, Hormann, Kim e Levin [19] propdem um algoritmo para obter uma malha
triangulada 6tima, utilizando a operacao de swapping de arestas de forma seqiiencial com o
objetivo de diminuir uma func¢ao de custo que mede a qualidade da malha. A fun¢do de custo
usada pelos autores ¢ desenvolvida de forma a levar em consideragdo a curvatura da
superficie. Comegando com uma triangulacdo inicial arbitraria, o algoritmo executa as trocas
de aresta de maneira gulosa, reduzindo de forma maximal, a cada passo, a funcao de custo,
terminando quando a funcdo de custo alcangar o valor minimo. Infelizmente, a estratégia
gulosa pode levar a minimos locais de forma que a malha 6tima ndo ¢ alcangada. A proposta
do algoritmo ¢ de servir como um pré-processo para outros algoritmos que irdo operar sobre a
malha tridimensional, oferecendo um bom ponto de partida que melhora a performance desses

algoritmos.

Com relagdo a geragdo de malhas para superficies, existem varios trabalhos na
literatura que abordam esse problema. Miranda ¢ Martha [8] descrevem um algoritmo para
geracdo de malhas trianguladas de elementos finitos em superficies arbitrarias com alta
curvatura. A malha ¢ gerada no espago paramétrico e mapeada para o espago 3D. O algoritmo
possui trés caracteristicas: produz elementos de boa qualidade, evitando elementos
degenerados ou com uma razao de aspecto ruim; garante a compatibilidade entre malhas de
patches vizinhos, ja que a malha de uma regido ¢ gerada de acordo com a discretizagdao de
suas curvas de bordo; apresentam uma transi¢do suave entre regides com alta variacdo no
tamanho dos elementos. O processo de geracdo da malha é composto por quatro fases:
discretizagdo da fronteira; geracdo da quadtree; aplicagdo do avango de fronteira; suavizagdo

da malha.

Teixeira e Creus [11] apresentam um trabalho para geracdo automatica de malhas ndo
estruturadas que trabalha com recortes de superficies paramétricas com dominios arbitrarios e
grande curvatura. As malhas em superficies curvas sao construidas com um método de avanco
de fronteira (advancing front) que usa uma malha de fundo feita através de uma subdivisao
adaptativa por quadtree, para determinar o tamanho dos elementos em funcdo da curvatura
local. O algoritmo trabalha no espago paramétrico, e ¢ controlado pela métrica do espago 3D
em todos os seus passos: discretizagdo do contorno, geragao da malha de fundo, avango de
fronteira e suavizagdo da malha. O algoritmo utiliza tolerancias angulares aplicadas aos
vetores normais das curvas e da superficie, de modo a levar em conta as curvaturas locais,

tanto na geracao do contorno, como na malha de fundo. O processo esta organizado em quatro



etapas: determinacdo de sub-dominios; discretizagdo das linhas de contorno; geragdo da malha
de fundo, para estabelecer o tamanho dos elementos, em funcdo da curvatura e do contorno,
através da subdivisdo do dominio; geragdo da malha ndo estruturada com o método de avango

de fronteira; suavizacdao da malha.

Lee e Joun [21] apresentam uma abordagem para geragdao e suavizacao de malhas
adaptativas para superficies. Seu método comega com uma malha triangular grosseira, que vai
sendo modificada de modo a obter a densidade desejada para a distribuicdo dos elementos.
Virias transformacdes incluindo splitting, collapsing e swapping de arestas e vértices sao
empregadas para geragdo de novos triangulos e para garantir a qualidade da malha. Essas
operagdes sdo propostas de forma a respeitar o critério de Delaunay e manter a consisténcia
topologica. Para reduzir os inevitaveis erros que surgem durante a rediscretizacdo da malha,
esta ¢ interpolada por patches de Bezier. A curvatura ¢ considerada um parametro geométrico
importante na determina¢do da densidade da distribui¢ao dos elementos. O usuario especifica
uma funcdo de densidade que vai guiar a distribuicdo dos elementos da malha. Esta fungdo ¢
identificada como uma combinagdo de fungdes primitivas de densidade definidas por
geometrias como esferas, cilindros e canos. A curvatura, multiplicada por um peso ¢é
adicionada a func¢do especificada pelo usuario. Wang [22] , Glut e Jurczyk [23] seguem uma

abordagem similar.

Souza [20] propde uma estratégia adaptativa de geracdo de malhas que serve de base
para o presente trabalho. Contudo, os operadores de curvatura discreta escolhidos ndo eram
eficientes nos calculos efetuados nas curvas de borda dos patches. Isso obrigava sua estratégia
a utilizar patches auxiliares para calcular a curvatura nas bordas, o que aumentava o custo
computacional da estratégia, além de gerar elementos de mé qualidade nessas regides. Esse
trabalho também analisava os cenarios possiveis para as curvaturas discretas e analiticas. O
resultado dessa andlise ditava o rumo que a estratégia devia tomar: refinar ou desrefinar uma
determinada regido. O presente trabalho sugere operadores mais eficientes e que trabalham
nas bordas, eliminando a necessidade desses patches auxiliares. Além disso, 0s cenarios
possiveis para as curvaturas discretas e analiticas foram revisitadas, reavaliando-se quais as

melhores decisOes a se tomar em cada caso.



2.3 Consideracgoes finais

Este Capitulo mostrou a importancia das malhas adaptativas para aplicagcdes de realidade
virtual e computacao grafica e como a qualidade da malha pode estar diretamente ligada ao
resultado desejado. Também apresentou alguns trabalhos da literatura que apresentam
métodos para o célculo de curvatura, a importancia do calculo dessa curvatura e algumas
técnicas de geragdo de malhas que fazem uso desse calculo para conseguir malhas de boa

qualidade.
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Capitulo 3

Estratégia de Adaptacao

3.1 Introducao

Para dar inicio ao processo adaptativo € necessario um modelo, o qual ¢ composto pela
descricdo geométrica dos varios patches que compdem a superficie a ter sua malha gerada
juntamente com as malhas iniciais de cada um desses patches. A estratégia assume que essa
superficie ¢ composta por patches paramétricos, tais como patches de Coons, os quais sdo
delimitados por curvas paramétricas. A descricdo geométrica desses patches ¢ fornecida pelo
usudrio; o sistema encarrega-se de, com base nessa descri¢do, construir suas malhas iniciais. E
importante mencionar que as malhas iniciais dos patches também podem ser fornecidas ao
invés de serem geradas. Definidas as geometrias e as malhas iniciais dos patches, o sistema
constroi iterativamente novas malhas mais refinadas, tornando a discretizagdo da superficie

cada vez mais proxima de sua defini¢ao matematica.

Como mostra a Figura 3.1, a estratégia consiste de duas fases por iteragdo: primeiro,
dados os modelos geométricos dos patches e das curvas, bem como a malha inicial da iteragdo
corrente, a qualidade da malha ¢ mensurada com base nos calculos dos erros entre as
curvaturas analiticas e discretas; segundo, com base na malha inicial da iteracao corrente, uma
nova malha ¢ gerada, pela adi¢do de mais elementos em certas regides, € remocdo de

elementos em outras regides da malha inicial. O processo iterativo para quando um critério de

Fase 2: Processo
Modelo micial l——s| Fase 1: Avaliacio || ~ 2daptativo

da qualidade grasseassneneas rennasanees :

: Adaptacao das :

: curvas :

Fim 2im onverge! Nao L e } ............ .

Adaptacao do
interior

Figura 3.1: Resumo do processo adaptativo.
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qualidade global predefinido ¢ atingido. Na fase 2, as curvas sdo rediscretizadas primeiro e,

somente apos

as curvas, os patches sao rediscretizados. Esse capitulo descreve em detalhes cada parte da

estratégia adaptativa.

3.2 Modelo inicial

Como ja mencionado, a descri¢do matematica dos patches, juntamente com a descri¢do das
curvas delimitantes, definem a geometria do modelo. Essa geometria sera utilizada em todos
os passos da estratégia adaptativa. A descricdo da geometria ¢ uma malha inicial compdem o
modelo inicial que da inicio ao processo adaptativo. E importante ressaltar que embora o
sistema possa construir sua propria malha inicial, a estratégia funciona para qualquer outra

malha inicial fornecida.

3.2.1 Descricao geométrica

O modelo inicial ¢ composto pela malha inicial e por sua geometria. Esta geometria €
composta por diversos patches e estes por suas curvas delimitantes. Cada uma dessas curvas
pode fazer parte de dois patches vizinhos. Sendo assim, a descricdo da geometria deve ser
feita de forma hierarquica: primeiro, vem a descri¢do das curvas; em seguida, a descricdo dos

patches.

As descrigdes das curvas e patches seguem suas definicdes matematicas. Por exemplo,
ao usar a estratégia com superficies de Hermite, deve-se definir as quatro curvas delimitantes
como curvas de Hermite, os pontos dos quatro cantos e os vetores twists desses quatro cantos.
Cada curva de Hermite ¢ definida por seus pontos extremos e as tangentes nesses pontos,
seguindo a orientagdo da curva. E importante ressaltar, entretanto, que a estratégia funciona

DPQ DP1

PO P1

Figura 3.2: Definicio de uma curva de Hermite: ponto inicial PO,
tangente no ponto inicial DP0, ponto final P1 e tangente no ponto final
DP1.
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para qualquer tipo de curvas e patches, desde que eles possam ser parametrizados de [0 a 1],

ja que ela trata curvas e patches de uma forma genérica.

Y

o

A PO P(1,1)

Curva 4

Curva 2

P(1,0}

-
Figura 3.3: Orienta¢do das curvas na defini¢cio de um
patch.

O modelo inicial mostrado na Figura 3.3 descreve um patch P; e suas curvas C;. Esse

modelo ¢ utilizado ao longo deste trabalho para ilustrar a estratégia adaptativa.

3.2.2 A malha inicial

As malhas iniciais de todos os patches compoem a malha inicial do modelo inteiro. Essa ¢ a
primeira aproxima¢ao da malha desejada. Se P, ¢ um patch e C; representa suas curvas
delimitantes, a geracdo da malha inicial M; comega com a discretizacdo de C; em segmentos.
Logo, a malha inicial ¢ gerada com base nesses segmentos, garantindo assim a

compatibilidade da malha nas bordas de patches vizinhos.

O ntmero de elementos que formam a malha M, depende da discretizagdo das curvas
delimitantes de P;. Na Figura 3.4, as curvas foram discretizadas em trés regides cada, o que
determina a discretizacdo do patch em nove regides. A subdivisdo das curvas e patches ¢ feita

no espaco paramétrico e mapeada para o espaco tridimensional.

Na geracdo da malha inicial, para cada regido do patch determina-se seu vértice
médio. Este vértice, juntamente com os quatros vértices dos cantos da regido, forma um

“guarda-chuva” (triangle fan) de quatro tridngulos correspondendo aquela regido. O ponto
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médio ¢ calculado primeiramente no espago paramétrico, ¢ em seguida mapeado para o
espaco tridimensional. A Figura 3.5 mostra a malha inicial criada para o patch da Figura 3.4

seguindo esse principio.

(s

Figura 3.4: Discretizacio inicial de um patch.

Figura 3.5: Malha inicial para o parch da Figura 3.4.

No entanto, novamente vale ressaltar que ndo importa como a malha inicial seja

definida, a estratégia se encarregara de adapta-la seguindo a geometria do modelo.

3.3 Qualidade da malha

A qualidade de toda a malha gerada durante o processo adaptativo ¢ avaliada de acordo com
um critério de erro. Neste trabalho, busca-se representar o dominio em questdo da melhor
forma possivel, utilizando um critério de erro que ndo seja caro computacionalmente e que

seja adequado. Portanto, adota-se um critério geométrico que calcula em cada né da malha o
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erro entre as curvaturas analitica e discreta da superficie. Se a distribuicdo geral do erro ficar
abaixo de uma precisdo desejada, a qualidade da malha ¢ considerada boa e o processo
adaptativo termina. O erro local indica se a malha deve ser refinada ou desrefinada em uma

determinada regido.

3.3.1 Curvaturas analiticas

Segundo Rogers & Adams [26], ao pegar-se um vértice v qualquer sobre um patch, e por ele
definir um plano normal em relacdo a superficie, a intersecdo do plano com a superficie
define uma curva que permite calcular a curvatura analitica K, do patch em v. Ao girar-se esse
plano, tendo a normal de v como eixo de rotagdo, a medida da curvatura muda. Mas somente
encontrar-se-a uma unica direcdo onde a interse¢ao do plano com a superficie define uma
curvatura maxima K., € outra Unica direcdo que define uma curvatura minima K,;,. Estas

duas curvaturas sao chamadas curvaturas principais.

) ~ Plano de
4 curvatura
maxima

Curva de
intersecan

P e
(a) ( bj minima

Figura 3.6: Curvatura de uma superficie bi-paramétrica.

As duas curvaturas principais sdo de particular interesse, pois sua combinacao da as

curvaturas média (H) e Gaussiana (K):

— Kmin+Kmax (3 1)
K=Kmin‘Kmax (32)
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Dill [27] mostra que para superficies bi-paramétricas, as curvaturas média e Gaussiana

sao dadas pelas seguintes equacoes:

=A'|Qw|2_2‘B'Qlt'Qw+C‘|Qu|2

. .
2.|0,x0,1? o
A.C—B?
K=—"—"—
|0, %0,[* (3.4)
onde
4 =10,x0,1.0,,
B =[0,x0,].0,, 3:5)
C = [quQw]'wa

e o subscrito indica a notacdo para derivadas parciais, i.e. 9,=60/du, etc.

Como mostra a Tabela 3.1, o sinal da curvatura Gaussiana serve para caracterizar a
forma local da superficie: eliptica, hiperbolica, cilindrica ou conica. Por esse motivo, neste
trabalho, ¢ dada a preferéncia ao uso da curvatura Gaussiana em primeiro lugar pois ao
conhecer o valor da curvatura Gaussiana em um determinado vértice de uma regido de um
patch, pode-se inferir a forma da superficie na regido visualizada. Isso ird ajudar na

compreensdo dos resultados.

Tabela 3.1: Tipos de superficie.

Konin . Kmax K Forma
Mesmo sinal >0 Eliptica
Sinais contrarios <0 Hiperbolica (ponto de sela)
Uma ou ambas iguais a zero 0 Cilindrica, Conica ou Plano

3.3.2 Curvaturas discretas

Calcular as curvaturas analiticas requer a formulagdo matematica para o patch, por outro lado,
avaliar a curvatura discreta requer informagdes locais sobre a malha. Ou seja, as curvaturas
discretas sdo calculadas com base num dado n6 da malha e baseia-se na configuracao de seus
triangulos adjacentes. As curvaturas discretas, Gaussiana e Média, utilizadas no presente

trabalho sdo computadas pelos operadores de curvatura apresentados por Kim [10]. Esses
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operadores seguem o esquema de Gauss-Bonnet, qual ja visto no Capitulo 2 tratar-se da

melhor abordagem para o calculo da curvatura Gaussiana.
A curvatura discreta Gaussiana K para um no6 interior da malha é expressa por
n
2m— Z P,
i=1

A

W |~

onde 4 ¢ a soma das areas de cada face e P, denota o angulo do né considerado. E facil ver
que a medida ¢ que a regido do n6 se aproxima de um plano, a curvatura Gaussiana se

aproxima de zero (Figura 3.7).

N
Vo

/\

Figura 3.7: A curvatura
Gaussiana de um vértice interno.

Para um no de borda, a curvatura Gaussiana ¢ definida pela seguinte equacao

m— Z P,
K = 1’—=1 3.7
—.A4
3
onde A novamente representa a soma das areas dos tridngulos e @i , o angulo naquele no

(Figura 3.8).

Figura 3.8: A curvatura Gaussiana em um vértice
de borda.
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A curvatura discreta Média ¢ dada por

Y. mle,)

A

H=
1 (3.8)
3

onde e; representa uma aresta incidente em um nd, e m(e;) ¢ uma funcdo da aresta e; que

retorna o angulo entre os dois vetores normais das faces adjacentes em e; (Figura e equagdo

3.9).

Figura 3.9: O 4ngulo y para a curvatura discreta
média.

y ,se e; for convexa
m(e;)) =9 0, se e; for plana (3.9)

-y , se e; for concava

3.3.3 Estimativa de erro baseada nas curvaturas

O processo adaptativo consiste na rediscretizagdo das curvas e dos patches. Essa
rediscretizagdo ¢ feita com base na estimativa de erro da curvatura discreta em relagdo a
curvatura analitica avaliada em cada n6 da malha. Se o erro calculado indica uma grande
discrepancia entre as duas curvaturas, sugere-se que a malha seja localmente refinada ou

desrefinada, com base num parametro de tamanho, 4.

A Tabela 3.2 ilustra os possiveis cendrios considerados neste trabalho e como
determinar o novo parametro de tamanho para cada caso. A curvatura analitica ¢ representada

por Ka e Kd representa a curvatura discreta. A estimativa de erro ¢ calculada com base na
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curvatura Gaussiana, uma vez que ela descreve melhor a geometria local da superficie. A

curvatura média so serd utilizada nos casos em que a curvatura Gaussiana seja zero.

No primeiro cenario, Ka ¢ aproximadamente igual a Kd. Se esses valores ndo forem
proximos a zero (Ka/— 0), a malha captura bem a curvatura local da superficie e nenhum
refinamento se faz necessario (K. = hvno). NO entanto, se a curvatura analitica Ka for
proxima a zero (Ka — 0), a superficie ¢ localmente plana e um desrefinamento da malha se

faz necessario (Muowo = Muano * 1, f > 1).

Tabela 3.2: Estimativa para os novos tamanhos dos elementos.

Ka = Kd Ka—0 Roovo = Mvetno.f desrefinamento
(Ka/kd) — Ka ﬁ‘; 0 hnovo = hvelho parar
Ka— 0 Roovo = Mveino / refinamento
Ka >> Kd
Ka 0 Huovo = Myetno /' f refinamento
Ka— 0 Novo = Mvetno /' f refinamento
Ka << Kd
Ka -0 Huovo = Pveino / f refinamento

Nos outros cendrios, a discrepancia entre Ka e Kd ¢ grande. Entdo, quando a curvatura

analitica Ka for proéxima de zero (Ka — 0), a malha nao ¢ suficientemente refinada para

capturar a planaridade local da superficie e deve ser refinada. Quando Ka nao for proxima de

Figura 3.10: Exemplo onde a curvatura Gaussiana € nula numa
regiio nio plana.
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zero (Ka — 0), a malha também nao ¢ boa o suficiente para capturar a curvatura correta e
deve ser refinada. O fator f usado na rediscretizacdo ¢ determinante para a taxa de
convergéncia do processo. Quanto maior for o valor de f, mais rdpido serd a taxa de

convergéncia.

No caso de o calculo da curvatura Gaussiana apresentar resultado nulo, passa-se a
considerar a curvatura média pelo simples fato de que uma curvatura Gaussiana nula nao
implica em uma regido localmente plana. Observando a Figura 3.10, ¢ possivel ver que a
curvatura Gaussiana no vértice v é nula na diregio 4 , ja na diregio B ou em qualquer

outra direcdo, ela ¢ diferente de zero.
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A Figura 3.11 ilustra uma vis@o de um corte longitudinal onde pode-se observar a
superficie e a malha que a representa para os casos em que a discrepancia entre as curvaturas

¢ alta.

Superficie
m— (alha
a) kandotende a zero e ka >> kd

b) ka n3o tende a zero e ka << kd

Refinar Refinar

¢) katende azeroe ka >> kd d) katende a zero e ka << kd

Refinar Refinar

AVaIS

Figura 3.11: Cenarios para anadlise de erro entre as curvaturas analitica e discreta.

3.3.4 Estimativa global de erro

Embora a rediscretizagdo seja baseada nos erros locais das curvaturas, ¢ necessaria uma
medida global que guie todo o processo iterativo. Quando a qualidade global ¢ alcancada o
processo para. Essa medida implica o uso de uma estimativa global de erro, #gwsa, 0 qual €

calculado, neste trabalho, por
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2, (3.10)
nglobal = N ’

onde N, ¢ o numero de n6s de toda a malha; e #; € o valor absoluto da diferencga relativa entre
as curvaturas analitica e discreta em um no, cujo célculo ¢ dado por

‘(Ka_Kd>‘

K] (3.11)

n; =

A malha possui uma boa qualidade quando #gwa < €. A escolha de um & que seja
considerado razodvel ¢ uma questdo de julgamento. Portanto, neste trabalho, nenhuma
sugestdao sobre qual valor de € utilizar ¢ feita. Apenas ¢ mostrado que o valor do erro decresce

a medida que a malha ¢ melhorada, indicando a convergéncia do processo iterativo.

3.4 Adaptacao das curvas

O primeiro passo para a estratégia proposta requer que as curvas delimitantes de cada patch
sejam rediscretizadas de forma independente e antes da discretizagdo do dominio. Isso ¢ uma
das grandes vantagens da estratégia proposta, uma vez que leva a uma discretizagdo mais
regular das fronteiras dos patches, consistente com as caracteristicas geométricas da
superficie proxima a essas curvas. Isso também ¢ importante para garantir a compatibilidade
da malha entre dois patches adjacentes. Essa estratégia foi primeiramente proposta para
dominios bidimensionais em [3]; no entanto, no trabalho original, a discretizagdo ndo era feita
com base em critérios geométricos. A nova discretizagdo do conjunto completo de curvas
delimitantes define a base para a rediscretizagdo do dominio, gerando uma nova malha para o

modelo.

O procedimento de rediscretizacdo das curvas delimitantes ¢ uma versdo
unidimensional do procedimento baseado na quadtree usada para refinar o dominio [25]. Esse
procedimento emprega uma técnica de enumeragdo espacial recursiva, associada a uma
estrutura de dados de arvore bindria, e adota um critério baseado no erro da curvatura para
refinar ou desrefinar a discretizacdo da curva, levando em conta as curvaturas caracteristicas
das faces adjacentes. Logo, em um dado n6 da aproximagao poligonal da curva, as curvaturas
analitica e discreta sdo calculadas. A curvatura discreta considera todos os triangulos

adjacentes ao no, inclusive os que estdo nas superficies vizinhas. A curvatura analitica, por
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outro lado, considera a maxima curvatura calculada para as superficies vizinhas que
compartilham a curva. O erro entre as medidas das curvaturas guia a forma como se

determina o novo tamanho dos tridngulos adjacentes aquele no.

A discretizacdo de cada curva ¢ feita em trés fases, como descrito a seguir, para uma

curva genérica, € mostrada no Algoritmo 3.1.

Algoritmo 3.1: Construc¢ao da arvore binaria

Inicialize a raiz da &rvore bindria como nd vazio
As coordenadas minima e maxima do né raiz recebem (0,1)
Calcule o comprimento da curva, Lcura

para cada segmento da lista de vértices iniciais, S«, k «— 1 até n,, faca
{
Calcule o tamanho do segmento no espaco tridimensional, L
hvelho «— Lseg
Calcule o centro de Sk no espaco tridimensional, Cseg«
Calcule Ka em Csegk
Calcule Kd como a média das Kds dos vértices extremos de S

kd = %("‘le+de)

Calcule hyo de acordo com a tabela 3.2

_ hnovo
Calcule £, = Lcma,hpa, e [0,1]

Determine o parametro correspondente a Csegx, Ux
Determine em que né da drvore estd ux
enquanto (tamanho do né > h,,) faca

{
Subdivida o né em dois filhos
Incremente a profundidade da arvore
Determine em que né da arvore esta ux
}

3.4.1 Inicializagao da arvore binaria

A primeira fase consiste em inicializar a arvore binaria que guiara a rediscretizagdo da curva.
Essa arvore ¢ inicializada com as coordenadas paramétricas maxima e minima (0, 1) da curva
nao discretizada. Isso € feito com o objetivo de permitir um processo de refinamento genérico
que sirva para qualquer tipo de curva. A profundidade inicial da arvore ¢ zero, uma vez que a

mesma sO possui um unico nivel nesse momento.
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3.4.2 Rediscretizacao da arvore binaria

Cada curva mantém o conjunto de nds adjacentes anterior, o qual ¢ definido quando a malha
inicial ¢ gerada e ¢ atualizado depois que uma nova malha é determinada a cada passo. Uma
curva também mantém o conjunto de novos nds que sdo gerados durante a fase corrente.
Portanto, esses dois conjuntos de noés devem coexistir at¢ que uma nova malha seja definida.

Esses conjuntos sdo ordenados de acordo com a parametriza¢do da curva.

Figura 3.12: Refinamento de uma curva C.

A rediscretizagdo da curva pela arvore binaria comeca percorrendo o conjunto de nds

da discretizagdo anterior. No primeiro passo, o conjunto tera as coordenadas paramétricas

a)
nivel 0
@ @
nivel 1 nivel 1

® @ @
nivel 2 nivel 2 nivel 2 nivel 2

® @ ® @ @
nivel 2 nivel 3 _ nivel 3_nivel 3_ nivel 3 nivel 2

@ ® ® o ® o

nivel 0

b)

© nivel 1

nivel 3

Figura 3.13: Arvore biniria para a curva Ci da Figura 3.12.
minima e maxima (0, 1). Cada dois nés consecutivos representam um segmento da curva.
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Cada folha da arvore armazena as coordenadas paramétricas minima ¢ maxima desse

segmento.

Para cada um desses segmentos, calcula-se o seu comprimento no espaco
tridimensional, e denomina-se este valor de /... Em seguida, calcula-se o ponto médio desse
segmento, também no espago tridimensional. Para esse ponto médio, calcula-se sua curvatura
analitica através da formulacdo matematica da superficie; como ndo se pode calcular sua
curvatura discreta diretamente, uma vez que o vértice na superficie ainda ndo possui um no
que o represente na malha e, portanto, ndo ha elementos incidentes sobre ele, o valor dessa
curvatura ¢ estimado pela média aritmética das curvaturas discretas dos vértices extremos do
segmento em questdao. De posse do tamanho do segmento 4., € das curvaturas analitica e
discreta, calcula-se um novo tamanho, chamado de 4,..,, de acordo com a Tabela 3.2. Entdo,
divide-se o valor de /..., pelo comprimento total da curva. Essa razdo d4 um numero entre 0 e

1 o qual ¢ denominado de /.-

O proximo passo € mapear o ponto médio para o espaco paramétrico, encontrando sua
coordenada paramétrica t ( 0 < ¢ < 1). Com o valor de ¢, localiza-se qual folha da arvore
binaria possui o intervalo que contém ¢, lembrando que cada folha representa um segmento da
curva e guarda as coordenadas paramétricas maxima e minima desse segmento. Compara-se o
tamanho dessa folha com 4, € caso este seja maior, subdividi-se essa folha recursivamente

até que seu tamanho seja menor que o valor de /.

Depois de percorrer todos os segmentos da curva, a arvore bindria resultante reflete o
novo refinamento de acordo com o erro entre as curvaturas, que ¢ calculado para cada nd da
aproximacao poligonal da curva C;. Cada folha da arvore ird gerar um novo segmento, € esses
segmentos serdo os lados dos tridngulos adjacentes a curva quando o dominio for
rediscretizado. A Figura 3.12 ilustra um exemplo de refinamento de uma curva C; e a Figura

3.13 ilustra a &rvore binaria correspondente.
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3.4.3 Atualizagao da discretizacao da curva com base na arvore
binaria

Quando a arvore binaria de uma curva C; ¢ finalmente redefinida, a nova discretizacao ¢
incluida na curva (Algoritmo 3.2). Ao final desse processo, a nova discretizacdo da curva ¢

obtida de forma ordenada. O novo conjunto de nés ¢ mantido e o conjunto antigo de nds ¢

liberado.

Algoritmo 3.2: Atualizando a discretizacio da curva C,.

Calcule as coordenadas 3D associadas a u = 0
Inclua essas coordenadas na estrutura da curva
para cada folha da &rvore binaria faca

{
Obtenha a coordenada paramétrica maxima
Calcule as coordenadas 3D correspondentes
Inclua essas coordenadas na estrutura da curva
}

A Figura 3.14 mostra um exemplo de refinamento de fronteira, onde a figura a
esquerda representa o modelo original e a figura a direita representa a discretizacdo de borda
para o primeiro passo. Como se pode observar nessa figura, locais onde a curvatura ¢ mais

alta foram mais discretizados.

I

Figura 3.14: Exemplo de refinamento da fronteira.
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3.5 Adaptacao da malha

Apos a discretizagdo das curvas de borda, a proxima fase do processo adaptativo gera uma
nova malha no dominio usando um procedimento baseado na quadtree. Entretanto, neste
trabalho, a quadtree nao sera responsavel pela geragdo da malha em todo o dominio. Uma
zona de transi¢do proxima a borda do patch sera deixada de lado para ser discretizada usando
uma técnica baseada na triangula¢do de Delaunay. Esse procedimento garante que a malha no
interior do dominio seja compativel com a discretizagdo das curvas delimitantes, evitando a
criacdo de elementos degenerados, além de permitir a combinagdo das malhas de patches

vizinhos.

A triangulacao do interior feita pela quadtree € baseada no trabalho de Bachmann et al.
[25], enquanto que os tridngulos gerados na zona de transi¢do proxima as curvas sdo gerados
por uma técnica de avango de fronteira, combinada com um critério de Delaunay. A técnica de
avango de fronteira foi modificada neste trabalho de forma a considerar as informagdes
geradas pela quadtree, a fim de agilizar o processo e evitar que um tridngulo seja gerado por
um noé longe de sua aresta base. A Figura 3.15 ilustra a discretizagdo das curvas delimitantes
para um dado patch P,. Uma vez que o procedimento ¢ baseado na quadtree no espaco
bidimensional paramétrico, ¢ necessario mapear cada n6 do espaco tridimensional para o
espago paramétrico de cada patch. No entanto, ao final da geracdo da malha, ¢ necessario
mapear os noés dos tridngulos gerados no espago paramétrico de volta ao espago

tridimensional.
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Figura 3.15: Discretizacido da borda de um patch.
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Figura 3.16: Quadtrees: inicial, ajustada pelos erros e restrita.
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A geracdo de uma nova malha para cada patch ocorre em trés fases: geragdo da malha
no interior por uma quadtree; geragao da zona de transi¢cao por uma abordagem de avango de
fronteira e uma suaviza¢do da malha gerada, como descrito a seguir para um patch genérico

P

3.5.1. Geracao da malha no interior do dominio por uma quadtree.

Cada patch P, mantém o conjunto de elementos adjacentes do passo anterior, o qual ¢
definido primeiramente na geracdo da malha inicial e ¢ atualizado apds a geragdo de uma
nova malha a cada passo. Um patch também guarda o conjunto dos novos elementos que sdao
gerados durante a iteragdo corrente. Logo, esses dois conjuntos devem coexistir até que uma

nova malha seja finalmente gerada.

A quadtree ndo s6 garante que a densidade das células no interior é sensivel a
discretizagdo da borda mas também garante uma boa transi¢do entre regides com diferentes

graus de refinamento. O procedimento consiste dos seguintes passos:
1. Construcao da quadtree inicial;
2. Ajustes devidos ao erros das curvaturas calculadas para os elementos;
3. Transformagao da quadtree em uma quadtree restrita;
4. Eliminagdo das células proximas a borda;
5. Geragao dos elementos nas células do interior por padroes.

A arvore inicial é construida levando-se em conta a discretizacdo das curvas
delimitantes do patch obtida na fase anterior do processo. A construgao ¢ feita no espago

paramétrico de acordo com o algoritmo descrito no Algoritmo 3.3.

A Figura 3.16 mostra a quadtree inicial associada a discretiza¢do da borda mostrada na

Figura 3.15.

A quadtree inicial ¢ modificada de acordo as caracteristicas do dominio da malha e
também pelo erro entre as curvaturas em cada um de seus nos. Na avaliacdo do /.n, a area €
calculada no espago tridimensional. Isso ajuda a evitar distor¢des entre o espago paramétrico e
o Cartesiano, o que pode ocorrer uma vez que um quadrado envolvente [(0,0),(1,1)] ¢
utilizado. Ao final de cada passo, o conjunto de elementos do passo anterior ¢ descartado. A

Figura 3.16 mostra o ajuste da quadtree apds ter sido levado em conta o erro entre as
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curvaturas na malha do dominio. O Algoritmo 3.4 mostra como ajustar a quadtree devido a

curvatura da superficie.

Algoritmo 3.3: Construcio da quadtree inicial a partir da discretizacio da borda.

Inicialize a &rvore com o né raiz vazio
para cada curva de borda, Ci, i « 1 até 4 faca
{
Calcule o comprimento de arco de Ci no espaco 3D, L;
para cada segmento, S;, j « 1 até n,, faca
{
Calcule o comprimento de arco de S; no espaco 3D, Lseg
Calcule o centro de S; no espaco 3D, Cseg;
Encontre as coordenadas paramétricas de Cseg;, (u,v)
Encontre em que célula (u,v) estd localizado
enquanto (tamanho da célula > (Lseg; / Li)) faca

Subdivida a célula em quatro filhos
Determine em que célula (u,v) estd localizado

}

Algoritmo 3.4: Ajustes devido a curvatura da superficie.

Atotal — 0

para cada elemento da lista de elementos iniciais, Ex, k <« 1 até n. faca
Atotal — Atotat + Ak

para cada elemento da lista de elementos iniciais, Ex, k <« 1 até n. faca
{

Calcule hpoo de acordo com o Algoritmo 3.5

Calcule o centro de Ex no espaco 3D, Celk

Encontre as coordenadas paramétricas de Celk, (ux, Vi)

Determine em que célula (ux, v«) estd localizado

enquanto tamanho da célula > h,., faca

{
Subdivida a célula em quatro filhos
Determine em que célula (ux, vk) estd localizado
}
}
Algoritmo 3.5: Calculo de /..., para um elemento.
|
A
| E,
hvelhu 1 -
‘ ‘\‘ Atotal
N oo <0

novo

para cada vértice de Ei, vj, j « 1 até 3 faca
{
Calcule Ka e Kd em v;
Calcule h; de acordo com a Tabela 3.2
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hnovo «— hnovo + hj

}
hnovo — hnovo / 3

Transformar a quadtree obtida em uma quadtree restrita se faz necessario pois as
células do interior sdo trianguladas por padrdes (Figura 3.17). Além disso, apenas um nivel de
diferenga entre células adjacentes garante uma boa transi¢do na malha. A Figura 3.16 ilustra a
quadtree restrita, a célula demarcada em (b), por exemplo, deve ser subdividida para que se

tenha apenas um nivel de diferenca em relagdo as células vizinhas, como se pode ver em (c¢).

O proximo passo € a triangulacao das células do interior. No entanto, proximo a borda
do patch, devido a discretizagdo das curvas delimitantes, ndo s6 os padrdes ndao podem ser
aplicados como também triangulos distorcidos podem ser gerados. Para evitar esse problema,
uma zona de transicdo ¢ criada pela unido das células que t€ém contato com a borda (Figura
3.18). As células que ndo fazem parte da zona de transi¢ao sao trianguladas com os padrdes da
Figura 3.17 (aplicados na Figura 3.18). Ja as células que estdo na zona de transi¢do ndo sdo
utilizadas nessa triangulag@o. Ao invés disso, elas sdo trianguladas por um avango de fronteira

com base no critério de Delaunay.

O processo de eliminacdo de células resulta numa quadtree composta por dois tipos de
células: de transicdo e de interior. Se uma célula toca a borda, é uma célula de transi¢do; caso
contrario, ¢ uma c¢lula de interior. As folhas da arvore que sdo células de interior representam

sub-regides que serdo trianguladas por padrdes [25].

<

Figura 3.17: padrdes para a malha do
interior.
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Figura 3.18: Definindo as células da zona de transicio e gera¢ao da malha interior por padroes.

3.5.2. Geragao da malha da zona de transicao.

A zona de transi¢do ¢ triangulada por uma técnica de avanco de fronteira baseada na

triangulacdo de Delaunay. Essa ¢ a tltima fase da geragdo da malha para um patch P, e ¢

realizada conforme o Algoritmo 3.6. A Figura 3.19 ilustra a malha final gerada apds o avango

de fronteira ter sido aplicado.

Algoritmo 3.6: Algoritmo par ao avanco de fronteira

{

A partir de todos os segmentos do contorno fornecidos, construir uma lista
de arestas ativas.

enquanto a lista de arestas ativas nao esteja fazia faca

Escolher uma aresta (base para um novo triéngulo).

para cada aresta escolhida faca
Construir uma lista de células interiores adjacentes as células que
contém os vértices inicial e final dessa aresta base.

se nao houver células entao
A lista de células serd formada pelas oito adjacéncias das células
que contém os vértices inicial e final da aresta base.

Dentro da lista de células, buscar o vértice que forme o triangulo com o
maior angulo oposto a aresta base.

Apdés adicionar um triadngulo, a lista de arestas ativas deve ser
atualizada.
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Figura 3.19: Malha final gerada.

Finalmente, apos toda a nova malha ser gerada, uma suavizagdo da malha ¢ aplicada.
A suavizacdo adotada aqui trata de calcular novas coordenadas, no espago paramétrico, para
todos os nds da malha, exceto aqueles que se encontram na fronteira. A técnica é uma
formulacao geral do operador de suavizacao Laplaciano, que utiliza um fator que relaciona as

medidas do espago real e do espago paramétrico, evitando as distor¢des

2w, (X[ +X7)
X' = Xp+o T —
szo

i=1

: (3.12)

onde X, é o vetor posi¢do do vértice 0, no qual incidem os nos i (X,) , m é o ntmero de
vértices incidentes ¢ W; ¢ um fator que relaciona a distancia real e a distdncia paramétrica
entre o vértice i e o vértice 0, e @ ¢ um fator de relaxacdo que deve estar entre 0 e 1. Aplica-

se este processo em todos os vértices interiores do dominio e pode ser repetido varias vezes.

ApOs a suavizagao, os nés e elementos sao mapeados para o espago tridimensional.
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3.6 Consideracgoes finais

Neste Capitulo, viu-se que para dar inicio ao processo adaptativo ¢ necessario um modelo, o
qual € composto pela descricdo geométrica dos varios patches que compdem a superficie a ter
sua malha gerada juntamente com as malhas iniciais de cada um desses patches. A estratégia
assume que essa superficie € composta por patches paramétricos, tais como patches de Coons,
os quais sao delimitados por curvas paramétricas. Também sdo descritos os detalhes
especificos de cada fase da estratégia proposta neste trabalho; como ela se divide em duas
fases: andlise de erro e adaptacao da malha. Inicialmente, ¢ feita uma andlise de erro baseada
na curvatura considerando a malha inicial do modelo, ficando para a segunda etapa o processo
de adaptacdo da malha em questdo. Uma nova malha ¢ gerada e um ciclo, contendo essas duas

etapas, se repete até que um critério de erro global pré-definido seja atendido.

Capitulo 4

Exemplos e Analise de Resultados
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4.1 Introducao

Neste Capitulo, alguns exemplos de superficies sdo submetidos a estratégia de auto-adaptacao
proposta por este trabalho e os os resultados obtidos sdo analisados . Todos os exemplos
foram gerados por um sistema desenvolvido e implementado com base na estratégia proposta.
Os patches sio modelados como superficies bi-paramétricas resultantes da mesclagem
(blending) das curvas de borda. Os modelos de todos os exemplos usam curvas de Hermite.
Entretanto, a estratégia ¢ genérica e poder ser usada para qualquer tipo de curva, desde que
parametrizavel. A formulagdo completa dos patches e curvas de Hermite, bem como todas as
informagdes geométricas podem ser encontradas em [28]. O critério utilizado para medir a
convergéncia foi a estimativa de erro global com base nas curvaturas, tal como descrito no
Capitulo 3. Os exemplos mostram que o erro decresce a medida em que a malha ¢ adaptada,

indicando a convergéncia do método.

4.2 Exemplos

4.2.1 Modelo com interior plano e bordas curvas

Este primeiro exemplo mostra uma superficie de Hermite classica, definida pela geometria da
Figura 4.1. Para esse exemplo € necessario a defini¢do de apenas um patch de Hemite, com os
vértices: P(0,0) = ( -5,0; -5,0; 0,0 ), P(1,0) = ( 5,0; -5,0; 0,0 ), P(0,1) = ( -5,0; 5,0; 0,0 ) e
P(1,1) = ( 5,0; 5,0; 0,0 ) para os quatro cantos e as derivadas: Qu(0,0) = Qu(1,0) = Qu(0,1) =
Qu(1,1) = ( 10,0; 10,0; 0,0) e Qv(0,0) = Qv(1,0) = Qv(0,1) = Qv(1,1) = ( -10,0; 10,0; 0,0)
também definidas nos quatro cantos. O vetor nulo foi utilizado como vetor fwist para essa

superficie.

A Figura 4.2 mostra a malha inicial e os dois primeiros passos para a geragdo da

malha. Nesse exemplo, o erro global decai de 62,7% para 5,1%.
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Figura 4.1: Modelo para a superficie de Hermite com interior plano (a); Geometria para superficie
(b)As curvas que delimitam o patch: Curva 1, formada pelos pontos P(0,0) e P(1,0) e pelas
derivadas Qu(0,0) e Qu(1,0); Curva 2, formada pelos pontos P(1,0) e P(1,1) e pelas derivadas
Qv(1,0) e Qv(1,1); Curva 3, formada pelos pontos P(0,1) e P(1,1) e pelas derivadas Qu(0,1) e Qu(1,1)
e Curva 4, formada pelos pontos P(0,0) e P(0,1) e pelas derivadas Qv(0,0) e Qv(0,1).
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Figura 4.2: Geracio da malha para o patch de Hermite. (a) Malha inicial (25 nés e 36
elementos), (b) Passo 1 (109 nés e 196 elementos), (c) Passo 2 (597 nés e 1104 elementos).
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4.2.2 Modelo com curvatura alta e fronteira plana (bolha alta)

Este segundo exemplo mostra um modelo com alta curvatura no interior do dominio e
fronteira plana, cuja superficie ¢ ilustrada pela Figura 4.4. A representacdo da geometria ¢
apresentada na Figura 4.3. A geometria do modelo da bolha alta ¢ definida pelos vértices:
P(0,0) = (-0,5; -0.5, 0,0), P(1,0) = (0,5; -0,5; 0,0), P(0,1) = (-0,5; 0,5; 0,0) e P(1,1) = (0,5;
0,5; 0,0), nos quatro cantos e pelas derivadas: Qu(0,0) = Qu(1,0) = Qu(0,1) =Qu(1,1)=(1,0;
0,0; 0,0) e Qv(0,0) = Qv(1,0) = Qv(0,1) = Qv(1,1) = (0,0; 1,0; 0,0). O vetor (0,0; 0,0; 20,0)
estd definido como twist para os vértices P(0,0) e P(1,1); para os pontos P(1,0) e P(0,1) o
vetor twist ¢ dado por (0,0; 0,0; -20,0).

As Figuras 4.5 e 4.6 mostram a malha inicial e os trés primeiros passos para a geracao
da malha da bolha alta, onde o erro decai de 93,7% para apenas 4,0%. Nesse exemplo e nos
subsequentes, as malhas iniciais sdo configuradas com apenas 4 elementos. Isso é feito
propositalmente para demonstrar a robustez da estratégia, que mesmo partindo de uma malha
inicial extremamente desrefinada, consegue convergir para uma malha proxima a defini¢do

matematica para a superficie.

Twist(1,1)

Qu(l,1)

Twist(0,1)
Qv(0,1)
\ T Qu(0.1)
§>
( Z \

Figura 4.5: Geraciio da malha para o modelo da bolha alta. No trio superior, a malha inicial com apenas 5
nos e 4 elementos; no trio inferior, a malha do passo 1 (17 nés e 24 elementos). Vistas em 45°, superior e
lateral.
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Figura 4.6: No trio superior, a malha do passo 2 (105 nos e 192 elementos); no trio inferior, a malha do
passo 3 (1024 nos e 2014 elementos). Vistas em 45°, superior e lateral.

4.2.3 Modelo com curvatura alta e base circular (bolha alta circular)

O terceiro exemplo mostra o modelo da bolha alta, agora com uma base circular. A superficie

do patch Hermite ¢ ilustrada pela Figura 4.7 e a representacao da geometria na Figura 4.8.

A geometria do modelo da bolha alta com base circular ¢ definida pelos vértices:
P(0,0) = (0,0; -5,0; 0,0), P(1,0) = (5,0; 0,0; 0,0), P(0,1) = (-5,0; 0,0; 0,0) e P(1,1) = (0,0; 5,0;
0,0), nos quatro cantos do patch e pelas derivadas: Qu(0,0) = Qu(1,1) = (8,25; 0,0; 0,0),
Qu(1,0) = Qu(0,1) = (0,0; 8,25; 0,0) e Qv(0,0) = Qv(1,1) = (-8,25; 0,0; 0.0), Qv(0,1) =
Qv(1,1) =(0,0; 8,25; 0,0). O vetor (0,0; 0,0; 200,0 ) esta definido como fwist para os vértices
P(0,0) e P(1,1); para os pontos P(1,0) e P(0,1) o vetor twist ¢ dado por (0,0; 0,0; -200,0).

A Figura 4.9 mostra a malha inicial e os trés primeiros passos para a gera¢ao da malha

da bolha alta com base circular, onde o erro decai de 96,9% para apenas 6,4%.
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Figura 4.7: Modelo para bolha alta com base circular.
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Figura 4.8: Geometria, vista de cima, do modelo para o exemplo com base circular. As curvas que
delimitam o patch: Curva 1, formada pelos pontos P(0,0) e P(1,0) e pelas derivadas Qu(0,0) e Qu(1,0);
Curva 2, formada pelos pontos P(1,0) e P(1,1) e pelas derivadas Qv(1,0) e Qv(1,1); Curva 3, formada pelos
pontos P(0,1) e P(1,1) e pelas derivadas Qu(0,1) e Qu(1,1) e Curva 4, formada pelos pontos P(0,0) e P(0,1) e
pelas derivadas Qv(0,0) e Qv(0,1).
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Figura 4.9: Geracio da malha para o modelo da bolha alta com base circular. De cima para baixo: o trio
correspondente a2 malha inicial (5 nos e 4 elementos), o segundo trio traz a malha para o passo 1 (17 nés e
24 elementos), o terceiro trio mostra a malha do passo 2 (105 nés e 192 elementos) e por fim a malha do
passo 3 (876 nés e 1718 elementos). Da esquerda para direita, vistas em 45 °, superior e lateral.
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4.2.4 Modelo com curvatura baixa e base circular (calota)

A superficie para o modelo da calota ¢ mostrada na Figura 4.10, vista em 45° superior e
lateral. A geometria ¢ definida com da mesma forma mostrada na Figura 4.8, e os pontos e
derivadas sdo os mesmos do Exemplo 4.2.3, com excec¢do dos vetores twist, que sdo definidos
como (0,0; 0,0; 10,0) para os pontos P(0,0) e P(1,1) e (0,0; 0,0; -10,0) para os pontos P(1,0) e
P(0,1).

A Figuras 4.11 mostra a malha inicial e os trés primeiros passos para a gera¢do da

malha da bolha alta com base circular, onde o erro decai de 54,9% para apenas 4,2%.

Figura 4.10: Superficie da calota.

s
s
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Figura 4.11: Da esquerda para a direita: a malha inicial, passo 1 (17 nés e 24 elementos), passo 2 (73 nés e
120 elementos) e passo 3 (515 nds e 940 elementos).
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4.2.5 Modelo com curvatura e borda nao planar (sela)

O modelo da sela representa uma superficie com alta curvatura ¢ bordas nao planares. A
geometria do modelo ¢ ilustrada na Figura 4.12. O patch é formado pelas curvas C1, C2, C3 e
C4, possuindo o mesmo vetor twist (0,0,0), nos quatros cantos (ptl, pt2, pt3 e pt4). A Figura
4.13 descreve os primeiros trés passos para a geracao da malha. O erro global cai de 96% para

2,9%, o que indica um alto grau de convergéncia.

Cy

Figura 4.12: Modelo para a sela.

Os valores sdo: ptl = (-5,0; -5,0; 0,0), pt2 = (5,0; -5,0; 0,0), pt3 = ( -5,0; 5,0; 0,0), pt4
= (5,0; 5,0; 0,0), Qu00 = (1,0; 0,0; 18,25), Qul0 = (1,0; 0,0; -18,25), Quo1 = (1,0; 0,0; 18,25),
Qull = (1,0; 0,0; -18,25), Qv00 = (0,0; 1,0; -18,25), Qv10 = (0,0; 1,0; -18,25), Qv01 = (0,0;
1,0; 18,25), Qvll = (0,0; 1,0; 18,25).

Ly
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b vz

Figura 4.13: Gerac¢io da malha da sela. (a) Malha inicial muito desrefinada (4 elem. e 5 nos). (b) Passo 1
(104 elem. e 65 nés). (c) Passo 2 (1936 elem. e 1033 nos).
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4.2.6 Superficie com um canto rebaixado

Este exemplo apresenta uma superficie com um dos cantos rebaixados. O modelo ¢ a
geometria para a superficie sdo ilustrados na Figura 4.14. Sua geometria ¢ definida pelos
pontos: P(0,0) = (-0,5; -0,5; 0,0), P(1,0) = (0,5; -0,5; 0,0), P(0,1) = (-0,5; 0,5; 0,0), P(1,1) =
(0,5; 0,5; -0,5). As tangentes para os quatro cantos sao: Qu(0,0) = (3,0; 0,0; 0,0), Qu(1,0) =
Qu(0,1) = Qu(1,1) = (1,0; 0,0; 0,0) e Qv(0,0) = (0,0; 3,0; 0,0), Qv(1,0) = Qv(0,1) = Qv(1,1) =

(0,0; 1,0; 0,0). O vetor nulo foi atribuido aos quatro vetores twists dos cantos da superficie.

Figura 4.14: Modelo e geometria para superficie de canto rebaixado.

A Figuras 4.15 descreve a malha inicial e as malhas para os trés primeiros passos da

geragdo. O erro cai de 92,3% para 5,4%.
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Figura 4.15: Malhas inicial, passo 1, 2 e 3 para a superficie com ponta baixa. Acima, vista a 45°; abaixo,
vista superior.
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4.2.7 Modelo com dois patches adjacentes (rampa)

Este exemplo mostra dois patches vizinhos. Enquanto um deles ¢ completamente plano, o
outro eleva-se formando uma rampa. A geometria ¢ ilustrada na Figura 4.16, enquanto as
Figuras 4.17 e 4.18 mostram a malha inicial e as malhas dos passos 1, 2 e 3. O erro decai dos
54,9% iniciais para 0,3%. Contudo, podemos destacar que uma taxa de erro tdo baixa se
explica pelo fato de que o erro global (equacdo 3.14) ¢ computado de forma relativa a
curvatura analitica Ka e, como bem podemos observar, o patch plano ndo possui curvatura,
embora contribua com o nimero de nos na equagdo de erro global. De qualquer forma, a

queda no erro global demonstra a eficacia da estratégia proposta.

P1(0,1)

rva 4
P1(0,0) cu

P1(1,1) = P2(0,1)

P1{1,0}) = P2{0,0)

Figura 4.16: Geometria para a rampa fornada pelos patches P1 e P2.

Figura 4.17: Malha inicial e malha do passo 1.
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Figura 4.18: Malhas dos passos 2 e 3 da rampa.

4.2.8 Dois patches adjacentes, com grande curvatura (pneu)

O modelo do pneu representa uma superficie com dois patches cuja geometria ¢ mostrada na
Figura 4.19. O patch 1 é formado pelas curvas C1, C6, C3, C5; o patch 2 pelas curvas C2, C5,
C4, C6. Os modulos dos vetores twist para ambos os patches sdo iguais a 60. A Figura 4.20
descreve a malha inicial e as malhas para os passos 1, 2 e 4 da geracdo da malha para o pneu.
Como a malha inicial do pneu esta muito longe da geometria definida, a estratégia necessita
de mais iteragdes para atingir um resultado satisfatorio. Isso foi feito propositalmente para
demonstrar a eficacia da estratégia proposta, pois mesmo que a malha inicial seja muito ruim,
a estratégia ¢ capaz de consertar isso e gerar uma malha final de alta qualidade. Entretanto,
nessas situacoes, podem ser necessarios mais passos ¢ isso € atingido no passo 4, para esse
exemplo em particular (por isso que o passo 3 ndo ¢ mostrado nesse exemplo, apesar dele ter

sido gerado também). O erro global cai de 57% para 6,7%.

Figura 4.19: Geometria para o pneu.
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Figura 4.20: Trio superior, a malha inicial extremamente desrefinada para o pneu (8 elementos e 6 nés .
Trio do meio, a malha para o passo 1 (48 elementos e 32 no6s). No trio inferior, a malha para o Passo 4
(15424 elementos e 8010 nos).
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4.2.9 Modelo com varios patches com diversas curvaturas (nariz)

Figura 4.21: Modelo de um nariz para um avatar.
O modelo do nariz ¢ composto por 12 patches de Coons com diferentes vetores twist e 30
curvas. Este exemplo mostra que o método ¢ suficientemente robusto para lidar com muitos
niveis diferentes de curvatura, mantendo uma boa transi¢do entre patches adjacentes,
refinando e desrefinando a malha onde for necessario. As Figuras 4.22 e 4.23 descrevem os

primeiros trés passos para o nariz.

Figura 4.22: Visdo esquerda da malha inicial e dos passo 1 e 2 do modelo do nariz.
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O modelo do nariz. (a) A malha inicial (48 elementos e 60 nos). (b) Passo 1 (932

Figura 4.23:

elementos e 587 nos). (c) Passo 2 (15704 elementos e 8371 nos).
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4.2.10 Modelo com patches sem curvatura (cubo)

Este exemplo preocupa-se em demonstrar a capacidade de desrefinamento da estratégia,
ilustrando um cubo contendo seis patches (um para cada face). Uma vez que todos os patches
que compdem o modelo do cubo sdo planos, ndo existe curvatura em suas faces. Para
demonstrar a eficidcia da proposta também para o desrefinamento, a malha inicial ¢ bem
refinada propositalmente e as malhas seguintes sdo progressivamente desrefinadas pela
estratégia até a malha ideal. Como ndo hé curvatura, ndo € possivel o calculo do erro global,

que se apresenta sempre como 0%.

=

Figura 4.24: Da esquerda para direita: malha inicial refinada com o patch dividido em 16 regides, seguida
das malhas para os passos 1 e 2.

4.3 Consideragoes finais

Os exemplos apresentados neste Capitulo mostram que a estratégia é capaz de, partindo de
uma malha inicial ¢ uma descricdo geométrica, gerar uma malha adaptativa para o modelo
desejado. A estratégia ¢ capaz de refinar e desrefinar as diversas regides do modelo conforme
seja necessario, concentrando o maior niimero de elementos em regides de maior curvatura,
deixando as regides de menor curvatura com uma densidade menor de elementos. Seu grau
de convergéncia ¢ elevado, conseguindo atingir excelentes resultados em poucos passos. A
estratégia também € robusta o suficiente para lidar com a combinagdo de diversos patches
com diferentes graus de curvatura, como mostram os exemplos do nariz ¢ do pneu,
conseguindo lidar até mesmo com os casos onde ndo hé curvatura alguma, como mostrado no

exemplo do cubo.
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Capitulo 5

Conclusoes e Trabalhos Futuros

5.1 Conclusoes

Este trabalho apresentou uma estratégia hierarquica de geracdo de malhas adaptativas para
superficies paramétricas baseada em uma estrutura de arvore para aplicagdes de computagdo
grafica e realidade virtual. A estratégia apresentada faz uso de um critério geométrico para
guiar o processo de auto-adaptacdo da malha. Esse critério geométrico é baseado nos erros
entre as curvaturas analitica e discreta, calculadas para os diversos vértices da superficie e os
correspondentes nds da malha. A curvatura analitica ¢ calculada de acordo com a
representacdo matematica da superficie dada pela descricdo geométrica de suas curvas e
patches. A curvatura discreta é uma aproximagdo dessa curvatura, calculada de acordo com a
configuragdo da malha utilizada para adaptagdo. Para minimizar o erro entre as curvaturas, a
estratégia ¢ capaz de refinar e desrefinar as diversas regides da malha, concentrando um maior
numero de elementos em regides de maior curvatura e mantendo um menor nimero de
elementos em regides onde a curvatura € mais baixa. Por possuir uma abordagem hierarquica,
onde a rediscretizagdao das curvas se da de forma independente e antes da rediscretizacao do
dominio, a estratégia garante uma boa transicdo entre regides refinadas e desrefinadas,
mantendo a compatibilidade entre regides adjacentes. A qualidade global da malha gerada ¢
assegurada pela contribuicdo das medidas dos erros locais calculados para cada n6 da malha.
Outro ponto importante a ser considerado ¢ que uma vez que a estratégia trabalha no espago
paramétrico, ela pode ser utilizada com qualquer tipo de superficie paramétrica. Os exemplos
mostrados neste trabalho demonstraram que a estratégia adaptativa converge para uma malha

de boa qualidade mesmo que a malha inicial seja extremamente desrefinada.

As caracteristicas do método proposto sdo particularmente importantes para aplicagdes
de computacao grafica e realidade virtual uma vez que elas garantem uma renderizagdao de
boa qualidade pela distribui¢do apropriada dos elementos da malha, concentrando os
elementos em regides de maior curvatura e reduzindo a densidade de elementos em regides de
menor curvatura. Isso pode ser dificil de conseguir, usando os modeladores geométricos

disponiveis, tais como 3DStudio e Blender, e pode ser crucial em aplicagdes em tempo real,
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onde a taxa de quadros exerce um papel central. A estratégia também pode ser utilizada em

problemas onde os niveis de detalhes (level of details) sdao frequentemente aplicados.

5.2 Trabalhos futuros

O critério adaptativo, baseado na discrepancia entre as curvaturas analiticas e discretas,
apresentou resultados bastante satisfatorios. Entretanto, um estudo mais aprofundado sobre a
aplicacdo desse critério em modelos non-manifolds seria interessante. A utilizagdo de
operadores de curvaturas capazes de lidar com esse tipo de superficie tornaria a estratégia

ainda mais abrangente.

O uso de padrdes triangulares facilita a geragdo da malha no interior do dominio, pois
sua aplicacdo ¢ feita de forma direta sobre a configuragdo obtida pela gquadtree restrita.
Contudo, uma vez que esses padroes sdo definidos no espaco paramétrico e seus angulos
também sdo definidos nesse espaco, 0 mapeamento para o espaco tridimensional pode gerar
distor¢des nos elementos. Para evitar esse problema, pode ser interessante aplicar uma técnica

de geragdo adaptativa de malhas que ja leve em conta as curvaturas no interior do dominio.

Os exemplos gerados utilizando-se superficies de Hermite apresentaram bons
resultados. Mas devido a natureza genérica da estratégia, ¢ indicado aplica-la em outros tipos

de superficies paramétricas.

Finalmente, outro ponto que deve ser explorado ¢ a comparagdo da estratégia proposta
por este trabalho com outras estratégias de geracdo de malhas adaptativas de superficies
paramétricas presentes na literatura. Fazendo-se uso de uma métrica de comparagdo justa,
pode-se ter parametros mais adequados para melhor compreender os pontos fortes e fracos da

estratégia apresentada.
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