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Resumo

Esta dissertacdo descreve quatro métodos implementados para realizar uma quadrilaterizagdo convexa
do espaco bidimensional que pode conter linhas poligonais ou buracos. Dois destes métodos, ponto
médio e ortoquad, utilizam de elementos guia, o baricentro de uma regido ou o locus de circulos
maximos tangentes e internos a geometria, para produzir uma malha conforme o dominio. Os outros
dois, triquad e quadrilaterizagdo incremental, utilizam de uma triangulacdo explicita e implicita
combinando elementos aos pares para realizar a geracao da malha. Todas as técnicas sao feitas por
decomposicao de regides o que garante uma quadrilaterizacdo final, ja que o dominio é sempre
segmentado a cada iteracdo. Estas técnicas sdo comparadas por um critério de geometria e topologia de
forma a tornar evidentes suas vantagens e desvantagens assim como promover melhorias futuras. As
técnicas sdo aplicadas a alguns exemplos, incluindo-se um reservatério natural, a fim de exibir seu
funcionamento em um ambiente real ou préximo do mesmo, conforme as amostras utilizadas. Também
se pretende apresentar ao longo deste trabalho os requisitos necessarios, segundo a experiéncia deste

autor com o tema, para o desenvolvimento de uma técnica de geracao de malha quadrilateral.

PALAVRAS-CHAYVE: Geracdo de malhas, quadrilaterizacao, geometria computacional, reservatorios,

modelagem do subsolo.



Abstract

This work describes four methods implemented to achieve a convex quadrilaterization of the two-
-dimensional space that may have polygonal lines or holes. Two of these methods, midpoint and
ortoquad make use of guide elements, the centroid of a region or the locus of maximum tangent circles
inside a geometry, to produce a mesh for the domain. The other two methods, triquad and incremental
quadrilatezation use a implicit and explicit triangulation while combining elements in pairs to generate
a mesh. All these methods are made through domain decomposition which assure quadrilaterization at
the end, since the domain is always partitioned at each iteration. These techniques are compared by a
criterion of geometry and topology in order to make clear its advantages and disadvantages and as
means of promoting future improvements. The techniques are applied to some samples, including a
natural reservoir, in order to view its operation in a real environment or near reality according to the
sample used. Also it intends to present throughout this work the requirements, according to the

experience with the theme of this author, to develop a technique for quadrilateral mesh generation.

KEYWORDS: Mesh generation, quadrangulation, computational geometry, reservoir, seismic models.
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1. Introducao

Nesta dissertacdo serdo apresentadas quatro técnicas para geracao de malhas quadrilaterais convexas no
espaco bidimensional. Além disso, também traz os principios necessarios para geracao de uma malha
de quadrilateros de forma que qualquer pesquisador familiar ou ndo com tal geracdo possa ter as
ferramentas necessarias para o desenvolvimento de sua propria técnica. Estes conceitos estdao
fragmentados ao longo de diversos trabalhos cientificos e este autor tentou reunir os mais relevantes
para solucionar o problema.

Essa dissertacdo comeca com uma breve introducdo do trabalho realizado, com a apresentacao
dos conceitos necessarios para se construir uma malha e compreender o problema que é proposto. Em
seguida, é oferecida uma revisdo bibliografica contendo os trabalhos de outros autores que foram
usados para o desenvolvimento desta dissertacao.

E importante esclarecer e reforcar desde ja que o trabalho limitou-se ao processo de tesselacio
em duas dimensoes e, embora os quadrilateros possuam equivalentes em dimensoes superiores, uma
quadrilaterizacdo convexa de qualidade em 2D ainda é um assunto pouco explorado devido a sua
complexidade, e encontrar uma quadrilaterizacdo convexa minima é um problema NP-dificil se buracos
sao permitidos (54, 64). As técnicas de quadrilaterizacdo existentes normalmente exigem uma
triangulacdo, mas nem toda triangulacdo garante uma quadrilaterizacao posterior. Sdo poucos o0s
métodos que garantem uma quadrilaterizacdo convexa, isto é, sem elementos concavos, dentre o0s
métodos que produzem uma quadrilaterizacdo de forma direta, sem uma triangulacao.

Sdo propostas entdo quatro técnicas de tesselacdo do espaco bidimensional, as quais serdo
postas em comparagao e analise segundo critérios de topologia e geometria. Como ndo existe uma regra
para realizar tal comparacdo e andlise, ou um conjunto de técnicas reconhecidas para este fim, espera-
se que os métodos propostos sejam adequados e sugere-se que outros pesquisadores aperfeicoem as
técnicas existentes ou desenvolvam sua propria metodologia.

O trabalho encerra-se com a aplicacdo das técnicas propostas em exemplos reais ou préximos da
realidade para geracdo de malhas quadrilaterais em reservatérios naturais com a presenca de falhas
estruturais e estratigraficas que sdo um dos desafios mais atuais ao lidar com modelagem do subsolo.

Embora ja existam diversas técnicas de quadrilaterizacdo, a maioria possui limitacoes e nao
podem ser aplicadas de forma genérica sem modificagdes significativas ao algoritmo original. Todas as
técnicas modificadas ou desenvolvidas neste trabalho, portanto, buscam ser o mais abrangente possivel.

Sao oferecidas ainda propostas para melhorias futuras a serem realizadas nas técnicas exibidas. O
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anexo A descreve um novo método de construgdo do Eixo Médio. O método foi desenvolvido por este
autor em sua busca por um método de quadrilaterizacao livre de testes de interseccao de elementos.
Quando se trabalha com triangulos como elemento base para geracao de malhas, é possivel ter
certo grau de descuido na geracao da malha, pois desde que sejam adicionadas diagonais que ndo se
cruzem e internas ao dominio obtem-se uma triangulacao. O normal, contudo, é usar algum critério de
forma a obter uma triangulacdo de qualidade. Na geracdo de malhas de quadrilateros isso nao é
facilmente conseguido, pois s6 a adicdo de diagonais ndo garante uma quadrilaterizacdo, pois
normalmente é preciso inserir vértices novos no dominio, chamados de vértices de Steiner. Sem adotar
um critério de qualidade e inserindo novos vértices a quadrilaterizacdo pode ndo ser alcancada. Além
disso, no caso de uma quadrilaterizacdao convexa, dependendo dos quadrilateros utilizados, pode-se
chegar a um loop (ciclo de repeticdo) infinito. A Figura 1.1 apresenta um exemplo de triangulacao e
quadrilaterizacdo convexa de um dominio. Nao ha como quadrilaterizar convexamente a estrela (Figura

1.1) sem a insercdao de um ponto de Steiner.

Figura 1.1: Triangulagcdo de uma estrela com diagonais e quadrilaterizagdo convexa com um vértice de Steiner.

Espera-se que este trabalho torne evidente e clara esta diferenca essencial entre triangulacao e
quadrilaterizagcdo, mas que também apresente os requisitos necessarios para clarificar o processo de

formacdo de uma malha quadrilateral.
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1.1 Contexto

Um dos objetivos desse trabalho, além do desenvolvimento de técnicas de geracdo de malhas
quadrilaterais, é a sua aplicacdo a problemas de reservatorios. Por isso, apés o desenvolvimento das
técnicas, é realizado um teste com um exemplo real e um virtual de reservatério. E essencial descrever
o contexto em que os testes de construcao de malha se realizardo para que seja possivel fornecer algum
conhecimento ao leitor sobre o assunto e uma visao de sua utilidade. Esta abordagem ndo é tinica, mas

exemplifica as férmulas e os algoritmos apresentados nesta dissertacao.

Figura 1.2: thumper truck. Figura 1.3: geophone.

Para coletar dados do subsolo terrestre, antigamente, usava-se dinamite, mas hoje em dia, um
dos métodos atuais utilizados é o caminhdo batedor - thumper truck (Figura 1.2) posicionado
estrategicamente na regido a ser mapeada, eleva um grande peso a uma altura de 2.7 a 3.04 m e em
seguida derruba-o no chdo uma ou mais vezes, o que causa ondas de som (sismicas) que percorrem o
subsolo terrestre. Ao longo da regido que ira ser modelada no computador sdo distribuidos geophones
(Figura 1.3), pequenos sensores capazes de captar energia sismica e armazenda-la quando é refletida de
volta a superficie ao se colidir com algum elemento do subsolo. Também existe um processo similar
para a coleta de dados sismicos nos oceanos em navios com armas de ar comprimido (Figura 1.5). Tais
armas produzem uma explosdo a qual resulta em ondas sonoras que percorrerdo o subsolo marinho e

posteriormente serdo captadas pelos hydrophones (Figura 1.4).
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air-gun is the source of shock waves - compressed
air iz mare environmentally fiendly than explosives

hydrophones - there are up bo 2000
hydrophones on a 3000m cable

Figura 1.5: Duas airguns usadas no processo de captura sismica nos oceanos.

Uma vez que se tenha o dado volumétrico, que se trata de um conjunto de amplitudes sismicas
(Figura 1.6), deve-se decidir como representar este dado de forma digital. Embora que para analise de
algumas areas seja relevante o volume completo, para construir um modelo digital para simulacdes de
fluidos, por exemplo, é interessante que possam ser feitas simplificacoes, de forma a reduzir a
discretizacdo do volume. Normalmente, isto é feito por gedlogos que possam identificar falhas,
horizontes e outros elementos do subsolo e assim destacar o que é importante manter ou ndo nestes

dados.
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Figura 1.6: Exemplo de dado sismico.

Neste trabalho, posteriormente, a partir de um dado sismico serdo desenhadas linhas poligonais
de forma a representar horizontes e falhas. Em seguida, sera produzida uma malha que se encaixa na
geometria do subsolo através de alguns dos algoritmos aqui apresentados. Normalmente este trabalho
envolve a participacdo de um geo6logo qualificado: este trabalho é, portanto, uma aproximacao rustica.

Para que seja possivel compreender o que se quer identificar é necessario primeiro definir o que
sdo horizontes e falhas. Horizontes, tal qual serdo usados nesta dissertacdo, sdo as fronteiras de
transicdo entre camadas geoldgicas diferentes, e falhas sdo deformagdes que podem existir que afetam
ou perturbam tais horizontes. Existem varios tipos de falhas, mas neste trabalho serdao abordados quatro
tipos apenas que podem ser classificadas como falhas estruturais e estratigraficas. Falhas estratigraficas
sdo aquelas que decorrem de uma mudanga do tipo de solo ou camada geologica. Falhas estruturais
comuns sao aquelas que perturbam ou alteram as camadas geoldgicas. As primeiras sao dificeis de
identificar no modelo bidimensional: logo, é mais adequado usar o modelo tridimensional para seu
reconhecimento. Esta dissertacdo nao faz uso do modelo tridimensional e, portanto, serdo apresentadas
apenas falhas estratigraficas simples que possam ser reconhecidas pelo modelo bidimensional. As
falhas estruturais sdo mais facilmente reconhecidas pelo modelo bidimensional. Sdo normalmente
encontradas em representacoes geologicas, e correspondem a maioria dos exemplos. A Figura 1.7 exibe

os quatro tipos de falhas que serdo abordadas neste trabalho.
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Figura 1.7: Da esquerda para direita: falha estrutural comum, falha estrutural: domo de sal, falha estrutural: anticline,
falha estratigrdfica.

Com o final desta contextualizacao, espera-se que o conhecimento adquirido seja suficiente nao
apenas para a compreensao dos modelos que serdo apresentados, como também para analisa-los sob um

ponto de vista além da intuicao.
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1.2 Objetivos

Dentre os objetivos principais desta discussao destacam-se:

1. Identificar requisitos necessarios para desenvolver algoritmos de tesselacdo
quadrilateral.

2. Desenvolver técnicas de geracdo de malhas de quadrilateros no espago bidimensional.

3. Comparar e analisar estas técnicas de forma a identificar suas qualidades e defeitos.

4. Aplicar as técnicas a um caso de reservatorio natural para observar os resultados.

Para realizar o primeiro objetivo, apresentam-se os Capitulos 2 e 3 que esclarecerdao os
principios e contetido académico necessarios para a compreensao deste trabalho abordando trabalhos
relacionados e geracdo de malhas quadrilaterais respectivamente.

Para realizar o segundo objetivo, apresenta-se o Capitulo 4 que traz quatro técnicas
desenvolvidas ou modificadas por este autor para obter malhas quadrilaterais convexas em um dominio
o mais abrangente possivel com a possivel existéncia de linhas poligonais ou buracos de acordo com o
caso.

Para realizar o terceiro objetivo, apresenta-se o Capitulo 5 que comparara e analisara as técnicas
expostas no Capitulo 4, apontando as singularidades de cada técnica, exibindo graficos e exemplos
sempre que possivel para demonstrar sua eficacia.

Finalmente, para realizar o dltimo objetivo, apresenta-se o Capitulo 5 onde serdo aplicadas
técnicas ja capazes de lidar com reservatorios, e os resultados obtidos sdao observados segundo critérios

de topologia e geometria.
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2. Trabalhos Relacionados

2.1 Introducao

A seguir, sdo apresentadas as etapas de desenvolvimento como ocorreu o desenvolvimento das técnicas
de quadrilaterizagdo, isto é, a geracao de malhas com elementos quadrilaterais. O processo parte do
Teorema da galeria de arte até chegar nas técnicas mais recentes. Sdo apresentados os métodos de
geracdo, classificados divididos em metodologia direta e indireta, e alguns estudos feitos ao longo dos

anos sobre os angulos dos elementos e a inser¢ao de pontos de Steiner.

2.2 Desenvolvimento

Os estudos para construcao de uma primeira subdivisao espacial em poligonos quaisquer podem ser em
parte atribuidos ao surgimento do Teorema da galeria de arte, criado por Vaclav Chvatal em 1975 (27).
Para compreender este teorema é necessario algumas defini¢Oes: vigilantes sdo vértices que podem se
localizar em qualquer local no interior do poligono; guardar é usado para determinar qual é o campo de
visdo de um vértice; e os termos suficiente e necessario usados juntos quer dizer equivaléncia. O
teorema da galeria de arte determina, entdo, que pelo menos |n/3| vigilantes sio sempre suficientes e
algumas vezes necessarios para guardar um poligono simples com n vértices. A Figura 2.1 exibe um
exemplo de aplicacdo do teorema de Chvatal sobre um hexagono. Este teorema fala em esséncia sobre
triangulacdes e, com pequenas modificacdes, pode ser usado para provar que qualquer poligono pode
ser triangularizado. Apesar do que diz Chvatal sobre vértices vigilantes, qualquer figura convexa
precisa de um vigilante, mesmo que apresente o resultado de |n/3| menor que um. Ja Kahn em 1983
(49), com base no Teorema da galeria de arte, afirma que qualquer poligono ortogonal pode ser
quadrilaterizado convexamente. Em seu teorema Kahn determina que pelo menos |[n/4| guardas sio
sempre suficientes e algumas vezes necessarios para guardar um poligono com n vértices, cujos lados
adjacentes sempre formam angulos retos. Este é um dos primeiros dos passos importantes na busca de

uma técnica de quadrilaterizagdo convexa eficiente.
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Figura 2.1: Sdo necessdrios pelo menos [G/SJ vigilantes para guardar um hexdgono qualquer.

Um dos primeiros e mais importantes corolarios foi obtido a partir desse teorema que é o fato de
que todo poligono ortogonal possui um ntimero par de vértices. Conforme foi provado posteriormente
por Posenjit (20), um poligono s6 admite uma quadrilaterizacdo, seja ela convexa ou ndo, se este
possuir um nimero par de vértices. Um outro resultado importante a ser mencionado é que se este
poligono ortogonal possuir buracos, ndo € necessariamente verdade que exista uma quadrilaterizacdo
convexa. Para Lubiw (54), determinar a possibilidade de construir esta quadrilaterizacdo convexa é um
problema NP-Completo, ou seja, ndo é possivel determinar se existe um algoritmo que diga se é
possivel ou ndo quadrilaterizar convexamente esta regidao em tempo polinomial.

O angulo desempenha importante papel em uma quadrilaterizacdao, e um dos primeiros
pesquisadores a estudar isto foi Babuska (9) o qual provou que em uma triangulagdo o importante ndo é
o angulo minimo, mas sim o angulo maximo. Acredita-se que esta condi¢do também seja similar para
uma quadrilaterizagdo. Bishop (13) provou que qualquer poligono planar pode ser segmentado por O(n)
quadrilateros com angulos limitados entre (45° — €) e (135° + €), e depois Marshall Bern (11) conseguiu
reduzir o limite superior do angulo maximo para 120° usando Circle-packing, porém sem definir um
limite inferior para os elementos da malha. Circle-packing é um teorema que define como preencher
um dominio com circulos que se tangenciam e ndo se sobrepdem normalmente.

Parece natural, ja que uma triangulacao sempre existe para poligonos sem buracos (28), tentar
construir quadrilaterizagcdes a partir de triangulacdes. E de fato a maioria dos métodos desenvolvidos
por pesquisadores utiliza-se de métodos indiretos, partindo-se de uma triangulacdo existente, para
tentar gerar uma malha de quadrilateros. Conforme Mark de Berg ja demonstrou em 1992 segundo
Everett (36), com a adicdo de O(n) pontos de Steiner (23) é possivel quadrilaterizar convexamente
qualquer triangulagao.

Posteriormente, Bremner (24) determina em seu artigo um limite inferior e superior para adigcao
de pontos de Steiner de forma a obter uma quadrilaterizacao convexa. Bremner prova (23) que com a
adicdo de no maximo trés pontos de Steiner é possivel quadrilaterizar convexamente um hexagono

qualquer. Randrianarivony em 2006 (55) reforca a teoria de Bremner com sua técnica. Com este
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resultado é possivel criar um segundo método para quadrilaterizacdo, unindo triangulos aos pares para
tentar formar quadrilateros. Ao unirem-se, entdo, quadrilateros concavos com seus quadrilateros
vizinhos obtém-se hexdgonos que podem ser, por fim, quadrilaterizados convexamente conforme o
método de Randrianarivony (55). Para alguns casos, contudo, pode ser necessario realizar uma inversao
nas arestas de triangulos vizinhos. A Figura 2.2 exibe um exemplo de triangulacdo que é necessario

realizar uma inversao de arestas para obter-se uma quadrilaterizagdo.

Figura 2.2: Inversdo de arestas para poder unir tridngulos aos pares.

Ramaswami, 1998 (67), ja estudou mais a fundo como converter triangulacdes em
quadrilaterizagoes. E diversas técnicas existem com este fim. Uma das técnicas sugeridas por Zhou (62)
desenvolve uma malha a partir de uma modificacdo no algoritmo de Delaunay; outra técnica, o Q-
Morph ou Quad-Morphing, desenvolvido por Owen (48), une dois ou mais triangulos ( ndo ha limite
para o numero de tridangulos) e aplica smoothing (suavizagao) para formar quadrilateros convexos. Lee
(51) desenvolveu um algoritmo para gerar malhas com linhas baseado em Delaunay e Q-Morph (48).
Itoh (43) e Borouchacki (19) estudaram esta conversao usando mapas discretos anisotrépicos, isto &,
uma propriedade qualquer dos elementos que muda conforme a direcio da malha. Yamakawa e
Shimada (90) criaram uma técnica de conversao através do preenchimento do dominio por meio de
bolhas. Estas bolhas sdo usadas para construir uma quadrilaterizacdo. Contudo, conforme é
demonstrado por Lai (44) e Schumaker (45), existem vantagens que podem ser obtidas apenas ao se
comecar com uma quadrilaterizacdo e ndao uma triangulacdo. Isto serve como estimulo para o
desenvolvimento de métodos diretos, sem uma triangulagdao prévia, para geracao de uma malha de
quadrilateros.

O Paving, desenvolvido por Blacker em 1991 (15), é uma das primeiras técnicas neste sentido.
E um dos métodos mais usuais para geracio de uma malha de quadrilateros em que uma fila de
quadrilateros é criada na fronteira do poligono, incrementalmente, até ser preenchida toda a regido
delimitada por ele. Cass (25), White (72) e Staten (79) fizeram varias melhorias neste método ao longo
dos anos, e, recentemente, um trabalho de doutorado por Roca (70) defendeu a idéia de que ele seria

um bom caminho para uma hexaedralizagao.
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Outros trabalhos incluem o método de Buble mesh, desenvolvido por Kenji Shimada (76, 77, 89,
90), em que é preenchida uma regido com células quadrilaterais (originalmente circulos), aplicando-se
forcas de atracdo e repulsdo entre as células e buscando construir uma quadrilateracdo por meio do
método de Runge Kutta de 4° ordem; e o método chamado de Laytracks, desenvolvido por Quadros
(71), que tenta utilizar o eixo médio desenvolvido por Blumm (17) como elemento guia para uma
quadrilateragcdo convexa. No método de Laytracks, o eixo médio é usado como um reflexo de pontos da
fronteira, os vértices da malha sdo projetados em locus distintos do poligono, e, desta maneira, define
um caminho que sera preenchido com quadrilateros. Marshall (11) desenvolve quatro métodos para
quadrilaterizacdo convexa usando Circle-packing. Prosenjit (20, 22) utiliza-se do algoritmo de Onion
Peeling para construir uma quadrilaterizagdo que pode ser convexa. Onion Peeling, tradicionalmente, é
uma forma de triangulacdo para uma nuvem de pontos qualquer em que, antes de ser realizada a adicao
de diagonais, determinam-se vérios fechos convexos em uma figura, um interno ao outro
sucessivamente (semelhante a uma cebola). Ou uma segunda alternativa é a criacdo de uma linha
poligonal tnica que comecga a partir do fecho convexo e termina no ultimo vértice mais interno a um
dominio. No primeiro caso de onion peeling, toda vez que um fecho convexo é determinado, os pontos
pertencentes ao fecho sdo removidos do dominio e um novo fecho convexo é computado
sucessivamente. No segundo caso de onion peeling, escolhe-se um vértice de origem no fecho convexo,
e conforme as arestas do fecho sdo adicionadas o vértice de origem anterior é removido do dominio. A

Figura 2.3 exibe os dois possiveis resultados para o algoritmo de onion peeling.

Figura 2.3: Exemplo de resultado do algoritmo de onion peeling: primeiro caso a esquerda, e segundo caso a direita.

Quadtrees discutida por Samet (73) e marching squares (ou marching cubes) por Lorensen (35)
também sdo usados para realizar uma quadrilaterizacdo. Essas estruturas de dados, originalmente
desenvolvidas para visualizacdo volumétrica, podem ser vistas como uma forma de tentar ortogonalizar
um poligono qualquer e assim permitir uma quadrilaterizagdo convexa, conforme Atalay (7) e Liang
(52). Estas técnicas tendem a gerar bons elementos nas regides internas do dominio, mas elementos

muito ruins nas fronteiras.
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Trabalhos posteriores como os de Liang (52) e Lizier (6) buscam quadrilaterizar um dominio
usando templates, isto é, quadrilaterizacdes convexas pré-definidas de formas conhecidas, para
construir quadrilaterizacoes convexas de poligonos arbitrarios. Além dos autores mencionados,
Hannemann (60) também versou sobre o assunto. Ja outros autores utilizam-se de fun¢des harménicas,
tais como Dong (32) e Tong (81); equacgao do calor, como por exemplo Egidi (33); ou Laplacianas, a
saber como Dong (30, 31) na tentativa de gerar malhas quadrilaterais de qualidade.

Barry Joe (46) demonstrou que construir uma malha de quadrilateros de boa qualidade é mais
dificil que construir uma malha de tridngulos de boa qualidade. Contudo, segundo Lai (44), construir
uma quadrilaterizacdo por método direto € mais vantajoso geometricamente. Inspirado por estes
fatores, alguns pesquisadores como Marinov (57), Tchon (80), Lai (50) e Zadravec (92) ja estudam a
construcdo de malhas quad-dominant, isto é, malhas em que a maioria de seus elementos sdo
quadrilateros, mas que podem possuir elementos triangulares ou outros poligonos.

Com este relaxamento na definicdo de malha, gerar malhas para quaisquer poligonos se torna
mais facil, mas a eficacia de tal método, no momento, ainda precisa ser verificada. Estes trabalhos
talvez também possam ser relacionados aos estudos de Asano (3, 4) que em 1983 propds um método de
trapezoidalizacdo, que é a decomposicao de poligonos quaisquer em trapézios, em que um triangulo é
considerado como um trapézio degenerado e um de seus lados paralelos tem comprimento zero. A
trapezoidalizacao de Tetsuo Asano, contudo, ndo era usada como fim, e sim como um meio para se
obter uma triangulacdo. As vantagens de se usar uma malha de quadrilateros ao invés de uma malha
triangular ja foram bastante discutidas em diversos artigos de Prosenjit (20), Ramaswami (67),
Maharavo (56) e Atalay (7), o que justifica e reforca a busca por novas técnicas de quadrilaterizacdao
convexa direta.

Existem ainda diversos tipos de malhas quadrilaterais conforme explicado por Hales (12),
porém, neste seu trabalho, as malhas de Corner Point sao o seu foco, pois, sdo o padrdo atual da
industria para geracdo de malhas que representam o subsolo terrestre. Malhas de Corner Point sdo
aquelas cujos elementos quadrilaterais sdo livres de formato pré-definido. O padrdo adotado
anteriormente, quer dizer, as malhas Cartesianas, as quais foram apresentadas inicialmente por
Goldthorpe (40), possuem topologia implicita e elementos uniformes. Ainda que ndo seja abordado
nesta dissertacdo, ¢ importante salientar a existéncia de outras malhas que também sdo objeto de
pesquisa da industria atual, que é o caso das malhas de PEBI (definidas por bissetores perpendiculares)
(12) ou de Voronoi e as malhas curvilineas (12) que sdo compostas por elementos quadrilaterais com
curvas ao invés de segmentos de reta para definir seus lados.

Neste trabalho sdo apresentadas quatro técnicas para geracdo de malha chamadas de ponto
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médio, ortoquad, triquad e quadrilateracdo incremental, que sdo baseadas respectivamente em:
Catmull-Clark (34), com o uso do baricentro de elementos convexos; Quadros (71), em que a projecao
de pontos através do eixo médio conduz a criacdo de regides que posteriormente geram uma
quadrilateracdo convexa; Mark de Berg (36), que produz uma triangulacdo anterior a uma
quadrilaterizagdo; e Maharavo (56), que usa uma técnica de decomposi¢dao de quadrilateros baseada no
teorema de Meisters (41), o qual determina que todo poligono possui pelo menos dois angulos
convexos (duas orelhas). Como foi mencionado, um dos elementos chave para realizar uma
quadrilaterizacdo é a adicdo de pontos de Steiner em um poligono qualquer, e de fato para alguns
dominios é impossivel realizar uma quadrilaterizacdo convexa sem a adicdo de pontos de Steiner

(Figura 2.4).

Figura 2.4: Dominios para os quais ndo existe quadrilaterizagdo convexa sem a adigcdo de vértices (em vermelho).

E apresentada uma técnica para a construcdo do eixo médio, desenvolvida inicialmente por
Blumm (17) (anexo A), que foi usada como base para a construcdo de uma das técnicas de
quadrilaterizacdo propostas nessa dissertacao. O eixo médio é obtido através da unido dos centros de
varios circulos maximos tangentes e internos ao dominio, e é uma informagdo a mais que pode ser
obtida através do poligono. Como o eixo médio pode ser curvo, uma simplificacdo do eixo médio
definida por Aichholzer (1) como Straight skeleton é utilizada. A dita simplificacdo é similar ao eixo
médio porém, é composta por segmentos de reta.

Por fim é importante esclarecer que nem todas as técnicas de quadrilaterizagcdo existentes

produzem uma saida convexa, ja que muitos algoritmos sdo baseados em heuristicas. Como o0s
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algoritmos de Posenjit (20) e Wolfenbarger (87) e alguns algoritmos ndo tratam casos de poligonos
com vértices formando angulos de 180° alguns autores determinam os elementos retornados pelo seu
algoritmo como estritamente quadrilateros ou estritamente convexos como Everett (36), Muller (61) ou
Bremner (24), isto é, que todos os vértices estdo em posicdo genérica (sem possuir trés vértices
alinhados no espaco). Todos os métodos apresentados nessa dissertacdo estdo preparados para lidar

com quadrilaterizacdes ndo estritas e convexas de poligonos quaisquer.

2.3 Consideracoes Finais

Neste capitulo foram observados alguns conceitos iniciais sobre quadrilaterizacdao que serdo
desenvolvidos ao longo dessa dissertacdo, inclusive sua terminologia. Sdo citadas as técnicas de
quadrilaterizacio mais comuns existentes, e seus autores. E importante que desde ja se comece a
observar quais sdo 0s requisitos necessarios para realizar uma quadrilaterizacao e como os pontos de
Steiner sdo essenciais para uma quadrilaterizacdo convexa de qualidade. E é isto que sera desenvolvido
no préximo capitulo. Finalmente, é importante ressaltar que o objetivo principal é tentar obter
elementos convexos e isso em geral atende a todas as dreas que necessitam de técnicas de geracao de
quadrilateros, indo desde a drea de Computacdo Grafica até as Engenharias, onde o que se deseja

primordialmente sdo elementos mais proximos do regular possivel.
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3. Malhas de Quadrilateros

Neste capitulo é desenvolvida a teoria necessaria para a construcao de uma malha de quadrilateros. E
fornecida a classificacdo das malhas, os requisitos para a constru¢cao de uma malha, e a classificagcao
das metodologias de tal construgdo. Para se compreender o que é uma malha de quadrilateros, sao

inicialmente apresentados conceitos de quadrilateros e em seguida de malhas.

3.1 Definicao

Para comecar a entender uma malha quadrilateral, é necessario entender como ela é formada dentro do
espaco bidimensional. Este espaco é definido através do produto cartesiano do conjunto de niimeros
reais com ele mesmo IR xIR . Uma localizacdo neste espaco é feita através de um vértice, ou seja, um
ponto. Vértice é um par de coordenadas por exemplo (x, y) no espaco tal que x,y € IR. A unido de
pontos ou vértices é uma reta. Tém-se dois vértices quaisquer nao idénticos a e b, se existe uma reta
entre a e b no espaco bidimensional, entdo o par (a, b) corresponde a um lado, também chamado de
segmento ou aresta. Poligono é uma palavra que advém do grego e significa varios lados, isto é, um
poligono deve ter pelo menos dois lados e trés vértices. Se a, b e ¢ sdo vértices, entdo C = <a, b, c, a> é
um ciclo, desde que exista um conjunto S de segmentos entre dois vértices consecutivos no ciclo C, tal
que S = {(a, b), (b, ¢), (c, a)}. A cardinalidade de um conjunto é a quantidade de elementos que ele
contém; logo a cardinalidade de S é igual a trés. Chama-se um poligono de fechado quando os seus
vértices formam um ciclo, e de aberto em caso contrario (Figura 3.1). A partir de agora ciclo e
elemento, nesta dissertacdo, sao usados como sindénimos de poligono fechado e simples; logo, nado é
incluido o dltimo vértice na sequéncia de um ciclo, apesar do conjunto de segmentos associado a cada

ciclo continuar o mesmo. No caso anterior, C =<a, b, c> é um ciclo e S permanece inalterado.
P1
P4 P3

P4
P1 P2

P2 P3
(@) (b)
Figura 3.1: Exemplo de poligonos: (a) fechado, e (b) aberto.
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Um poligono é dito simples quando seus segmentos ndo interceptam nenhum outro segmento
pertencente ao seu dominio. Caso contrario, esse poligono é chamado de complexo. A Figura 3.2

mostra exemplos de poligonos simples e complexos.

P3 P4 P4 P3

@) (b)

Figura 3.2: Exemplo de poligonos fechados: (a) complexo, e (b) simples.

Quadrilatero é um poligono fechado e simples com quatro lados. Um quadrilatero também pode
ser compreendido como uma curva de Jordan que define dois espagos: um interno e outro externo ao

ciclo formado pela curva. Uma curva é uma unido de segmentos limitados por dois vértices.

Um quadrilatero ainda pode ser chamado de tetrdgono, como sindnimo de quadrilatero, ou
chamado de quadrangulo para indicar que ele é o poligono que possui quatro angulos. Quadrangulo e
quadrilatero sao os termos mais comuns na literatura cientifica, e podem ser usados como sinonimos

apenas quando tratam-se com poligonos fechados, como é o caso neste trabalho.

Todo quadrilatero é formado por angulos. Angulo é o quociente do arco entre dois segmentos

. . . ;L. . , S .
consecutivos e o raio do circulo com centro no vértice comum entre eles, isto €, 62;. A Figura 3.3

caracteriza a definicdo de angulo.

r
Figura 3.3: Defini¢ao de angulo.

Classificam-se angulos como convexos caso eles sejam menores que 180° (leia-se cento e
oitenta graus, onde grau é a unidade de medida para angulos); rasos, se eles forem iguais a 180° e

concavos, caso eles sejam maiores que 180°.
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Com a definicdo de angulos e sua classificacao, é possivel definir o que sdo quadrilateros
concavos e convexos. Quadrilatero concavo é todo aquele que possui pelo menos um angulo céncavo e
quadrilatero convexo é aquele em que todos seus angulos sao convexos. A Figura 3.4 exibe exemplos
de quadrangulos convexos e concavos. Lembrando que pela definicdo adotada nesta dissertacdo, todos

os quadrilateros de interesse sdo fechados e simples.

P4 P3 P3

P2 P2

(@) (b)

Figura 3.4: Exemplo de quadrdngulos: (a) convexo, e (b) céncavo.

Resta definir o que é uma malha. Malha pode ser definida simplesmente como um conjunto de
poligonos quaisquer nao sobrepostos e sem espacos vazios entre eles. De forma mais formal, em um
espacgo R" qualquer, assume-se que existe um ciclo com n vértices P = <v', v?, ..., v*"!, v">: uma malha é
uma tesselacdo deste espago em ciclos menores C* = <v!, v, ... v v/> em que 1<i, j<ne j—i>3,
tal que em dois ciclos quaisquer CY e C™ que formam a malha oum>jou n<ie
P=Cc"uc”‘u...uC"". Um ciclo com m vértices é dito par (impar) quando m é par (impar). Por fim,
uma malha, para o caso bidimensional, é uma particdo do espaco Cartesiano em quadrilateros
convexos. A Figura 3.5 exibe exemplos de malhas. Curiosamente, as abelhas sdo o inseto que mais se
aproximam de construir uma quadrilaterizacdo natural do espaco, pois qualquer hexagonalizacao pode

ser quadrilaterizada; e o olho da lagosta é formado por uma malha quadrilateral perfeita.

(b)

Figura 3.5: Exemplos de malhas: natural a esquerda (uma colmeia, retirando-se de uma Idmina conjunto de hexdgonos

que particionam o espago), artificial a direita (a pavimentagdo de uma cal¢ada, onde um conjunto de elementos curvilineos
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particionam o espago).

Malhas podem ser classificadas como estruturadas ou ndo estruturadas, que possuem
respectivamente topologia implicita e explicita. Topologia estuda as relacdes e propriedades entre os
elementos, sem o uso de suas dimensdes. Como por exemplo, o conhecimento dos vizinhos de cada
elemento nas malhas estruturadas é feita de forma que ndo depende do armazenamento ou existéncia
desta informacdo, enquanto que nas ndo estruturadas é necessario armazenar ou calcular estas
informacoes. Exemplos de malhas estruturadas sdo as Cartesianas, curvilineas ou ortogonais e de nao
estruturadas, a malha de Voronoi ou Delaunay. A Figura 3.6 exibe exemplos de malhas estruturadas e

nao estruturadas.

(a) (b)

Figura 3.6: Tipos de malha: (a) estruturada (curvilinea), (b) ndo estruturada (Delaunay).

Ainda existe um terceiro tipo de malha que vale a pena ser mencionado chamado de malha
mista, que combina malhas estruturadas e ndo estruturadas. Exemplos deste tipo de malha sdo as
malhas hierarquicas e as malhas multi-bloco. Basicamente, cada regidao do espaco é particionada
seguindo uma malha estruturada ou nao, de acordo com a situacdo, de forma que a unido destas malhas
forma a tesselacdo completa do dominio. Dominio é um o conjunto de elementos ou restricdes que

definem a regido do espaco R"qualquer na qual sera realizado a constru¢do da malha.

3.2 Requisitos

Nesta secdo sao analisados alguns requisitos que sdo necessarios ou suficientes para determinar uma

quadrilaterizacdo, isto é, a geracdo de malha formada por elementos quadrilateros. Um dos primeiros



requisitos é a prova de Kahn que determina que qualquer poligono ortogonal pode ser quadrilaterizado
convexamente (49). Um poligono ortogonal é aquele em que todos os seus lados ou arestas sdao
perpendiculares ou paralelos a um eixo de coordenada do plano Cartesiano (abscissa ou ordenada), isto
é, todos os seus angulos sdao multiplos de 90°. Um poligono ortogonal também pode ser chamado de
poligono retilineo e ambos os nomes sao usados na literatura indistintamente. Para realizar sua prova,
Kahn cria um conceito similar as orelhas de Meisters (41) chamado tabs. Uma tab é simplesmente dois
segmentos horizontais conectados por um segmento vertical. A Figura 3.7 exibe um exemplo de uma
tab. Para realizar uma reducdo para uma quadrilaterizacdo convexa, é necessario definir trés
propriedades que sdo inerentes a todo poligono ortogonal: uma boa tab, um par de lados que ndao forma

uma tab e um par de tabs (up e down). A Figura 3.8 exemplifica os trés casos.

Figura 3.7: Exemplo de uma tab.

|

Figura 3.8: Exemplos (da esquerda para direita): uma boa tab, um par de lados que ndo forma uma tab e um par de tabs.

Em vermelho tém-se tabs, em verde segmento inferior e em azul segmento superior.

Antes de definir estas trés propriedades, é importante algumas definicdes. Um segmento inferior
é aquele cujo interior do poligono esta acima dele, e um segmento superior é aquele cujo interior do
poligono esta abaixo dele. Uma up tab é aquela cujo segmento horizontal inferior é maior que o
segmento horizontal superior, e uma down tab é aquela cujo segmento horizontal superior é maior que

o segmento horizontal inferior.
Agora, ja é possivel definir as trés propriedades de um poligono ortogonal:

Um par de lados que ndao forma uma tab é aquele ndo possui um segmento vertical que
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conecta um segmento superior a um segmento inferior.

Uma boa tab é aquela que o segmento vertical, em frente ao segmento vertical que a compoe (é
possivel disparar um raio horizontal sem cruzar o poligono até a tab), esta conectado no seu extremo
inferior a um segmento horizontal inferior se for uma down tab ou seu extremo superior esta conectado

a um segmento horizontal superior se for uma up tab.

Um par de tabs sdo aquelas que seriam tabs ruins se o segmento vertical em frente a cada uma
delas ndo estivesse conectado a uma down tab no seu extremo superior no caso de uma up tab, ou ndao

estivesse conectado a um up tab no seu extremo inferior no caso de uma down tab.

Com estas trés propriedades é possivel desenvolver técnicas de quadrilaterizacdo para poligonos
arbitrarios desde que se consiga ortogonalizar o dominio através de algum tipo de pré-processamento

ou entdo como parte do desenvolvimento de um algoritmo.

E importante ressaltar que, embora ndo seja propriamente um requisito, a quadrilaterizacio
convexa de um dominio ndo é tunica (Figura 3.9) e de fato ja foi provado que descobrir a minima
quadrilaterizacdo convexa estrita de um dominio pode ser feita em tempo polinomial (61), enquanto
que quando forem adicionados buracos o problema se torna NP-dificil (54). Esse problema é também
chamado de minimum ink (tinta minima para desenhar os quadrilateros) ou peso minimo, em que a

soma dos comprimentos dos segmentos que formam uma quadrilaterizacdo deve ser minima.

Q
o
Q
o
@
o

Figura 3.9: Existem trés maneiras distintas para quadrilaterizar um hexdgono convexo sem a adigdo de Pontos de Steiner.

Uma outra propriedade importante de todo poligono se chama fronteira. Fronteira é o poligono
fechado simples que separa o espago particionado do espaco ndo particionado, sem a regido externa de
um poligono. Em outra palavras, a regido do dominio original sobre a qual ainda ndo foi construida

uma malha. A Figura 3.10 exibe o que é uma fronteira para um dominio.
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Regiao Regi&o
externa interna

(@) (b)

Figura 3.10: Exemplo de fronteiras em azul: (a) regiées em uma fronteira, e (b) uma malha é construida em verde.

Um dos requisitos mais importantes para determinar uma quadrilaterizacdo qualquer, seja ela
convexa ou nado, é a existéncia de um nimero par de vértices no poligono. De fato Prosenjit (20) ja
provou que é impossivel quadrilaterizar um dominio se ndo existir um nimero par de vértices na
fronteira convexa. Esta propriedade deve ser mantida e verificada a todos os momentos, se é desejado

obter uma quadrilaterizacdao do dominio ao final.

Um dos corolarios da prova de Kahn (49) determina que todo poligono ortogonal possui um
ndamero par de vértices, o que reforca este requisito. De fato, se for possivel particionar um dominio em
ciclos pares e convexos, é possivel realizar uma quadrilaterizacdo convexa apenas pelo uso de

Diagonais (Teorema 3.1). Segue-se agora para provar este teorema.

Teorema 3.1: Se um poligono P par qualquer pode ser particionado em ciclos convexos pares

entdo ele pode ser quadrilaterizado de forma convexa pelo uso de diagonais.

Prova: Como a definicdo de ciclo ja foi introduzida no inicio deste capitulo, apenas algumas
defini¢des serdao mencionadas. Ciclo convexo é aquele que nao possui angulos céncavos. Ciclo par é
aquele cuja quantidade de vértices existentes no ciclo é par. Trivialmente, é possivel observar que todo
poligono possui uma quantidade impar de vértices, i =2n + 1 ou i = 2n - 1, ou uma quantidade par de
vértices, p = 2n. Também é facil observar que, se é possivel particionar um dominio em ciclos pares,

ndo se iniciou de um ciclo impar. As férmulas em (3.1) e (3.2) exibem a prova deste fato.

i=2t+1, p=2u e q=2v; i,p,q € N 3.1)
2 i=p+q
i=2u+2v
i=2(u+v),se u+v=x
[=2x
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€ i=p+q (3.2)
2t+1=p+q,se p+q=r
2t+1=r
Logo, para que seja possivel particionar o poligono, é necessario comecar de um ciclo par na
fronteira. Assume-se entdao que todo o poligono foi dividido em ciclos pares e convexos. Se um ciclo é
convexo entdo qualquer diagonal adicionada a este poligono divide dois angulos que ja sdo menores
que 180° cada um em duas partes que permanecem menores que 180°. Diagonal é a criagdao de um lado

entre dois vértices x, y tal que o lado (X, y) ainda ndo existe, de forma que nao ha sobreposicao entre

diagonais ou lados. Toda diagonal é interna ao poligono.

E possivel, entdo, para um ciclo convexo com uma quantidade par de vértices p qualquer C, =
<X, X2, ..., Xon-1, Xon>, €scolher o vértice x;, sem perda de generalidade, pois seria possivel renumerar
todos os vértices para que o ciclo comegasse em um vértice X; € C, qualquer. A partir de x;
adicionam-se todas as diagonais, D = (x;, Xx;), entre X; e um Vértice x; tal que
2<j<2n, j=2m, m € IN,e se duas diagonais (xi, X,) e (X1, X5) forem escolhidas tal que a#b,

entdo uma quadrilaterizacao convexa sera obtida.

Se for realizado uma triangulacdo deste dominio convexo, é claro que serdo formados 2n-2
triangulos o que pode ser provado pela soma dos angulos internos, e se os triangulos forem unidos aos
pares é trivial, portanto, que serdo formados n-1 quadrilateros convexos. Com excecdo do primeiro e
ultimo elemento desta quadrilaterizacdo, qualquer outro quadrilatero deve ser da forma Q = <xi, x;, X;,
x;>, em que i = j+1 e j' = j+2 devido a regra de formacdo de diagonais. Se existisse qualquer outro
elemento par entre x; e x; deveria existir uma diagonal entre ele e x;, logo, Q ndo deveria existir. Idem
paraiej', isto é, cada quadrilatero Q serd formado por duas diagonais definindo trés angulos convexos,

pois possuem um vértice em comum e um angulo que ja pertencia ao dominio, e é portanto convexo.

Os outros dois dltimos casos sdo o primeiro Q; = <xj, Xo, X3, X4> e 0 Ultimo quadrilatero Q,.; =
<X1, Xon-2, Xon-1, Xon™> que sdo formados por apenas uma diagonal; cada diagonal define dois angulos
convexos como ja foi discutido, e os dois angulos restantes pertencem ao dominio e sdo, portanto,
convexos. Logo, estes dois quadrilateros também sao convexos. Para uma regido convexa e par com 2n

= 4 é trivial a sua quadrilaterizacdao sem o uso de diagonais. =

Um poligono par é um poligono qualquer que possui uma quantidade de vértices par em sua
fronteira. E possivel, entdo, garantir a sua paridade desde que seja compreendido o que significa

adicionar um quadrilatero ao dominio de forma a manter a paridade dos ciclos (Teorema 3.2).
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Teorema 3.2: Sempre que se adiciona um quadrildtero n-conexo a um dominio par qualquer, é
adicionado ou removido uma quantidade par de vértices intrusos a fronteira, desde que os vértices de

conexdo sejam adjacentes, e vértices de conexdo adjacentes definam diagonais pares.

Prova: Um dominio par qualquer é um poligono que possui um nuimero par de vértices na sua
fronteira, e caso este poligono possua buracos (holes), a quantidade de vértices existentes nestes
também é par. Um buraco ndo pode ter um vértice colapsado. Um vértice colapsado é um vértice que é
contado pelo menos duas vezes no seu ciclo. Além disso nenhum outro vértice de Steiner é adicionado
além daqueles inseridos pela insercao de um elemento quadrilatero, e nenhum elemento se sobrepde a
qualquer outro elemento ja existente no dominio. Nesse contexto, zero é considerado um nimero par.
Quando adiciona-se um quadrilatero qualquer ao dominio existem cinco casos possiveis que podem
acontecer, ja que um quadrilatero possui quatro vértices por definicdo: 0-conexo, 1-conexo, 2-conexo,
3-conexo e 4-conexo. Um quadrilatero n-conexo, portanto, € um quadrilatero simples que ndo sobrepde
nenhum elemento anterior e possui n vértices comuns com o dominio no qual ele é inserido. Um vértice
de conexdo é um vértice que o quadrilatero possui em comum com o dominio sobre o qual ele é
inserido. Uma aresta de conexdo é uma aresta que o quadrilatero possui em comum com o dominio no
qual ela é inserida. Caso dois quadrilateros n-conexos sejam vizinhos, eles devem possuir pelo menos
uma aresta em comum. Isto evita a inser¢do de elementos ruins, pois é possivel inserir infinitos
quadrilateros 1-conexo vizinhos uns aos outros. Diagonal par é um lado entre dois vértices tal que um
ciclo par é formado pela adicao da diagonal, e diagonal impar é o caso contrario (Figura 3.11). Uma
diagonal impar sempre existe, pois no minimo ela determina um triangulo. Um ciclo par é aquele que
possui uma quantidade par de vértices. A fronteira de um dominio é um ciclo C. Se um quadrilatero n-
conexo Q for adicionado a um ciclo C qualquer, entdo pode ocorrer a formacao de varios ciclos C, tal
que C={C,UC,U..UC, | e 1<m=<4. Sev,é a quantidade de vértices de Steiner adicionada ao ciclo
Cn pelo quadrilatero Q; v. é o somatorio da quantidade de vezes que os vértices do quadrilatero n-
conexo sdao percorridos no ciclo C,, se eles sdo percorridos mais de uma vez; v, é a quantidade de
vértices que foram removidos do ciclo C,, e que fazem parte do quadrilatero Q, se for possivel inserir o

quadrilatero no ciclo C,; entdo v; é um vértice intruso tal que

vi:vs_vr+vc’ (33)
V=4, (3.4)
vc=Zj:1 flv) e (3.5)
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f(vj>: u—1l, se v, € Cm. (3.6)
0, se v, & C,
em que n € o tipo de quadrilatero n-conexo, tal que 0<n<4, j é a quantidade de vértices no
quadrilatero n-conexo Q; v;€é um vértice do quadrilatero n-conexo Q; e u é a quantidade de vezes que

um vértice é percorrido no ciclo.

(@) (b)

Figura 3.11: Diagonais em um ciclo: (a) Diagonais pares; e (b) Diagonais impares.

O caso I (0-conexo) é um caso trivial, mas citado por completude, e o caso II (1-conexo) é um
caso especial, que como sera visto pode ser inadequado para a construgdo de uma malha de qualidade.
Os casos posteriores sdo mais facilmente encontrados em algoritmos de quadrilaterizagao. O caso III
(2-conexo) possui 2 subcasos; o caso IV (3-conexo) possui trés subcasos; e o caso V (4-conexo) possui
cinco subcasos. Um quadrilatero n-conexo ndo precisa ser interno ao dominio, mas qualquer
quadrilatero gerado externamente ao dominio é ignorado, pois ndo contribui para uma quadrilaterizacao
do mesmo. Um quadrilatero n-conexo nao é necessariamente convexo, apesar de que na prova a seguir
ele serd sempre convexo, o que nao causa a perda de generalidade no Teorema 3.2, pois o seu formato
de um quadrilatero ndo altera a quantidade de vértices intrusos final por definicdo. Os quadrilateros n-
conexos podem inserir quantidades impares de vértices intrusos em um ciclo sobre determinadas
condicoes fora do Teorema 3.2, mas estes casos sdo ignorados pois acredita-se que tais elementos nao
conduzam a uma quadrilaterizacdo convexa de qualidade, e de fato sua insercdo pode até tornar
impossivel obter uma quadrilaterizacao ja que poderia tornar um ciclo impar. Segundo foi provado por
Prosenjit (20), um ciclo convexo ndo pode possuir uma quantidade impar de vértices na fronteira para

produzir uma quadrilaterizagao.

Caso I) Adicao de um elemento desconexo (0-conexo).

Quadrilateros adicionados ao interior de um poligono sem vértices ou arestas de conexdo adicionam

quatro vértices de Steiner ao dominio v,=4, todos sdo percorridos uma unica vez v.=0, e nenhum
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vértice é removido do ciclo v,=0,logo v;=4 segundo a Férmula 3.3. Contudo, como ndo ha vértice
ou aresta de conexdo, o ciclo da fronteira ndo recebeu nenhum vértice novo e portanto v;=0. Este
resultado significa que um novo ciclo foi criado internamente ao poligono, e a quantidade de vértices
em ambos os ciclos é mantida par. Por fim, nenhuma diagonal é adicionada, e entdo as diagonais sao

pares por vacuidade. A Figura 3.12 exibe um exemplo de quadrilatero 0-conexo.

Figura 3.12: Exemplo de quadrildtero 0-conexo.

Caso IT) Adigcao de um elemento com um vértice de conexao (1-conexo).

Neste caso, ha a um vértice de conexdo, e embora esteja sendo adicionado de fato trés vértices de
Steiner v,=3, um dos vértices sera percorridos duas vezes v.=1, nenhum vértice é removido v,=0,
logo, quatro vértices foram adicionados v;=4 no ciclo da fronteira. E facil perceber isto, se tentar
definir um ciclo da fronteira qualquer C=<a, b, ¢, d, e, f, g, h> (Figura 3.13). Apds a adicdo do
elemento 3-conexo o ciclo se torna C'=<a, b, ¢, d, e, f, g, h, i, j, 1, h>, isto é, quatro vértices foram
adicionados, pois o ciclo que define o elemento quadrilateral foi adicionado por inteiro ao dominio.
Repare que se for assumido que o ciclo definido pelo novo elemento ndo faz parte do ciclo da fonteira,
o ciclo na fronteira permanece par, e que se for assumido que faz parte do ciclo da fronteira, pode-se o
percorrer uma ou mais vezes quanto for necessario e ainda serd obtido um ciclo par na fronteira.
Novamente nenhuma diagonal é adicionada, e portanto as diagonais sdo pares por vacuidade A Figura
3.14 exibe um exemplo de que a adicdo de um elemento 3-conexo ndo impede a formacdao de uma

quadrilaterizacao.
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a b

Figura 3.13: Exemplo de quadrildtero 1-conexo.

Figura 3.14: Elemento 1-conexo e a formagdo de uma quadrilaterizagdo convexa correspondente.

Este caso deve ser tratado com extremo cuidado na construcdo de uma quadrilaterizacao
convexa de qualidade por duas razdes principais: uma das razoes é o tratamento de ciclos dentro de
outros ciclos que pode ser complexo; e outra razao, é que sempre que for adicionado um elemento desta
maneira, este vértice de conexdo implica na formagao obrigatoria de pelo menos dois novos elementos
quadrilateros, o que podera resultar em uma cardinalidade impar no conjunto de quadrilateros vizinhos

deste vértice.

E facil verificar que em uma malha ideal quadrilateral, todo vértice deve ser compartilhado por
apenas quatro quadrilateros. Este vértice é chamado de vértice regular. Um vértice é chamado de
vértice irregular quando é compartilhado por mais ou menos que quatro quadrilateros. Uma malha de
boa qualidade implica na existéencia do minimo de vértices irregulares, principalmente proximo a
fronteira (15). Este caso pode ser corrigido, e Blacker (15) o utiliza ao inserir elementos em vértices
concavos. Blacker ndo permite que o elemento permanega 1-conexo: ele o conecta a fronteira por meio
de dois outros elementos que possuem dois vértices e uma aresta de conexao com este elemento. Desta
forma, dois vizinhos 2-conexo sdo adicionados juntos ao elemento que seria 1-conexo, transformando-o

em um elemento 3-conexo.

Repare que na solucao de Blacker, embora ainda exista o problema de um né ou vértice
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irregular, é mantido a propriedade de vértices intrusos ja que v,=5, v,=1, v.=0,logo v,=4. A Figura
3.15 exemplifica a solucdo de Blacker. Adicionam-se cinco vértices (em verde), mas um vértice é

removido(em amarelo). Ou seja, mantém-se a quantidade par de vértices na fronteira.

Figura 3.15: Solugdo de Blacker.

Caso IlI-a) Adicao de um elemento com dois vértices de conexdo e nenhuma aresta de conexao (2-
-conexo).

Neste caso, tem-se um elemento quadrilateral sendo formado por dois vértices de conexao mas em
posicoes posicdes diferentes de ciclos diferentes. Quando existe apenas um ciclo v,=2, v.=2e v,=0,
logo, v,=4. Contudo, quando dois ciclos sdo criados, a escolha de vértices de conexdo forma ciclos
pares tal que v;=0e v, =2.Para ambos os casos tém-se v.=0 e v,=0;e v, =0, v.=2. Ou seja, 0
elemento é valido quando uma diagonal par é formada. A Figura 3.16 exibe a formacdo de um
quadrilatero 2-conexo para o caso IlI-a. E a Figura 3.17 ressalta a necessidade da escolha de vértices de
conexdo que formem ciclos pares, isto é, uma diagonal par. A escolha ruim de vértices de conexao
define uma diagonal impar e pode conduzir a uma triangulacdo ou a insercdo de elementos concavos.

Logo, a escolha de vértices de conexdao deve sempre manter a paridade par.

Figura 3.16: Exemplo de quadrildtero 2-conexo.
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Figura 3.17: Escolha de uma diagonal impar: em azul e verde sdo dois ciclos de fronteira formados pela adigdo do

elemento quadrilateral.

Caso I1I-b) Adigdo de um elemento com dois vértices de conexao e uma aresta de conexao (2-conexo).

No caso de um dominio ndo estrito, o tratamento deste caso é essencial, embora possa ndo ser o ideal,
pois em algumas geometrias a unica solucdo para tentar melhorar ou reduzir a complexidade da forma
de um dominio é adicionar novos vértices para quadrilaterizar convexamente um quadrilatero concavo
por exemplo. Neste caso adicionam-se dois vértices novos ao dominio e existe apenas um ciclo v,=2,
v.=0,e v,.=0,logo, v;=2. Contudo, a exemplo do caso 1-conexo, deve-se usar com moderagao os
elementos 2-conexo, mas sem a mesma gravidade ja que nao é criado um ciclo interno ao ciclo da
fronteira. A diagonal é par, pois forma um ciclo de tamanho zero. A Figura 3.18 exibe um exemplo de

criacdo de um elemento 2-conexo para o caso III-b.

T T T

Figura 3.18: Construgdo de um quadrildtero 2-conexo.

Caso I'V-a) Adicao de um elemento com trés vértices de conexao e duas arestas de conexao (3-conexo).
Neste caso, embora seja adicionado um novo vértice, é removido um vértice da fronteira, ou seja, nao
se adiciona nenhum vértice ao ciclo da fronteira. Como existe apenas um ciclo v,=1, v.=0e v,=1,
logo, v,=0. Mantém-se assim a quantidade de vértices par, trivialmente. As duas diagonais sdo pares,
pois formam ciclos de tamanho zero. E como se fosse feito uma simples projecdo do vértice, ajustando-
se o tamanho do angulo ou a forma do dominio para melhorar a quadrilaterizacdo. E possivel aplicar
algum tipo de suavizagdo (smooth) neste caso para melhorar o resultado final. A Figura 3.19 exibe o

processo de adi¢ao de um quadrilatero 3-conexo para o caso I'V-a.
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Figura 3.19: Construgdo de um quadrildtero 3-conexo.

Caso I'V-b) Adicdo de um elemento com trés vértices de conexdo e uma aresta de conexao (3-conexo).

Este caso, é adicionado apenas um vértice ao dominio v,=1, mas similar ao caso III-b a escolha dos
vértices de determinara a paridade, isto é, as duas diagonais adicionadas devem ser pares. Se estiver
sendo realizado a adi¢cdo de um novo ciclo par a paridade se mantém na quantidade de vértices intrusos
v,=0e v,=0, pois, para o primeiro ciclo tem-se que Vv.,=0, v,=0e¢ v, =0 ji para o segundo
v.,=0, v.=1e v,=1.No ciclo par que ndo recebe nenhum ponto novo a paridade se mantém
trivialmente, para o ciclo par que recebe um novo ponto adicional. E importante notar que ocorre
novamente uma projecao do vértice a exemplo do caso IV-a que mantém a paridade (repare que este
ciclo na verdade se tornaria impar, se o quadrilatero fosse uma diagonal, pois ndo alcancaria a diagonal
pontilhada e perde, portanto, um vértice). Ou seja, as duas diagonais sdo pares. Se ndo houver a criacao
de um novo ciclo (isto pode ocorrer ao tentar ligar o ciclo da fronteira com holes), a escolha de uma
diagonal par mantém a partidade, pois havera um vértice de conexao que sera percorrido duas vezes
vezes no ciclo v.=1. O resultado é v,;=2, pois um vértice de conexdo é percorrido duas vezes no

ciclo. A Figura 3.20 exibe um exemplo da adi¢dao de um quadrilatero 3-conexo para o caso [V-b.

Figura 3.20: Exemplo de quadrildtero 3-conexo.
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Caso IV-c) Adicdo de um elemento com trés vértices de conexdo e nenhuma aresta de conexdo (3-
-conexo).

Este caso é similar ao caso IV-b. Se ndo houver criacdo de ciclo cada vértice de conexdo é contado
duas vezes no ciclo v.=3, deste modo v;=4, desde que ambas diagonais sejam pares. Se é realizado
a adicao de um novo ciclo par, sendo um ciclo que contém o vértice de Steiner e o outro ndo, a
paridade se mantém. No ciclo par que ndo recebe nenhum ponto novo, a paridade se mantém
trivialmente pela diagonal par; para o ciclo par que recebe um novo ponto adicional, ocorre: ou
novamente uma projecao do vértice a exemplo do Caso IV-a que mantém a paridade, ou um vértice de
conexdo sera contado duas vezes a exemplo do Caso IV-b. Caso os trés ciclos criados sejam pares,
dependendo da escolha dos vértices de conexdo, isto é, das diagonais, a paridade também é mantida

pois novamente um vértice sera removido do ciclo em que o vértice de Steiner é adicionado. Deste
modo a quantidade de vértices intrusos se mantém par, pois v,=0, v,=0e v, =0/ para o primeiro
ciclo tem-se que v.=0, v, =0e¢ v =0; para o segundo v.=0, v, =0e v =0; e para o terceiro
v.=0, v, =1,e v,=1. A Figura 3.21 exibe um exemplo da adi¢do de um quadrilatero 3-conexo para

o caso IV-c.

Figura 3.21: Exemplo de quadrildtero 3-conexo sem arestas no dominio.

Caso V-a) Adicdo de um elemento com quatro vértices de conexdo e trés arestas de conexao (4-
-conexo).

Este é o caso ideal que deve ser sempre buscado ao fazer um quadrilaterizacdo qualquer: algumas
técnicas como de Maharavo (56) e Owen (48) oferecem inclusive prioridade a resolucdo destes casos.
No caso de adicdo de um elemento 4-conexo com trés arestas de conexdo, é removido dois vértices (em
verde) da fronteira, reduzindo assim a complexidade do problema e aproximando-se de
quadrilaterizacdo final. Como existe apenas um ciclo possivel v,=0, v.=0e v,=2,logo, v,;=—2. As
trés diagonais sdo pares, pois formam ciclos de tamanho zero. A ultima diagonal é par, pois remove do

ciclo dois vértices. A Figura 3.22 exibe um exemplo da adicdo de um quadrilatero 4-conexo para o caso
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Figura 3.22: Adigdo de quadrildtero 4-conexo ao ciclo da fronteira.

Caso V-b) Adicdo de um elemento com quatro vértices de conexdo e duas arestas de conexao (4-
-conexo).

Neste caso, duas diagonais sdo pares, pois formam ciclos de tamanho zero. Resta analisar as outras
duas. Quando o ciclo é tnico v,=l, mas v.,=1, pois um vértice sera percorrido duas vezes ao
adicionar este quadrilatero. A paridade se mantém baseada na escolha dos vértices de conexdo que
gerem dois ciclos pares, isto é, escolhendo diagonais pares. Se for criado um novo ciclo par, a paridade
se mantém trivialmente. Neste caso, de forma similar ao caso V-a, dois vértices sao removidos tal que
v,=—2e¢ v,=—2,para o primeiro ciclo tem-se que Vv.,=0, v,=2¢ v, =0; ji para o segundo
v, =0, v, =2,e v, =0. A Figura 3.23 exibe um exemplo da adigdo de um quadrilatero 4-conexo para

0 caso V-b.

Figura 3.23: Exemplo de quadrildtero 4-conexo com duas arestas comuns ao dominio e sequenciais.

Caso V-c) Adicdo de um elemento com quatro vértices de conexdo e duas arestas de conexao (4-
-conexo).

Este caso é similar ao caso V-b, com uma tnica diferenca. Caso um novo ciclo ndo seja formado, isto
implica imediatamente que ele é par, ou seja, a paridade se mantém trivialmente ja que v.=0, v,=0e
v.=0,logo, v,=0.Todas as diagonais sdo pares. Deve-se, é claro, estar atento no momento da

formacdo de um novo ciclo para a escolha dos vértices de conexdo e obter diagonais pares. Neste caso,

v,=—2 e v, =—2. Neste caso, com uma boa escolha de vértices de conexdo, é possivel dividir a
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quantidade de vértices do dominio por dois (Figura 3.25). A Figura 3.24 exibe um exemplo da adicdao

de um quadrilatero 4-conexo para o caso V-c.

—— @ *— —e *—
—& O > O— +J o

Figura 3.24: Exemplo de quadrildtero 4-conexo com duas arestas comuns ao dominio e opostas.

Figura 3.25: Exemplo de uma boa escolha de vértices de conexdo, que divide a paridade do dominio por dois.

Caso V-d) Adicdo de um elemento com quatro vértices de conexdo e uma aresta de conexdo (4-
-conexo).

Este caso é similar ao caso V-c, mas é possivel formar neste caso no maximo trés ciclos. Escolhendo-se
diagonais pares em um ciclo tnico tem-se que ele é par, ja que v.=2, v,=0ev,=0, logo v,=2. Dois
vértices de conexdo serdao contados duas vezes em um ciclo. Se existir a formacdo de dois ciclos,
v,=0e v, =0;um dos ciclos perdera dois vértices enquanto o outro perderd um vértice v,=1le
v,.=2,e a contagem de vértices nos ciclos sera v.,=le v.=0.Desta formav,=—2e v,=—2. A
paridade se mantém. Por fim, na formacao de trés ciclos pares, os trés ciclos terdo uma reducdo de dois
vértices. Deste modo, a quantidade de vértices intrusos se mantém par pois V;=—2, v,=—2e
v,=—2, para o primeiro ciclo tem-se que v.=0, v.=2¢ v =0; para o segundo v.=0, v, =2¢
v,,=0; e para o terceiro v.,=0, v, =2,e v, =0.Logo, para este elemento é vantajoso uma insercao,
se existir a formacdo de uma quantidade de ciclos impar. A Figura 3.26 exibe um exemplo da adicdo de

um quadrilatero 4-conexo para o caso V-d.
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Figura 3.26: Exemplo de quadrildtero 4-conexo com uma aresta comum ao dominio.

Caso V-e) Adicao de um elemento com quatro vértices de conexdo e nenhuma aresta de conexao (4-
-conexo).

Este caso é similar ao caso V-d, mas é possivel formar neste caso no maximo quatro ciclos e caso um
novo ciclo ndo seja formado isto implica imediatamente que ele é par, ou seja, a paridade se mantém
trivialmente ja que v.=4, v,=0ev,=0, v,=4. Se existir a formacdo de dois ciclos, os dois ciclos
perderdo um vértice v,=le v, =1, porém, cada um deles terd um vértice que é percorrido pelo
menos duas vezes no ciclo v.,=le v.=1,logo, v,=2e v,=2.No momento da formacdo de trés
ciclos, os dois ciclos terdo uma reducdo de dois vértices e o terceiro perdera um vértice, mas tera,
novamente, um vértice que serd percorrido pelo menos duas vezes no ciclo, logo, v,=—2, v,=—2e
v;=0. Na formagdo de quatro ciclos, ocorre uma redugdo de dois vértices para cada ciclo. Deste
modo, a quantidade de vértices intrusos se mantém par pois V;=—2, v,=—2 v,=—2¢ v,=—2, para
o primeiro ciclo tem-se que v, =2e Vv, =0; para o segundo v.=0, v, =2¢ v =0; para o terceiro
v.=0, v, =2,e v,=0; e paraoquarto v.,=0, v,=2,e v, =0. Logo, para este elemento é vantajoso
uma insercdo, se existir a formacao de quatros ciclos. A Figura 3.27 exibe um exemplo da adicdo de

um quadrilatero 4-conexo para o caso V-e.

Figura 3.27: Exemplo de quadrildtero 4-conexo sem arestas comuns ao dominio.
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A Tabela 3.1 exibe a quantidade de vértices intrusos ideal para cada tipo de quadrilatero através
de diagonais pares. Uma prova informal do teorema é estabelecida, e assim a andlise dos casos é

sumarizada:

Caso Vértices intrusos

I. 0-conexo +4

II. 1-conexo +4
III-a. 2-conexo +2
ITI-b. 2-conexo +2
IV-a. 3-conexo +0
IV-b. 3-conexo +0
IV-c. 3-conexo +0
V-a. 4-conexo -2
V-b. 4-conexo -2
V-c. 4-conexo -2
V-d. 4-conexo -2
V-e. 4-conexo -2

Tabela 3.1: Quantidade de vértices intrusos adicionados para cada tipo de quadrildtero através de diagonais pares.

Como foi visto, em todos os casos tém-se a adicdo ou remocdao de uma quantidade par de
vértices intrusos, desde que exista a preocupacdo de formar diagonais pares. Isto é tdo critico que em
alguns casos, como o 3-conexo, a paridade se mantém baseada apenas na escolha das diagonais. Desta
forma o Teorema 3.2 se mantém correto. Também é possivel observar que a inser¢ao de elementos 4-
-conexo é fundamental para que uma quadrilaterizacdo seja obtida; e que caso V-c, uma boa escolha de
ciclos mesmo sem a adicao de vértices pode reduzir o problema pela metade.

Resta apenas provar o porqué da escolha de circulos pares ser essencial, isto é, diagonais pares.
Assumindo-se por contraposicdo que ndo seja necessario manter ciclos pares para se formar uma
quadrilaterizagdo a partir de um poligono com uma quantidade de vértices par qualquer. Se isto é
verdade, entdo é possivel adicionar um elemento quadrilatero qualquer sem se preocupar com a
paridade dos ciclos e ainda assim obter uma quadrilaterizagao valida. A Figura 3.28 exibe dois casos da
adicdo de um quadrilatero 4-conexo Q: em QUAD I, Q possui diagonais impares; em QUAD II, Q

possui somente diagonais pares.



QUAD I QUAD II

Figura 3.28: Adigdo de quadrildtero 4-conexo: (a) Ciclos impares; e (b) Ciclos pares.

Na Figura 3.28, como estdo sendo gerados dois ciclos impares em QUAD I e por Prosenjit nao é
possivel quadrilaterizar este dominio (20), QUAD I ndo podera gerar uma quadrilaterizagdo convexa a
priori. Chega-se assim a uma contradicdo, ja que nao é possivel obter uma quadrilaterizacao valida. =

QUAD II, contudo, gerara uma quadrilaterizacao valida conforme demonstrado na Figura 3.29.

QUAD I QUAD II

Figura 3.29: Quadrilaterizagdo por adigcdo de quadrildtero 4-conexo: (a) Ciclos impares; e (b) Ciclos pares.

Por outro lado, para se lidar com dominios estritamente convexos, alguns aspectos precisam ser
considerados. Uma quadrilaterizacdo estritamente convexa € aquela que ndo possui nenhum angulo
igual a 180° ou seja, ndo deve haver trés pontos alinhados no espaco geométrico. Este tipo de situagao
pode gerar quadrilateros triangulares (ou ndo estritos). A Figura 3.30 exibe um exemplo de um

quadrilatero ndo estrito.
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Figura 3.30: Exemplo de um quadrildtero ndo estrito.

Ao garantir uma fronteira par, assegura-se a formacao de elementos quadrilaterais, mas, apenas
este requisito ndo é suficiente para garantir uma quadrilaterizacdo estritamente convexa. Se for
utilizado o mesmo exemplo anterior com uma pequena modificacdo pode-se produzir uma
quadrilaterizacdo concava. A Figura 3.31 exibe a quadrilaterizacao QUAD II que respeita ciclos pares,

mas produz quadrilateros concavos.

QUAD II MOD

Figura 3.31: Ciclos pares ndo garantem elementos convexos.

Tanto para o QUAD II MOD, como para a existéncia de quadrilatero triangular existem trés
solucdes fundamentais: permitir a adicdo de novos vértices na fronteira; adicionar um triangulo; e
remover um buraco com ciclo impar do poligono, um triangulo no caso mais trivial (Figura 3.32). As
duas primeiras solucdes tornam a fronteira do dominio par, enquanto que a tltima pode ser aplicada
para fronteiras impares. A razdo para que esta ultima solucao funcione sempre, é que a unido do ciclo
da fronteira com o ciclo do buraco impar torna o ciclo final par. Quando se permite a adi¢gdo de novos
pontos, qualquer poligono pode ser quadrilaterizado convexamente (24). E de fato ja foi provado que

O(n) pontos de Steiner sdo sempre suficientes para realizar o mesmo (36).

SENAWA

Figura 3.32: A esquerda um pentdgono (ciclo impar): para quadrilaterizd-lo, adicionam-se pontos de Steiner, tridngulos

ou removem-se buracos de ciclo impar.
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Entretanto, existem algumas razdes porque considerar que poligonos com quantidade impares
de vértices ndo podem ser quadrilaterizados. A primeira razao é que a adi¢do de pontos de Steiner nao
deve ser feita e esmo, e sim para tornar a fronteira do dominio par ou inserir elementos convexos. A
segunda razao é eficiéncia, por que ao realizar uma quadrilaterizacao, ao contrario de uma triangulacao,
a preocupacao ndo deve ser apenas com a complexidade do algoritmo gerado, mas também com a
quantidade de pontos de Steiner adicionados. Como ja foi provado que O(n) pontos de Steiner sdo
sempre suficientes para quadrilaterizar um dominio, qualquer algoritmo que adicione mais pontos de

Steiner que este limite, claramente é um algoritmo ingénuo ou com um custo excessivo.

Existem ainda outras solu¢Ges para resolver os casos de um quadrilatero triangular e de um
quadrilatero concavo. Uma destas solugdes é através do uso de um template chamado por este autor de
tridangulo de Varignon, pois foi obtido através de uma modificacdo no quadrilatero de Varignon. Nesta
dissertacdo, quadrildtero de Varignon ou tridngulo de Varignon se referem a este template. O
quadrilatero de Varignon adiciona quatro vértices de Steiner para um quadrilatero ndo estrito, e nove

para um quadrilatero concavo. A Figura 3.33 exibe um exemplo de um tridangulo de Varignon.

Figura 3.33: Tridngulo de Varignon.

O quadrilatero de Varignon consiste em adicionar um quadrilatero internamente a geometria,
gerando cinco quadrilateros convexos. No algoritmo original, apenas o elemento central é sempre
convexo. Para o template desta dissertacdo o processo de construcdo € o seguinte. Primeiramente,
adiciona-se um quadrilatero {a', d', b', ¢'} interno a geometria e similar ao quadrilatero {a, d, b, c}
externo, mas de tamanho reduzido. Para realizar isto, calcula-se o baricentro B dos quatro vértices {a,
d, b, c}, e criam-se vértices na metade dos segmentos que ligam o baricentro B aos vértices externos {a,
d, b, c}. Ou seja, é como se os segmentos do poligono fossem reduzidos pela metade, mantendo-se os
angulos e a direcdo dos segmentos. A Figura 3.34 exibe o processo inicial de constru¢do de um

triangulo de Varignon.
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Figura 3.34: Construgdo de um triGngulo de Varignon.

Uma vez que se obtenha este novo quadrilatero interno, adicionam-se os lados (c, c"), (a, a"), (d,
d") e (b, b') (Figura 3.35) que sdo de fato transversais de um trapézios. E simples de verificar isso ja que
o segmento (a, ) é paralelo a (a', c'), o segmento (b, c) é paralelo ao segmento (b, '), o segmento (a, d)
é paralelo ao segmento (a', d') e (d, b) é paralelo ao segmento (d', b'); isto implica que as transversais
cortam esses lados paralelos produzindo angulos convexos, ja que os pares de angulos colaterais

internos de um trapézio somados devem ser 180°.

Figura 3.35: Adigdo de um triGngulo interno por simetria angular.

Desloca-se, agora, o vértice d' para a metade do segmento (d, d'), completando-se assim a

quadrilaterizagdo convexa. A Figura 3.36 exibe a tlltima etapa da formacao do triangulo de Varignon.

Figura 3.36: Tridngulo de Varignon, quadrilaterizagdo final.
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Sdo modificados sete angulos nesta tltima operacdo, mas os angulos em aa'd’' e d'b'b ja
eram convexos; sua reducdo pelo movimento das arestas (a', d') e (d', b') respectivamente garante que
eles permanecam convexos, pois sao diagonais do trapézio convexo anterior. O quadrilatero Q = {a', d,
b', c'} é convexo, pois devido ao processo de formacdo deste elemento os triangulos T;={a', b, c'},
T,={a", b, d'}, Ts={a), ¢, d'} e T,={b), ¢, d'} existem. Como estes triangulos sempre existem, entao 0s
angulos internos deste quadrilatero sdo todos convexos, pois todo tridngulo é convexo. O problema sdo
os dois angulos no vértice d: a'd'd e dd'b'. Contudo, se o tridngulo Ts existe entdo a diagonal (c',
d') existe, e 0 angulo a'd'd é complementar ao angulo interno de Ts. Da mesma forma, se o tridngulo
T, existe entdo a diagonal (c', d') existe, e o angulo dd'b' é complementar ao angulo interno de Tj,
Angulos complementares sio convexos neste caso, ja que nenhum angulo pode ser igual a 0° ou 180° e
os triangulos sempre existem devido ao processo de construcao deste template. Outra forma de pensar é
que quando esse deslocamento do vértice de um quadrilatero convexo qualquer é minimo, a alteracao

nos valores dos angulos internos ndo é grande o suficiente para torna-los concavos.

Para quadrilaterizar convexamente quadrilateros concavos pelo template do triangulo de
Varignon, pode-se dividi-lo em dois triangulos e adicionar um ponto de Steiner na metade do segmento
que os dois triangulos possuem em comum (Figura 3.37). Basta, entdo, aplicar novamente o template
do triangulo de Varignon para cada quadrilatero triangular, obtendo assim uma quadrilaterizacao

convexa nao estrita.

Figura 3.37: Preparando um quadrildtero céncavo para adigdo de um tridngulo de Varignon.

O problema de aplicar o tridangulo de Varignon para quadrilateros cncavos é que nove pontos
de Steiner tem que ser adicionados para fazé-lo; uma outra maneira de melhorar essa quadrilaterizacao
convexa seria adicionando uma versdo diferente do quadrilatero de Varignon, que este autor chama de
quadrilatero boomerang (Figura 3.38). Este template introduz apenas quatro pontos de Steiner em um
quadrilatero concavo para quadrilateriza-lo convexamente. Deste modo, o nimero de pontos é reduzido

pela metade.
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Figura 3.38: Exemplo de quadrildtero boomerang.

A sua construgao é um pouco mais complexa que o triangulo de Varignon, mas também garante
a convexidade dos seus elementos. Primeiramente, constroi-se um tridangulo interno ao dominio que
depois é transformado em um quadrilatero convexo. Assume-se um quadrilatero concavo qualquer tal
que Q = <a, b, ¢, d>. Calcula-se o ponto médio do segmento (a, c) (Figura 3.39a), em que c é o vértice
que contém o angulo concavo e a é o vértice oposto. Em seguida, calculam-se os pontos médios dos
segmentos (a, pm) e (pm, c), obtendo-se assim os dois primeiros vértices do que sera o quadrilatero
interno a' e c'. Defina lado imaginario como um lado que remove o vértice concavo de um quadrilatero
concavo, transformando-o em um elemento convexo. Dispara-se, entdo, um raio na direcao do lado (@,
') até cruzar o lado imaginario (b, d), que triangulariza o quadrilatero concavo, no vértice i (Figura

3.39b).

A distancia euclidiana entre dois vértices w e v é definida como

_ 2 2
d(W,V)—\/(Wx_Vx) +(Wy_vy) ) (37)
em que para um vértice v qualquer vy representa sua coordenada e vy sua abscissa. Define-se,
entdo, a constante de proporcao p entre os triangulos como

d(a',c’)

TP (3.8)

p:

Com a constante p, é possivel calcular o valor dos lados do triangulo interno, mas sera
calculado apenas o valor dos lados proporcionais de (a,b) e (a,d) para obter os vértices do quadrilatero
interno b' e d'. Definindo-se n(w,v) para dois vértices w e v como o vetor normalizado que parte do

vértice w e alcancga o vértice v, criam-se os lados (a', b") e (a', d') pelo calculo dos vértices

d'=a' + (n(a,d)*d(a,d)xp) e (3.9)

b'=a' + (}’l(d,b)*d(a:b)*p) (310)
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A Figura 3.39c exibe a formacdo do elemento triangular interno. O lado (b, d') ndo é criado,
pois no seu lugar, criam-se os lados (b', c') e (c', d'), que serdo os lados do quadrilatero interno. O
vértice c' faz parte do lado (b, d'), e portanto ndo ha problema em realizar esta segmentacdo. E facil
perceber isto, se observar que é possivel dividir o triangulo T = <a, b, d> em dois triangulos T, = <a, b,
i> e T, = <a, i, d> que sdo proporcionais aos triangulos T'; = <a', b', ¢'> e T', = <a', ', d>. Para terminar
o calculo do quadrilatero interno, basta calcular o vértice ¢" como a distancia média entre c' e ¢ (Figura
3.39e). O vértice c', sera, entdo reposicionado na localizagdao de c" e sera adicionado os lados dos

quadrilateros vizinhos (a, a"), (b, b"), (c, ¢") e (d, d') (Figura 3.39f).

Resta provar que todos os quadrilateros sao conexos. Novamente, o segmento (a,b) é paralelo ao
segmento (a',b") e o segmento (a, d) é paralelo ao segmento (a', d'); isto se deve pela construcao que foi
realizada. Isto garante que os angulos colaterais internos dos quadrilateros <a, b, b', a™> e <a, a', d', d>
somados sejam 180°, garantindo vértices convexos. O quadrilatero interno é convexo, pois o angulo em
a' é o mesmo que o angulo em a, e as diagonais (a', c') e (b, d') sempre existem pois sdo a base da
construcao deste elemento. Desta forma os tridngulos <a', b', ¢'>, <a’, c', d> e <b', c', d'> existem, o que
determina angulos convexos para os vértices b', c' e d' respectivamente. Resta, agora, os quadrilateros
Q.=<b,c, c,b>eQ,=<c,cd,d>. O lado (c, c') sempre existe pois ele faz parte do lado (a, c) que
divide o quadrilatero concavo em dois triangulos e, portanto, os angulos no vértice c em ambos 0s
quadrilateros Q. e Q, sdao convexos. Por argumento similar, o vértice ¢' produz angulos que sdo
complementares com os angulos internos dos dois triangulos que formam o quadrilatero <a', b', ', d>
e, portanto, sdao convexos. Os lados (b, b") e (d, d') sdo diagonais pertencentes a angulos convexos e
portanto, produzem angulos convexos nos vértices b e d. Para os angulos em b' e d' é preciso observar
que devido ao método de construcdo, estes angulos faziam parte de um quadrilatero com dois lados
paralelos (b, d) e (b, d') (Figura 3.39¢). O reposicionamento de c' para c", cria uma diagonal dentro
deste quadrilatero dividindo um angulo que era obrigatoriamente convexo em um angulo menor, e

portanto, o angulo nos vértices b' e d' também é convexo.
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Figura 3.39: Construgdo do elemento boomerang.

Outra solucdo adequada seria unir o quadrilatero concavo com seu vizinho e assim
quadrilaterizar o hexdgono convexamente pelo método de Maharavo (55), usando apenas trés pontos de
Steiner conforme provado por Bremner (23). Com o resultado de Bremner, qualquer hexagono pode ser
quadrilaterizado com trés vértices para um dominio ndo estrito. Com o elemento de boomerang,
terminam-se os requisitos para se efetuar uma quadrilaterizacdo. Agora, serdo classificados os tipos de

malhas de quadrilateros existentes e sera fornecido uma breve descricdo das mesmas.

3.3 Classificacao

Existem cinco tipos de malhas quadrilaterais conhecidas: Cartesianas, PEBI, CPG, Curvilineas e Quad-

Dominant. Esta classificacdo complementa a de Hales (12). Os tipos serdo analisados a seguir.
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Cartesianas

Sdo aquelas que todos os lados de seus quadrilateros sao perpendiculares ou paralelos ao eixo
Cartesiano. Trata-se de um processo de ortogonalizacdo do dominio, de forma a obter elementos
sempre convexos e de boa qualidade. Toda malha Cartesiana possui um numero par de vértices e é
formada exclusivamente por angulos de 90°. Embora a qualidade de seus elementos seja alta, hd uma
perda ou extrapolacdo da precisdo nos elementos nas fronteiras, isto é, nos segmentos que definem o

poligono ou curva. A Figura 3.40 exibe um exemplo de malha Cartesiana.

Figura 3.40: Exemplo de poligono a esquerda e sua malha Cartesiana correspondente a direita: linha pontilhada é

mantida apenas para identificar regiGes de extrapolagdo e perca.

Curvilineas

Sdo aquelas em que seus elementos quadrilaterais sdo formados por curvas ao invés de retas; ideal para
modelar dominios continuos. Seus elementos sdo ditos quadrilaterais pois sdo formados por quatro
curvas ao invés de quatro segmentos de retas. Uma malha curvilinea também permite que suas células
possam sofrer deformacdes e alteracdes que ndo seriam possivel com outro tipo de malha sem curvas.

A Figura 3.41 exibe um exemplo de malha curvilinea.

Figura 3.41: Exemplo de dominio curvilineo original e sua malha quadrilateral curvilinea resultante.
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PEBI

Também chamadas de malhas de Voronoi. PEBI significa Bissetores Perpendiculares (em inglés:
Perpendicular Bisectors) e determina uma malha formada por regides limitadas por segmentos na
distancia média entre vértices distintos no dominio. O resultado de uma malha PEBI ndo é por padrao
uma malha quadrilateral, mas elementos que normalmente variam entre quadrilateros e hexagonos.
Existem estudos feitos por Marshall Bern (11) em que pela adicao de vértices equidistantes e de acordo
com um determinado padrdo busca-se obter malhas quadrilaterais. Marshall utiliza da técnica de
Circle-Packing (11) para conseguir gerar malhas de Voronoi com elementos exclusivamente

quadrilaterais. A Figura 3.42 exibe um bissetor perpendicular e um exemplo de malha PEBI.

(a) (b)

Figura 3.42: Exemplos com PEBI: (a) Bissetor perpendicular (em vermelho) a distdncia de dois vértices (em verde), e (b)
Dominio quadrilaterizado pelo uso de uma malha de Voronoi ou PEBI.

CPG

Corner Point Grid (40) ou malhas de pontos de canto (traducdo do inglés) sdao malhas de quadrilateros
cujos angulos, ao contrario de uma malha Cartesiana, ndo precisam estar limitados a 90°, fornecendo
um grau de liberdade maior para adaptar uma malha a um dominio. Os elementos sdo definidos pelo
posicionamento dos vértices que compdem a malha. O dominio ndo se adapta a malha, pois é a malha
que se adapta ao dominio. E possivel assim possuir elementos muitos bons nas fronteiras, mas as vezes
de qualidade ndo tdo boa internamente de acordo com o método utilizado. Este é o tipo de malha que

sera desenvolvido nesta dissertacdo. A Figura 3.43 exibe um exemplo de malha CPG.
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Figura 3.43: Exemplo de malha corner-point que pode possuir dngulos variados.

Quad-dominant

Malhas quad-dominant sao aquelas cuja maioria dos seus elementos sao quadrilaterais, admitindo-se o
surgimento de triangulos. O surgimento de elementos de ordem maior (pentagonos e hexagonos, entre
outros) maior deve ser evitado, e é inadequado, pois pode implicar que determinada particio de um
dominio ndo pode ser simplificada por meio de triangulos. No pior dos casos, deve-se poder remover a
particdo da malha, reaplicar seu algoritmo e o inseri-lo novamente no dominio. A Figura 3.44 exibe um

exemplo de malha quad-dominant.

Figura 3.44: Exemplo de malha quad-dominant: ocorre a presenga de tridngulos.

3.4 Metodologia para geracao de malha

As técnicas ou estratégias que servem para geracdo de uma malha quadrilateral sdo chamadas de
quadrilaterizacdo ou quadrangulacdo (referente a quadrilateros ou quadrangulos respectivamente).
Ainda é possivel citar a tetragonizacao (referente a tetragonos), mas este termo ndo é muito usual na
literatura cientifica. Uma quadrilaterizacdo ainda pode ser chamada de convexa, caso todo os seus
elementos sejam quadrilateros convexos, ou concava, caso exista a formacdo de quadrilateros
concavos. Uma vez que se comeca a desenvolver um método de quadrilaterizacdo, deve-se sempre

decidir se ele sera feito por método direto ou indireto e € isto que sera definido a seguir.
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3.4.1 Indireta

A metodologia indireta é aquela que se utiliza de qualquer método de triangulacdo para em seguida
realizar uma quadrilaterizacdo. Esta quadrilaterizacao posterior deve ser feita em tempo linear O(n) e
sem adicionar mais do que O(n) pontos de Steiner, ja que toda a complexidade do algoritmo deve se
localizar na triangulagdo. A Figura 3.45 exibe um exemplo de quadrilaterizacdo indireta pela aplicacao

do algoritmo desenvolvido por De Berg (36).

Figura 3.45: Exemplo de quadrilaterizacdo por metodologia indireta.

3.4.2 Direta

A metodologia direta é aquela que ndo se utiliza de qualquer método de triangulagdo anterior para em
seguida realizar uma quadrilaterizacao. Como esta quadrilaterizacdo é independente de qualquer outro
algoritmo, ndo existe um limite inferior ou superior para sua complexidade, apesar de ser preferencial a
menor ordem possivel. O limite para adicdo de pontos de Steiner da ordem de O(n) ainda permanece,
pois se é adicionado mais do que isto, seria melhor realizar um método indireto a principio.

A Figura 3.46 exibe um exemplo de quadrilaterizagdo direta pela adicdo de diagonais. Este
método do exemplo ndo funciona sempre, e serve apenas como ilustracdo. Como é possivel observar e
ja foi de fato provado por Lai (44, 45), um método direto possui vantagens sobre uma triangulacao

anterior, mesmo se o método de triangulacdo ou quadrilaterizagdo forem alterados.

Figura 3.46: Exemplo de quadrilaterizagdo por metodologia direta: adigdo de diagonais.
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3.5 Consideracodes Finais

Neste capitulo foram abordados alguns conceitos necessarios para realizar uma quadrilaterizacao
convexa a partir de um poligono qualquer. Alguns destes conceitos serdo usados ao longo desta
dissertacdo, e outros ndo, mas espera-se que sirvam de auxilio para que um pesquisador seja capaz de
desenvolver sua propria técnica munido das teorias mais fundamentais que existem nos processos
existentes. Prova-se que ciclos convexos pares implicam em uma quadrilaterizacdao por diagonais, e que
quadrilateros n-conexos permitem a manutencao de ciclos pares. Por fim, os tipos de malhas existentes

de quadrilateros foram apresentados.

No proximo capitulo serdo discutidos os quatro métodos desenvolvidos nesta dissertacdo para a
realizacao de uma quadrilaterizacdao convexa. Dois destes métodos utilizam de metodologias diretas e
dois de metodologias indiretas. Todos os algoritmos que serdo exibidos adicionam quadrilateros n-
-conexos como qualquer algoritmo de quadrilaterizacao, mas, no dltimo algoritmo de quadrilaterizagado

incremental, serda feita a adi¢ao explicita de quadrilateros n-conexos convexos.
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4. Estratégias para resolucao

Este capitulo discute os algoritmos para geragdo de uma malha de quadrilateros convexa.
Quadrilaterizagdo convexa é aquela em que todos os seus quadrilateros gerados sao convexos; ao
contrario, uma quadrilaterizacao concava produz pelo menos um quadrilatero concavo.

A construcao de uma malha pode ser bastante dificil, dependendo do dominio do problema.
Esta dificuldade advém da presenca de varios fatores, isto é, restricdes, que aumentam o desafio de
geracdo das malhas, como angulos céncavos, linhas poligonais, buracos ou vértices soltos na sua regiao
interna. Ao aplicar-se a estratégia de decomposicdo em regioes, como o proprio nome indica, o
dominio é particionado em regides mais simples para construcdo de uma malha, sem a presenca de
alguns ou todos estes fatores. Nem todas as técnicas foram implementadas de forma a lidar com todas
as restricdes, contudo, isto ndo significa que ndo seja possivel lidar com as mesmas, e sim, que até o
momento da conclusdo deste trabalho, ainda ndao foram implementadas todas as restricdes para as

quatro técnicas. As restricoes lidadas por cada técnica sdo especificadas em seu escopo.

4.1 Ponto Médio

Escopo

Esta técnica adiciona novos vértices no ciclo da fronteira e internamente ao dominio. E capaz de lidar
com regides com quaisquer restricdes, exceto vértices soltos internos no momento, e quadrilaterizar
quaisquer poligonos convexamente de forma ndo estrita. O niimero de vértices é sempre dobrado na
fronteira, o que garante uma quantidade de vértices par no ciclo. Com o aumento de vértices no ciclo da
fronteira inseridos pelo algoritmo, é possivel aumentar a qualidade da malha, uma vez que elementos

irregulares tém seu tamanho reduzido.

Ideia

Através do uso do ponto médio em uma regido convexa é possivel quadrilateriza-la convexamente.

Qualquer dominio, que possa ser triangularizado, pode ser dividido em regides convexas, pois 0



r

triangulo é a menor regido convexa existente. Portanto, particionando-se um dominio em regioes
convexas é possivel quadrilateriza-lo pelo uso do ponto médio. A prova formal desta afirmagao sera
feita nos trabalhos futuros, no momento, a intuicao desta prova é apresentada.

O ponto médio ou o baricentro de um poligono é o ponto equidistante de todos os vértices que o
compoem (Figura 4.1). Fisicamente, o baricentro é o centro de massa de um objeto que coincide com a

localizacdo geométrica quando a distribuicdo de massa é homogénea por todo o corpo.

Figura 4.1: Ponto médio de um poligono convexo.

Parece natural, entdo, este vértice ser usado para construir quadrilateros, ja que os quadrilateros
serdo igualmente distribuidos pelo dominio. O baricentro também é utilizado na suavizacao Laplaciana
para melhorar os elementos de uma quadrilaterizacdo, alterando a posicao de um vértice baseado nos
seus vizinhos. Contudo, este vértice nao pode ser usado sempre, ja que para regioes concavas, ele pode

se localizar externamente ao dominio (Figura 4.2).

Figura 4.2: Ponto médio de um poligono céncavo.

Para ndo correr este risco, e para aplicar o baricentro, é preciso reduzir o dominio a regioes
convexas, e isto é de fato o que o algoritmo realiza primeiro. Parece claro que se forem removidos os
angulos concavos de qualquer geometria, 0 que resta sao angulos convexos e, portanto, regioes
convexas. Para remover os angulos concavos da geometria, ha pelo menos duas estratégias possiveis e
ambas envolvem o uso da bissetriz ou trissetriz. Bissetriz é o segmento que divide um angulo em dois
angulos iguais (Figura 4.3a), enquanto que a trissetriz € um de dois segmentos que divide o angulo em

trés angulos iguais (Figura 4.3b).
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Regiao
externa

(a) (b)

Figura 4.3: Divisdo de dngulos: a) bissetriz b) trissetriz.

Regiao
externa

A primeira estratégia é pelo uso da bissetriz ou trissetriz do angulo, ja que o maior angulo em
um poligono é 360° (que é o resultado da soma do seu angulo interno com seu angulo externo). Se um
angulo qualquer o de um poligono for menor que 360°, entdo a bissetriz do dngulo define dois angulos
o e o menores que 180°. Se a < 360°, a; = e oy = (a/2), entdo o; < 180° para i€[1,2],ieN . A
Unica excecdo é para angulos que sejam iguais a 360°, em que angulos rasos sdo formados. Para
resolver este problema, pode-se usar as trissetrizes para dividir o angulo em trés partes iguais o, o> e a3
convexas de 120° Se o = 360°, o, = 0, oz = 0z @ oy = (0/3), logo o = 120° para  i€[1,3],i€IN. Se esta
estratégia for aplicada repetidas vezes obtem-se uma divisdo em regides convexas. Contudo, uma
quantidade linear de pontos de Steiner é adicionada nas regides de cruzamento com 0s segmentos ou
com o dominio proporcional a quantidade de angulos concavos, e isto sem adicionar elementos
quadrilateros ainda. Por este motivo, uma segunda estratégia é adotada.

A segunda estratégia faz uso exclusivo da bissetriz, mas ndo se utiliza da bissetriz para dividir o
angulo e sim de diagonais que mais se aproximam da bissetriz do angulo, usando assim vértices do
proprio poligono sem a adicdo de novos vértices (Figura 4.4). De fato uma diagonal qualquer sempre

divide um angulo menor que 360° em pelo menos um angulo convexo (Teorema 4.1).

Teorema 4.1: Uma diagonal qualquer sempre divide um dngulo menor que 360° em pelo menos um

dngulo convexo.

Prova: Uma diagonal d divide um angulo qualquer o em duas partes quaisquer a; e o, tal que
a+a,=a, a;#70 e a,#0. 4.1)
Para qualquer angulo existe uma bissetriz b que divide o angulo o em duas partes iguais as e a, de
modo que
ata,=a, a;=a, a,=(al2) e a,<180" (4.2)

Se b=d, entio a,=qa, a;=a, e a,;=a,. E pela Equacdo 4.2, ambos os angulos a; e a, sao



convexos. Se, caso contrario, b#d, entdo d divide ou a3 ou a; em duas partes as e o tal que
as+ag=a, ou as+ag;=a;. Assume-se Q;+Qgz=a3;, 0 que implica que as+ag<180° pela
Equacdo 4.2 e que a diagonal d divide o angulo a tal que a,+as+a;=a pela Equacao 4.1. Logo, ha

quatro possibilidades:

0112(04"'0(6) e a,=us;, ou (4.3)
a,=(a,+a;) e a,=a., ou
a,=(a,+a;) e a,=a,, ou
a,=(a,+a5) e a,=aq.
(

Para qualquer um dos quatro casos, 0s< 180"—05) ou a5<(180°—06). Logo pelo menos um dos
angulos, ou a;, ou a, é convexo, isto é, menor que 180°. Se o angulo for igual a 0° o teorema é valido
por vacuidade. =

Quando uma diagonal é adicionada, desde que o angulo seja menor que 360°, obtem-se pelo
menos um angulo convexo, e, caso exista, um angulo concavo de tamanho menor que o anterior. Esta
estratégia é repetida sucessivamente até que ndo existam mais angulos concavos. E facil perceber que
esta divisdo sempre serd possivel para qualquer dominio, pois, no pior caso formard uma triangulagao
anterior a quadrilaterizacdo. Logo, a estratégia é um método direto, pois realiza a quadrilaterizacao
convexa a partir de regides convexas quaisquer. Espera-se que com diagonais proximas da bissetriz,

evitem-se criar regioes muito finas quando possivel.

Figura 4.4: Bissetriz (vermelho) e diagonal (verde). Sem pontos de Steiner divide-se a figura em dois dominios convexos.

Para efetuar a quadrilaterizacdao convexa de uma regido convexa com n vértices v;, tal que

0<i<n , calcula-se o seu baricentro

B—lei (4.4)
n b

e, em seguida, os pontos médios dos segmentos que definem a regido convexa sdo ligados ao baricentro
(Figura 4.5). Como para cada regido convexa de n vértices tém-se a adicdo de no maximo (n+1)

vértices, o algoritmo quadrilateriza um dominio qualquer com O(n) vértices de Steiner. E um método
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mais eficiente que gerar uma triangulacao anterior, pois 0s poligonos gerados ndo tém a obrigacdo de

serem tridngulos e serdo, portanto, menos NUMerosos.

Figura 4.5: Quadrilaterizag¢do de um dominio usando o baricentro em vermelho, diagonal e os pontos médios em verde.

Uma ultima questdo importante é a qualidade desta quadrilaterizacdo convexa, ja que o uso do
ponto médio produz quadrilateros de tamanhos similares para uma mesma regidao, podendo e devendo
gerar quadrilateros de tamanho alternados para regioes convexas diferentes. Para resolver isso, uma
propriedade interessante dos poligonos é usada. Ao inserir qualquer regido convexa internamente a si
mesma em tamanho reduzido, é trivial quadrilaterizar a regido entre a regido maior e a regido menor
pela adicio de diagonais entre seus vértices correspondentes (Figura 4.6). E possivel repetir este
processo quantas vezes forem necessarias aplicando o ponto médio s6 quando seus elementos
estiverem proximos de um critério qualquer, como por exemplo, a area do menor elemento na malha.
Repare que sera necessario subdividir os lados dos poligonos inseridos desta maneira posteriormente.

Este processo é chamado de dominio convexo reduzido.

D

Figura 4.6: Refinamento de uma regido convexa por dominio convexo reduzido. Insere-se o préprio dominio em tamanho

reduzido repetidas vezes.

A estratégia do uso do ponto médio, para realizar uma quadrilaterizacdo, foi utilizada
primeiramente por Mark de Berg citado por Everett (36) e posteriormente por Catmull-Clark para
suavizacdo de curvas (34). O algoritmo se baseia nas ideias anteriores: de que toda regido convexa
pode ser quadrilaterizada convexamente pelo uso de seu baricentro, e de que todo poligono pode ser
particionado em regides convexas usando diagonais que se baseiam nas bissetrizes dos angulos

concavos existentes (74).
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E importante, antes de fornecer o algoritmo, caracterizar que, para esta dissertacdo, vértices que
possuem um vizinho ou nenhum vizinho definem um angulo de 360° (embora, o algoritmo apresentado
ndo lide ainda com vértices sem nenhum vizinho). Todo vértice, salvo estes dois primeiros casos,
definem um angulo externo e um angulo interno. Para buracos, os angulos externos sdo definidos; para
poligonos quaisquer, os angulos internos sdo definidos; e para linhas poligonais, os angulos internos e

externos sao definidos. A Figura 4.7 ilustra a classificacdao dos angulos de acordo com o caso.

360°

O

(@) (b) (©) (d)

angulo
externo

Figura 4.7: Angulo externo (verde) e interno (vermelho) para: (a) poligono, (b) vértice interno, (c) linha poligonal e (d)

buraco.

Algoritmo

O algoritmo pode ser reduzido em duas partes, resumidamente: tracar uma diagonal que se aproxima da
bissetriz de um angulo c6ncavo até que ndo existam mais angulos concavos; e, usar o ponto médio para
quadrilaterizar as regides convexas resultantes. O Algoritmo 4.1 descreve o procedimento principal do

algoritmo de ponto médio. E a Figura 4.8 traz uma ilustragdao de um dominio que sera quadrilaterizado.

1. Algoritnm quadPont oMedi o()
2. pont o = mai or Concavo( doni ni 0)
3. subQuadPont oMedi o( pont o, nal ha)

Algoritmo 4.1: Procedimento principal do ponto médio.

Figura 4.8: Exemplo de um dominio que serd quadrilaterizado pelo Algoritmo 4.1.
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O algoritmo comeca capturando o maior angulo concavo através do método maiorConcavo
(Algoritmo 4.2). Ja que descobrir se um poligono possui angulos concavos custa obrigatoriamente
O(n), em que n é o numero de vértices no poligono, pode-se escolher o maior angulo concavo.
Transfere-se entdo o vértice, que o contém o angulo, para o método subQuadPontoMedio (Algoritmo

4.3). A Figura 4.9 apresenta o resultado inicial do método maiorConcavo sobre um dominio.

Al goritnmo mai or Concavo()
Se (n < 4) retorna “nédo existe”
Se existe(angulo >= LIMTE)

Ret or na mai or (angul o)

S

Ret orna “ndo exi ste”

Algoritmo 4.2: Descri¢do do método maiorConcavo.

O limite que é citado no Algoritmo 4.2 é por padrao 180°, de modo que enquanto existir angulos
concavos ou rasos sera retornado o vértice que possuir o maior angulo. O limite pode ser reduzido se
for necessario, ou se o usudario desejar. Em caso de um limite muito pequeno sera gerada uma

triangulacdo, e por isto é importante definir um limite minimo de vértices para os ciclos.

Figura 4.9: Método maiorConcavo retorna um vértice envolvido pelo circulo.
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01. Al goritno subQuadPont oMedi o(p, mal ha)
02. Se (naoExiste(p))

03. guadri |l at eri zacao( mal ha)

04. Senao

05. bi ssetri z(angul o(p))

06. di agonal Mai sProxi maBi ssetri z(Dom ni 0)
07. Se (precisalnverter(p, q))

08. I nverteGiclo()

09. d. = criabi agonal (p, Q)

10. d. = criabi agonal (q, p)

11. atual i zaG cl os()

12. pol i gonoA = cri aPol i gono(di)

13. Se (pol i gonoA. possui Di agonal (d2))
14. adi ci onaHol esRet as( pol i gonoA)
15. pA = mai or Concavo( pol i gonoA)
16. subQuadPont oMedi o( pA, mnal ha)
17. Senéo

18. pol i gonoB = cri aPol i gono(d>)
19. adi ci onaHol esRet as( pol i gonoA, pol i gonoB)
20. pA = mai or Concavo( pol i gonoA)
21. subQuadPont oMedi o( pA, nal ha)
22. pB = mai or Concavo( pol i gonoB)
23. subQuadPont oMedi o( pB, mal ha)

Algoritmo 4.3: Descricdo do método subQuadPontoMedio.

O Algoritmo 4.3 descreve o corpo principal do procedimento para efetuar a quadrilaterizacdo. A
execucdo do algoritmo depende da existéncia de um vértice qualquer p que contém o maior angulo
concavo no dominio. Logo, o método comeca analisando se existe ou ndo o vértice p. Se nao houver
mais angulos concavos, o processo final de quadrilaterizacdo convexa com o ponto médio é efetuado
(Algoritmo 4.5). Caso contrario, calcula-se a bissetriz do angulo e depois se verifica qual diagonal mais
se aproxima da bissetriz através do angulo entre os dois segmentos. A Figura 4.10 exibe o resultado da

aplicacdo sucessiva do Algoritmo 4.3 a um dominio.
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Figura 4.10: Divisdo de um dominio em regides convexas através da adi¢do de diagonais pelo Algoritmo 4.3: (a) Primeira
diagonal é adicionada, obtem-se ciclo tnico; (b) Segunda diagonal é adicionada ao dominio, obtém-se dois ciclos. Um dos
ciclos é convexo; (c) Terceira diagonal é adicionada, obtém-se dois ciclos; (d) Quarta diagonal é adicionada, obtém-se
dois ciclos. Um dos ciclos é triangular; (e) Quinta diagonal é adicionada, obtém-se dois ciclos. Ambos os ciclos sdo

convexos; (f) Sexta diagonal é adicionada, obtém-se dois ciclos. Um dos ciclos é convexo; (g) Sétima diagonal é

adicionada, obtém-se dois ciclos. Ambos sdo convexos;
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Neste trabalho, ciclos sdo usados para poder verificar os angulos internos ou externos de forma
correta, isto é, é preciso que seja definido um sentido para o ciclo principal na fronteira e os ciclos que
sdo formados através da adicdo de diagonais para que se possa saber a ordem que os vértices precisam
ser percorridos em cada ciclo. Sentido é a ordem que dois vértices quaisquer sdao percorridos; logo, o
ciclo <a,b> é diferente do ciclo <b,a> devido ao seu sentido. A saber, e arbitrariamente, o sentido anti-

horéario define os angulos internos e o sentido horario define os angulos externos (Figura 4.11).

Figura 4.11: Sentido anti-horario em verde e sentido horéario em vermelho.

Pode definir dois ciclos ao adicionar uma diagonal, j4 que o dominio possivelmente sera
particionado. Logo, ao adicionar uma diagonal, sempre sera adicionada uma segunda diagonal idéntica
a primeira, mas com o sentido diferente, o que permitira que o segundo ciclo seja formado caso seja
necessario. E importante saber se o sentido de um ciclo foi alterado quando uma diagonal é adicionada,
e se é preciso inverter o sentido do ciclo no dominio corrente. Para saber isto, somam-se os dois
angulos que foram formados pela adicdo da diagonal pertencentes a um mesmo vértice para ambos os
lados da diagonal (Figura 4.12). Se o sentido estiver correto, em ambos 0s casos, o somatorio dos
angulos ndo deverd ultrapassar o angulo original, jA uma diagonal apenas divide o angulo, mas nao o
aumenta.

S S
i

i
': S,

Sj+1 /‘l\ ” Sjﬂ /\
r

i ) // i “a

r.i-l ri+1 ri-1 ri+1

Figura 4.12: Adigdo de diagonais a esquerda e angulos usados para verificar a validade dos ciclos a direita.

Uma vez que se tenha atualizado os ciclos de acordo, isto é, com a insercao das duas diagonais
no ciclo existente. Possivelmente dois ciclos sdo criados tal que C; = <..., Iy, Ty, Sj, Sj+1,...> € Co = <..., §;.
1, Sj, T, Ti+1,...>; tenta-se criar um novo ciclo a partir da diagonal (r;, s;), chamado de poligono A. Se o
poligono A conter a diagonal invertida (s;, 1), entdao C; = C, e nenhum novo ciclo é criado. Adicionam-

-se quaisquer elementos que ndo facam parte do ciclo ao poligono A, e repete-se 0 processo
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recursivamente. Procura-se o maior angulo concavo, e o método subQuadPontoMedio é aplicado

novamente. Caso contrario, se o poligono A ndo possuir a diagonal invertida (s;, 1;), entdo, é necessario

criar um novo ciclo partindo deste segmento que sera chamado de poligono B. O método

adicionaHolesRetas (Algoritmo 4.4) é aplicado para quaisquer outros segmentos que ndo facam parte

dos poligonos A ou B, de forma a adiciona-los a um dos dois. Por fim, repete-se o processo para o

poligono A e para o poligono B, apds encontrar o maior angulo concavo em cada ciclo respectivo.

01.
02.
03.
04.
05.
06.
07.
08.
09.
10.
11.
12.
13.
14.
15.

Al goritnmo adi ci onaHol esRet as(Pol i gono pA, Poligono pB)
para cada segnento S do domini o
Se ((pA possui (S) = falso) e (pB.possui(S) = fal so))
Se ((pA.interna(S) = falso) e (pB.interna(S) = fal so))
cA = pA. cont aConcavos()
cB = pB. cont aConcavos()
Se (cA > cB)
pA. adi ci onaHR( S)
senao
pB. adi ci onaHR( S)
senao
Se (pAinterna(S))
pA. adi ci onaHR( S)
senao
pB. adi ci onaHR( S)

Algoritmo 4.4: Descri¢do do método adicionaHolesRetas.

O Algoritmo 4.4 descreve como segmentos que nao pertencem aos poligonos pA e pB sdo

adicionados a um dos dois poligonos. A funcgao interna que é usada ao longo de todo este cddigo aplica

o algoritmo do tiro, isto é, dispara um raio e verifica quantos cruzamentos com o ciclo este raio realiza:

se for uma quantidade impar significa que o segmento é interno ao poligono e retorna verdadeiro, caso

contrario, a quantidade de segmentos € par e a funcao retorna falso (Figura 4.13).
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Figura 4.13: Algoritmo do tiro para verificar a posi¢do do vértice em vermelho: verdadeiro a esquerda e falso a direita.

O método contaConcavos conta quantos angulos concavos cada poligono possui, pois pode
ocorrer que um segmento seja externo ao dois poligonos e neste caso é preciso realizar uma escolha de
qual poligono ele deve ser adicionado. As diagonais podem ser criadas entre buracos ou linhas
poligonais que ndo faziam parte do ciclo principal inicial. O ciclo principal torna-se um ciclo

secundario. A Figura 4.14 exibe um exemplo desta situagao.

Figura 4.14: Exemplo de caso em que é necessdrio aplicar o método contaConcavos.

Repare na figura que os segmentos em preto sdo externos tanto ao poligono A em verde quanto
o poligono B em vermelho. Em azul, tem-se a diagonal que foi recentemente adicionada. Para saber se
os segmentos em preto devem ser adicionados ao poligono pA ou pB, conta-se a quantidade de angulos
concavos. Como o poligono A esta no sentido horario, possui maior quantidade de angulos concavos,

enquanto B no sentido anti-horario possui menos. Esta contagem deve ser feita da seguinte maneira,

" fla 45
Q:Z,:(;f(a)’ (4.5)

onde Q representa o somatorio da funcdao f para todos os n angulos de um ciclo tal que
fla)=1, se a,>180 e f(a;)=0, se @;<180 . Para concluir o algoritmo, resta apenas explicar o

método Quadrilaterizacdo (Algoritmo 4.5), que divide as regioes convexas em quadrilateros.
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1. Algoritno quadrilaterizacao(segnentos, nal ha)

2. b = encontraBaricentro(segnentos)

3. Para cada segnento s(i) e s(i+1)

4. p = pontoMedi o(s(i))

5. g = pont oMedi o(s(i+1))

6. e = criaQuadril atero(p, pontoFinal (s(i)), q, b)
7.

mal ha. adi ci onaLi st a(e)

Algoritmo 4.5: Descri¢do do método de quadrilaterizagdo.

Primeiro, calcula-se o baricentro de um ciclo através da Férmula 4.4. Em seguida para cada par
de segmentos s; e si;; 0 método pontoMedio calcula os pontos médios dos segmentos. Este método
efetua o calculo apenas se o vértice ja nao tiver sido calculado, caso contrario, retorna o vértice. E por
fim, o método criaQuadrildtero constroi o elemento convexo que é adicionado a malha, concluindo-se
assim o algoritmo. A Figura 4.15 exibe o resultado final da quadrilaterizacdo convexa do dominio
exibido na Figura 4.8. A Figura 4.16 exibe um exemplo de quadrilaterizacdo realizada pelo Algoritmo
4.5, ap6s aplicagoes sucessivas do Algoritmo 4.3. As regides convexas quadrilaterizadas que formaram
a Figura 4.15. E por fim, a Figura 4.17 exibe dois exemplos de refinamento desta malha usando o ponto

médio sucessivas vezes.

Figura 4.15: Quadrilaterizag¢do convexa do dominio exibido na Figura 4.8.
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(a) (b)
© (d)
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(8

Figura 4.16: Quadrilaterizagdo de regiées convexas pelo Algoritmo 4.5. Adiciona-se o baricentro e os pontos médios dos

segmentos sdo ligados ao baricentro. As regibes de (a) a (g) sdo as regioes do dominio apresentado na Figura 4.8.
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do convexa.
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(b) Trés iteragdes.

oes.

(a) Duas iterag

Figura 4.17: Refino de uma quadrilaterizag
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4.2 TriQuad

Escopo

Esta técnica adiciona novos vértices no ciclo da fronteira e internamente ao dominio. E capaz de lidar
com regides com quaisquer restricdes, exceto vértices soltos internos no momento, e quadrilaterizar
quaisquer poligonos convexamente de forma ndo estrita. O nimero de novos pontos pode ser dobrado
na fronteira, caso ndo seja possivel formar ciclos convexos pares, caso contrario, é possivel

quadrilaterizar o dominio pelo uso exclusivo de diagonais e sem a adi¢do de novos pontos.

Ideia

Realiza-se uma triangulacdo anterior a uma quadrilaterizagdo. Este processo é chamado de TriQuad. Se
for possivel quadrilaterizar convexamente um triangulo, entdo é possivel quadrilaterizar convexamente
qualquer triangulacao. Isto pode ser feito pela adicdo de O(n) pontos de Steiner (36). O processo que é
usado para quadrilaterizacdo dos tridangulos é similar ao que ja foi visto, o baricentro é calculado e

depois ligado aos pontos médios de seus lados (Figura 4.18).

Figura 4.18: Quadrilaterizag¢do de um tridngulo qualquer.

Pode-se utilizar aqui inclusive o triangulo de Varignon com a adi¢dao de cinco novos pontos. O
objetivo desta técnica é usa-la como referéncia a uma técnica tradicional, logo, o0 método desenvolvido
por De Berg é usado e quatro novos vértices sao adicionados. O triangulo de Varignon e o boomerang

sao usados em técnicas posteriores. Outro ponto importante é que qualquer ponto interno de um
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triangulo pode ser usado para criar uma quadrilaterizacdo convexa, apesar do baricentro ser usado
novamente. Desde que este vértice seja ndo coincidente com os vértices da fronteira, ou pertencente aos

lados para realizar uma quadrilaterizacao convexa (Teorema 4.2).

Teorema 4.2: Qualquer ponto interno de um tridngulo pode ser usado para quadrilaterizar um

tridngulo por meio de trapézios.

Usar qualquer ponto interno para realizar uma quadrilaterizagdo é possivel para triangulos,
desde que, os trés segmentos que liguem este vértice interno aos lados do tridngulo sejam paralelos aos
trés lados adjacentes a que se deseja adicionar o segmento. Deve-se seguir a ordem de constru¢ao do
triangulo (Figura 4.20), isto €, se o lado vizinho a direita é usado para realizar a projecdo do vértice
interno no lado atual, entdo este padrdo deve ser repetido para todos os lados. Note-se que quando
segmentos paralelos aos lados sdo usados, trapézios sao formados. Um trapézio por defini¢do possui
angulos colaterais internos que somam 180° (Figura 4.19), ja que seus lados ndo paralelos podem ser

vistos como transversais. Logo, os quadrilateros gerados sao convexos.

a\jB

Figura 4.19: Dois segmentos paralelos cortados por uma transversal pontilhada. a+f=180°, a#0 e B#0. aefsdo

dngulos colaterais internos.

Figura 4.20: Quadrilaterizagdo de tridngulo usando um ponto interno qualquer. Os tragos em azul indicam paralelismo.
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Prova: Primeiramente, algumas defini¢coes. Se o segmento (Xi, X;+1) € paralelo a ( x;, X;+1) entdo
(xi, Xi+1) // ( Xj, Xj+1). Em um lado qualquer (i, f), i é o vértice inicial e f é o vértice final de um lado em
um ciclo qualquer. Se um lado qualquer é conexo a outro lado, entdo eles possuem um vértice em
comum. Assume-se que existe um triangulo qualquer tal que C; = <a, b, c> e sem perda de generalidade
escolha um ponto qualquer y, interno ao triangulo, tal que y»ndo pode ser um vértice de C, e nem fazer
parte de um de seus lados. Se L. = (u, v) é um lado qualquer, L€S, tal que S = {(a, b), (b, ¢), (c, a)}
entdio y.&[u,v]. Projete-se o vértice y, em (a, b) no vértice ya,, claramente, ndo é possivel projetar
ymem (a, b) se o segmento (ym, Va) // (a, b) por definicdo de paralelismo, logo (ym, ya») // (b, ¢) ou (Ym
, Yab) // (a, c) (Figura 4.21). Se for escolhido (ym, ya) // (b, ) entdo yn foi projetado em (a, b) por
paralelismo a direita pois o vértice b é inicial em (b, c¢) e final em (a, b). De forma similar, se for
escolhido (ym, ya) // (a, €) entdo yn foi projetado em (a, b) por paralelismo a esquerda pois o vértice a é
final em (c, a) e inicial em (a, b). Repete-se 0 mesmo processo para os lados (b, c) e (c, a), e forma-se
0s segmentos ( Ym, Yic) € (Ym, Yaa). Estes segmentos obedecem a mesma regra de formacao, tal que ( ym,
Vab)s (Yms Yoo) € (Ym, Yea) devem ser paralelos a lados distintos do triangulo e todos eles devem ter sido

formados por apenas uma forma de paralelismo, ou paralelismo a direita, ou paralelismo a esquerda.

Figura 4.21: O vértice em vermelho pode ser projetado por paralelismo a um dos dois lados adjacentes.

Esta projecdo por paralelismo a direita ou a esquerda sempre existe, pois o triangulo é um
poligono convexo e o vértice que se deseja projetar y € interno ao triangulo. Pode-se, portanto, projetar
o0 vértice y, em qualquer direcdo que ele sempre intercepta em algum ponto dos lados do triangulo. No
caso, escolhem-se direcOes paralelas a lados distintos de acordo com uma regra, mas sem a perda desta
propriedade.

Trés quadrilateros serdao formados trivialmente, ja que, pela regra de construcdo, o vértice ymse
projeta sempre em lados adjacentes de um triangulo o que forma dois segmentos S; e S, sem perda de
generalidade, e sua projecao p em um lado qualquer divide o lado L = (a, b) em dois lados L1 = (a, p) e

L, = (p, b). Se estes dois segmentos S; e S, forem unidos com os lados distintos L, e Ly, tal que
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1<n,m<2, resultantes da divisao dos lados adjacentes pela projecdo de ym, e que L, e L, sejam
conexos com estes segmentos S; e S, respectivamente e entre si, um quadrilatero Q formado por Sy, S;,
,L.e L, é obtido.

Resta provar que este quadrilatero Q é convexo. Como foi visto Q = { S1, Sy ,Lne L } e pela
regra de formagdo ou S;// Lnou S,// L,. Desta forma, o quadrilatero Q é um trapézio e todo trapézio de
lados ndo coincidentes é convexo, ja que os seus lados ndo paralelos podem ser vistos como

transversais cujos seus angulos colaterais internos somam 180°. =

Para construir a triangulacdo, repete-se o processo apresentado no Tépico 4.1 com apenas uma
diferenca. Ao obter regides convexas no final do processo sdo aplicados dois métodos distintos, antes
de realizar uma quadrilaterizacdo. O primeiro método realiza uma triangulacdao escolhendo um dos
vértices da regido convexa como referéncia e criando diagonais a partir deste vértice para todos os
outros vértices para os quais ndo exista um lado entre eles na sequéncia do ciclo que constitui o

dominio (Figura 4.22).

Figura 4.22: Triangulagdo de uma regido convexa usando um vértice de referéncia.

Uma vez que se tenha realizado a triangulacdo, o dominio é quadrilaterizado. A fronteira
termina com o dobro de vértices, logo, qualquer fronteira impar com (2n+1) vértices transforma-se em
par com (4n+2) vértices. Deste modo, o teorema de Prosenjit (20) permanece valido. A Figura 4.23

ilustra o processo de quadrilaterizacdo convexa de regioes convexas pelo primeiro método.

S T

Figura 4.23: Triquad, método 1, de um dominio par a esquerda e impar a direita.



O segundo método que foi utilizado é similar ao primeiro método, mas ao invés de criar
diagonais na sequéncia do ciclo, criam-se diagonais na sequéncia do ciclo entre vértices alternados
(Figura 4.24). Desta forma se existem dois vértices em sequéncia no ciclo C = <...,t,...,, u, v,...>, e tém-
se t como vértice de referéncia, entdo, se existe o lado (t, u), nao existe o lado (t, v). Uma tnica exce¢ado
é feita para o ultimo vértice, pois pode ser necessaria a formagdo de um triangulo para concluir um

ciclo impar.

Figura 4.24: Quadrilaterizagdo de regido convexa pelo uso de diagonais, para um dominio impar obtém-se tridngulos.

Neste método, tridngulos sdao unidos aos pares para formar quadrilateros convexos antes de
efetuar a quadrilaterizacdo final. Neste método pode ser possivel que ndo seja preciso efetuar uma
quadrilaterizacdo posterior, desde que, ndo haja a formacao de tridngulos. Se a construcdo de regides
convexas conseguir formar apenas ciclos pares, entdo é possivel realizar uma quadrilaterizacdo
convexa pelo uso apenas das diagonais. Contudo, na grande maioria dos casos serdo inseridos
tridangulos, devido a quantidade impar de vértices no ciclo da fronteira ou entdo devido a existéncia de
uma geometria que force a criacdo de um quadrilatero concavo em que seriam inseridos dois triangulos,
cada um pertencente a uma regido convexa diferente. A Figura 4.25 ilustra o processo de

quadrilaterizagdo de regides convexas pelo segundo método.

S~

Figura 4.25: Triquad, método 2, de um dominio par a esquerda e impar a direita.
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No exemplo anterior (Figura 4.25), realizou-se uma quadrilaterizacdo convexa pelo ponto
médio, independente do ciclo ser par apenas para demonstrar o método (assume-se que o ciclo par faca
parte de um dominio maior que contenha tridngulos). A quantidade de novos vértices na fronteira
continua a mesma, mas a quantidade de pontos internos ao dominio foi reduzida visivelmente. Como
sabe-se que qualquer figura convexa pode ser quadrilaterizada convexamente, um quadrilatero convexo
também pode ser quadrilaterizado convexamente em partes menores sem prejudicar a validade do

algoritmo.

Algoritmo

O procedimento principal do algoritmo do Triquad é idéntico ao Algoritmo 4.3 com mudanga apenas
no procedimento de quadrilaterizagdo para os métodos I e II. Primeiramente, a alteracio no
procedimento para o método I é analisada (Algoritmo 4.6). A Figura 4.26 exibe um dominio que sera
quadrilaterizado convexamente pelos métodos I e II. E a Figura 4.27 exibe o dominio particionado em

regioes convexas através de diagonais.

Figura 4.26: Dominio a ser quadrilaterizado convexamente pelos métodos I e II.
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Figura 4.27: Divisdo de um dominio em regides convexas através da adi¢do de diagonais pelo Algoritmo 4.3: (a) Primeira
diagonal é adicionada, obtem-se ciclo tinico; (b) Segunda diagonal é adicionada ao dominio, obtém-se dois ciclos. Um dos
ciclos é convexo; (c) Terceira diagonal é adicionada, obtém-se dois ciclos; (d) Quarta diagonal é adicionada, obtém-se
dois ciclos. Ambos sdo convexos; (e) Quinta diagonal é adicionada, obtém-se dois ciclos. Um dos ciclos é convexo; (f)

Sexta diagonal é adicionada, obtém-se dois ciclos. Ambos sdo convexos.
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01. Algoritnmo quadril aterizacao(segnentos, nmal ha)

02.
03.
04.
05.
06.
07.
08.
09.
10.
11.
12.
13.
14.
15.

para cada iteracdo do loop através de diagonais. A Figura 4.29 apresenta o resultado da adicao de
diagonais nas regioes convexas. Com os vértices, calcula-se o baricentro e os pontos médios dos
segmentos que constituem o ciclo. Por fim, criam-se os quadrilateros convexos obedecendo ao sentido
anti-horario. A Figura 4.30 apresenta o resultado da quadrilaterizacdo das regides convexas. A Figura
4.31 apresenta o resultado da final quadrilaterizagdo convexa e o seu refino. E a Figura 4.28 exibe o
elemento usado como referéncia na ordem dos ciclos para quadrilaterizacdo de tridngulos nos

Algoritmos 4.6 e 4.7. Em seguida sera visto o procedimento de quadrilaterizacdo para o método II

pA = pontolnicial (s(0))
Para cada segnento s(i), tal que 1<i<(n—-1)

pB = pontolnicial (s(i))

pC = pontoFinal (s(i))

pm = encontraBari centro(pA, pB, pO
pO = pont oMedi o( pA, pB)

pl = pont oMedi o(pB, pO)

p2 = pont oMedi o( pC, pA)

e = criaQuadril atero(pA, pO, pm p2)
mal ha. adi ci onaLi st a(e)

e = criaQuadril atero(pB, pl, pm pO0)
mal ha. adi ci onalLi st a(e)

e = criaQuadrilatero(pC, p2, pm pl)
mal ha. adi ci onaLi st a(e)

Algoritmo 4.6: Descri¢do do método de quadrilaterizagdo para triquad método I.

Escolhe-se um vértice de referéncia. Este vértice forma um tridngulo com os vértices definidos

(Algoritmo 4.7).

pC

P2/ pm P!

pA pO pB

Figura 4.28: Elemento referéncia para quadrilaterizagdo, método I.
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(@) (b)

(d)

(e) 69)

Figura 4.29: Adicdo de diagonais das regiées convexas. Formam-se tridngulos a partir de um vértice. (a) Duas diagonais
sdo adicionadas. Formam-se trés tridngulos; (b) Nenhuma diagonal é adicionada. Regido triangular; (c) Uma diagonal é
adicionada. Formam-se dois triGngulos; (d) Duas diagonais sdo adicionadas. Formam-se trés tridngulos; (e) Uma

diagonal é adicionada. Formam-se dois tridngulos; (f) Nenhuma diagonal é adicionada. Regido triangular;
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Figura 4.30: Quadrilaterizagdo de regibes convexas pelo Algoritmo 4.6. Adiciona-se o baricentro a cada tridngulo, e os

pontos médios dos segmentos e diagonais sdo ligados ao baricentro de cada tridngulo respectivo. As regides de (a) a (f)

sdo as regides convexas do dominio apresentado na Figura 4.26.
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(b)

Figura 4.31: Quadrilaterizagdo convexa final do dominio apresentado na Figura 4.26: (a) Quadrilaterizagdo convexa

resultante da unido das regiées convexas; (b) Refino da quadrilaterizagdo convexa por meio de duas iteragées.
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01. Algoritnmo quadril aterizacao(segnentos, nmal ha)
02. PpA = pontolnicial (s(0))

03. Para cada segnento s(i), tal que 1<i<(n—1), i=2=t e t€N
04. pB = pontolnicial (s(i))

05. pC = pontoFinal (s(i))

06. Se ((i+2) =n)

07. pm = encontraBari centro(pA, pB, pO

08. pO = pont oMedi o( pA, pB)

09. pl = pont oMedi o(pB, pO

10. p2 = pont oMedi o( pC, pA)

11. e[0] = criaQuadrilatero(pA, p0O, pm p2)
12. e[1] = criaQuadrilatero(pB, pl, pm pO)
13. e[2] = criaQuadrilatero(pC, p2, pm pl)
14. mal ha. adi ci onaLi sta(e)

15. Senéo

16. pD = pont oFi nal (s(i+1))

17. pm = encontraBaricentro(pA, pB, pC pD
18. p0 = pont oMedi o( pA, pB)

19. pl = pont oMedi o(pB, pO)

20. p2 = pont oMedi o( pC, pD)

21. p3 = pont oMedi o( pD, pA)

22. e[0] = criaQuadrilatero(pA, pO, pm p3)
23. e[1] = criaQuadrilatero(pB, pl, pm p0)
24. e[2] = criaQuadrilatero(pC, p2, pm pl)
25. e[3] = criaQuadrilatero(pD, p3, pm p2)
26. mal ha. adi ci onaLi sta(e)

Algoritmo 4.7: Descrigdo do método de quadrilaterizagdo para triquad método II.

E obtido um vértice de referéncia ao inicio. A execucdo do algoritmo é feita, entdo, entre
vértices alternados, e, para o ultimo elemento, é possivel identificar um tridngulo ou quadrilatero
convexo. A Figura 4.34 apresenta o resultado da adi¢ao de diagonais nas regioes convexas. Novamente,
criam-se os quadrilateros convexos obedecendo ao sentido anti-horario. Na figura 4.32, tem-se o

elemento de referéncia para particdio convexa de quadrilateros no Algoritmo 4.7. A Figura 4.33
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apresenta o resultado da final quadrilaterizacdo convexa e o seu refino. A Figura 4.35 apresenta o

resultado da quadrilaterizacdo das regides convexas.

pD p2 pC
p3 P
pA pO pB

Figura 4.32: Elemento referéncia para quadrilaterizagdo, método II.

(a) (b)

Figura 4.33: Quadrilaterizagdo convexa final do dominio apresentado na Figura 4.26: (a) Quadrilaterizagdo convexa

resultante da unido das regibes convexas; (b) Refino da quadrilaterizagdo convexa por meio de duas iteragées.
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(@) (b)
(©) (d)
(e) )

Figura 4.34: Adig¢do de diagonais ds regides convexas. Formam-se quadrildteros a partir de um vértice, se possivel. (a)
Uma diagonal é adicionada. Forma-se um quadrildtero convexo e um tridngulo; (b) Nenhuma diagonal é adicionada.
Regido triangular; (c) Nenhuma diagonal é adicionada. Regido quadrilateral e convexa; (d) Uma diagonal é adicionada.

Forma-se um quadrildtero convexo e um tridngulo; (e) Nenhuma diagonal é adicionada. Regido quadrilateral e convexa;

(f) Nenhuma diagonal é adicionada. Regido triangular;
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Figura 4.35: Quadrilaterizacdo de regides convexas pelo Algoritmo 4.7. Adiciona-se o baricentro a cada tridngulo ou
quadrildtero convexo, e os pontos médios dos segmentos e diagonais sdo ligados ao baricentro de cada tridngulo ou

quadrildtero convexo respectivo. As regibes de (a) a (f) sdo as regibes convexas do dominio apresentado na Figura 4.26.



4.3 Ortoquad - quadrilaterizacao por regidoes parcialmente ortogonais

Escopo

Esta técnica adiciona novos pontos no ciclo da fronteira e internamente ao dominio. E capaz de lidar
com regides com ou sem buracos, e quadrilaterizar quaisquer poligonos convexamente de forma ndo
estrita. O numero de novos pontos adicionados na fronteira é proporcional ao numero de circulos
maximos. Novos pontos também sdo inseridos em regides ndo estritas para torna-las convexas e em

alguns ciclos para alterar a paridade.

Ideia

Neste método é usado o locus de circulos maximos na regido interna do poligono, isto é, o eixo médio,
para criarem-se regioes parcialmente ortogonais. RegiOes parcialmente ortogonais sdo aquelas que
podem conter angulos de 90°. Perpendiculares, ortogonais e retos sao usados como sindnimos e querem
dizer 90°. Circulos maximos a um poligono sdo aqueles que o tangenciam em pelo menos dois
segmentos (Figura 4.36), este ponto de tangéncia forma um angulo de 90° entre o segmento do dominio
e o centro deste circulo. Os circulos maximos ndo podem cruzar os segmentos de um poligono em

nenhuma hipétese, apenas tangencia-los e podem ser sobrepostos, mas nao coincidentes.

Figura 4.36: Projegdo do centro de um circulo mdximo, em dois segmentos quaisquer do poligono.

Para criar os circulos maximos, disparam-se segmentos (ou raios) a partir de cada vértice
existente no dominio (Figura 4.37). Raios sao disparados por meio das bissetrizes dos angulos internos
a um dominio. E claro que este raio cruzara o dominio em algum ponto definindo um segmento, mas o

mais importante é que este raio cruza obrigatoriamente o eixo médio em pelo menos um ponto (Figura
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4.38). Com esta informacao, é possivel realizar uma busca bindaria no segmento definido por um vértice
e o ponto de inteserc¢do de seu raio correspondente; Em O(logn) é possivel descobrir a localizacdo do

vértice do eixo médio, ou seja, o centro do circulo maximo.

Figura 4.37: Disparam-se circulos através dos vértices na diregcdo das bissetrizes que expandem até tangenciar o dominio.

Figura 4.38: Eixo médio em verde e raio disparado (em vermelho) por um vértice de um hexdgono retangular.

Como muitos circulos poderdo ser gerados, usa-se de uma simplificacdo na quantidade de ciclos

baseada na seguinte formula:
distancia(c, c,)=ax(r,+r,), (4.6)

em que ¢; é o centro de um circulo qualquer e r; 0 seu raio. A constante a é definida pelo usudario como
forma de aumentar ou diminuir a quantidade de circulos presentes no dominio. Foi observado que uma
quantidade grande de circulos maximos pode inserir muitos quadrilateros convexos finos, e que uma
quantidade pequena de circulos maximos pode aumentar a quantidade de quadrilateros do tipo
boomerang ou Varignon. O usudrio deve entdo interativamente procurar um equilibrio.

Em seguida, os circulos maximos sdo usados para particionar o dominio. Para isto, adicionam-
-se os centros dos circulos, os pontos de tangéncia e os segmentos que os unem de forma a obter
regioes parcialmente ortogonais com até quatro segmentos perpendiculares inseridos pelo método. Nao
ha uma garantia de insercao de angulos retos para todas as regioes, devido a presenca dos angulos
concavos. Pela Figura 4.39, pode-se perceber que se um circulo é tangente a dois vértices que definem
angulos concavos, entdo ndo ocorre a formacao de angulo reto. Contudo, é possivel observar pela
pratica que este caso ndo é a maioria, pois exige uma posicdo particular de dois vértices com angulos

concavos. As regides, normalmente, tém pelo menos um ou dois angulos retos.
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Figura 4.39: O circulo é tangente a dois vértices (Gngulos céncavos), ndo hd a formagdo de dngulo reto.

Uma vez que se tenha criado as regides, é possivel observar que a menor regiao formada tera no
minimo quatro vértices. Contudo, nem todas as regides de quatro lados sdao convexas. Como uma
quadrilaterizacdo convexa de uma regido deste tipo produz um boomerang, esta regido é removida
unindo-se os ciclos opostos (Figura 4.40). Calcula-se o ponto médio entre o vértice concavo e o unico
vértice ndo adjacente a ele, e atualizam-se os ciclos correspondentes no poligono para ligarem-se com

este ponto médio.

Figura 4.40: Remocdo de uma regido quadrilateral concava.

Ap0s, sera forcado a mesma paridade par a todas as regioes. O processo de particao do dominio
através de circulos maximos pode formar regides com ciclos pares ou ciclos impares, e como ja foi
visto, é necessaria uma fronteira par para poder quadrilaterizar uma regido. Para transformar os ciclos
impares em par pela insercdo de um novo vértice, utilizam-se de dois métodos: pelo vértice de ligacao
ou pelo maior segmento. O vértice de ligacdo é um vértice que ndo é centro de um circulo maximo e é
adjacente a dois centros de circulos maximos em uma mesma regido. A Figura 4.41 mostra exemplos

de regioes com vértices de ligacao.
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Figura 4.41: Exemplo de regides, em verde, com vértices de ligagdo, em vermelho.

Para inserir um novo vértice através de um vértice de ligacdo, escolhe-se um segmento
pertencente a uma regidao vizinha ao vértice de ligacdo, tal que este segmento pertence a um ciclo
qualquer e que o proximo vértice no ciclo nao € centro de um circulo maximo. Cria-se, entdao, um novo
vértice na metade da distancia entre o proximo vértice da regido vizinha e o vértice de ligacgao.
Desloca-se qualquer regido adjacente com o vértice de ligacdo e a regido que possui 0 segmento para
ligarem-se a este novo vértice. De fato, o angulo existente no vértice de ligacdo é aumentado, além de
adicionar-se um ponto vértice (Figura 4.42). Desta forma, a regido torna-se par e permiti-se a insercao
de um elemento quadrilateral preferencialmente convexo. Quando um quadrildtero ndao convexo é

formado, ele é quadrilaterizado convexamente pelo quadrilatero boomerang ou Varignon.

)

Figura 4.42: Inser¢do de um novo vértice em regibes com vértices de ligagdo. Novo vértice em vermelho.

Para transformar uma regido impar em par pelo maior segmento, deve-se apenas tomar o
cuidado de escolher o maior segmento pertencente a fronteira e depois inserir um novo vértice na
metade deste segmento. Como este segmento pertence a fronteira, ndo ira afetar nenhuma outra regiao
e 0 unico ciclo que precisara ser alterado é o proprio ciclo em que o vértice foi inserido.

Uma vez que se tenha apenas regioes pares, é possivel segmenta-las usando duas estratégias:

aplicar novamente o ponto médio, ou dividir as regides pares através de dois tipos de diagonais. Esta
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segunda € a estratégia que é adotada. Diagonais que formam ciclos pares sdao chamadas de diagonais
pares, e diagonais que formam ciclos impares sdao chamadas de diagonais impares (Figura 4.43). Se um
ciclo possui uma quantidade de vértices par é claro que é possivel dividi-lo de duas maneiras com uma
diagonal: ou em dois ciclos pares, ou em dois ciclos impares. Seleciona-se, entdao, um angulo concavo
preferencialmente, mas ndo necessariamente, para ser a origem de uma diagonal que se deve aproximar
da bissetriz do angulo. A prioridade mais alta é das diagonais pares pois elas formam quadrilateros,
porém pode ser que ndo existam diagonais pares. Neste caso, insere-se uma diagonal impar, em que se
insere um novo vértice em seu meio para manter a paridade das regides vizinhas. Aplica-se
sucessivamente esta estratégia até que as regioes formadas tenham apenas quatro vértices. Obtem-se,
desta maneira, uma quadrilaterizacdo de regides pares. Na Figura 4.43b ndo havia a necessidade da
inclusdao de uma diagonal impar, e para evitar a inser¢cao de novos pontos internos ao dominio, o ideal é
que se use tdo pouco quanto possivel de diagonais impares. Contudo o uso de diagonais pares pode nao
ser possivel, mesmo em regides pares (Figura 4.44).

A Figura 4.44 reforca a razdo pela qual o uso de diagonais impares deve ser evitado. E possivel
que se formem quadrilateros concavos, e, pior que isto, quadrilateros triangulares (que possuem um
angulo reto). Nestes casos e ap6ds a quadrilaterizacdao de uma regido tiver sido concluida, aplica-se o
quadrilatero boomerang ou o quadrilatero de Varignon apresentado no Capitulo 3 para quadrilaterizar
convexamente as regioes remanescentes. Estas regioes sdo constituidas de cinco quadrilateros convexos

com a insercao de quatro novos pontos internos as regioes originais.

>

(b)

¥

@)
(©) (d)
Figura 4.43: Exemplo de uma quadrilaterizagdo: (a) Dominio original; (b) Inser¢do de diagonal impar; (c) Insergdo de

diagonais pares sem diagonal impar; e (d) Inser¢do de diagonais pares com diagonal impar.
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Figura 4.44: Exemplo de uso de diagonal impar (vermelho) para quadrilaterizar uma regido.

Algoritmo

O primeiro passo do algoritmo é gerar os circulos maximos cujos centros sao vértices do eixo médio.
Langcam-se raios a partir das bissetrizes dos angulos (Algoritmo 4.8). Para isto, calculam-se
previamente as normais e bissetrizes para cada lado e vértice do poligono. Uma vez que se tenha estas
informagOes os raios sdo disparados. A Figura 4.45 exibe um exemplo de um dominio que sera
quadrilaterizado pelo método Ortoquad e os circulos que sdo inicialmente disparados através dos
vértices de um dominio. Neste caso, disparam-se trés raios para cada vértice concavo de forma a

produzir mais circulos. A bissetriz do angulo, e as bissetrizes dos angulos correspondentes.

01. Algoritno defineEi xoMedi o()

02. Para cada veéertice p do ciclo

03. b = p.retornaBi ssetriz()

04. raio = novo Raio(p, bissetriz)

05. d_mn = MAXI MO

06. Para cada segnento do ciclo

07. Se (segment 0. vi zi nho(p))

08. I gnora este segnento

09. d_aux = segmento.interceptaSegnent o(rai 0)
10. Se (d_aux < d_mn)

11. d mn = d_aux

12. atual i zaDi stancia(p, tiro, segnento, d_mn/2)

Algoritmo 4.8: Descri¢do do método defineEixoMedio.
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No Algoritmo 4.8, calcula-se a bissetriz dos angulos internos. Com um vértice e a bissetriz de
seu angulo correspondente, cria-se um segmento de reta, ou raio. Verifica-se, entdo, qual o segmento
mais proximo que o raio intercepta no dominio, obtendo-se uma distancia minima. A metade desta
distancia é o valor inicial para o posicionamento dos centros dos circulos que serdo maximos. O
posicionamento dos circulos é armazenado em cada vértice que foi origem do raio que o originou. Em
seguida, o Algoritmo 4.9 descreve um método interativo para ajustar o tamanho dos circulos ao

dominio.

01. Al goritno aproxi maEi xoMedi o(iteracao)

02. Para cada vértice p do ciclo

03. b = p.retornaBi ssetrizNormalizada()
04. d mn = p.retornabi stanci a()
05. X = (dmn* b.retX()) + p.retX()

06. y =(d_mn* b.retY()) + p.retY()

07. centro = novo Ponto(x, Yy)

08. centro. def Rai o(p.retDi stancia())

09. produto = 1

10. Para cada segnento do ciclo

11. Se (segnento. vi zi nho(p))

12. i gnor a

13. produto *= segnento.interceptaC rcul o(centro)
14. Se ((produto %5 == 0) || (produto %9 == 0))
15. par e

16. Se (produto %4 == 0)

17. produto = produto / 2

18. atual i zaDi stanci a(p, segnento, d_m n, produto)

Algoritmo 4.9: Descri¢do do método interativo aproximaEixoMedio.

O método apresentado no Algoritmo 4.9 é executado incrementalmente um numero de vezes
qualquer determinado pelo usuario, e a cada iteracdo aproxima o circulo de sua posicao ideal como
circulo maximo. O centro de cada circulo é calculado a partir de cada vértice, da distancia minima
previamente armazenada e da bissetriz do angulo correspondente. Ao final do algoritmo, calcula-se o

novo valor da distancia ou do raio do circulo. O método interceptaCirculo resulta em cinco ou nove se
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o circulo tiver cruzado um segmento qualquer; dois se o circulo for tangente a todos os segmentos que
intercepta; e um, caso o circulo ndo intercepte nenhum segmento. Finalmente, ap6s sucessivas iteracoes
do algoritmo obtém-se os circulos em sua posi¢ao final, definida pelo usuario ou como circulo maximo.

Pode-se realizar, neste momento, uma reducao na quantidade de circulos. Como os circulos sao
armazenados nos vértices do dominio, esta reducdao remove o excesso de circulos em vértices que
contenham angulos concavos, e remove circulos sobrepostos de acordo com um limite, caso o usuario
tenha feito poucas iteracdes. E importante perceber que um vértice que possua um angulo concavo
pode armazenar infinitos circulos, pois é uma regido em que o eixo médio realiza uma curva. A Figura
4.46 exibe dois possiveis exemplos de posicionamento final para os circulos maximos em um mesmo
dominio.

Antes de aplicar o procedimento principal de Ortoquad, e para criarem-se as regioes
parcialmente ortogonais, os centros dos circulos sdo projetados nos segmentos tangentes a cada circulo,
criando diagonais entre o centro e seu ponto de intersecgdo. A Figura 4.47 exibe dois exemplos desta
projecdo dos centros dos circulos. O ajuste na direcdo dos ciclos é feito neste momento, como ja foi
discutido no Tépico 4.1. Esta necessidade existe sempre que se adiciona novos segmentos a um ciclo, e
todos os ciclos sao formados e ajustados de acordo com sua orientagdo. Em seguida, aplica-se o

procedimento principal Ortoquad (Algoritmo 4.10).

(a) (b)

Figura 4.45: Inicio do método Ortoquad: (a) Um dominio qualquer; (b) Circulos produzidos pelo método inicialmente.
Ndo sdo circulos maximos. Circulos em rosa pertencem a dngulos concavos; circulos em vermelho pertencem a dngulos

convexos.
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01. Algoritnmo ortoQuad(refino, erro)

02. Para cada segnento s

03. pi nt aBranco(s)

04. Para cada segnento s branco

05. apl i caOrt oQuad(segnmento, refino, erro)

Algoritmo 4.10: Descrigdo do procedimento principal de ortoQuad.
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Figura 4.46: Posicionamento de circulos mdximos com reducdo na quantidade de circulos: (a) Nove circulos mdximos. (b)

Dez circulos mdximos.

O Algoritmo 4.10 garante que todas as regioes serdo quadrilaterizadas convexamente. Ao final
da projecdo dos centros dos circulos, todo segmento que faca parte de uma restricdo ou ndo, faz parte
de algum ciclo, supondo-se que existam circulos suficientes no dominio. Logo, ao inicio todos os
segmentos sdao pintados de branco. E sempre que uma regidao é quadrilaterizada convexamente seus
segmentos sdo pintados de preto.

O Algoritmo 4.11 essencialmente adiciona diagonais impares ou diagonais pares até que os
ciclos formados tenham apenas quatro vértices. As diagonais sao adicionadas baseadas na proximidade
da bissetriz dos angulos, similar ao Tépico 4.1, mas o angulo ndo precisa ser concavo. Uma vez que se
tenha um ciclo com quatro segmentos, efetua-se um ultimo teste que o quadrilateriza convexamente,
caso esta propriedade lhe falte. Se a regidao quadrilateral for convexa, o algoritmo conclui, caso
contrario, o quadrilatero de Varignon ou boomerang sao inseridos. Deste modo, o algoritmo ortoQuad
quadrilateriza convexamente qualquer dominio desde que circulos maximo suficientes sejam inseridos

internamente ao dominio.
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01. Algoritnmo aplicaOrtoQuad(segnento, refino)

02.
03.
04.
05.
06.
07.
08.
09.
10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.

Se (tamanhoG cl o(segnento) <= 4)

Senao

quadr

nc =
Se (n

il aterizacao(segnento, refino)

mai or Concavo( segnent 0)
aoExi ste(nt))

nt = segnmento

p = nt.retPontoFinal ()
p. aval i aBi ssetri z()

p = nt.retPontoFinal ()

pari d
q=p
Se (n

ade = 1

rocur abi agonal (nt, p, paridade)
aoExi ste(q))

pari dade = 0

g = procurabDi agonal (nc, p, paridade)

rs = segment oMai sProxi mo(nc, p, Q)
u=nc
v = nt.retProxim()
S = segAnteriorLoop(rs)
Se (paridade = 1)
di agonal = Reta(p, Q)
di agonal _inv = Reta(q, p)
pi nt aBr anco( di agonal , di agonal _i nv)
adi ci onaGi cl oAt ual i za(di agonal , di agonal _i nv)
Senéo
pm = pont oMedi o(p, Q)
dl = Reta(p, pm

dl_2 = Reta(pm Q)

dl _inv = Reta(q, pnm

dl_2 inv = Reta(pm p)

pi nt aBranco(dl, dl _2, dl _inv, dl _2 inv)

adi ci onaG cl oAtualiza(dl, dl _2, dl __inv, dl _2 inv)

Algoritmo 4.11: Descrigdo do método aplicaOrtoQuad.
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Figura 4.47: Adicionam-se segmentos que ligam os centros dos circulos mdximos aos seus pontos de tangéncia. (a) Adigdo

de segmentos baseada em nove circulos mdximos. (b) Adi¢do de segmentos baseada em dez circulos mdximos.

O Algoritmo 4.12 realiza a quadrilaterizacdo final no procedimento de aplicaOrtoQuad. Caso o
quadrilatero ndo seja convexo, cria-se o quadrilatero Varignon (Algoritmo 4.13) ou o quadrilatero
boomerang (Algoritmo 4.14) de acordo com o angulo do vértice ndo convexo, que pode ser reto ou
concavo. Caso o quadrilatero seja convexo, o ciclo quadrilateral é apenas adicionado a malha. Na
Figura 4.48, fornecem-se os elementos que servem de guia para esta quadrilaterizagdo. Para refinar a
malha dois métodos sdo utilizados: o primeiro pela adicdo do ponto médio, e o segundo pela adi¢ao do
dominio convexo reduzido (Tépico 4.1). A Figura 4.49 exibe o resultado final da quadrilaterizacao
convexa de um dominio. A Figura 4.50 exibe o refinamento de uma malha através da adi¢ao do ponto

médio. E a Figura 4.51 exibe o refinamento de uma malha através da adicao do ciclo convexo reduzido.

ps(l] psikp]
p[i]
p[i+3] ! pli+1]
ps[i+3] ps[i+2] = ps[K] ps[i+1] ps[ke] ps[kd]
(@) (b)
Figura 4.48: Modelos de referéncia para algoritmos de quadrilaterizagdo: (a) Elemento Varignon; e (b) Elemento

boomerang.
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01.
02.
03.
04.
05.
06.
07.
08.
09.
10.
11.
12.
13.

01.
02.
03.
04.
05.
06.
07.
08.
09.
10.
11.
12.
13.

Al goritno quadril aterizacao(segnento, refino)
Se (cicl oConvexo(segnento))
e = Elemento (p[O], p[1]., p[2]., pP[3])
mal ha. adi ci onaLi st a(e)
Senéao
para cada vértice p[i] do Ciclo
ps[i] = p[i]
k = encont raAngul oNaoConvexoCi cl o( segnent o)
Se (p[k].retAngulo() = 180)
guadVar i gnon( k)
Senéo
guadBooner ang( k)
pi ntaC cl oPret o()

Algoritmo 4.12: Descrigdo do método de quadrilaterizagdo para o algoritmo ortoQuad.

Al goritnmo quadVari gnon(k)
pm = cal cul aBari centroGCi cl o()
p[ 0] = pontoMedi o(p[0], pm
p[ 1] = pontoMedi o(p[1l], pm
p[2] = pontoMedio(p[2], pm
p[ 3] = pontoMedio(p[3], pm
p[ k] = pontoMedi o(ps[k], p[K])
e[0] = Elemento (p[O], p[1]., p[2]., pP[3])
e[1] = Elenmento (ps[O], ps[1], p[1], p[O])
e[2] = Elemento (ps[1], ps[2], p[2], p[1])
e[3] = Elemento (ps[2], ps[3], p[3], p[2])
e[4] = Elemento (ps[3], ps[0], p[O], p[3])
mal ha. adi ci onaLi st a(e)

Algoritmo 4.13: Descrigdo do método para adigdo de elemento Varignon.
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01. Al goritno quadBoonerang(k)

02.
03.
04.
05.
06.
07.
08.
09.
10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.

Se (k > 1)

kp = k - 2
Senéo

kp = k + 2
kd pr oxi mo( kp)
ke anterior (kp)
r = Reta(ps[kd], ps[ke])
tiro_final = ps[k] - ps[kp]

tiro_final.normaliza()

tiro = Reta(ps[kp], ps[kp] + tiro_final)
D =tiro.interceptaSegnento(r)
pm = pont oMedi o(p[ k], p[kp])
p[ k] = pontoMedi o(p[k], pm)

p[ kp] = pontoMedi o(p[kp], pm
vO = ps[kd] - ps[kp]
vO->normal i za()

vl = ps[ke] - ps[kp]
vl1->normali za()

d = p[k].distancia(p[kp])
proporcao = d/ D

o

vO0 = vO * (ps[kd].distancia(ps[kp])*proporcao)
vl = vl * (ps[ke].distancia(ps[kp])*proporcao)
p[ kd]
p[ke] = p[kp] + vi

p[ k] = pontoMedi o(ps[k], p[k])

e[0] = Elemento (p[O], p[1]., p[2]. pP[3])
e[1] = Elemento (ps[O], ps[1], p[1], p[O])
e[2] = Elenmento (ps[1], ps[2], p[2], p[1])
e[3] = Elemento (ps[2], ps[3], p[3], p[2])
e[4] = Elemento (ps[3], ps[O], p[O], p[3])
mal ha- >adi ci onaLi st a(e)

p[kp] + vO

Algoritmo 4.14: Descrigdo do método para adi¢do de elemento boomerang.
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(b)

Figura 4.49: Resultado final da quadrilaterizagdo convexa pelo procedimento ortoQuad. (a) Quadrilaterizagdo convexa

baseada em nove circulos mdximos. (b) Quadrilaterizagdo convexa baseada em dez circulos mdximos.
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(b)

Figura 4.50: Refino da quadrilaterizagdo convexa por meio de duas iteragbes do ponto médio: (a) Refino de

quadrilaterizagdo convexa baseada em nove circulos mdximos. (b) Refino de quadrilaterizagdo convexa baseada em dez

circulos mdximos.
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(b)

Figura 4.51: Refino da quadrilaterizagdo convexa por meio de duas iteragées do dominio convexo reduzido: (a) Refino de

quadrilaterizagdo convexa baseada em nove circulos mdximos. (b) Refino de quadrilateriza¢do convexa baseada em dez

circulos maximos.
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4.4 Quadrilaterizacao Incremental

Escopo

Esta técnica pode adicionar novos pontos internos a um dominio pela insercdo de quadrilateros
convexos no ciclo da fronteira. E capaz de quadrilaterizar convexamente de forma ndo estrita poligonos
quaisquer sem restricoes e com angulos concavos. O nimero de novos pontos € proporcional a
quantidade de quadrilateros n-conexos adicionada com n<3. Para um ciclo impar, adiciona-se um
novo ponto no ciclo da fronteira ao inicio do algoritmo. Novos pontos também sdo inseridos em regides

ndo estritas para torna-las convexas.

Ideia

Como ja foi visto, quadrilaterizar um dominio pode ser feito apenas com diagonais, com a insercdao de
pontos de Steiner suficientes nas fronteiras e internamente ao dominio (T6pico 4.3). Tenta-se agora
quadrilaterizar um dominio sem a insercao de novos pontos no ciclo da fronteira, desde que se utilize
de um ciclo par inicial. E possivel realizar isto ao usar apenas diagonais impares ou pares, mas envolve
a formacdo de elementos de boomerang ou quadrilateros de Varignon. Busca-se, entdo, reduzir a
quantidade destes elementos em uma malha, ao inserir quadrilateros convexos diretamente no dominio

(Figura 4.52).

Entdo, sera inserido uma quantidade de quadrilateros convexos proporcional a quantidade de
vértices na fronteira no dominio, de forma que estes quadrilateros sdo sempre n-conexos com a mesma
até obter uma quadrilaterizagdo. Um quadrilatero ser n-conexo, em que 1<n<4, implica a
quantidade de vértices que o quadrilatero possui em comum com a fronteira, e ja foi discutido mais
profundamente no Capitulo 3. Um quadrildtero n-conexo serd sempre convexo para este algoritmo.
Estes elementos sdo sempre inseridos, ndao apenas com vértices em comuns com a fronteira, mas com

arestas em comum, de forma que se obtenha uma quadrilaterizacao o mais breve possivel.
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L A

(a) (b) (©)

Figura 4.52: Inser¢do de quadrildteros: (a) Dominio, (b) Quadrildtero por diagonal par; e (c¢) Quadrildtero 3-conexo.

Na Figura 4.52, caso diagonais fossem usadas, ocorreria a formacdo de um quadrilatero
concavo ou triangular, o que por sua vez implicaria no uso de um quadrilatero boomerang ou de
Varignon respectivamente. Porém, com o uso de um quadrilatero 3-conexo, consegue-se com a

insercdo de um ponto de Steiner gerar um quadrilatero convexo de melhor qualidade.

E facil perceber que devido a natureza dos quadrilateros n-conexos, é possivel entrar em um
loop infinito de adicdo de quadrilateros convexos (Figura 4.56). Se ndo se possuir um determinado
critério para reduzir a quantidade de vértices na fronteira, e por fim obter uma quadrilaterizagao, é
possivel entrar neste loop infinito. Por esta razdo, ndo serdao usados todos os tipos de quadrilateros n-
conexos, e, sim, apenas aqueles para os quais n>2. Sendo que os mais utilizados sdo os 3-conexo e
0os 4-conexo pelos seguintes motivos: O uso do elemento 4-conexo € essencial para uma
quadrilaterizagdo, pois ele diminui a quantidade de vértices na fronteira, mas seu uso nem sempre é
possivel; e o uso do elemento 3-conexo sempre € possivel, pois um elemento 3-conexo remove pelo

menos um triangulo do dominio.

A prioridade para insercao de elementos dados dois quadrilateros convexos ni;-conexo e nj-
-conexo quaisquer é tal que a maior prioridade é daquele que n; > n;. O uso de elementos 2-conexo
pode ser feito ao lidar com nuvens de pontos, e internamente a quadrilateros boomerang ou de
Varignon. Outro critério adotado para a convergéncia em uma quadrilaterizacdao convexa é o uso do
teorema de Meisters (41). Este teorema determina que todo poligono possui pelo menos dois angulos
convexos chamados de orelhas, estes angulos determinam um triangulo a principio, e é possivel chegar
a uma triangulacdo pela remocao sucessiva de orelhas de um poligono quando ndo se lida com nuvem
de pontos. Busca-se realizar o mesmo, mas com a remoc¢ao de quadrilateros conforme ja foi feito e
provado por Maharavo (56). Como a prioridade mais alta é sempre a formacdo de quadrilateros 4-
conexos, é possivel que o dominio convirja para uma quadrilaterizacdo em um dominio sem restricdes.

Maharavo (56) provou que a insercdo de um quadrilatero 3-conexo pode ser feita de tal maneira que o
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ponto de Steiner adicionado permita a formacdo de um quadrilatero (4-conexo) convexo ou nao
vizinho. Garante-se assim a formacao de uma quadrilaterizagdo ndo necessariamente convexa. Para
tornar os elementos convexos, Maharavo une quadrilateros céncavos com seus vizinhos formando
hexagonos ou quadrilateros (Figura 4.54) e aplica o teorema de Bremner (23) que garante que qualquer

hexagono pode ser quadrilaterizado pela insercado de trés pontos de Steiner.

Nesta dissertacdao, adota-se uma estratégia diferente. Na estratégia adotada, remove-se pelo
menos um triangulo do dominio através dos elementos 3-conexo ou 4-conexo sucessivamente até que
se chegue a uma quadrilaterizacdo. Estes triangulos ndo precisam estar em orelhas desde que ciclos
pares sejam formados. A estratégia adotada, portanto, diferencia-se de Maharavo, pois apesar do que
sera apresentado nos algoritmos, estes triangulos ndo precisam estar em orelhas. Este critério é usado
para obter um primeiro resultado com a técnica. Outras diferencas entre esta técnica e a técnica de
Maharavo sdo: para um elemento 3-conexo, é adicionada uma diagonal par ndo necessariamente
vizinha; para regioes concavas, € feito o uso de templates préprios de quadrilaterizacdo; e caso ndo seja
possivel adicionar um elemento 3-conexo com diagonal par, uma diagonal impar serd adicionada ao
dominio. Na Figura 4.53 sdo apresentados dois exemplos de quadrilaterizacdo possivel pela adicdao de
quadrilateros n-conexos, nestes exemplos ndo se faz o uso de diagonais. Isto sugere que o uso de

diagonais ndo é necessario e uma melhoria futura a ser implementada.

i

(a.1) (a.2) (a.3)
(b.1) (b.2) (b.3)

Figura 4.53: Quadrilaterizagdo convexa pela adig¢do de quadrildteros n-conexo: (a.1) e (b.1) Dominios originais; (a.2) e

(b.2) Quadrilaterizagdo parcial; (a.3) e (b.3) Quadrilaterizagdo final.
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1 1

(@) (b)

Figura 4.54: Resultado da unido de dois quadrildteros: (a) Um quadrildtero, ou (b) Um hexdgono.

Como foi dito, para garantir que a quadrilaterizacdo convexa convergir4, adiciona-se uma
diagonal par ao elemento 3-conexo. Esta diagonal par ndo necessariamente existe. A inser¢ao de um
novo vértice de Steiner associado a um elemento n-conexo modifica a fronteira. E claro que o angulo
formado no ciclo da fronteira serd concavo, pois é o angulo externo de um quadrilatero convexo
inserido. Ja que uma triangulacdao sempre existe, devera existir uma ou mais diagonais que dividem este
novo vértice em angulos menores que 180° contudo, estas diagonais ndo sdo necessariamente pares.
Por esta razdo, em ultimo caso, adiciona-se uma diagonal impar. E possivel, claro, adicionar um
elemento 3-conexo aliado a uma diagonal impar, mas estaria sendo adicionados dois vértices de Steiner
ao dominio, quando apenas um era suficiente. Também é possivel adicionar um elemento 2-conexo
com uma diagonal par, mas no algoritmo apresentado nesta dissertagdo limita-se ao uso dos elementos

3-conexo e 4-conexo. A Figura 4.55 ilustra a prioridade de adi¢cdo de elementos n-conexo.

(a) (b) (©)
Figura 4.55: Adigdo de elementos n-conexo em ordem de prioridade: (a) 4-conexo; (b) 3-conexo com diagonal par; e (c)

diagonal impar.

Pode ser que o melhor elemento a ser inserido no momento forme um ciclo vizinho céncavo ou
triangular de quatro vértices, entdo, o uso de templates do quadrilatero de Varignon ou boomerang é
necessario para obter uma quadrilaterizacdo convexa. Além do caso citado, também pode ser possivel
que se formem quadrilateros concavos ou triangulares ao final de uma redu¢do com um ciclo de quatro
vértices, novamente os templates serdo utilizados. Na pratica a insercdo de quadrilateros n- -conexos,
que sdo convexos neste algoritmo, tenta ajustar o formato do ciclo da fronteira para que uma

quadrilaterizacdo convexa seja possivel pelo uso de diagonais pares. Duas diagonais pares no caso de
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um elemento 4-conexo, uma diagonal par no caso de um elemento 3-conexo, ou uma diagonal impar.
Ao tentar inserir quadrilateros n-conexos com n>3 em um ciclo concavo de quatro vértices
sem 0 uso de uma diagonal par, um loop infinito seria obtido, inserindo-se quadrilateros n-conexos
cada vez menores (Figura 4.56). Por esta razdo, diagonais sao usadas. Contudo, € sugerido pelo uso de
templates, que a insercdo de um elemento 2-conexo pode resolver este loop. Como sera discutido em
trabalhos futuros, este algoritmo pode ser modificado para adicionar quadrilateros convexos n-conexos

de ordem cada vez menor até que uma quadrilaterizacdo convexa seja possivel.

A 2V VY .\

Figura 4.56: Loop infinito ao quadrilaterizar uma regido convexamente por quadrildteros n-conexo com n=3.

Resta apenas discutir o processo de construcao de quadrilateros n-conexo quaisquer adotado
nesta dissertacdo. Este processo nao é tinico, e o seu método de construgdao pode ser alterado no futuro.
Seleciona-se um angulo convexo no ciclo da fronteira que defina um triangulo sem nenhum ponto
interno ao mesmo (Figura 4.57). Qualquer outro vértice que se localize na regido delimitada pelo
angulo convexo, desde que ndo se situe em seus extremos, forma um quadrilatero convexo quando sao
criados segmentos entre o vértice valido e os vértices adjacentes ao vértice com o angulo convexo
(Figura 4.58b). Este vértice é chamado de vértice valido, ao contrario, vértices fora da regido
delimitada pelo angulo ou em sua fronteira sdo chamados de vértices ruins. O segundo tridngulo
formado por um vértice valido tem seus angulos limitados pelos angulos complementares externos do
primeiro triangulo (Figura 4.58a) e ndo deve ter vértices internos. Logo, a unido do primeiro triangulo,
com o segundo tridngulo obtido forma um quadrilatero convexo. Contudo, adicionar um quadrilatero
convexo qualquer, mesmo 4-conexo, nao garante uma quadrilaterizacdo como foi visto no Capitulo 3.
O vértice valido precisa formar, entdo, duas diagonais pares com os vértices adjacentes ao vértice que

possui 0 angulo convexo, s6 entdo, o elemento 4-conexo sera considerado um elemento valido.
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(a) (b)

Figura 4.57: Exemplo de selegcdo de vértice com dangulo convexo (vermelho): (a) Tridngulo base ruim; e (b) TriGngulo base

bom.
@
k4 o «

- PY ' [ ]

S B .. Y ..

Te— — Ext B N egiao S Xtremo
N\ o /\Vahda/\
(@) (b)

Figura 4.58: Regras para formagdo de quadrildtero n-conexo: (a) Angulos « e 8 sGo complementares ao tridngulo base
(verde). Triangulo base em verde. Novo triGngulo em azul; (b) Regido vdlida para procura de vértices, vértices vdlidos em

azul e vértices ruins em verde.

De forma natural, para saber se uma diagonal é par ou impar, é preciso contar a quantidade de
vértices em cada ciclo. Contudo, se devido a decomposi¢dao do dominio existir apenas um ciclo, ou se o
dominio constituir-se de um ciclo, é possivel determinar ciclos pares e impares pela paridade dos
vértices no dominio. Vértice par é aquele em que sua posigdo no ciclo é determinada por um numero
par. Vértice impar é aquele em que sua posicao no ciclo é determinada por um ntimero impar. Deste
modo, uma diagonal par é um lado que une dois vértices de paridade diferentes e diagonal impar (com
um vértice de Steiner em seu meio) ¢ um lado que une dois vértices de mesma paridade. A Figura 4.59

exibe um exemplo de lancamento de diagonais pares e impares baseado na paridade dos vértices.

7° 5°

(b)

Figura 4.59: Langamento de diagonais baseado na paridade dos vértices: (a) Diagonais pares; e (b) Diagonais impares.
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Para inserir um ponto de Steiner no elemento 3-conexo, repete-se a mesma estratégia que aquela
que foi usada para inserir 4-conexos a principio, mas ap6s a determinacdao do primeiro tridangulo o
segundo triangulo ndo é determinado pela busca de um vértice na regidao valida. Pois pode, inclusive,
nao existir vértices nesta regido ou existir vértices que ndo formam diagonais pares. A Figura 4.60
ilustra o processo de criacao de um vértice de Steiner para adicdo de um elemento 3-conexo. Tracam-se
dois segmentos, um segmento que une os vértices vizinhos ao vértice que possui o angulo convexo s, e
um segundo segmento que parte do vértice convexo no sentido da bissetriz deste angulo até cruzar pela
primeira vez o dominio s, (primeiro ponto de interseccdo i;). Calcula-se, entdo, o segundo ponto de
interseccdo i,, que é a interseccdo entre os dois segmentos e finalmente o vértice de Steiner é

adicionado pela média dos dois pontos de intersecgdo p.

I / Il /

Regido 's
valida ‘

Figura 4.60: Processo de constru¢do de um elemento 3-conexo: I) Determina-se a regido valida a partir de v;; IT) Disparam-

-se 0s segmentos s; e sy; III) Encontra o ponto médio pn de i; e io; IV) Liga-se p, com os vértices adjacentes a v;.

Apés a adicao do vértice de Steiner, é preciso verificar se ndo existem vértices internos ao
segundo triangulo. Este teste é desnecessario se a regidao valida para insercao de elementos n-conexos
for vazia. Com o vértice de Steiner, agora € preciso procurar uma diagonal par qualquer. A seguir serao

discutidos os detalhes de imeplementacdo deste algoritmo.
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Algoritmo

No Algoritmo 4.15 esta o procedimento principal do método quadIncremental em pseudocddigo. A
adicao de um novo vértice a fronteira é realizado caso a quantidade de vértices seja impar no método

criaCiclosPares. Esta adicdo é feita na metade do maior segmento, mas qualquer outro método pode

ser aplicado. Novamente, os ciclos sdo pintados de branco e, ao final da quadrilaterizacdo convexa,

pintados de preto para determinar o final do algoritmo. A Figura 4.61 exibe um dominio que sera

quadrilaterizado convexamente pelo Algoritmo 4.15.

Figura 4.61: Dominio utilizado para o processo de quadrilaterizagdo incremental.

01. Al goritno quadlncrenmental ()
02. criaCGiclosPares()

03. pintaBrancoTodos()

04. quadl nc(mal ha)

Algoritmo 4.15: Procedimento principal de quadrilaterizagcdo Incremental.

No Algoritmo 4.16 esta a estrutura do algoritmo de quadrilaterizacao incremental. Esta estrutura
segue aquela que foi utilizada em todos os outros algoritmos até entdo, mas com algumas modificagdes.
Primeiramente estdo os processos para adicdo de quadrilateros 4-conexos e 3-conexos com diagonais
pares. E o processo para obter os poligonos A e B também possui uma diferenca, pois ao adicionar um

quadrilatero 4-conexo, pode ser que uma das diagonais pares seja na verdade lado do dominio (a
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paridade é par por vacuidade). Neste caso, pode ser que o poligono A ndo exista, ou que s6 uma das
diagonais exista. O algoritmo para quadrilaterizacdo final, em caso de um ciclo com quatro vértices, é
idéntico ao Algoritmo 4.12, inserindo um quadrilatero de Varignon ou boomerang de acordo com o
caso.

O Algoritmo 4.17 descreve o processo para adi¢do de um quadrilatero 4-conexo. Se o vértice
for concavo ou raso o procedimento retorna vazio. E, entdo, testado para cada vértice no poligono se é
possivel a adicdao de ciclos pares por diagonais, ignorando ciclos impares. Se for possivel, o
quadrilatero é criado. Entdo, é verificado se ele é convexo, e se existe algum ponto interno ao
quadrilatero. Por fim, resta apenas verificar se estas diagonais pares cruzam o dominio. Devido a estas
varias operacdes a complexidade do algoritmo é estimada em O(n®). Pois para cada vértice é verificado
se existe um quadrilatero n-conexo com outro vértice do poligono que deve ser testado por
interseccoes, pontos internos e ciclos pares. Esta complexidade pode ser diminuida, contudo, através do
uso de uma estrutura de dados que segmente o espaco como quadtree ou kd-tree. Com 0 espacgo
segmentado, deve-se usar de vértices pares e impares, e a regido valida para quadrilateros n-conexos
com fim de limitar o dominio de busca.

O Algoritmo 4.18 descreve o processo para adicdo de um quadrilatero 3-conexo. Similar ao
Algoritmo 4.17, se o vértice for concavo ou raso a fungao retorna vazio. Em seguida, é verificado se no
triangulo base existe algum vértice interno. Calcula-se a bissetriz do angulo através da soma vetorial de
dois vetores unitarios, pois esta € a bissetriz do angulo entre estes vetores no paralelogramo de lados
iguais. O procedimento vetorUnitdrio divide um vetor qualquer pelo seu modulo. Para encontrar o
vértice de Steiner, calculam-se os segmentos s; e s,, 0s seus pontos de interseccao i; e i,, e, finalmente,
a média entre i, e i,. E verificado, entdo, se ha algum ponto interno neste segundo tridngulo. Com o
quadrilatero 3-conexo, o Algoritmo 4.19 procura uma diagonal par, e adiciona os segmentos do
quadrilatero 3-conexo ao ciclo. A Figura 4.62 exibe o processo de quadrilaterizacdo para o dominio
apresentado na Figura 4.61. A Figura 4.63 exibe a quadrilaterizacdo final para o dominio apresentado

na Figura 4.61. E por fim, a figura 4.64 apresenta o refino desta quadrilaterizagcdo convexa.
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Figura 4.62: Adi¢cdo de elementos n-conexo convexos. Quadrildteros 4-conexo sdo adicionados de (a) a (h). Nos passos (e)

e (h) hd a criagdo de quadrildteros céncavos que sdo preenchidos por elementos boomerang. O passo (e) demonstra que é
possivel a criagdo de dois ciclos ao adicionar um elemento 4-conexo.
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01.
02.
03.
04.
05.
06.
07.
08.
09.
10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.

23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.

Al goritnmo quadl nc(mal ha)
Se (tamanhoGCi clo() <= 4)

Senao

guadril ate

Para cada
lista
Se naoExi s

Par a

Se naoExi s

Par a

di agonal =
di agonal _i
preci sal nv
Se (di agon
polig
Senéo
Se (d

Se exi st e(

Se ((
(pol

Senao

ri zacao( mal ha)

vértice se naokxiste(lista)
= tental nserir4conexo(veértice, nmal ha)
te(lista)
cada vértice se ndoExi ste(lista)
lista = tental nserir3conexoPar(vértice, mal ha)
te(lista)
cada vértice se ndoExiste(lista)
lista = tental nserirDi agonal | npar(vértice, nmal ha)
lista.retReta(0)
nv = lista.retReta(1l)
erterCiclo()
al . branca())

onoA = cri aPol i gono(di agonal )

i agonal _inv. branca())

pol i gonoA = cri aPol i gono(di agonal _i nv)
pol i gonoA)

naoExi st e(di agonal )) ou

i gonoA. possui Di agonal (di agonal _inv)))
adi ci onaHol esRet as( pol i gonoA)

pol i gonoA. quadl nc( mal ha)

pol i gonoB = cri aPol i gono(di agonal _i nv)
adi ci onaHol esRet as( pol i gonoA, pol i gonoB)
pol i gonoA. quadl nc( mal ha)

pol i gonoB. quadl nc( mal ha)

Algoritmo 4.16: Descrigdo do método quadInc.
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01. Algoritnmo tental nserir4conexo(vi, mal ha)
02. Se (angul o(vértice) >= 180)
03. retorna vazio

04. para cada vértice v;

05. Se (cicloslnpares())

06. conti nua

07. e = Elenmento(vi-1, Vi, Vi, Vj)

08. Se (convexo(e) = fal so)

09. conti nua

10. interno = fal so

11. para cada veértice v,

12. Se ((Van = Vi-1) ou (Va = Vi) ouU (Va = Visa))
13. conti nua

14. Se (internoTriangul o(vn, Vi-1, Vi, Vj))
15. i nterno = verdade

16. par e

17. Se (internoTriangul o(Va, Vi, Vi:, Vj))
18. I nterno = verdade

19. par e

20. Se (interno)

21. conti nua

22. d: = Reta(vi-1, Vj)

23. d; = Reta(vj, Vi)

24. pi nt aBr anco( di, d>)

25. Se (cruzaPol i gono(di:) ou cruzaPol i gono(dy))
26. conti nua

27. pi nt aPr et oAr est asQuadri | at er oNconexo()

28. mal ha. adi ci onaLi st a(e)

29. retorna |istaSeg(d:, d)

30. retorna vazio

Algoritmo 4.17: Descrigdo do método tentalnserir4conexo.
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01.
02.
03.
04.
05.
06.
07.
08.
09.
10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.

Al goritno
Se (angul

reto

para cada

Se (

Se (

vetor_1 =
vetor_2 =
bi ssetri z

S1 = Vi+1 -

tent al nserir3conexoPar (vi, mal ha)
o(vértice) >= 180)
rna vazio

vértice vn
(Va = Vi-1) ou (va = Vi) ou (Va = Vis))
conti nua
i nternoTriangul o(Vn, Vi-1, Vi, Vi«))
retorna vazio

vetorUnitario(vi-i- Vi)
vetorUnitario(Vvisa- Vi)

= vetorUnitéario(vetor_1 + vetor_2)

Vi-1

s; = Reta(vi, vi + bissetriz)

d = s..interceptaSegnent o(s1)

i1 = v +

(d*bi ssetri z)

d_mn = VALOR MAXI MO

para cada

segnent o

d = s..interceptaSegnment o( segnent o)
Se (d < d_mn)

i 2 Vi +

Vs
para cada
Se (

Se (
lista = p

Se (lista

e =

d mn=4d
(d_m n*bi ssetri z)

pont oMedi o(i 1, i2)

Vértice vi
(Vvn = Vii1) ou (Va = Vi) ou (Vn = Vis))
conti nua
i nternoTriangul o(Vn, Vi-1, Vi+1, Vs))
retorna vazio

rocur abi agonal Par (vs)

<> vazi o)

El emento(Vi-1, Vi, Vis, Vs)

mal ha. adi ci onaLi st a(e)

retorna |

i sta

Algoritmo 4.18: Descrigdo do método tentalnserir3conexoPar.
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01.
02.
03.
04.
05.
06.
07.
08.
09.
10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.

Figura 4.63: Quadrilaterizagdo convexa final para um dominio através do processo de quadrilaterizagdo incremental.

Al goritmo procurabDi agonal Par (vs)

para cada vértice v

Se (cicloslnpares())
conti nua

d: = Reta(vs, Vj)

d; = Reta(vj, Vs)

sq: = Reta(vi-1, Vs)

Sq: = Reta(vs, Vi)

Se ( cruzaPol i gono(di:) ou cruzaPoligono(sqg:) ou
cruzaPol i gono(sq2))
conti nua

pi nt aBranco(di, d2, SQi, SQ2)

corrigeCi clos()

pi nt aPr et oAr est asQuadri | at er oNconexo()

retorna lista(d;, d»)

retorna vazio

Algoritmo 4.19: Descrigdo do método procuraDiagonalPar.
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(b)

Figura 4.64: Refino de uma malha gerada por quadrilaterizagdo incremental pelo uso do ponto médio. Elementos muito

pequenos sdo formados em regiées com boomerang: (a) Duas iteragées; (b) Trés iteragdes.
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4.5 Consideracoes Finais

Neste capitulo, os algoritmos desenvolvidos nesta dissertacdo foram detalhados. Todos os algoritmos
apresentam seu escopo e sua ideia, antes de fornecer o pseudocodigo. A seccdo Ideia fornece os
conceitos utilizados nos algoritmos, e somente ela ja seria o suficiente para realizar uma
implementagdo, mas os algoritmos sdo fornecidos para demonstrar o processo desenvolvido e fornecer
algum formalismo as ideias. Alguns detalhes dos algoritmos ndo foram abordados apenas por questdo
de espaco, pois sdo operagoes triviais apesar de extensas e dependem unicamente da estrutura de dados

utilizada.

No proximo capitulo, sdo apresentados: os resultados obtidos com os quatro métodos descritos,
e uma analise da complexidade do c6digo e da qualidade dos elementos gerados de acordo com o caso.
Serd feito também uma critica dos algoritmos com mais profundidade de forma a denotar suas
qualidades e defeitos. Por fim, os algoritmos sdo aplicados a exemplos reais e virtuais de modelagem

do subsolo.
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5. Andlise e Comparacao dos Resultados

Este capitulo apresenta os resultados obtidos com as quatro técnicas e as analisa de forma comparativa
através de um indice de topologia e de geometria. Usa-se a malha Cartesiana para avaliar a qualidade
das malhas geradas, ja que todos seus elementos sdo regulares e ortogonais. Para o calculo do indice

topolégico i, utiliza-se a seguinte formula:

= (5.1)

tal que n é a quantidade de vértices na malha e v; é um vértice qualquer da malha. A funcao f(v;) é

definida como:

f(vi>:

u=2, se v; € G
u—4, se v, & Cf’ (5-2)

em que u é a quantidade de quadrilateros que compartilham o vértice v; e C¢ é o ciclo mais externo da
malha, ou o ciclo da fronteira. Ao final deste calculo obtem-se um nimero préximo de zero, caso a
malha seja proxima de uma malha Cartesiana, e igual a zero, caso a malha seja Cartesiana. Para o
calculo do indice de geometria iz utiliza-se a seguinte formula:
P = 1 Zm a(ej)
9 mi=0 Ale,)

J

’ (5.3)

tal que m é a quantidade de quadrilateros na malha e e; é um quadrilatero qualquer da malha. A funcao

a(e;) é a formula de Brahmagupta (85) que define a area para quadrilateros quaisquer:

a(e.)Z\/(s—a)(s—b)(s—c)(s—d)—abcdcoszﬁ, (5.4)

J
em que s é o semiperimetro do quadrilatero, a, b, c e d sdo os comprimentos dos lados do quadrilatero e

B é a média entre dois angulos opostos quaisquer do quadrilatero. Por fim, A funcao A(e;) é a area ideal

de um quadrilatero regular, isto é,
Al(e;)=max{a,b,c,df, (5.5)

em que max € o maior comprimento entre os segmentos a, b, c e d. Para a Férmula 5.3 o valor ideal
deve ser igual a um para uma malha Cartesiana; e proximo de um para uma malha préxima de uma

malha Cartesiana. Além dos indices de topologia e geometria, para cada técnica sera exibido um
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grafico que apresenta a frequéncia dos angulos na malha. Desta forma, uma malha que apresenta uma
frequéncia alta de angulos retos é considerada uma boa malha, ja que a malha Cartesiana se compde
exclusivamente de angulos retos. Todos os exemplos que serdo apresentados sao refinados pelo uso do
ponto médio, ja que para elementos quadrilaterais convexos, o ponto médio gera elementos de
qualidade maior como sera visto. Nos proximos exemplos, a técnica que possui os melhores indices,
além de uma frequéncia alta de angulos retos é a melhor técnica, pois se aproxima da malha Cartesiana,

que ¢ a melhor malha quadrilateral convexa existente.

5.1 Exemplo 1: Palavras em um quadrilatero convexo

Neste exemplo serdo aplicadas as técnicas do ponto médio (pm) e de triquad (tq) pelos métodos I (tq.I)
e II (tq.IT) que sdo as técnicas que, no momento, ja sao capazes de lidar com dominios que contém de
linhas poligonais. A técnica tq.I representa o método original de Mark De Berg citado por Everett (36)
e serve como comparacdo secundaria para as técnicas, apds a malha Cartesiana que foi usada para
construir os indices. As outras técnicas também podem ser aplicadas para estes casos, mas sua

implementacao sera deixada para trabalhos futuros.

5.1.1 Descricao

Este dominio define uma série de linhas poligonais que ndo se cruzam, mas podem estar muito
proximas umas das outras dentro de um quadrilatero convexo com quatro vértices. A letra r é composta
de quatro segmentos de reta e cinco vértices. A letra a é composta de trés segmentos de reta e cinco
vértices. A letra f é composta de trés segmentos de reta e cinco vértices. A letra e é composta de quatro
segmentos de reta e seis vértices. A letra | é composta de dois segmentos de reta e trés vértices. A letra
u é composta de trés segmentos de reta e quatro vértices. A letra c é composta de trés segmentos de reta
e quatro vértices. Este exemplo serve para demonstrar a utilidade da técnica para linhas poligonais
quaisquer. Sdo poucas as técnicas de quadrilaterizacdao existentes que buscam, além de produzir uma
quadrilaterizacdo convexa, tratar de restricoes. Espera-se demonstrar assim a eficiéncia dos métodos e
sua robustez para casos quaisquer. A Figura 5.1 exibe um exemplo de dominio utilizado para uma

quadrilaterizacdo convexa. As figuras a seguir seguem a seguinte ordem légica exibem primeiro a
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malha para o dominio anterior de acordo com cada técnica, em seguida um detalhe para esta malha
abaixo da letra 1 em uma figura posterior para demonstrar que os quadrilateros sdo convexos, apesar de
finos: a Figura 5.2 apresenta a malha resultante depois de aplicada a técnica do ponto médio e a Figura
5.3 exibe um detalhe abaixo da letra | da quadrilaterizacdo convexa produzida pela técnica; a Figura 5.4
apresenta a malha resultante depois de aplicada a técnica de triquad pelo método I e a Figura 5.5 exibe
um detalhe abaixo da letra 1 da quadrilaterizagdo convexa produzida pela técnica; a Figura 5.6
apresenta a malha resultante depois de aplicada a técnica de triquad pelo método I e a Figura 5.7 exibe

um detalhe abaixo da letra 1 da quadrilaterizagdao convexa produzida pela técnica.

\\\/ }.';ll\. ;ﬁ'\ \ '||I
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Figura 5.1: Exemplo de dominio a ser quadrilaterizado convexamente.

5.1.2 Motivacao

Espera-se demonstrar a aplicabilidade das técnicas sobre modelos que sdao compostos por varias linhas
poligonais, e definem regides que podem ser quadrilaterizadas pelos métodos. Isso é muito importante
em varios tipos de problemas, como para geracao de malhas de reservatorios, que sera abordado na
préxima secdo. E possivel perceber neste exemplo todos os tipos de falhas estruturais e estratigraficas
citadas no Capitulo 1. Os elementos ndo apresentam ainda as caracteristicas necessarias para malhas
desses tipos de modelos, como por exemplo elementos de tamanhos proximos. Contudo, acredita-se

que as técnicas possam ser aperfeicoadas e o resultado aqui apresentado ndo € final.
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5.1.3 Resultados

Observou-se que a técnica do ponto médio foi a que melhor se comportou entre todas as técnicas. O
ponto médio exibe o melhor coeficiente topolégico e geométrico, além da melhor distribuicdo de
angulos pela malha para uma quantidade reduzida de quadrilateros na malha. Estes fatores indicam que
a malha gerada se aproxima mais de uma malha Cartesiana, que é a melhor que existe. A Tabela 5.1
exibe os indices topologicos e geométricos para as malhas das Figuras 5.2, 5.4 e 5.6. Os Graficos 5.1,
5.2, e 5.3 exibem a frequéncia dos dngulos nestas malhas. Pode-se perceber pela Tabela 5.1, que
conforme o refino da malha aumenta por sucessivas iteracoes das técnicas, o indice topoldgico melhora
consideravelmente apds poucas iteracoes, enquanto que o indice geométrico melhora muito pouco. Isto
é de se esperar, ja que as regides foram formadas sem se preocupar com o tamanho de seus elementos,
e sim com a convexidade dos mesmos. A frequéncia dos angulos indica que hd uma concentragcdo
proxima a angulos retos nos quadrilateros no intervalo de 81° e 99° para as técnicas pm e tq.Il, o que
pode indicar bons elementos sendo formados. A técnica tq.l, que representa o método original de Mark
De Berg (36), exibe como a distribuicio dos angulos, apesar de convexa, pode-se encontrar

concentrada em angulos muito grandes ou pequenos para este método.

As malhas exibidas nas Figuras 5.2, 5.4 e 5.6 demonstram tanto os pontos fortes como fracos de
cada técnica. E possivel observar regides com elementos muito bons, e regides com elementos ruins
também estdo presentes e em destaque nas Figuras 5.3, 5.5 e 5.7. A complexidade de todas as técnicas
aqui apresentadas no momento € estimada em O(n?), mas é possivel reduzir este valor através de uma

técnica mais eficiente de particionamento em regides convexas.
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Técnica IteragcOes ig i Quantidade de Elementos
pm 1 0.227500 1.671642 196
pm 2 0.260590 0.443884 784
pm 3 0.282834 0.121789 3136
pm 4 0.296153 0.035621 12544
tq.I 1 0.169447 1.923954 258
tq.I 2 0.205455 0.501441 1032
tq.I 3 0.230388 0.133655 4128
tq.I 4 0.245310 0.037353 16512
tq.I1 1 0.214401 1.719457 216
tq.11 2 0.244149 0.453608 864
tq.11 3 0.263871 0.123236 3456
tq.11 4 0.275388 0.035506 13824

Tabela 5.1: Indices topoldgicos e geométricos para as malhas nas Figuras 5.2, 5.4 e 5.6.
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Grdfico 5.1: Frequéncia dos angulos dos quadrildteros para a malha da Figura 5.2. Na vertical tem-se a frequéncia dos

dngulos, e na horizontal os valores dos dngulos.
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Grdfico 5.2: Frequéncia dos dngulos dos quadrildteros para a malha da Figura 5.4. Na vertical tem-se a frequéncia dos

dngulos, e na horizontal os valores dos angulos.
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Grdfico 5.3: Frequéncia dos angulos dos quadrildteros para a malha da Figura 5.6. Na vertical tem-se a frequéncia dos
dngulos, e na horizontal os valores dos dngulos.
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Figura 5.4: Exemplo de malha convexa gerada pela técnica triquad método I com trés iteragbées no dominio apresentado
na Figura 5.1. A elipse nesta figura define uma regido que é ampliada na Figura 5.3.

Figura 5.5: Regido ampliada da malha presente na Figura 5.4.
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5.2 Exemplo 2: Reservatorio

Este exemplo mostra a geracdo de malha para um modelo de reservatorio real. Observou-se que a
técnica do ponto médio foi a que melhor se comportou entre todas as técnicas. Novamente siao
aplicadas as técnicas do ponto médio (pm) e de triquad (tq) pelos métodos I (tq.I) e II (tq.IT) que sdo as
técnicas que, no momento, ja sdo capazes de lidar com dominios que contém de linhas poligonais. A
técnica tg.I representa o método original de Mark De Berg (36) e serve como comparacdo secunddria

para as técnicas, apos a malha Cartesiana que foi usada para construir os indices.

5.2.1 Descricao

Este dominio define uma série de linhas poligonais que forma horizontes e falhas no reservatério. Estas
linhas ndo se cruzam e podem estar muito proximas umas das outras dentro de um quadrilatero
convexo com quatro vértices. Este exemplo possui quatorze linhas poligonais com quatrocentos e
quatorze vértices distribuidos de forma heterogénea entre os segmentos. A Figura 5.8 exibe um
exemplo de reservatorio utilizado para uma quadrilaterizacdo convexa. A Figura 5.9 apresenta a malha
resultante depois de aplicada a técnica do ponto médio. A Figura 5.10 apresenta a malha resultante
depois de aplicada a técnica de triquad pelo método I. A Figura 5.11 apresenta a malha resultante

depois de aplicada a técnica de triquad pelo método II.

Figura 5.8: Exemplo de dominio a ser quadrilaterizado convexamente. A esquerda, um exemplo de reservatorio

simplificado, normalmente, trabalho feito por geélogos. A direita, os dados sismiscos de reservatério.
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5.2.2 Motivacao

Espera-se demonstrar a aplicabilidade das técnicas sobre malhas de reservatorios, que sdo compostas
por vdrias linhas poligonais, e que definem regides que podem ser quadrilaterizadas pelos métodos.
Este exemplo é utilizado de forma a exemplificar uma malha de reservatério. Os elementos nao
apresentam ainda as caracteristicas necessarias para uma simulacdo no reservatorio, como por exemplo
elementos de tamanhos préximos. Contudo, acredita-se que as técnicas possam ser aperfeicoadas e o

resultado aqui apresentado nao é final.

5.2.3 Resultados

Observou-se como era esperado que a técnica do ponto médio foi a que melhor se comportou entre
todas as técnicas, pois exibe o melhor coeficiente topologico e geométrico, bem como a melhor
distribui¢do de angulos pela malha para uma quantidade reduzida de quadrilateros na malha. A Tabela
5.2 exibe os indices topologicos e geométricos para as malhas das Figuras 5.9, 5.10 e 5.11. Os Graficos
5.4, 5.5 e 5.6 exibem a frequéncia dos angulos nestas malhas. Pode-se perceber pela Tabela 5.2,
novamente, que conforme o refino da malha aumenta por sucessivas iteracdes das técnicas, o indice
topologico melhora consideravelmente apOs poucas iteracdes, enquanto que o indice geométrico
melhora muito pouco. Também é possivel perceber que regides entre linhas poligonais com
discretizacdo pr6xima umas das outras produzem regioes de qualidade superior. A frequéncia dos
angulos indica que ha uma concentracdo proxima a angulos retos nos quadrilateros no intervalo de 81°
e 99° para as técnicas pm e tq.Il, o que pode indicar bons elementos sendo formados principalmente
nestas regioes de discretizacao equivalente. A técnica tq.l, que representa o método original de Mark
De Berg (36), exibe como a distribuicao dos angulos, apesar de convexa, pode se encontrar distribuida

de forma heterogénea entre os angulos.
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Técnica IteragcOes ig i Quantidade de Elementos

pm 1 0.331217 1.660900 862

pm 2 0.375502 0.421174 3448
pm 3 0.405464 0.107756 13792
tq.I 1 0.206533 1.984837 1314
tq.I 2 0.251945 0.500285 5256
tq.I 3 0.282926 0.126705 21024
tq.I1 1 0.327161 1.688541 1016
tq.11 2 0.361226 0.427204 4064
tq.I1 3 0.383049 0.108892 16256

Tabela 5.2: Indices topoldgicos e geométricos para as malhas nas Figuras 5.9, 5.10 e 5.11.
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Grdfico 5.4: Frequéncia dos dngulos dos quadrildteros para a malha da Figura 5.9. Na vertical tem-se a frequéncia dos

dngulos, e na horizontal os valores dos dngulos.
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Grdfico 5.5: Frequéncia dos dngulos dos quadrildteros para a malha da Figura 5.10. Na vertical tem-se a frequéncia dos

dngulos, e na horizontal os valores dos dngulos.
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Grdfico 5.6: Frequéncia dos dngulos dos quadrildteros para a malha da Figura 5.11. Na vertical tem-se a frequéncia dos
dngulos, e na horizontal os valores dos angulos.
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Figura 5.11: Exemplo de malha gerada pela técnica de triquad método II com duas iteragdes no dominio da Figura 5.8.

5.3 Exemplo 3: Cadeira

Neste exemplo serdo aplicadas as técnicas do ponto médio (pm), de triquad (tq) pelos métodos I (tq.I) e
II (tq.IT) e ortoquad (oq) que sdo as técnicas que, no momento, ja sdo capazes de lidar com dominios
que contém buracos. A quadrilaterizacdo incremental podera ser aplicada para este caso como trabalho

futuro.

5.3.1 Descricao

Este dominio define um poligono com um buraco em seu interior. Este poligono é composto de trinta e
um segmentos, dentre os quais quatro fazem parte do buraco. A Figura 5.12 exibe o dominio utilizado
para uma quadrilaterizacdo convexa. A Figura 5.13 apresenta a malha resultante depois de aplicada a

técnica de ponto médio, enquanto que as Figuras 5.14, 5.15 e a 5.16 apresentam as malhas resultantes
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depois de aplicadas as técnicas de triquad pelo método I, de triquad pelo método II e de ortoquad,

respectivamente.
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Figura 5.12: Dominio para ser quadrilaterizado convexamente. Desenho original a direita, simplificacdo a esquerda. O

modelo original é de autoria de Dustin Wickham (86).

5.3.2 Motivacao

Espera-se demonstrar a aplicabilidade das técnicas sobre poligonos quaisquer que possuam buracos,
ndo importando sua quantidade ou tamanho. Este exemplo também tem como objetivo comparar as trés
técnicas que possuem a capacidade de lidar com buracos neste momento, e assim demonstrar as

qualidades e defeitos de cada uma sobre este modelo.

5.3.3 Resultados

Observou-se que a técnica de ortoquad foi a que melhor se comportou entre todas as técnicas, pois
exibe o melhor coeficiente topolégico e geométrico, bem como a melhor distribuicdo de angulos pela
malha para uma quantidade reduzida de quadrilateros na malha. A técnica de ortoquad é superior neste
caso, pois se utiliza indiretamente do eixo médio para guiar a construcao de uma malha. Um caso

particular acontece com a técnica do ponto médio: o indice topolégico aumenta antes de diminuir.
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Acredita-se que isto seja devido a um erro de aproximagao entre dois ou mais baricentros que estariam
muito préoximos um do outro, resultando em uma contagem elevada, pois os dois seriam contados como
um soO vértice duas vezes. A Tabela 5.3 exibe os indices topoldgicos e geométricos para as malhas das
Figuras 5.13, 5.14, 5.15 e 5.16. Os Graficos 5.7, 5.8, 5.9 e 5.10 exibem a frequéncia dos angulos nestas
malhas. Pode-se perceber pela Tabela 5.3, que conforme o refino da malha aumenta por sucessivas
iteracdes das técnicas, o indice topologico melhora consideravelmente ap6s poucas iteracdes, enquanto
que o indice geométrico melhora muito pouco com exce¢do da técnica do ponto médio. A frequéncia
dos angulos indica que ha uma concentracdo proxima a angulos retos nos quadrilateros no intervalo de
81° e 99° para as técnicas oq, pm e tq.Il, o que pode indicar bons elementos sendo formados
principalmente nestas regioes de discretizacdo equivalente. A técnica tq.I, que representa o método
original de Mark De Berg (36), exibe como a distribuicao dos angulos, apesar de convexa, pode se

encontrar distribuida de forma heterogénea entre os angulos.

Técnica IteragcOes ig i Quantidade de Elementos
pm 1 0.206461 0.532609 61
pm 2 0.241035 0.565359 244
pm 3 0.265424 0.382727 976
pm 4 0.279996 0.220857 3904
tq.I 1 0.143359 1.040323 93
tq.I 2 0.173488 0.582949 372
tq.I 3 0.194205 0.310794 1488
tq.I 4 0.206503 0.160806 5952
tq.11 1 0.174689 0.620000 69
tq.11 2 0.205824 0.550296 276
tq.11 3 0.226656 0.353420 1104
tq.11 4 0.239020 0.199400 4416
oq 1 0.302070 0.662252 108
0q 2 0.345458 0.525097 432
oq 3 0.376040 0.324211 1728
0q 4 0.394273 0.179713 6912

Tabela 5.3: Indices topoldgicos e geométricos para as malhas nas Figuras 5.13, 5.14, 5.15 e 5.16.
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Grdfico 5.7: Frequéncia dos dngulos dos quadrildteros para a malha da Figura 5.13. Na vertical tem-se a frequéncia dos
dngulos, e na horizontal os valores dos dngulos.
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Grdfico 5.8: Frequéncia dos dngulos dos quadrildteros para a malha da Figura 5.14. Na vertical tem-se a frequéncia dos

dngulos, e na horizontal os valores dos angulos.
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Grdfico 5.9: Frequéncia dos dngulos dos quadrildteros para a malha da Figura 5.15. Na vertical tem-se a frequéncia dos

dngulos, e na horizontal os valores dos dngulos.
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Grdfico 5.10: Frequéncia dos Gngulos dos quadrildteros para a malha da Figura 5.16. Na vertical tem-se a frequéncia dos

dngulos, e na horizontal os valores dos dngulos.
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Figura 5.13: Exemplo de malha gerada pela técnica do ponto médio com trés iteragdes no dominio da Figura 5.12.

Figura 5.14: Exemplo de malha gerada pela técnica triquad método I com trés iteragbes no dominio da Figura 5.12.
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Figura 5.16: Exemplo de malha gerada pela técnica ortoquad com trés iteragées no dominio da Figura 5.12.
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5.4 Exemplo 4: Arvore de natal

Neste exemplo serdo aplicadas as técnicas do ponto médio (pm), de triquad (tq) pelos métodos I (tq.I) e
IT (tq.IT) , ortoquad (oq) e quadrilaterizagdo incremental (qi) para dominios quaisquer sem restrigoes.
Este exemplo pode conter qualquer angulo situado no intervalo aberto de ]0°, 360°[. Usa-se de uma
geometria simétrica neste exemplo para testar como as técnicas se comportam neste dominio, mas €é

claro que a presenca de simetria ou ndo, ndo afeta a capacidade de resolucao das técnicas.

5.4.1 Descricao

Este dominio define um poligono simples com um eixo de simetria e varias pontas triangulares. A
arvore possui dezenove segmentos e vértices. A Figura 5.17 exibe o dominio utilizado para uma
quadrilaterizagcdo convexa. A Figura 5.18 apresenta a malha resultante depois de aplicada a técnica do
ponto médio, enquanto que as figuras 5.19, 5.20, 5.21 e 5.22 apresentam as malhas resultantes depois
da aplicagdo das técnicas de triquad pelo método I, triquad pelo método II, ortoquad e quadrilateracao

incremental, respectivamente.
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Figura 5.17: Dominio para ser quadrilaterizado convexamente.
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5.4.2 Motivacao

Espera-se demonstrar a aplicabilidade das técnicas sobre poligonos quaisquer sem restricdes. Este
exemplo também tem como objetivo comparar as quatro técnicas, e assim demonstrar as qualidades e
defeitos de cada uma sobre este modelo. Nao ha a necessidade de colocar mais exemplos para
comparar a técnica de quadrilaterizacdo incremental, pois esta técnica, no momento, ndo possui
nenhum critério, além da convexidade, que a faria obter resultados melhores que as técnicas ja

apresentadas.

5.4.3 Resultados

Observou-se que a técnica de Mark De Berg (triquad pelo método I) foi a que melhor se comportou
entre todas as técnicas, pois exibe o melhor coeficiente topolégico, e seu coeficiente geométrico esta
apenas a aproximadamente quatro centésimos do maior. O método de triquad possui a melhor
distribui¢do de angulos pela malha, mesmo que envolva uma quantidade maior de elementos. Isto
demonstra que para determinados dominios, o melhor a ser feito é realizar uma triangulacdo anterior a
uma quadrilaterizagdo. Porém, depois de varios exemplos apresentados nesta dissertacao, é possivel
perceber que este método nao é ideal para qualquer situacdo, por trés motivos: para cada triangulo
ruim, serdo gerados pelo menos trés quadrilateros ruins; em todos os outros exemplos apresentados
nesta dissertacdo, outras técnicas estdao melhores qualificadas; e por fim, Lai (45) ja provou que uma
quadrilaterizacdo direta possui vantagens geométricas sobre um método indireto. Em seguida, tem-se a
técnica do ponto médio, que possui o melhor coeficiente geométrico e seu coeficiente topologico esta a
aproximadamente trés centésimos do maior. Isto é de se esperar, ou seja que para dominios quaisquer
ou a técnica do ponto médio, ou de ortoquad, se comportem melhor pois se guiam através de um
elemento mediano do dominio. Os Gréficos 5.13 e 5.11 sdo similares, e isto acontece pois pode ser que
varias regides convexas obtidas pelo ponto médio sejam de fato quadrilaterais. A Tabela 5.4 exibe os
indices topologicos e geométricos para as malhas das Figuras 5.18, 5.19, 5.20, 5.21 e 5.22. Os Graficos
5.11, 5.12, 5.13, 5.14 e 5.15 exibem a frequéncia dos angulos nestas malhas. A frequéncia dos angulos
para todas as malhas se concentram no intervalo de 81° e 99°, mas pode-se perceber que uma escala
gradual a partir do intervalo ideal para os angulos extremos, isto é, proximos de 0° e 180° é o que

produz o melhor resultado para a técnica de triquad (tq.I).
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Técnica IteragcOes ig i Quantidade de Elementos
pm 1 0.432881 0.593220 39
pm 2 0.477649 0.569231 156
pm 3 0.508136 0.375178 624
pm 4 0.525269 0.214043 2496
tq.I 1 0.329998 0.971831 51
tq.I 2 0.401689 0.596708 204
tq.I 3 0.452293 0.332587 816
tq.I 4 0.481869 0.175885 3264
tq.I1 1 0.394215 0.746032 43
tq.11 2 0.441039 0.582938 172
tq.11 3 0.473489 0.359477 688
tq.11 4 0.492238 0.199312 2752
0q 1 0.330233 0.622642 35
oq 2 0.384754 0.577143 140
oq 3 0.426558 0.376789 560
0q 4 0.451949 0.214135 2240

qi 1 0.300444 0.764706 23
qi 2 0.352261 0.584071 92
qi 3 0.393308 0.356968 368
qi 4 0.420047 0.197038 1472

Tabela 5.4: Indices topoldgicos e geométricos para as malhas nas Figuras 5.18, 5.19, 5.20, 5.21 e 5.22.
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Grdfico 5.11: Frequéncia dos Gngulos dos quadrildteros para a malha da Figura 5.18. Na vertical tem-se a frequéncia dos

dngulos, e na horizontal os valores dos dngulos.
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Grdfico 5.12: Frequéncia dos Gngulos dos quadrildteros para a malha da Figura 5.19. Na vertical tem-se a frequéncia dos

dngulos, e na horizontal os valores dos dngulos.
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Grdfico 5.13: Frequéncia dos Gngulos dos quadrildteros para a malha da Figura 5.20. Na vertical tem-se a frequéncia dos

dngulos, e na horizontal os valores dos dngulos.
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Grdfico 5.14: Frequéncia dos Gngulos dos quadrildteros para a malha da Figura 5.21. Na vertical tem-se a frequéncia dos

dngulos, e na horizontal os valores dos dngulos.
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Grdfico 5.15: Frequéncia dos Gngulos dos quadrildteros para a malha da Figura 5.22. Na vertical tem-se a frequéncia dos

dngulos, e na horizontal os valores dos dngulos.

Figura 5.18: Exemplo de malha gerada pela técnica do ponto médio com quatro iteragbes no dominio da Figura 5.17.

155



Figura 5.20: Exemplo de malha gerada pela técnica de triquad método II com quatro itera¢bées no dominio da Figura 5.17.
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Figura 5.21: Exemplo de malha gerada pela técnica de ortoquad com quatro iteragdes no dominio da Figura 5.17.

Figura 5.22: Exemplo de malha gerada pela técnica de quadrilaterizagdo incremental com quatro iteragées no dominio da

Figura 5.17.
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5.5 Consideracoes finais

As técnicas que possuem maior qualidade em geracdao de elementos sdo as técnicas do ponto médio e
ortoquad, e isto pode ser afirmado, mesmo sem um critério de qualidade no momento de formacao dos
elementos, pois todos os critérios de qualidade utilizados nesta dissertacdo: o indice topoldgico, o
indice geométrico e a frequéncia dos angulos retos indicam uma proximidade da malha Cartesiana, que
é a melhor que existe. Se for adotado portanto uma estratégia que siga os pontos fortes de cada técnica
de forma a eliminar elementos ruins, a tendéncia é que se tenha varias técnicas excelentes de geracao
de malha quadrilateral convexa, isto é, as técnicas precisam ser aperfeicoadas. Todas as técnicas geram
elementos exclusivamente convexos, porém ainda falta um critério qualquer a ser determinado para
cada técnica que aumente a qualidade dos elementos gerados e as aperfeicoem. Este critério ainda nao
foi determinado no presente momento, ja que que muito pouco se sabe sobre as propriedades estruturais
de malhas quadrilaterais e algoritmos de quadrilaterizacdao segundo Aurenhammer (8). Enquanto varios
pesquisadores recorrem a heuristicas, que ndo garantem elementos convexos, ou malhas quad-
dominant, que ndo garantem todos os elementos quadrilaterais, o estudo de malhas quadrilaterais
exclusivamente convexas e de qualidade ainda precisa de inovagdes. Somente este estudo, no futuro,
podera esclarecer as propriedades de uma quadrilaterizacdo convexa de qualidade, quando entdao sera
necessario adequar as técnicas aqui apresentadas a tais requisitos. No proximo e ultimo capitulo serao

discutidos as técnicas, e as melhorias futuras que poderdo ser feitas para cada uma delas.
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6. Conclusao

O objetivo desse trabalho foi apresentar contribuicdes a drea de geracdo de malhas exclusivamente
quadrilaterais, convexas e ndo estritas. Ao longo deste trabalho, foram apresentadas diversas
propriedades destas malhas, além do inicio ao estudo de quadrilateros n-conexos que se acredita
seja o caminho para a obtencdo de uma quadrilaterizacdo convexa de qualidade. Foram
apresentadas quatro novas técnicas desenvolvidas que foram testadas, mas que ainda possuem
melhorias a serem feitas. Nos paragrafos a seguir, sdo discutidas as técnicas de forma a apontar os

seus pontos fortes e fracos. Esse capitulo também apresenta trabalhos futuros a serem realizados.

6.1 Ponto médio

A técnica do ponto médio divide um dominio qualquer com restricoes em regides convexas, e
obtem uma quadrilaterizacdo convexa pelo ponto médio de cada regido ao final de sua execucao. O
ponto fraco desta técnica é que a divisdo de um dominio qualquer com restricdes em regides
convexas de qualidade ndo é um problema trivial e isso pode gerar regides ruins e
consequentemente malhas também muito ruins, a menos que essa divisdo seja melhorada de alguma
forma eficiente. Logo, é possivel produzir quadrilateros finos e alongados no dominio. Estes
quadrilateros convexos sdo resultantes de uma regido convexa achatada ou fina, isto é, uma regido
ruim. Também é possivel obter quadrilateros pequenos préximos de quadrilateros grandes, ja que
ndo se usa um critério para formacao das regides. E facil perceber que o ponto médio é um vértice
irregular, pois pode ser compartilhado por mais ou menos que quatro quadrilateros. Contudo, estes
quadrilateros irregulares, que possuem o vértice irregular, podem ter seu efeito reduzido na malha
ao aplicar a técnica do ponto médio por repetidas vezes, pois os quadrilateros convexos definem
vértices regulares em seu ponto médio. O ponto forte desta técnica é que ela ndo depende da
formacdo de ciclos pares ou impares e pode ser aplicada para qualquer dominio, desde que se
permita inserir novos pontos em sua fronteira. Outro ponto forte é que como se trata de uma técnica
simples pode ser combinada a outras técnicas de particionamento em regides convexas ou de

quadrilaterizagdo existentes de modo a melhorar a qualidade da malha produzida.
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6.2 Triquad

A técnica de triquad efetua uma triangulacdo anterior a quadrilaterizacdo pelo uso do ponto médio.
E possivel observar que para determinados casos, uma triangulacio pode ser vantajosa. Como a
complexidade desta técnica reside na técnica de triangulacdo, pode-se determinar um limite inferior
de Q(nlogn) para esta técnica, apesar do algoritmo de complexidade O(n?) apresentado neste
trabalho. Se a busca de eficiéncia é o foco para uma quadrilaterizacao convexa, para este momento
da pesquisa, acredita-se que esta técnica seja o caminho. Contudo, a qualidade das malhas geradas
pode ser inferior a outras técnicas como foi visto. Logo, tentar combinar tridngulos aos pares antes
de aplicar o ponto médio, ja é em si o minimo esperado para qualquer técnica que busque este
caminho. Suas desvantagens estdo diretamente ligadas as desvantagens de uma triangulacdo
qualquer, como a geracdo de elementos finos e achatados que produzira quadrilateros convexos
ainda piores. E sua vantagem estd principalmente na eficiéncia, e no amplo uso de técnicas de
triangulacdo existentes que podem ser usadas como sujeito de teste para uma quadrilaterizagdo

convexa, como a triangulacdo Delaunay.

6.3 Ortoquad

Esta técnica insere circulos maximos no dominio através de um método interativo antes de efetuar
uma quadrilaterizacdo convexa por meio de diagonais pares e impares. Este caminho parece ser
uma das melhores oportunidades para o desenvolvimento de uma técnica de quadrilaterizacao
convexa de qualidade. Ajustar o posicionamento dos circulos, e ajustar a discretizacdo das bordas
pode gerar quadrilateros convexos muito bons como foi visto. Contudo, ainda existe o problema de
gerar regides muito finas, devido a circulos muito proximos um dos outros, e de se determinar quais
sdao os branch points do eixo médio. Estes branch points sao pontos em que o eixo médio se
subdivide para duas ou mais regides de uma figura. Acredita-se que neste local é necessaria a
existéncia de um elemento irregular para cada regido para gerar uma malha convexa de qualidade.
Tentar aplicar as técnicas de bubble mesh ou circle-packing para esta técnica parece ser o caminho
natural que podera realmente demonstrar sua eficiéncia ou ndo para uma quadrilaterizacdao convexa.
Esta técnica também pode ser combinada com outros métodos de quadrilaterizacdo para se verificar
se é possivel aumentar a qualidade dos elementos gerados. Sua complexidade no momento esta

estimada em O(n?).
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6.4 Quadrilaterizacao Incremental

Esta ultima técnica insere quadrilateros n-conexos convexos em um dominio. Apesar de no
momento isto estar sendo feito por meio de decomposi¢ao em regides, também é possivel adapta-lo
para um algoritmo de avanco de fronteira ou qualquer outra técnica de quadrilaterizacdo. A
pesquisa de uma quadrilaterizacdo deste tipo podera revelar as propriedades de uma técnica de
quadrilaterizacdo convexa de qualidade. Este algoritmo trata da esséncia de uma quadrilaterizagao
convexa, e busca entender o que é necessario para que ela ocorra. Tentar inserir quadrilateros
convexos n-conexos por meio de deltoides (kites) e losangos (rhombus) é o caminho natural para
esta técnica, além de tentar inserir quadrilateros de ordem inferior que nao foram abordados nesta
dissertagdo: como os 2- -conexos ou 1-conexo. Esta técnica sera desenvolvida e aperfeicoada no
futuro, e acredita-se que através dela sera possivel tratar o caso da hexaedralizacdo para o espaco

tridimensional.
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6.5 Trabalhos Futuros

Como foi visto a insercdo de novos pontos em um dominio pode ser essencial para uma
quadrilaterizacdo convexa. Por esta razdo, um dos trabalhos futuros é, antes de realizar a
quadrilaterizagdao convexa por meio de uma das quatro técnicas, utilizar-se de técnicas para a
inser¢do de novos pontos no dominio: o circle-packing, também chamado de teorema de Koebe-
-Andreev-Thurston (11), que consiste na inser¢dao de circulos internos a geometria e nas fronteiras
de forma a preencher o dominio; e o growing neural gas, desenvolvido em 1991 por Martinez (58)
e aperfeicoado por Fritzke (38) e Holmstrom (42). Nesta tultima técnica, pontos sdo adicionados
incrementalmente com base em uma funcdo de probabilidade responsavel por gerar sinais. Tais
sinais servem de guia para a constru¢do de um esqueleto topolégico baseado no dominio.
Entretanto, outras técnicas de insercao de pontos de Steiner podem ser usadas para esse fim. Outro
caminho natural, neste momento, é tentar expandir estas técnicas para o caso tridimensional. Além

disso, existem algumas melhorias que podem ser feitas nas quatro técnicas aqui apresentadas:

A Ponto médio: Escolha de diagonais horizontais e verticais como prioridade antes de
dividir pela bissetriz de forma a buscar o eixo de simetria das figuras. Tentar usar um
critério nos angulos formados de forma a evitar elementos achatados e finos. Testar

com outros algoritmos de particionamento de regides convexas.

A Triquad: Testar com outros algoritmos de triangularizacdo, como triangularizacao
Delaunay. Tentar aplicar a inversdo de diagonais com quadrilateros vizinhos para

tentar produzir quadrilateros convexos de qualidade superior.

A Ortoquad: Aplicar a técnica de bubble mesh, criando forcas de interacdo entre
circulos vizinhos de forma a distribui-los igualmente pelo dominio. Usar o baricentro
das regides como centro dos circulos produzidos. Combinar esta técnica com outras

técnicas de quadrilaterizagdao convexa.

A Quadrilaterizagdo Incremental: Tentar inserir quadrilateros convexos n-conexos de
qualidade diretamente no dominio, como kites e rhombus. Observar limitagdes deste
algoritmo. Combinar com outros algoritmos de quadrilaterizagdo convexa, como o

onion peeling de Prosenjit de forma a observar seus efeitos.
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