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RESUMO

No Problema da Arvore z-Spanner de Custo Minimo, cuja entrada é uma tripla (G,w,t), onde
G = (V,E) é um grafo simples, w : E — R™ é uma fung¢@o de ponderagio das arestas e r > 1 é
um parametro, denominado de fator de dilatacdo, o objetivo consiste em determinar uma 4rvore
geradora 7 em G de menor custo, tal que a distancia entre qualquer par de vértices i e j na drvore
T é no maximo ¢ vezes a distancia entre i € j em G. A partir da defini¢do formal do problema,
apresentamos um contexto de aplica¢do, complexidade e trabalhos relacionados na literatura.
Concentramo-nos em métodos de programacao matemdtica para sua resolu¢ao. Propomos um
algoritmo enumerativo baseado em um procedimento de branch-and-bound. Apresentamos e
estudamos quatro formulagdes de programacao linear inteira para o problema, uma exponencial
e trés compactas. Duas das formulagcdes compactas sdo as Unicas presentes na literatura do
problema. Propomos desigualdades vélidas com potencial para fortalecer a relaxacdo linear dos
modelos. Implementamos e avaliamos computacionalmente as formulagdes, as desigualdades
vélidas e o algoritmo enumerativo usando a linguagem C++ e o resolvedor CPLEX. Reportamos
os resultados computacionais obtidos por cada método e identificamos o que apresenta o melhor

desempenho para cada grupo de instancias.

Palavras-chave: arvore 7-spanner de custo minimo; formulagdo matemaética; branch-and-bound,

programacao linear inteira.



ABSTRACT

In the Minimum Weight ¢-Spanner Tree Problem, whose input is a triplet (G,w,t), where
G = (V,E) is a simple graph, w : E — R is an edge weighting function and 7 > 1 is a parameter,
called the dilatation factor, the objective consists in determining a spanning tree 7 in G of
minimum weight, such that the distance between any pair of vertices i and j in tree T is at
most ¢ times the distance between i and j in G. Starting from the formal definition of the
problem, we present an application context, the problem complexity and related works in the
literature. We focus on mathematical programming methods for its resolution. We propose
an enumerative algorithm based on a branch-and-bound procedure. We present and study an
exponential and three compact integer linear programming formulations for the problem. Two of
the compact formulations are the only ones present in the problem literature. We propose valid
inequalities with the potential to strengthen the linear relaxation of the models. We implement
and computatuionally evaluate the formulations, the valid inequalities, and the enumerative
algorithm using C++ Language and CPLEX solver. We report on the computational results
obtained by each method, and we identify the one that presents the best performance for each

group of instances.

Keywords: minimum weight z-spanner tree; mathematical formulation; branch-and-bound;

integer linear programming.
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1 INTRODUCAO

Seja G = (V,E) um grafo simples, onde V é o conjunto de vértices e E, 0 conjunto
de arestas. Um subgrafo H = (V',E’) de G é um outro grafo cujos vértices e arestas sdo
subconjuntos dos vértices e arestas de G. O subgrafo H € dito gerador se V' =V, e, caso seja
conexo e aciclico, H é denominado uma arvore geradora de G. Quando temos uma fung¢ao de
ponderagdo w : E — R, que associa a cada aresta e € E(G) um valor real, dizemos que G é um
grafo ponderado. Nesse caso, o peso (ou custo) do grafo € a soma dos pesos de suas arestas.

Problemas sobre subgrafos geradores com pré-determinadas caracteristicas apare-
cem em varios cendrios, dentre eles: computacao distribuida (AWERBUCH, 1985; PELEG;
ULLMAN, 1989), redes de comunicacdao (PELEG; UPFAL, 1988; PELEG; RESHEF, 1999;
OLIVEIRA; PARDALOS, 2005), localizacdo e distribuigdo (GOLDSCHMIDT et al., 1996),
robdtica (MARBLE; BEKRIS, 2011b; ARIKATT et al., 1996; MARBLE; BEKRIS, 2011a) e
bioinformatica (NGUYEN ez al., 2008). Neste trabalho, focamos em um dos problemas sobre
subgrafos geradores: o problema da drvore z-spanner de custo minimo.

O Problema da Arvore t-spanner de Custo Minimo (AtSCM) é a composicio de
dois problemas de otimiza¢do: o Problema da Arvore Geradora de Custo Minimo (AGM) e o
Problema do ¢-spanner de Custo Minimo (tSCM). Temos como entrada uma tripla (G, w,t), na
qual G = (V,E) é um grafo simples, w : E — R™ é uma fun¢io de ponderagdo das arestas e
t > 1 é um nimero real, denominado fator de dilatacdo. O problema consiste em determinar uma
arvore geradora T em G de menor peso, tal que a distancia entre qualquer par de vértices i € j na
arvore T € no maximo ¢ vezes a distincia entre i e j em G, sendo a distancia entre i e j dada pelo
peso de um caminho de peso minimo entre esses vértices no grafo considerado. As Figuras 1,
2 e 3 ilustram, respectivamente, um grafo G de entrada, a Arvore Geradora de Custo Minimo
(AGM*) de G e a Arvore t-spanner de Custo Minimo (AtSCM*) para ¢ = 3. O ntimero préximo
a cada aresta representa seu peso.

Quando w, = 1, para toda aresta e € E(G), qualquer drvore geradora de G terd peso
|V(G)| — 1, logo o problema de otimizag@o se torna um problema de deciso, no qual desejamos
determinar se G admite ou ndo uma arvore ¢-spanner. Nesse caso, denotaremos o problema como
AtS.

O problema da drvore ¢-spanner de custo minimo ja foi bastante explorado para o
caso com pesos unitdrios (AtS), mas para o caso com pesos arbitrarios ainda ha poucos estudos,

principalmente na drea de programa¢do matemadtica, visto que na literatura do problema sé
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Figura 1 —Grafo G,t =3

Fonte: elaborado pelo autor.

Figura 2 — Arvore Geradora de Custo Minimo (AGM*) de G

O~ ——0——£

Fonte: elaborado pelo autor.

Figura 3 — Arvore t-spanner de Custo Minimo (AtSCM*) de G
(D2 ()2 (225
\Z/ N O

Fonte: elaborado pelo autor.

se encontra um algoritmo exato e duas formulagdes matematicas, ambos propostos por Braga
(2019).

Sabe-se que os dois problemas, AtS e AtSCM, sdo computacionalmente dificeis em
geral. Grosseiramente falando, isso significa que nao ha garantia da existéncia de algoritmo
para solucao do problema cujo tempo de execucdo cresca polinomialmente com o tamanho do
grafo de entrada. Estd provado que AtS pode ser resolvido em tempo linear para t = 2, que € um
problema NP-completo para t > 4 (CAl; CONEIL, 1995), mas para o caso t = 3 a complexidade
ainda estd em aberto. Como instincias do AtS sdo um subconjunto das instancias do AtSCM,
entdo os casos NP-completos se traduzem em casos NP-dificeis para o AtSCM. Na verdade,
para instancias com pesos arbitrdrios, o AtSCM j4 é NP-dificil para r > 1 (CAIL; CONEIL, 1995).

Neste trabalho, tratamos o AtSCM através de programacdo matemdtica, com o intuito
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de resolver instancias maiores que as ja tratdveis, até o momento, pelos métodos existentes na
literatura. Para um melhor entendimento do material aqui apresentado, revisamos inicialmente
alguns conceitos de grafos que serdo utilizados no decorrer do texto, além de conceitos rela-
cionados a programac¢do matemadtica. Apresentamos uma revisao bibliogréfica do problema e
estudamos, em particular, as formulagdes existentes na literatura (BRAGA, 2019). Propomos
duas novas formulacdes e um novo algoritmo exato, que implementamos e avaliaremos com-
putacionalmente. Resultados preliminares com relaxacgdo linear das formulagdes inspiraram a
determinacdo de desigualdades vélidas, que serdo apresentadas e implementadas, para avaliar
a mudanca de desempenho das formula¢des com suas adi¢cdes aos modelos. Na secao a seguir

apresentaremos, de modo mais detalhado, o que cada capitulo do texto ird tratar.

1.1 Estruturacao da Dissertacao

Esta dissertacdo estd dividida em trés partes principais: defini¢do e propriedades do
problema, métodos propostos e consideragdes finais.

No Capitulo 2, recapitulamos no¢des bésicas de teoria dos grafos e programacao
matemadtica. Apresentamos os conceitos em grafos que serdo utilizados neste trabalho, bem
como sobre modelos de programacao linear inteira, constituidos de varidveis, restri¢des e func¢ao
objetivo.

No Capitulo 3, definimos formalmente os problemas de 7-spanner em grafos e,
especificamente, definimos o problema da arvore z-spanner de custo minimo, alvo deste trabalho.
Adicionalmente, apresentamos uma revisao bibliografica, mostrando histérico, complexidade e
trabalhos relacionados na literatura.

No Capitulo 4, propomos um algoritmo exato para o AtSCM, o primeiro para o
problema que nio utiliza resoluciao de formula¢des matematicas como um de seus componentes.
Lembramos que o algoritmo exato conhecido para o AtSCM foi proposto por Braga (2019), sendo
um algoritmo do tipo Branch-and-Price. Nosso algoritmo aplica um procedimento de Branch-
and-Bound, onde cada subproblema € solucionado por uma adaptacio do cldssico algoritmo de
Kruskal (KRUSKAL, 1956), que determina, dado um grafo G ponderado, uma arvore geradora
minima de G.

No Capitulo 5, apresentamos as formulagdes lineares-inteiras estudadas neste tra-
balho, duas delas sdo as primeiras formulacdes para o AtSCM, que foram propostas por Braga

(2019). Adicionalmente, propomos duas novas formulacdes para o problema, uma compacta e
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outra com uma quantidade polinomial de varidveis, mas exponencial de restri¢des. Estudamos
a relaxagdo linear das formulagdes (remogao das restricdes de integralidade das varidveis) e,
inspirados nos pontos fraciondrios, propomos desigualdades vélidas, com o intuito de fortalecer
os modelos.

No Capitulo 6, apresentamos os resultados computacionais obtidos pelos métodos
de resolugdo, ja existentes e propostos. Comparamos o desempenho da implementagdo, em
C++, utilizando o solver CPLEX (IBM, 2021), das formula¢Oes matemadticas e do algoritmo
enumerativo. Observamos o impacto no desempenho das formulacdes apés a adicao de desigual-
dades vélidas. Analisamos os resultados, identificamos qual o melhor método para cada classe
de instincias e concluimos quais desigualdades validas acarretaram melhoria na performance
das formulagdes.

No Capitulo 7, apresentamos as conclusdes do trabalho, reforcando nossas contribui-

¢oes para o AtSCM, e indicamos possiveis direcdes para trabalhos futuros.
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2 CONCEITOS PRELIMINARES

Neste capitulo, apresentaremos 0s principais conceitos da area de teoria dos gra-
fos utilizados no decorrer do texto. Além disso, apresentaremos a definicdo de modelos de

programacdo matematica, que sdo o alvo principal deste trabalho.

2.1 Programacao Matematica

Genericamente, problemas de otimizacdo consistem em determinar, dentre um
conjunto de solucdes possiveis, que atendem as condi¢des do problema, uma que seja a melhor,
segundo algum critério que ranqueia as solugdes vidveis.

Quando nos deparamos com um problema desse tipo, intuitivamente procuramos
formas de soluciond-lo. As vezes, o fazemos de forma desorganizada e ndo conseguimos
resultados. Uma abordagem para esses casos pode ser encontrada com programa¢ao matematica,
onde modelamos e organizamos os dados do problema, por meio de varidveis que representam
as caracteristicas dele, de modo que ele fique mais simples de ser estudado. Modelos de
programacdo matematica sao compostos por trés partes: varidveis, restri¢cdes e fungdo objetivo.

As varidveis de um modelo matemadtico sio elementos de decisdao, podendo determi-
nar uma condi¢do ou quantificagdo de algum fator, este tltimo podendo ser ou nao fracionado.
Restri¢cdes determinam limitagdes ou imposicdes para alguma caracteristica do problema, a
serem descritas por expressdoes matematicas em termos das varidveis. Por fim, temos a funcao
objetivo do modelo, que define o critério que queremos otimizar, dadas as varidveis e as restricoes
estabelecidas. O objetivo pode ser de dois tipos: minimiza¢do ou maximizagao.

A solu¢do de um modelo matematico € a melhor atribuicio de valores as suas varia-
veis, considerando a fungdo objetivo, dentro dos limites definidos pelas restri¢des, denominada
como solucdo 6tima. A depender das caracteristicas do modelo, sdo usados, para sua resolu-
¢ao, diferentes métodos de otimizacdo. Em nosso estudo, o problema € tratado por meio de
modelagens de programacao linear-inteira (PLI), onde cada uma das func¢des que definem as
restricoes e a funcao objetivo sdo lineares, e algumas (ou todas) as varidveis devem receber
valores pertencentes ao conjunto dos nimeros inteiros, enquanto hé possivelmente outras a quem

se pode atribuir valores fraciondrios.
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Uma formulagdo genérica para modelos PLI é:

min ¢'x+d'y
s.a: Ax+Dy <b
xeZ

y>0

Nessa descricdo ¢ € Q™ e d € Q2 sdo vetores de coeficientes, que definem a fungéo objetivo
c'x+d"y, a ser minimizada, como indica o termo min. A, xp, € Dyxn, $30 matrizes de coefi-
cientes racionais das m restricdes do modelo, associadas as n; varidveis x e as np varidveis y,
respectivamente. Para transformarmos esse problema em maximizacdo basta pré-multiplicarmos
a funcdo objetivo por -1. Ax+ Dy < b representa o conjunto de restricdes do modelo, e os vetores
x e y compreendem as varidveis, respectivamente, inteiras e fraciondrias. Por simplicidade,
estamos supondo varidveis ndo negativas. O modelo obtido com a remogao das restricdes de
integralidade das varidveis x € chamado de relaxacao linear.

Modelos matematicos, apesar de representarem problemas de otimiza¢do de modo
preciso, podem demandar grande esfor¢co computacional para serem solucionados. Nesse con-
texto, podemos aperfeicoar as formulagdes, geralmente modificando o conjunto de restri¢des, ou
propor métodos alternativos para resolucao do problema, por exemplo, com métodos heuristicos,
que, apesar de ndo garantirem que a solucio encontrada é 6tima, tendem a ser mais rapidos que
as formulacdes.

Uma das estratégias para fortalecer um modelo € a inclusdo de desigualdades vélidas.
Sejam (P) o problema de PLI apresentado acima e (X,Y) o conjunto de todos os pontos vidveis
de (P). Desse modo (X,Y) = {(x,y) € Z" x R™|Ax+ Dy < b,x > 0,y > 0}. Além disso,
seja (11, mp,7°), com m; € QM, m € Q™ e 7 € Q. Dizemos que (71, M, °) define uma

desigualdade vélida de (P) se:
mix+mhy < n° V(x,y) € (X,Y) 2.1)

Sejam (X’,Y’) o conjunto de todos os vidveis da relaxagdo linear de (P) e (x,y) € (X’,Y’) tal
que existe x; ¢ 7, para algum i € {1,...,n; }. Dizemos que (71,7, 7°) corta o ponto (x,y) se
nix + ﬂéy > 70 (viola (2.1)). A inclusdo de desigualdades vélidas para (P) que cortem solugdes

da relaxacdo linear invidveis para (P) podem contribuir para a resolu¢do do modelo.
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2.2 Teoria dos Grafos

Um grafo G simples é um par ordenado (V,E), onde V € o conjunto de vértices e
E, o conjunto de arestas, que representam uma relacdo entre pares de vértices. Dessa maneira,
uma aresta e € E é dada por {i, j} CV, comi# j. A Figura 4 ilustra a representacio gréfica de
um grafo, onde V = {1,2,3,4} e E = {{1,2},{2,3},{3,4},{1,4}}. A menos que especificado
de outra forma, o conjunto de vértices e arestas de um grafo G serd denotado por V(G) e E(G),
respectivamente. Dizemos que G é ponderado se existe uma fungdo de ponderacaow : E(G) — R,

que associa a cada aresta e € E(G) um valor real.

oS0
oo

Figura 4 — Exemplo de um grafo G

Fonte: elaborado pelo autor.

Dizemos que grafo H é subgrafo de um outro grafo G, a ser denotado H C G,
se V(H) CV(G) e E(H) C E(G); em particular, se V(H) = V(G) entdo o denominamos de
subgrafo gerador. H € dito subgrafo induzido quando, para quaisquer dois vértices i e j de H, se
{i,j} € E(G) entdo {i,j} € E(H). Definimos um grafo G = G; UG, como a unido de outros
dois grafos G| e G, quando V(G) =V (G,)UV(G,) e E(G) = E(G1) UE(G,). Defina Ng(v)
como o conjunto de vértices adjacentes ao vértice v € V(G), ou seja, Ng(v) = {i[{v,i} € E(G)},
denominado de vizinhanca de v. Quando o grafo estiver claro pelo contexto, o subindice g pode
ser descartado.

Um dos problemas fundamentais de otimizacdo combinatéria € a determinagdo de um
caminho de menor comprimento em um grafo G, entre dois vértices dados. Um i, j-caminho em
um grafo ndo-direcionado é uma sequéncia ndo vazia de vértices distintos P = (vo, Vi,..., Vk_1, Vi)
de G, com vy =ie vy = j,onde {v;,vi;1} € E(G),] €{0,...,k— 1}, que sdo chamadas arestas
do caminho. O comprimento desse caminho € k, ou seja, a quantidade de arestas. Por exemplo,
na Figura 4, (1,2,3,4) é um 1,4-caminho de comprimento 3. Sem prejuizo de entendimento,
vamos também chamar de caminho o grafo definido pela sequéncia de vértices e arestas do
caminho.

Quando o i, j-caminho possui 0 menor comprimento possivel, dentre todos os i, j-
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caminhos de G, ele € dito um i, j-caminho minimo. Se G for um grafo ponderado, o peso do
caminho € a soma dos pesos de suas arestas. Nesse caso, definimos o tamanho/custo de um
i, j-caminho como seu peso, e assim definimos o caminho de peso minimo. O caso de pesos
unitérios é equivalente aquele sem pesos. Vamos definir distg(i, j) como a distancia entre i e j,
que representa o custo de um i, j-caminho de menor peso em G, em outras palavras, o custo de
um caminho minimo entre i e j.

Existem na literatura alguns algoritmos que, dados um grafo ponderado G e dois
vértices i e j, calculam distg(i, j) em uma quantidade polinomial de passos, em fungdo da
quantidade de vértices e arestas de G, caso a funcdo de ponderagcdo w atenda a determinadas
condigdes, como por exemplo, w : E(G) — R™ (Dijkstra (1959)) ou a hipétese de que toda aresta
e ={u,v} € E(G) € tal que w, +distg\,(u,v) > 0, onde G \ e € o grafo resultante da remogdo da
aresta e (Bellman (1958), Ford (1956), Floyd (1962), Warshall (1962)).

Um ciclo C em um grafo ndo direcionado G € uma sequéncia de vértices com
pelo menos quatro vértices de G, todos distintos, a menos do ultimo que serd o primeiro, ou
seja, C = (v, V1,..., Vk—1, Vi), com vo = v, onde {v;,v;11} € E(G), 1 € {0,...,k— 1}, que sdo
chamadas arestas do ciclo. Podemos perceber C como um vg, v;_;-caminho com a adi¢ao da
aresta {vy_1,vo}. O tamanho desse ciclo é k. Frequentemente, chamamos também de ciclo
o grafo definido pela sequéncia de vértices e arestas do ciclo. Se {vo,vi,...,vk—1} = V(G),
dizemos que C é um ciclo hamiltoniano. Caso exista um ciclo hamiltoniano no grafo, G é
dito hamiltoniano, sendo G € dito ndo hamiltoniano. Dizemos que G € aciclico se ndo possuir
qualquer ciclo.

Um grafo conexo € tal que existe um caminho entre cada par de vértices. Um grafo
T = (V,E) é dito uma drvore se T é um grafo conexo e aciclico. Se T é um subgrafo gerador
de um outro grafo G, dizemos que T €é uma arvore geradora de G. Podemos caracterizar um
determinado grafo G como uma arvore de varias maneiras, além de conectividade e aciclicidade.
No Teorema 2.2.1 apresentamos as principais maneiras de identificar que um determinado grafo

€ uma arvore.

Teorema 2.2.1 (WEST, 2000) As seguintes afirmagoes sdo equivalentes e caracterizam uma
drvore G com n vértices (n > 1):

1. G é conexo e aciclico.

2. G é conexo e possui n— 1 arestas.

3. G possui n— 1 arestas e ndo contém ciclos.
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4. Parau,v € V(G), G possui exatamente um u,v-caminho.

De modo semelhante ao problema do caminho minimo, um outro problema de
otimizacdo surge: dado um grafo ponderado G, determinar uma arvore geradora de G que
tem o menor custo, denotada por AGM*. Na literatura, existem algoritmos polinomiais que
determinam uma AGM* em G (ver por exemplo Kruskal (1956) e Prim (1957)). Em particular,
o algoritmo proposto por Kruskal (1956) serd fundamental para o desenvolvimento do nosso
algoritmo enumerativo, portanto, apresentaremos sua descri¢do no Capitulo 4.

Um grafo direcionado (digrafo) D é um par ordenado (V,A), onde V é o conjunto de
vértices e A, o conjunto de arcos, sendo cada arco um par ordenado de vértices. Diferentemente
da defini¢do de grafo (ndo direcionado), na qual uma aresta representa um par ndo ordenado
de vértices, vamos denotar cada elemento de A como (i, j), com i, j € V. Dizemos que o arco
(i,J) sai de i e chega (ou entra) em j. Um digrafo D € dito simétrico quando (i, j) € A implica
(j,i) € A. Podemos transformar um grafo ndo direcionado G = (V,E) em um digrafo simétrico
D simplesmente criando duas orientagdes para cada aresta {i, j} € E(G), ou seja, D = (V(G),A),
onde A = {(i,j),(J,i)|{i,j} € E(G)}. A Figura 5 ilustra a transformagao do grafo da Figura 4

em um grafo direcionado simétrico.

Figura 5 — Exemplo de um digrafo simétrico D

Fonte: elaborado pelo autor.

Da mesma maneira que em grafos nao direcionados, abstraimos conceitos de vizi-
nhanca, caminho e ciclo para grafos direcionados. Dividimos vizinhan¢a de um determinado
vértice v € V(D) de duas maneiras: conjunto de vértices i, cujo arco (i,v) chega em v, de-
nominado de vizinhanga de entrada de v, e conjunto de vértices j, cujo arco (v, j) sai de v
denominado vizinhanca de saida v. Formalmente, denotamos a vizinhanga de saida de v como
Nj (v) ={j|(v,j) € A(D)} e vizinhanga de entrada como N;, (v) = {i|(i,v) € A(D)}. O subindice

D pode ser descartado quando o digrafo estiver claro pelo contexto.
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Um i, j-caminho P em um grafo direcionado D é uma sequéncia de vértices dis-
tintos P=(vo,V1,...,Vk_1,Vk), com vop =i e vy = j, onde v; € V(D), Il € {0,...,k} e, para todo
par {v;,v; 1}, um dos arcos (v;,v;11),(vii1,v;) € A(D). Se para todo par {v;,v;11} o arco
(vi,vi+1) € A(D) entdo dizemos que P é um caminho direcionado de i a j; caso contrério,
dizemos que P € ndo direcionado. Para ciclos temos duas possibilidades em digrafos: ciclo dire-
cionado e ciclo ndo direcionado . Dada uma sequéncia C = (vo,vy,...,Vx_1, V) com pelo menos
3 vértices, distintos a menos de vy = v, C é dito ciclo direcionado se o arco (v,v;11) € A(G)
para todo par {v;,v;11}, ou o arco (viy1,v;) € A(G) para todo par {v;,v;1}; caso contrdrio C é
dito nao direcionado. As Figuras 6 e 7 ilustram, respectivamente, um ciclo direcionado e um
ciclo ndo direcionado. Uma observacio quanto a existéncia de ciclos em grafos direcionados € a
possibilidade de eles envolverem apenas dois vértices i e j, caso (i, j),(j,i) € A(D), o que ndo

ocorre em grafos ndo direcionados.

Figura 6 —Ciclo direcionado

Fonte: elaborado pelo autor.

Figura 7 — Ciclo ndo direcionado

Fonte: elaborado pelo autor.

Um grafo orientado é um caso particular de um digrafo D = (V,A), no qual (i, j) ¢ A

u (j,i) ¢ A para quaisquer dois vértices i, j € V. Usualmente, esse termo refere-se ao digrafo
obtido pela orientagdo de um grafo ndo direcionado G = (V, E), processo que consiste em atribuir
a cada aresta {i, j} € E(G) exatamente uma das orienta¢des (i, j) ou (j,i), A transformagio

reversa também € possivel. A partir de um digrafo D = (V,A), definimos o grafo subjacente
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G = (V,E),onde E = {{i,j} : (i,j) ou (j,i) € A}. Observe que hd diferentes orientacdes de um
grafo ndo orientado G, entretanto a transformacgao de cada um destes em um grafo nao orientado
corresponde ao proprio G.

Uma arborescéncia 7’ é uma orienta¢do de uma arvore T = (V, E), na qual um vértice
r € V(T), chamado raiz, é tal que todas as arestas incidentes a r sdo orientadas saindo de r e,
para todo vértice j € V(T)\{r}, exatamente uma aresta incidente a j é orientada chegando em
(as demais sdo orientadas saindo de j). Em outras palavras, uma arborescéncia T’ (enraizada em
r) é um grafo orientado onde [N, (r)| =0¢e [N~ (j)| = 1, para todo j € V(T')\ {,j}. llustramos

na Figura 8 a arborescéncia relativa a arvore da Figura 3 enraizada no vértice 4.

Figura 8 — Arborescéncia enraizada em 4

0 ) )
2 N 2 N

Fonte: elaborado pelo autor.

Em nosso problema, consideramos grafos simples, ponderados e conexos, com pelo
menos 3 vértices. A fungdo w de ponderagio serd tal que w : E(G) — R™, ou seja, todas as
arestas do grafo terdo peso nao negativo. Definiremos alguns parametros que serdo utilizados ao
decorrer do texto:

— We = wjj = peso ou custo da aresta e = {i, j} € E(G).
— w(X) = somatdrio dos pesos das arestas em X, de maneira simplificada, peso de X.
Podemos usar X para representar um grafo, caminho ou ciclo.

Observamos previamente que a determinacao ou verificagdo de viabilidade de uma
solucdo para problemas de spanner em um grafo G passam pelo conhecimento de distg (i, j),
para todo i, j € V(G) (ou pelo menos {i, j} € E(G)). Como w, > 0 em nosso caso, entdo existem
algoritmos polinomiais que determinam um i, j-caminho minimo, para quaisquer i, j € V(G).
Em particular, utilizaremos em nosso trabalho o algoritmo de Floyd-Warshall ((FLOYD, 1962),
(WARSHALL, 1962)), que determina o custo de todos os caminhos minimos entre todos os
pares de vértices, caso o grafo de entrada seja conexo e ndo possua ciclos negativos (um ciclo C

¢ dito negativo se w(C) < 0).
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Como entrada o algoritmo recebe uma matriz D, ,, n = |V (G)|, na qual D;; = w;;, se
aaresta {i, j} existe, ou D;;j = +oo, caso contrdrio. A saida do algoritmo é uma nova matriz D,
onde cada posi¢do D;; corresponde a distg (i, j), se i # j, e Dj; € o peso do menor ciclo contendo
i (Dj; = o0 caso ndo exista tal ciclo). Um pseudocédigo do procedimento de Floyd-Warshall

estd apresentado no Algoritmo 1. Por simplicidade, vamos supor V(G) = {1,2,...,n}.

Algoritmo 1: Floyd-Warshall(D,,,,)
1: fori< 1tondo
2. for j« 1tondo

3: for k< 1tondo

4. if D,‘j > D+ ij then
5: Dij%Dik‘i_ij

6: end if

7: end for

8: end for

9: end for

10: return D,,«,

Para mais detalhes de conceitos de programacao matemadtica, teoria dos grafos e
algoritmos de caminho minimo e drvore geradora minima veja Bazaraa et al. (2009), Wolsey

(1998), West (2000) e Cormen et al. (2009).
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3 t-SPANNERS

Neste capitulo, definiremos formalmente z-spanner em grafos e, em especifico, drvore
t-spanner, assim como o problema associado — o problema da drvore 7-spanner de custo minimo.
Apresentaremos uma revisao bibliografica sobre o problema, expondo sua complexidade para o

caso geral e em algumas classes especificas de grafos.

3.1 Problemas sobre t-spanners

Dados um grafo conexo G, ponderado em arestas, e um real ¢+ > 1, um ¢-spanner (tS)
de G é um subgrafo gerador H tal que, para todo par {i, j}, com i, j € V(G), a distancia entre i e
j em H € no maximo ¢ vezes a distancia no grafo original. O parametro ¢ € denominado de fator

de dilatacdo. De maneira formal, um subgrafo gerador H € um z-spanner de G se:
distg (i, j) < t=distg (i, j), Vi,j € V(G) (3.1)

onde dist(i, j) é o menor peso de um i, j-caminho no grafo considerado. Se além de subgrafo
gerador, for aciclico, portanto uma arvore geradora, dizemos que H € uma arvore ¢-spanner.
t-Spanners descrevem contextos onde se deseja “aproximar’” o grafo original por subgrafos es-
parsos, mantendo controle sobre o aumento da distancia vértice-a-vértice (PELEG; SCHAFFER,
1989). Dessa forma, eles encontram aplicacOes em areas diversas, como redes de comunicagao,
sistemas distribuidos, robética, projeto de redes, geometria computacional e bioinformatica.

Problemas sobre 7-spanners aparecem, em particular, quando se objetiva simultane-
amente rapidez de computagdo/comunicacao e economia de recursos em uma rede, mantendo
um certo compromisso entre esses critérios, tendo em vista as disponibilidades da mesma. Esse
¢ caso de situagdes em redes de comunicac@o nas quais se deseja determinar um esquema de
roteamento que use caminhos par-a-par os mais curtos possiveis mas que demande memoria
local ndo excessiva (segundo um certo parametro) para armazenar as informacdes (PELEG;
UPFAL, 1988). Cenarios similares a esse sdo descritos por Peleg e Reshef (1999) e Oliveira e
Pardalos (2005).

Nessas aplicagdes, o propdsito € encontrar um roteamento “barato”, considerando
todas as conexdes usadas, porém mantendo controle sobre o custo de comunicagdo entre quais-
quer dois pontos da rede, de modo a ndo ser muito maior que o custo na rede original. Podemos
entdo admitir que uma certa constante ¢ > 1 seja considerada para o controle de quanto maior

poderia ser esse custo. Dessa forma, considerando que a rede original € representada por um
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grafo G e que a constante ¢ € o fator de dilatacdo, a solug¢do corresponde a encontrar um ¢-spanner
de G. Caso seja necessario/desejavel que haja uma tnica possibilidade de comunicacgao entre
quaisquer dois pontos da rede, ou seja, que o caminho selecionado entre qualquer par de pontos
seja sempre 0 mesmo, desejamos encontrar uma arvore z-spanner. Ver Cai (1994), Cai e Coneil
(1995) e referéncias 14 citadas para maiores detalhes das aplicacoes.

Nesse contexto, dada como entrada uma tripla (G, w,?), onde G = (V,E) é um grafo
simples, w : E — R™ é uma fung¢io de ponderagdo das arestas e ¢ > 1 é um nimero real (fator
de dilatacao), alguns problemas de otimizacdo aparecem, a saber: Problema do z-spanner de
Custo Minimo (tSCM) e Problema da Arvore t-spanner de Custo Minimo (AtSCM), este tltimo
alvo principal deste trabalho. No tSCM, queremos determinar, caso exista, um tS em G de peso
minimo, ou seja, tal que a soma dos pesos de suas arestas seja minima, a ser denominado de
t-spanner de Custo Minimo (tSCM*). No AtSCM, queremos determinar, se existir, um tS de G
que seja aciclico (em outras palavras, uma arvore ¢-spanner) e que tenha o menor peso possivel, a
qual denominamos de Arvore ¢-spanner de Custo Minimo (AtSCM*). Quando o grafo de entrada
¢ ndo-ponderado (de modo equivalente, w, = 1,Ve € E(G)), o AtSCM se torna um problema de
decisdo, visto que toda drvore geradora, em particular uma drvore ¢-spanner, terd peso |V | — 1.
Nesse caso, ele serd referenciado simplesmente como Problema da Arvore z-spanner (AtS), e sua
solugdo, como Arvore z-spanner (AtS*). Finalmente, note que outro problema de otimizagio,
denominado Problema da Arvore Spanner de Menor Fator de Dilatagio (ASMFD), pode ser
definido quando apenas o par (G,w) é dado como entrada e desejamos determinar o menor real ¢
tal que G admite uma arvore 7-spanner.

Sabe-se que o tSCM e o ASMFD siao NP-dificeis. Na verdade, determinar o tSCM*
€ NP-dificil ja parat > 2 (CAI, 1992; PELEG; SCHAFFER, 1989). Algoritmos aproximativos e
limites de inaproximabilidade também sdo conhecidos para o tSCM. Ver Tabela 1. Em relagdo
ao ASMFD, Fekete e Kremer (2001) mostraram que o problema de determinar a Arvore Spanner
de Menor Fator de Dilatacio (ASMFD*) é NP-dificil para grafos planares. Além disso, é
inaproximével com fator 2 — g, € > 0, em grafos arbitrarios (GALBIATI, 2001). Entretanto, o
caso nao ponderado do ASMFD ¢ aproximavel com fator O(log |V |) (EMEK; PELEG, 2008).

Os resultados de complexidade sobre o caso de arvores sdo mais abundantes. Pri-
meiro, vale ressaltar que no caso de AtS pode-se restringir ¢ aos inteiros (prova desse fato serd
apresentada na Subsecdo 3.2.1). Em geral, verificar se existe uma AtS* é NP-completo para

t > 4. Quando ¢t = 1 o problema se torna trivial, visto que G admite uma arvore f-spanner, se, €
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Tabela 1 — Algoritmos aproximativos e limites de inaproximabilidade de tSCM

Trabalhos ‘ Resultados
Pesos Unitarios
Kortsarz (2001) INAPROX-clogn (t =2,c < 1)
Kortsarz e Peleg (1994) APROX-O(logm/n) (t =2)
1-¢

Dinitz et al. (2015) INAPROX-2"%7" (1 > 3,¢ > 0)
Althofer et al. (1993) APROX-O(nt%I) (r>3)

Pesos Arbitrarios
Chandra ef al. (1992) APROX-O(nr 1) (t > 1,& > 0)
Chechik e Wulff-Nilsen (2016)| APROX-O(n'/%(1/£)3+%/¥) (¢ inteiro, & > 0) (k = (2t — 1)(1 +€))

APROX (Algoritmo de Aproximacdo); INAPROX (Fator de Inaproximabilidade)

Fonte: Adaptado de Braga (2019), pag. 19.

somente se, G for uma arvore (CAI; CONEIL, 1995). Para o caso t = 2, o problema de verificar
se G possul uma arvore z-spanner também € polinomial (CAI 1992; CAI; CONEIL, 1995). Para
o caso t = 3, a complexidade ainda estd em aberto para grafos arbitrarios. A Tabela 2 (BRAGA,
2019) apresenta a complexidade do AtS para algumas classes especificas de grafos, na qual os

casos em aberto estao identificados por ?.

Tabela 2 — Complexidade de AtS

Tipos de Grafos t=3 t
cografo, split, complemento de bipartido |P (CAI, 1992)
intervalo, permutagao, bipartido regular |P (MADANLAL et al., 1996)
planar P (FEKETE; KREMER, 2001)
exoplanar P (t > 1) (NARAYANASWAMY; RAMAKRISHNA, 2015)
bipartido convexo P (VENKATESAN et al., 1997)
bipartido ? (MADANLAL et al., 1996) |NP-c (t > 5) (BRANDSTADT et al., 2007)
grafo de cocomparabilidade ?7 (MADANLAL et al., 1996)
grau maximo < bxlogn,b >0 P (PAPOUTSAKIS, 2018)
fortemente cordal P (BRANDSTADT et al., 2004)|P (t > 4) (BRANDSTADT et al., 1999)
1-split P (BRANDSTADT et al., 2004)
cordal com didmetro< 2 P (BRANDSTADT et al., 2004)
cordal com didmetro< 7+ 1 (para ¢ par) NP-c (t > 4) (BRANDSTADT et al., 2004)
cordal com didmetro< ¢ + 2 (para timpar) NP-c (t > 4) (BRANDSTADT et al., 2004)
grafo com didmetro< 5 P (PAPOUTSAKIS, 2014)
cordal ? (MADANLAL et al., 1996) |NP-c (t > 4) (BRANDSTADT et al., 2004)
grafos que nao possuem Ky como menor NP-c (t > 4) (DRAGAN et al., 2011)

P (Polinomial); NP-c (NP-completo)

Fonte: Braga (2019), pag. 20.

Quando os pesos do grafo sdo arbitrarios, falamos do AtSCM. Como instancias do
AtS s3o um subconjunto das instancias do AtSCM, entdo os casos NP-completos pare aquele
se traduzem em casos NP-dificeis para este. Mais ainda, Cai e Coneil (1995) mostram que, ja
parat > 1 fixo, verificar se existe uma arvore z-spanner em um grafo ponderado € um problema

NP-completo. Para o caso em que t = 1, uma AtSCM*, caso exista, €, em particular, uma arvore
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geradora minima, e pode ser encontrada em O(mlogf(m,n)), onde m = |E(G)|,n=|V(G)| e
B(m,n) = min{i|log") n < ™} (CAL; CONEIL, 1995).

Com respeito a abordagens para problemas de arvore z-spanner via programacao ma-
tematica, apenas duas formula¢des de programacdo linear-inteira, ao nosso conhecimento, foram
propostas na literatura para o AtSCM (BRAGA, 2019). Ambas as formulacdes sdo baseadas
em determinar arborescéncias, enraizadas em diferentes vértices, que se sobrepdem, ou seja, as
arestas utilizadas em cada arborescéncia sdo as mesmas, a diferir de orientagdes. Usar diferentes
raizes é uma estratégia para calcular as distancias na arvore. No Capitulo 5, apresentaremos
formalmente as formulacdes da literatura e iremos propor duas novas formulagdes, além de
estuda-las e derivar desigualdades vélidas. Além disso, Braga (2019) apresenta um Algoritmo
Branch-and-Price para o tSCM, que pode ser adaptado para o AtSCM. Em nosso trabalho,
propomos, no Capitulo 4, um novo algoritmo enumerativo, que utiliza um procedimento de
Branch-and-Bound e, diferente daquele ja existente, ndo depende de formulacdes matematicas
para sua execug¢do, mas de uma adaptacdo do cldssico Algoritmo de Kruskal (KRUSKAL, 1956)

para o célculo de arvores geradoras minimas.

3.2 Encontrando uma drvore 7-spanner

Nesta secdo, vamos apresentar algumas propriedades uteis para nortear a determi-
nacdo de uma arvore f-spanner em um grafo G. Primeiro, recapitulamos dois resultados da
literatura: (i) € suficiente impor a restricdo (3.1) a pares de vértices que induzem arestas em G, (ii)
no caso ndo ponderado, pode-se restringir o valor de ¢ aos inteiros. Além disso, demonstraremos
ser possivel resolver o problema separadamente em cada bloco (componente 2-conexa) do grafo

de entrada.
3.2.1 Restrigoes t-spanner Suficientes

Pela condicdo (3.1), devemos garantir que, em um ¢-spanner H, a distancia entre
quaisquer dois vértices i e j do grafo G € no maximo ¢ vezes a distancia entre i e j em G. Cai e
Coneil (1995) mostram que ndo é necessério aplicar essa restri¢io a todos os pares de vértices. E
suficiente imp0-la apenas para os pares de vértices diretamente conectado em G. Além disso, é

suficiente obrigar que a distincia entre i e j em H seja no maximo o peso da aresta {i, j}. Uma

apresentacao formal dessas condi¢des é resumida no Teorema 3.2.1.
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Teorema 3.2.1 (CAI; CONEIL, 1995) Seja H um subgrafo gerador de um grafo G = (V,E,w).
As seguintes afirmacoes sdo equivalentes:

1. H é um t-spanner de G (respeita (3.1)).

2. Paratoda aresta {i, j} € E(G), disty (i, j) <t*distg (i, j).

3. Para toda aresta {i,j} € E(G)\E(H), distg (i, j) < tx*distg(i, ).

4. Paratoda aresta {i, j} € E(G), disty (i, j) <t *w;j.

5. Paratoda aresta {i, j} € E(G)\E(H), disty (i, j) <t *wj;.
Mais ainda, se H é drvore geradora, entdo as afirmacoes 2-5 sdo equivalentes a H ser drvore

t-spanner de G.

Prova. Asimplicagdes 1—2, 2—3 e 4—5 sdo triviais, visto que se a desigualdade vale para um
conjunto de pares de vértice, entdo ela vale para um subconjunto deste.

Para mostrar que 3—4, tome {i,j} € E(G) et > 1. Se {i,j} ¢ E(H), temos que
disty (i, j) < t=distg(i, j) por hipétese e, portanto, disty (i, j) < t*w;j, pois distg(i, j) < w;j. Se
{i,j} € E(H), temos trivialmente distg (i, j) < w;; < t*w;;, pois w;j > 0.

Para 5—1, sejam i e j vértices distintos de G, e t+ > 1. Devemos mostrar que
disty (i, j) < t=distg(i, j). Seja P um i, j-caminho minimo em G. Para toda aresta {u,v} € P, se
{u,v} € E(H), temos que disty (u,v) < wy, <t *wy,; caso contrdrio, disty (u,v) < 1% wy,, por
hipétese. Portanto:
disty (i, j) < Z disty (u,v) < Z 1% Wy

{u,v}ep {uyv}cpP

Como P é um i, j-caminho minimo em G, temos que distg (i, j) = Y {uv}ep Wuy- Entdo
diStH(i,j) <t diStG(i,j)

Finalmente, quando H € arvore geradora, as equivaléncias seguem analogamente para arvore
t-spanner. |

Pelo item 4 do Teorema 3.2.1, observe que sé precisamos garantir que a distancia,
em um 7-spanner H, entre quaisquer dois vértices i e j, adjacentes em G, seja no maximo ¢ vezes
o custo da aresta {7, j} em G. Caso o problema em questdo seja a versao com pesos unitdrios,
ou seja, o AtS, entdo essa restri¢ao passa a ser disty (i, j) <t. Mais ainda, como disty (i, j) €
um valor inteiro, ja que a distincia serd dada pela quantidade de arestas no caminho entre i e j,
podemos expressar a restrigdo como distg (7, j) < |¢]. Isso implica que um #-spanner também é

um |7]|-spanner. Em outras palavras, podemos admitir que ¢ € inteiro quando se trata do AtS.
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O mesmo ndo vale para o caso com pesos arbitrdrios. Apresentamos um contra-
exemplo no grafo da Figura 9, onde uma érvore 2,5-spanner de G, mostrada na Figura 10, ndo é

uma 4rvore 2-spanner, pois a distancia entre os vértices 3 € 5 é 5, que € maior que 2 * wis = 4.

Figura 9 —grafo G,r =2,5

Fonte: elaborado pelo autor.

Figura 10 — Arvore 2.5 -spanner

Fonte: elaborado pelo autor.

3.2.2 Componente 2-conexa

Um subgrafo de G que é conexo e maximal, com respeito a propriedade de ser
conexo, é dito uma componente (conexa). Dizemos que um vértice v € V(G) é um vértice de
corte ou articulagdo, se G — v tem mais componentes que G. Em particular, se G € conexo,
v € vértice de corte se, e somente se, G —v € desconexo. Um grafo conexo sem vértices de
corte é chamado de grafo 2-conexo (bloco). Chamamos um subgrafo B de G de bloco de G,
se B € um bloco e maximal com respeito a essa propriedade, ou seja, B é conexo e, para todo
v € B, temos que B — v é conexo, mas para todo v € V(G)\B, BU {v} é desconexo ou tem
vértice de corte. No grafo da Figura 11 temos dois blocos B e By, onde V(By) = {1,3,4,6,7} e
V(By) ={2,4,5,8,9}. Ele possui apenas a articulacdo 4.

A decomposi¢ido em blocos de um grafo consiste em dividi-lo em seus blocos,



33

Figura 11 —Blocos de um grafo

Fonte: elaborado pelo autor.

gerando uma drvore, chamada arvore de bloco-articulagdo. Essa drvore tem um vértice para cada
bloco e um vértice para cada articulagdo, bem como uma aresta entre um bloco e uma articulaciao
se esta pertence aquele. A Figura 12 ilustra a drvore bloco-articula¢do correspondente ao grafo
da Figura 11. Observe que uma folha de uma arvore bloco-articulagdo corresponde a um bloco
com uma unica articulacio, por isso chamado bloco-folha. Por outro lado, toda articulagdo define
um vértice interno da drvore, pois estd na intersecao de pelo menos dois blocos. Na verdade, os

vizinhos da articulagdo na arvore sdo exatamente os blocos a que ela pertence.

Figura 12 — Arvore Bloco-Articulagio

DEOSD

Fonte: elaborado pelo autor.

Lema 3.2.1 Sejam G um grafo conexo, k um vértice de corte de G e C o conjunto de vértices
de uma componente conexa de G\ {k}. Se G' = G[CU{k}| ou G' = G\ C, entdo distg (u,v) =

distg(u,v) para todos u,v € V(H).

Prova. Como G’ é subgrafo de G, entdo distg (u,v) > distg(u,v). Por outro lado, como k é
vértice de corte em G, temos nas duas op¢des para G’ que, para quaisquer u,v € V(G'), todo
u,v-caminho em G é um u,v-caminho em G’. Logo, distg (u,v) < distg(u,v). |

Com o auxilio do lema acima, provamos a seguir que os problemas tSCM e AtSCM

podem ser decompostos em subproblemas restritos a cada bloco do grafo.
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Proposicao 3.2.2 Se G é um grafo conexo e By, B>, ...,B), sdo seus blocos, entdo:

p

1SCM*(G) = | J 1SCM*(By), (3.2)
=1
p

AISCM*(G) = |_J AiSCM™(By), (3.3)
(=1

onde tSCM*(G") e AtSCM™*(G') representam uma solugdo dtima de tSCM e AtSCM sobre o grafo
G.

Prova. Se G € um bloco, o resultado vale trivialmente. Do contrario, sejam G; um bloco-
folha de G e k o vértice de corte de G em G;. Seja G, = G\ (V(Gy) \ {k}). Note que G
e G, sdo subgrafos de G que satisfazem as condi¢des do Lema 3.2.1. Vamos mostrar que
tSCM*(G) = tSCM*(G) UtSCM*(G>) e AtSCM*(G) = AtSCM*(G) UAtSCM*(G,). Entio,
aplicando recursivamente essa estratégia a G, chegamos ao resultado desejado.

Sejam H* = AtSCM*(G) e H; o subgrafo de H* induzido pelos vértices de Gj,
para i € {1,2}. Note que k é vértice de corte de H* e que H, e H, satisfazem as condigdes
do Lema 3.2.1. Entdo, para todos u,v € V(G;j), temos que disty,(u,v) = distys(u,v) < 1%
distg(u,v) = t xdistg,(u,v), onde a desigualdade decorre de H* ser t-spanner de G. Logo, H; é

t-spanner para G; e, por conseguinte,
w(AtSCM*(G))) + w(AtSCM*(G3)) < w(H;) +w(H,) = w(AtSCM*(G)). (3.4)

Considere agora H; = AtSCM*(G;), para i € {1,2}, e defina H = H{ UHj;. Temos
que k € vértice de corte para H e H{ e H; satisfazem as condi¢gdes do Lema 3.2.1. Vamos
mostrar que H € um ¢-spanner de G. Sejam dois vértices u e v quaisquer de G. Se u e v estdo
no mesmo subgrafo G; (ou equivalentemente H;"), pelo Lema 3.2.1, disty (u,v) = disty: (u,v) <
t x distg,(u,v) =t * distg(u,v). Caso contrdrio, podemos admitir s.p.g. que u € G;\{k} e
v € G\ {k}. Observe que todo caminho entre u e v, em H ou em G, possui k como nd interno, em
particular, todo caminho minimo. Assim, distg (u,v) = distg (u, k) +disty (k,v) <1=*distg(u, k) +
t xdistg(k,v) = t x distg(u,v), onde a desigualdade deve-se ao fato de que u,k € V(Gy) e v,k €

V(G). Portanto, H é um z-spanner em G. Desse modo, concluimos que
w(AtSCM*(G)) < w(H) = w(AtSCM*(G})) + w(AtSCM™(G)). (3.5)

De (3.4) e (3.5), concluimos que igualdades acontecem nas duas expressoes. Logo, H; e H;

sdo 6timos para AtSCM(G|) e AtSCM(G,), respectivamente, assim como H é 6timo para
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AtSCM(G). TIsso prova (3.2). Para obter (3.3), a demonstra¢do é similar, bastando notar
adicionalmente que: (i) se H* é arvore, entdo H; = H*[V(G})] e H, = H*[V (G, )] também o sdo;

(ii) se H{ e H; sdo arvores, entdo H = H{' U H; também € drvore.
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4 ALGORITMO ENUMERATIVO

Neste capitulo, iremos apresentar um algoritmo para determinar uma arvore f-spanner
de custo minimo de G ou mostrar que tal arvore ndo existe. O algoritmo € baseado em um
procedimento enumerativo de ramificag¢do e poda (branch-and-bound), no qual cada subproblema
€ solucionado como um problema de arvore geradora minima, por meio de uma adaptacao do
classico algoritmo de Kruskal (KRUSKAL, 1956). Denotaremos por AtSCM* e AGM* uma
solucdo 6tima do AtSCM e do AGM, respectivamente.

Seja (G,w,t) uma instincia do AtSCM. Note que o peso de uma AGM* é um
limitante inferior para uma AtSCM?*, ja que qualquer AtSCM* € uma solucéo viavel para o AGM.
Se uma AGM* de G for um 7-spanner, entdo a prépria serd uma AtSCM*. Do contrdrio, significa
que alguma restricao (3.1) estd violada, ou seja, existe algum i, j-caminho nessa AGM* cujo
peso é maior que ¢ xdistg(i, j).

Seguindo essa constatacdo, a ideia chave do nosso algoritmo € impedir, dada uma
arvore geradora 7' que ndo € t-spanner, um i, j-caminho de 7 que viola a restri¢ao (3.1) relativa
ao par (i, ), o qual denominaremos de caminho ¢-invidvel. Formalmente, um caminho P é
dito z-invidvel se distp(i, j) > t *xdistg(i, j). Por exemplo, considerando a instdncia do AtSCM
apresentada na Figura 13, na Figura 14 o caminho P = (1,3,4,2) ¢é 3-invidvel, pois distp(1,2) =

9> 6 =3xdistg(1,2).

Figura 13 — Grafo G,t =3

Fonte: elaborado pelo autor.

O algoritmo comega encontrando uma AGM*. Se ela for um 7-spanner, paramos
o procedimento, AtSCM*=AGM*. Caso contrério, selecionamos um caminho ¢-invidvel de
AGM* e ramificamos o problema em novos subproblemas, de modo que esse caminho nio seja
selecionado para solu¢do. Em cada subproblema proibimos uma aresta do caminho 7-invidvel.

Veremos com detalhes na se¢do a seguir como o processo de ramificacdo ocorre.
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Figura 14 — Caminho 3-invidvel entre 1 e 2

Fonte: elaborado pelo autor.

4.1 Ramificacao

Seja P = (v{,v2,..., Vg, Vit 1)» kK > 1, um caminho ¢-invidvel. Entdo, as arestas e; =
{vi,viz1}, parai=1,... k, ndo podem ser selecionadas simultaneamente para compor uma
arvore ¢-spanner, ou seja, no maximo k — 1 dessas arestas pertencem a uma arvore 7-spanner.
Vamos dividir o conjunto viavel em k subconjuntos disjuntos, de modo que no i-ésimo deles
a aresta e; € proibida e as arestas eq,...,e;_1 sdo obrigatdrias. A melhor solu¢do, caso exista,
dos subproblemas definidos por esses subconjuntos € solu¢do do problema original. Essa
ramificacdo pode ser aplicada recursivamente, gerando uma arvore. Vale ressaltar que esta
estratégia de ramificacdo ja € conhecida na literatura e foi utilizada, por exemplo, para o
problema de roteamento de veiculos capacitado assimétrico e o problema da arvore geradora
minima com restricao de grau (veja BATSYN et al. (2013), ANDRADE e FREITAS (2013)).

Formalmente, seja S = (G,AF,AP) um né dessa drvore, onde AF C E(G) e AP C
E(G) sao os subconjuntos de arestas fixas e proibidas nesse nd, respectivamente. Denotamos por
AGM(S) o problema de determinar uma drvore geradora minima de G \ AP contendo AF (ver
Subsec¢ado 4.1.1). Caso exista, seja T uma solugao desse problema. Se satisfizer (3.1), T € arvore
t-spanner 6tima para o AtSCM restrito a S. Suponha, entdo, P = (v{,v2, ..., Vi, k4 1) um caminho
em T que é t-invidvel e seja e; = {v;,vi+1}, parai=1,2,... k. Nesse caso, S serd ramificado
em k subproblemas, S; = (G,AF;,AP;), parai € {1,2,....k}, onde AF|} = AF, AP, =APU{e } e
AF;, =AF U{ey,...,ei_1}, AP, =APU/{e;}, para 2 < i < k. Ver Figura 15.

Note que qualquer arvore geradora de que P faz parte (em particular 7') € invidvel
para cada subproblema AGM(S;), pois proibe a aresta e¢; € E(P). Além disso, toda drvore
geradora de G \ AP contendo AF € vidvel para um desses subproblemas, a menos daquelas que
contém P. De fato, considere uma drvore 7* que € vidvel para AGM(S) e ndo contém todas as

arestas de P. Seja e, a primeira aresta de P que ndo estd em T* e, portanto, {e,...,e._1} CE(T").
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Figura 15 —Ramificagdo no caminho P = (v{,va, ..., Vg, Vks1), com ¢; = {v;,viy1 }

AF U{ej,er}
APU {63}

Fonte: elaborado pelo autor.

Como T* é solugdo vidvel de AGM(S), temos que AF C E(T*) e APNE(T*) = 0. Entdo, T* é
vidvel para S, pois todas as arestas de AF, = AF U{ej,...e._1} estdo em E(T*), enquanto toda
aresta de AP. = APU{e,} ndo estd. Em outras palavras, a solu¢io do problema original estd em
um desses subproblemas, sendo estes uma versao mais restrita do problema, com um conjunto
de arestas fixas e outras proibidas. Eventualmente, iremos encontrar, caso exista, uma solu¢do
que ndo contém caminhos ¢-invidveis, ou seja, uma arvore ¢-spanner.

Dada uma solucao de um subproblema, podemos ter varios caminhos z-inviaveis,
todos candidatos a gerar uma ramificacdo. Vamos selecionar, dentre eles, aquele que tem o menor
custo. Considere, por exemplo, um grafo G, com fator de dilatagdo r = 3, no qual distg(1,5) =4
e distg(3,5) = 2. Suponha que a drvore solu¢do de um determinado subproblema contém o
caminho apresentado na Figura 16. Note que sdo 3-invidveis tanto o caminho entre 1 e 5 quanto
o caminho entre 3 e 5. Nas Figuras 17 e 18 apresentamos a ramificacdo desta solucao caso um
desses dois caminhos seja selecionado. Note que a ramifica¢do relativa ao caminho (3,4,5) esta
proibindo, além dele, o caminho (1,2,3,4,5), pois as arestas daquele sdo um subconjunto das
arestas deste. Além disso, a quantidade de subproblemas gerada € menor, pelo fato do ndmero
de arestas do caminho (3,4,5) ser estritamente menor. Dessa forma vamos selecionar um dos
caminhos 7-invidveis que tenha o menor peso para gerar a ramificacao, pois evitamos que ela

seja feita em um caminho ¢-invidvel, no qual hd um subcaminho também z-invidvel.

Figura 16 — Caminhos z-invidveis para ramificacao

==

Fonte: elaborado pelo autor.

Um pseudocddigo do procedimento de ramificagdo encontra-se no Algoritmo 2. A
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Figura 17 —Ramifica¢do no caminho 1-5

AFU{1,2} \ [ AFU{1,2),12,3} | [ AFU{1,2},12,3},{3,4}
APU{2,3} APU{3,4} APU{4,5)

Fonte: elaborado pelo autor.

Figura 18 —Ramificacdo no caminho 3-5

AF AF U{3,4}
APU{3,4} APU{4,5}

Fonte: elaborado pelo autor.

arvore de branch-and-bound é armazenada numa pilha, B&BT'ree, de modo que a enumeracao
segue um processo tipo backtracking. Cada né da drvore guarda, além de S = (G,AF,AP), o
valor de um limite inferior para o subproblema restrito a S, a ser dado pelo 6timo de AGM(S),
ou seja, pelo peso minimo de uma arvore geradora de G \ AP contendo AF. Na cria¢do do nd,
esse limite inferior € inicializado com aquele do né pai.

Dada uma &rvore geradora T*, solugdo de AGM(S), para selecionar o caminho
t-invidvel para o algoritmo de ramificacdo (passo 1), necessitamos conhecer o custo de cada
caminho na arvore, bem como as arestas do mesmo. Para tal, utilizaremos uma estratégia de
busca em profundidade na arvore para determiné-los, conforme descrito no Algoritmo 3, o qual
recebe como entrada a drvore e a matriz de distancias do grafo original. Realizamos |V| buscas
em profundidade, cada uma partindo de cada vértice i € V(G) do grafo. Ao final de cada busca
determinamos os caminhos, bem como seus custos, de i a todos 0s outros vértices na arvore.

Portanto, ao fim das |V| buscas, basta selecionar dentre os caminhos #-invidveis (basta verificar
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Algoritmo 2: Ramificacdo (B&BTree, T*)
1: {ey,e2,...,ex} + MenorCaminhoViolado(7 ™, distg)
2: (G,AF,AP,w) <— B&BTree[Tamanho(B&BTree)]
3: Desempilhar B&BTree
4: AF* < AF
5: fori< 1tokdo
AP* <+ APU {ei}
for j< 1toi—1do
AF* < AF*U{e;}
end for
10. for ¢ € E(G)\AF* do
11: if & UAF* induz ciclo then

R e

12: AP* «+ AP*U¢€

13: end if

14:  end for

15:  Empilhar (G, AF*, AP*, w(T*)) em B&BT'ree
16: end for

17: Retorne

se o custo do caminho viola (3.1)) o de menor custo. Como observagao, utilizamos este método
para célculo dos caminhos na drvore pois € mais “barato” computacionalmente que o algoritmo
de Floyd-Warshall. Vamos definir N7+ (i).prox, no Algoritmo 3, como um vértice v € V na

vizinhanga de i em 7™ que nao foi encontrado, até entdo, pela busca corrente.
4.1.1 Resolucdo de subproblemas

Para resolver cada subproblema AGM(S), vamos adaptar o Algoritmo de Kruskal
(KRUSKAL, 1956), utilizado para determinar uma arvore geradora minima de um grafo G.
Observe que AGM(G,0,0) corresponde a0 AGM em G. De maneira geral, o algoritmo de
Kruskal recebe como entrada um grafo conexo ponderado G = (V,E,w) e uma ordenagio E* =
(e}, €5, ...e‘*E(G)‘) do seu conjunto de arestas, onde w(ej) < w(ej, ), parai € {1,...,|E(G)|—1}.

Iniciamos com um subgrafo gerador T = (V(G),0), sem arestas. A cada iteragdo i de 1 a |E(G)

caso a adi¢do da aresta e; ndo gere ciclo em 7', entdo a adicionamos em E (T); em outras palavras,
se (V(G),E(T)U{e;}) é aciclico, entdo E(T) <— E(T) Ue;. Paramos quando |[E(T)| = [V|— 1.
Um pseudocddigo do procedimento esta apresentado no Algoritmo 4.

Vamos adaptar o Algoritmo 4 para solucionar um dado subproblema AGM(S), com
S = (G,AF,AP). Para o conjunto AP, vamos apenas supor que as arestas nao “existem” no grafo
de entrada do algoritmo, ou seja, vamos ignorar cada aresta de AP no passo 4 do algoritmo. Ja

para as aresta de AF, vamos inicializar o método com elas pré-selecionadas, mudando assim o



Algoritmo 3: MenorCaminhoViolado (7%, distg)

1= Pyppy| <= 0, Wy xjy) <0
2: for £+ 1to |V|do
30 k1, W+—0,P—0,i<0l,i'<+0

4:  whilek < |V|do
5: if N7+ (i).prox = 0 then
6: W—W-— Wit
7: P« P\{i,i'}
8: i1
9: else
10: J < Nr=(i).prox
11: W—W + wij
12: P« PU{i,j}
13: i i
14: i+
15: P({,i) < P
16: W(li)+ W
17: k< k+1
18: end if
19:  end while
20: end for

21: (u,v) < argmin{W (u,v) : W(u,v) > t xdistg(u,v)}
22: Retorne P(u,v)

Algoritmo 4: Kruskal (G, E™)

. T+ (V(G),0)
i+ 1
while |E(T)| < |V(G)|—1do
if (V(G),E(T)Ue;) é aciclico then
E(T)+ E(T)Ue!
end if
i+—i+1
end while
Retorne T

R AN O
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passo 1 para T < (V(G),AF), e ignorando-as, similarmente como feito com AP, no passo 4.

Com essa modificacdo temos o pseudocddigo deste novo procedimento no Algoritmo 5.

Algoritmo 5: Kruskal Modificado (S=(G, AF, AP), E*)

1: T+ (V(G),AF)

2: i+ 1

3: while |[E(T)| < [V(G)|—1ei<|E*| do

4. if (V(G),E(T)Uej) € aciclico, ef ¢ AF e e ¢ AP then
5: E(T)+ E(T)Ue!

6: endif

7. i+ i+1

8: end while

9: Retorne T

O peso w(T') da arvore geradora T retornada pelo Algoritmo 5 é o limite inferior do
no corrente e deveria ser armazenado. Entretanto, como iremos ramificar imediatamente esse no,

1SS0 ndo sera necessario.

4.2 Critérios de Poda

Ao término da resolucdo de um subproblema, abstraimos da solu¢ao algumas in-
formacdes. O menor de todos os custos de solucdo (relaxada) dos subproblemas resolvidos,
até entdo, gera um limitante inferior para o custo da AtSCM*. Similarmente, 0 menor custo
encontrado, dentre as solu¢des que representem arvores 7-spanner, gera um limitante superior
para a solucao do problema. Com base nessas informacdes podemos ignorar subproblemas, em
que a melhor solucdo que ele possa gerar para o AtSCM, seja maior que uma solucdo vidvel ja
encontrada. A seguir vamos apresentar os critérios de poda de um determinado subproblema
S = (G,AF,AP) do algoritmo enumerativo. O pseudocédigo do procedimento de poda estd no

Algoritmo 6.
4.2.1 Poda por Otimalidade

Se a solugdo do subproblema AGM(S) corrente for uma drvore 7-spanner, entdo esta
solucdo € 6tima para o AtSCM restrito a S e vidvel o AtSCM em G. Nesse caso, podamos esse
subproblema por otimalidade. Além disso, caso o custo da solucdo seja o melhor ja encontrado
(o custo da drvore encontrada seja menor que o menor ja identificado até entdo), atualizamos o

limitante superior para a solu¢do 6tima, com o valor desta soluc¢do vidvel. Ver passos 1-8 do
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Algoritmo 6: Poda (B&BTree, T*,AP,UB,Topr)
1: if T* é uma arvore t-spanner then

2:  if w(T*) < UB then

3: UB « w(T*)

4. Topr < T*

5:  endif

6:  Desempilhar B&BTree

7:  Retorne 1

8: end if

9: if w(T*) > UB then

10:  Desempilhar B&BTree
11:  Retorne 1

12: end if

13: foralli, j € V(G) do

14: if diSt(V,E\AP) (i,j) > 1k distg(i,j) then
15: Desempilhar B&BT'ree
16: Retorne 1

17:  end if

18: end for

19: Retorne 0

Algoritmo 6. Em particular, o teste realizado no passo 1 pode ser feito com o Algoritmo 3. Apds
o passo 18 desse algoritmo, se W (u,v) < t xdistg(u,v), para todo {u,v} € E(G), temos que T*

€ uma arvore t-spanner.
4.2.2 Poda por Bound

Caso o custo da solugdo de um subproblema AGM(S) seja maior ou igual que o
limitante superior da solucao 6tima, podamos este subproblema por bound, pois a melhor solu¢ao
que esse subproblema poderia gerar €, no melhor caso (em termos de func¢ao objetivo), uma

solucdo de custo igual ao atual limitante superior. Ver passos 9—-12 do Algoritmo 6.
4.2.3 Poda por Inviabilidade

Caso existam dois vértices i e j nos quais dist(y g\ap) (i, j) > t *distg(i, j), entdo
podamos esse subproblema por inviabilidade, visto que o caminho minimo entre i € j no grafo do

subproblema ja viola a restricao (3.1). Essa poda corresponde aos passos 13—18 do Algoritmo 6.
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4.3 Procedimento Enumerativo

Agora iremos combinar os procedimentos vistos acima para definir nosso algoritmo
enumerativo, cujo pseudocodigo € apresentado no Algoritmo 7. Como antecipado, vamos
armazenar nossa estrutura em uma pilha, que denominaremos B&BTree, na qual o dltimo
subproblema empilhado serd o primeiro a ser solucionado. Cada elemento i da pilha B&BTree
ird armazenar as arestas fixas (AF’) e proibidas (AF) naquele nd, além de um limitante inferior
para a solug@o desse subproblema (w). LB e UB irdo armazenar, respectivamente, os limitantes
inferior e superior para a AtSCM™. Note que LB = min| << Tamanho (B&BTree) w(i). O critério de
otimalidade serd busca completa, de modo que o espago de busca serd totalmente explorado, a
menos de subproblemas podados, ou a deteccao, em alguma etapa do algoritmo, de um limitante

inferior e um limitante superior de mesmo valor, o que garante otimalidade.

Algoritmo 7: Algoritmo Enumerativo (G, t)
Pilha B&BTree < 0
E* + Ordenacéo de E(G) por pesos crescentes
T <+ Kruskal Modificado (G,0,0,E*)
if T € t-spanner then
Retorne T
end if
Empilhar (G,0,0,w(T)) em B&BTree
UB < |V(G)| *max; jep(c){wij}
T "+ 0
LB+ 0
: while Tamanho(B&BTree) >0e LB < UB do

R A U T o o

— —
—_ O

12:  Ramificacdo (B&BTree, T)

13:  j < Tamanho (B&BTree)

14: LB + minlgigjw(B&BTree[i])

15: T < Kruskal Modificado (G,AF (B&BTree|j|),AP(B&BTreelj]),E*)
16:  while Poda (B&BTree, T, AP(B&BTree[j]),UB, T*)=1¢e j>0 do
17: LB < minj<i<jw(B&BTreeli])

18: j—j—1

19: T < Kruskal Modificado (G,AF (B&BTreelj|),AP(B&BTreelj]),E")
20:  end while

21: end while

22: Retorne T*
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5 FORMULAC()ES MATEMATICAS

Neste capitulo, apresentaremos formulagdes matemadticas para o AtSCM, duas delas
foram as primeiras formulacdes apresentadas para o problema em Braga (2019). Adicionalmente,
propomos duas novas formulacdes, uma compacta e outra com uma quantidade polinomial de
variaveis, mas exponencial de restricdes. Adicionalmente propomos desigualdades validas para
as formulacdes, inspiradas em solucdes fraciondrias (solugdes das formula¢des com a remocao

das restri¢des de integralidade).

5.1 Formulacao Exponencial

Seja P;j um caminho z-invidvel entre os vértices i € j no grafo G. Observe que todas
as arvores geradoras que t€m como subconjunto de arestas aquelas desse caminho sdo invidveis
para o AtSCM, pois o custo de P;; € maior que ¢ vezes a distancia entre i € j no grafo original.
Dessa forma, toda drvore 7-spanner € uma arvore geradora que nao possui caminho ¢-invidvel.
Arvores geradoras que contém caminho z-invidvel serdo denominadas de drvores invidveis.

Assim, podemos deduzir que, dentre as |P| arestas de um caminho z-inviavel P,
podemos selecionar no maximo |P| — 1 para a construgdo de uma drvore t-spanner. Essa
condicao nos fornece uma formulacao matemética para o problema, cujas varidveis representam
a presenca ou ndo de uma aresta do grafo na solucgdo e as restricoes se separam em dois tipos:
no primeiro conjunto a solug¢do deverd fornecer uma arvore geradora, e no segundo a solucdo
ndo pode conter caminhos ¢-invidveis. De forma geral, nossa formulacio, que denominaremos
como formulacio exponencial (FE), pois podemos ter uma quantidade exponencial de caminhos

t-invidveis, pode ser expressa como:

min Z WeXe (5.1
e€E(G)

sa: X = [x].cp(g) € drvore geradora (5.2)

Y x.<|P|-1, VP eCI (5.3)
e€E(P)

x.€B Ve € E(G) (5.4)

onde CI representa o conjunto de todos os caminhos #-invidveis de G. A variavel x, serd 1,
se a aresta ¢ € E(G) estiver na solugdo, ou 0, caso contrario. Por (5.2), representamos um

conjunto de restricdes que irdo impor que a atribuicdo de valores as varidveis x, descrevam
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uma arvore geradora de G = (V, E). Para cada caminho z-invidvel P € CI, temos uma restri¢ao
correspondente em (5.3), garantindo que selecionamos no méaximo |P| — 1 das arestas deste
caminho para compor a arvore solugdo.

Vale observar que o algoritmo enumerativo proposto no Capitulo 4 pode ser visto
como um branch-and-bound que toma como base a formulacdo acima. Em lugar de usar a
relaxacgdo linear e forcar a integralidade através da ramificacdo, ele considera a relaxacdo obtida
com a remocao das restricdes (5.3) para o bounding enquanto assegura o cumprimento delas
com o branching. Nesse caso, a relaxacdo consiste em um problema de arvore geradora minima,
com algumas arestas fixadas e outras proibidas devido a ramifica¢ao, e pode ser resolvido sem
uma formulagdo matematica.

Para empregar um branch-and-bound baseado em relaxacao linear, porém, preci-
samos usar em (5.3) restricdes que descrevam um arvore geradora. Existem na literatura do
AGM virias formulacdes matematicas (veja algumas em Magnanti e Wolsey (1995)). Dessa
maneira, podemos entender (FE) como uma classe de formula¢des. Para construir uma (FE),
utilizaremos uma formulacao qualquer para 0 AGM e adicionaremos o conjunto de restri¢cdes
(5.3) em sua descricdo. Como exemplo, apresentamos duas formula¢des para o AGM, baseadas
em formulacdes para o problema do caxeiro viajante (PCV): o modelo de eliminacdo de sub-rotas
proposto por Dantzig et al. (1954) e o modelo proposto por Miller et al. (1960). No decorrer do
texto, denominaremos essas formulagdes, respectivamente, como SEC’s (Subtour elimination
constraints) e MTZ (Miller-Tucker-Zemli).

Para as formulagdes, dado o grafo de entrada G, defina os seguintes parametros:

— V(G) : conjunto de vértices de G.

— E(G) : conjunto de arestas de G.

- A(G)={(i,)),(j,i)){i,j} € E(G)}: conjunto de arcos da orienta¢do simétrica de G, onde
cada aresta {i, j} dd lugar aos arcos i <— jei — j.

— CI : conjunto de todos os caminhos ¢-invidveis de G.
5.1.1 Formulacdo SEC’s

A ideia da formulagdao SEC’s € garantir duas das propriedades do Teorema 2.2.1: o
subgrafo escolhido contém |V (G)| — 1 arestas e € aciclico. Para tal defina as varidveis:

1, seaarestae € E(G) esta na solugdo;
0, caso contrario.
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Para garantir que a solugdo da formulagdo contenha exatamente |V (G)| — 1 arestas,
usamos a seguinte restricdo, onde o somatdrio das varidveis x € exatamente esta quantidade:
Y x=V(G)|-1
e€E(G)
Para assegurar que a solucgdo € aciclica, definimos o seguinte conjunto de restrigdes:
Y xe < |8| —1,¥S C V(G)
e={i,j}€E(G).i,j€S
Note que a restricdao acima impde que, para todo subconjunto S de vértices do grafo G, selecio-
namos no maximo |S| — 1 arestas de G incidentes em pares de vértices de S. Vamos mostrar que
ela garante que a solucdo é aciclica. Suponha que ndo, entdo seja C = (vq,vy, ..., Vs, V1) um ciclo
da solu¢do. Como as restri¢des sdo impostas para todos os subconjuntos de vértices, temos em
particular aquela relativa a S = {vy,vy,...,vs}. Como
Xe = Xe+ Y Xe,
e={i,j}€E(G),i,jES e€E(C) e={i,j}€E(G)\E(C),i,j€S
tal restricio escreve-se como
Z Xe+ Z Xe < |S|—1.
e€E(C) e={i,j}€E(G)\E(C),i,j€S
Dado que x, > 0, ¢ € E(G), obtemos:
Y xe<[S|-L
e€E(C)
Por outro lado, sendo C parte solucdo, todas as arestas de E(C) estdo presentes e, portanto,
Yeck(c)Xe = |S| > |S]| — 1: uma contradigdo. Logo, a solugdo € aciclica.
Como desejamos encontrar, dentre as arvores ¢-spanner, a de menor custo, temos a
seguinte funcao objetivo, cujo sentido serd de minimizagao:
Z CeXe-
ecE(G)

Dessa maneira, obtemos a seguinte (FE), adicionando a formulacao SEC’s as restri-

coes (5.3):
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min Y cexe (5.5)
e€E(G)

s.a: Z xe=1|V(G)|—1 (5.6)
e€E(G)

) xe < |S|—1, VS C V(G) (5.7)

e={i,j}€E(G),i,jeS

Y x.<|P|-1, VC e CI (5.8)
ecE(P)

X, € B, e € E(G) (5.9)

Vale registrar que, na formulacdo SEC’s para 0 AGM (5.5-5.7,5.9), o conjunto vidvel
da relaxagdo linear j4 € a envoltdria convexa dos pontos inteiros vidveis (EDMONDS, 1991). Ao

adicionarmos as restri¢cdes (5.8), porém, esse conjunto possivelmente terd vértices fracionarios.
5.1.2 Formulagao MTZ

Para a formulacdo MTZ, vamos considerar o digrafo simétrico obtido de G, com os
mesmos vértices e conjunto de arcos A(G) = {(i, j), (j,i)|{i,j} € E(G)}. Da mesma forma que
na formulagdo acima, vamos garantir que a solugdo possua |V (G)| — 1 arestas e seja aciclica.

Vamos definir as variaveis como:

1, se(i,j) € A(G) estd na solucdo;
_ xl] —

0, caso contrario.

— m; = potencial do vértice i € V(G).
Note que ha duas varidveis, x;; e xj;, para cada aresta e = {i,j} de G. Assim, a soma x; it Xji
corresponde a variavel x, em (FE).

Iremos construir uma arborescéncia de G, que representard a arvore geradora da
solucdo. Para garantir que a drvore terd exatamente |V (G)| — 1 arestas, temos a seguinte restri¢ao
de cardinalidade:

Y, x=V(G)-1
(i.))€A(G)
Como a solugdo também serd uma arborescéncia, adicionamos as seguintes restricdes, que
impdem a presen¢a de no mdximo um arco entrando em cada vértice:

Y xi<1, Vi e V(G) (5.10)
JEN(i)
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Para garantir que a solucdo serd aciclica, vamos utilizar as varidveis 7, que represen-
tardo o potencial de cada vértice. Cada potencial 7; ird representar a quantidade de arcos que
estdo no caminho da raiz r até o vértice i da arborescéncia. Tomando o potencial da raiz como 0,
vamos determinar o potencial de cada outro vértice como sendo 1 unidade a mais que potencial
do vértice antecedente a ele na arborescéncia. Em outras palavras, se o arco (i, j) € A(G) estd na
solugdo entdo ; = m; + 1. Para modelar esta implicagio temos, o seguinte grupo de restri¢oes

propostas por Miller et al. (1960):

—M+1)(1—x)+1<m—m <1+ M—-1)(1—x;), V(i,j) € A(G) (5.11)
De fato, se o arco (i, j) estd na solug@o. entdo a varidvel x; =1, de modo que:

1<m—-m<1 & mw=m+1

Caso contrario, ou seja, x;; = 0, obtemos:

M <mi—m <M.

Nesse caso, a restri¢ao deve ser uma redundancia, quer dizer, ser satisfeita e nao interferir no
valor dos potenciais. Para garantir redundancia, basta atribuir um valor constante M de modo
que a diferenga dos potenciais sempre estard no intervalo [—M, M]. Pela defini¢do dos potenciais,
temos 0 < m; < |V(G)| — 1,Vi € V(G), pois o incremento de cada potencial em relagdo ao
do vértice precedente é 1, levando no pior caso um potencial 7 a ter [V (G)| — 1 incrementos
(quantidade de arcos da arborescéncia). Dessa forma, o menor valor que 7; — 7; pode atingir
¢ —(|V(G)| —1). Por outro lado, essa diferenca é no maximo |V (G)| — 1. Dito isso, podemos
assumir M = |V(G)| — 1.

Mostramos que as restrigdes (5.10)-(5.11) proibem ciclos. Suponha, ao contrério,
que a solucdo contenha ciclo C. Caso fosse ndo direcionado, C violaria ). jcn(;)xji < 1 para
algum i € V(C). Assuma que C = (vy,va,...,v,v1) € um ciclo direcionado e seja m; = s, para
algum natural s. Como as arestas do ciclo representam uma sequéncia de arcos direcionados
no mesmo sentido, temos 7, = s+k — 1 por (5.11). Mas como o arco (vg,v;) também estd na
solucdo, essas restricdes determinam 71 = T + 1 = k+ s, uma contradi¢do. Logo, a solucdo é
aciclica.

Desrochers e Laporte (1991) fortaleceram as desigualdades (5.11), fazendo /ifting na

varidvel x;;. Observando que x;; +xj; € {0, 1}, obtiveram

(M—=)xji—(M+1)(1—x;)) +1 <1 —m < 1+ (M —1)(1 —x;) — (M +1)x;,Y(i, j) € A(G)
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Quando xj; = 0, essas desigualdades sdo equivalentes a (5.11). Quando xj; = 1 e, consequente-

mente, x;; = 0, elas se tornam
—1§7'L'j—77:,'§—1 ~ ﬂi:ﬂj—f—l,

ou seja, a desigualdade (5.11) relativa a (j,i). Note, assim, que esse par de desigualdades,
além de mais forte, torna-se o mesmo para (i, j) e (j,i). Portanto, passamos a ter apenas duas

desigualdades para cada aresta {i, j} € E(G), que podem ser reescritas como
(M— 1)in—|— (M—l— 1))6,']‘ —M<rmi—m<M-— (M— 1)xl~j — (M+ l)xj,-, V{i,j} € E(G) (5.12)

Alternativamente, poderiamos escrever uma desigualdade para cada arco (i, j) € A(G).

Para expressar uma formulagdo (FE) em termos de varidveis associadas a A(G) e
nao a E(G), precisamos adaptar a restricdo (5.3) e a fung@o objetivo (5.1). Note que a aresta
e ={i,j} € E(G) estd na solucdo se, e somente se, x;; +xj; = 1. Portanto, (5.3) se expressa em

termos dessas variaveis como:
Z (xij+in)§|P|—1, VP e ClI.

{i,j}eE(P)

Similarmente, a fun¢@o objetivo, cujo sentido é de minimizagao, reescreve-se como:
Z w,-jxij

(i,/)€A(G)

Dessa maneira, obtemos a seguinte (FE), adicionando a formulacido MTZ as restri¢des (5.3):

min Y wijx (5.13)
(i) €A(G)

sar Y, x;=|V(G)|—-1 (5.14)
(i,/)€A(G)

Y xi<l, Vie V(G) (5.15)

JEN(i)

ﬂj—ﬂiSM—(M—l)x,'j—(M—f—l)in, V(l,]) GA(G) (5.16)

0<m<|V(G)—1, Vi€ V(G) (5.17)

Y (u+xi) <[P 1, VP e CI (5.18)
{i,j}€E(P)

x;j €B, Y(i,j) € A(G) (5.19)

Cabem alguns comentarios sobre a formulacdo cima:
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1. Diferentemente da formulacao SEC’s para o AGM, na formulagdo MTZ (5.13 -5.17) a
envoltoria convexa dos pontos inteiros vidveis nao é mais dada pelo poliedro obtido com a
remocao das restri¢des de integralidade das varidveis x. Em outras palavras, ela fornece
uma relaxacao linear mais fraca.

2. Devido arestricao de cardinalidade (5.14), todas as desigualdades (5.15) serdo satisfeitas na
igualdade, a menos de uma, relacionada ao vértice que serd raiz. Na literatura, usualmente,
araiz r € fixada a priori. Nesse caso, podemos colocar igualdade em (5.15), para todo
i # r, e substituir a desigualdade relativa a r por } jcy- () Xj- = 0, além de fixar 7, = 0.
Em (5.16), podemos tomar M = |V(G)| —1,se i =r,ouM = |V(G)| — 2, se i # r (pois r
nao pode estar no caminho entre i e j).

3. Quando deixamos o modelo enraizar a arvore, podemos tomar M = ||V (G)|/2], porque
€ sempre possivel escolher uma raiz tal que a distdncia mdxima entre ela e algum outro
vértice seja esse valor. De fato, seja r uma raiz que minimiza essa distancia maxima.
Suponha, por absurdo, que existe vértice v # r tal que o (r,u)-caminho direcionado tenha
comprimento maior que ||V (G)|/2]. Seja r’ o primeiro vértice apés r nesse caminho.
Mudando a raiz da arvore para 7/, argumentamos que a maior distAncia decresce de
uma unidade, levando ao absurdo. Na subérvore T’ enraizada em ' hd pelo menos
||V(G)|/2] + 1 vértices. Descontando esses vértices, concluimos que hd no maximo
outros [|V(G)|/2] — 1 vértices. Portanto, a distancia de r’ para qualquer desses outros
vértices é no maximo ||V (G)|/2]. Por outro lado, a distancia de r’ para qualquer vértice
em 7’ diminui de uma unidade (em rela¢do aquela a partir de r), incluindo a distncia
até v (mas que ainda é pelo menos ||V (G)|/2]). Logo, tomando r’ como raiz, a distincia

maxima continua aquela relativa a v, porém uma unidade menor.

5.2 Formula¢oes Compactas

Nesta se¢do, apresentaremos trés formulacdes de tamanho polinomial para o pro-
blema. As duas primeiras foram propostas para o AtSCM por Braga (2019), aqui denominadas
de sem rétulos (SR) e com rétulos (CR). A terceira formulagao estd sendo apresentada em nosso
trabalho. Vamos utilizar os seguintes parametros, referentes ao grafo de entrada G:

— V(G) : conjunto de vértices de G.

— E(G) : conjunto de arestas de G.
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— A(G) ={(,),(j,)|{i,j} € E(G)}: conjunto de arcos da orienta¢do simétrica de G, onde
cada aresta {i, j} dd origem aos arcos i <— je j — .

Considerando a orienta¢@o simétrica de G, cada formulag@o constréi |V (G)| arbo-
rescéncias que se sobrepdem em G, cada uma enraizada em um né diferente do grafo. O termo
sobrepor significa que existe uma arvore geradora de G de quem cada arborescéncia € uma
orientacdo diferente, ou seja, as arestas de G associadas aos arcos de cada arborescéncia serao
as mesmas. Assim, todas essas arborescéncias representardo uma mesma arvore geradora de G.
Na Figura 19 ilustramos 4 arborescéncias diferentes, cada uma enraizada em um né do grafo

(destacado em preto), porém todas elas associadas a mesma arvore geradora.

Figura 19 — Arborescéncias sobrepostas

o © DOWEY - SO

Fonte: elaborado pelo autor.

Para a representacdo dessas arborescéncias, definimos as seguintes varidveis:
1, see € E(G) estd na solugdo;
— xe —
0, caso contrdrio.

A 1, se(i,j) € A(G) estd na arborescéncia enraizada em v € V(G);
- A=
ij

0, caso contrdrio.

De modo semelhante as duas formulacdes apresentadas na se¢cao anterior, vamos

construir uma solu¢do com |V (G)| — 1 arestas e aciclica. Para garantir esta quantidade de arestas
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temos:

Z xe=1V(G)|—1

ecE(G)

Para assegurar que a solucdo represente as |V (G)| arborescéncias e, além disso, as arestas que

elas utilizam sejam as mesmas, temos:

Z A Y e V(G)
IEN™

Z = W e V(G),VjeV(G)\{v}
iIEN™
xezx,.vjujl, Vv e V(G),Ve = {i,j} € E(G)

Com essas equagdes, garantimos que, para a arborescéncia enraizada no vértice v € V(G), ndo
ha vértice na vizinhanga de entrada de v, e, para cada vértice j € V(G)\{v}, hd exatamente um
vértice na vizinhanga de entrada de j. A terceira restricio impde que uma aresta € utilizada
para compor a solucdo se, € somente se, toda arborescéncia utiliza uma das orientagcdes dela,
garantindo que as arborescéncias terdo como base as mesmas arestas.

Podemos mostrar que as arestas escolhidas por esse sistema de igualdades induzem
um subgrafo aciclico. Suponha, ao contrario, que a solu¢ao contenha um ciclo C. Seja G, =
(V(G),A/) o subdigrafo induzido pelos arcos A, = {(i, j) € A(G) : A]; = 1}, para todo r € V(G).
Uma orientacdo do ciclo C aparece em cada G,. Caso C seja ndo direcionado em G,, para
algum r € V(G), entdo existe um vértice v € V(C) que possui pelo menos dois vértices em sua
vizinhanga de entrada, ou seja, ]Nar (v)| > 2; mas Y ;c N-(v) A/, <1, uma contradi¢do. Admita
entdo que C € um ciclo direcionado em todo G,, em particular para r € V(C). Entdo [N (r)| > 1,
uma contradi¢do pois Y;en-(r) Af, = 0.

Este sistema de igualdades lineares foi proposto por Martin (1991) para modelar o
AGM. Ele mostrou que, tal qual o sistema linear da formulacdo SEC’s para o AGM, esse sistema
tem a propriedade de que a envoltdria convexa dos pontos vidveis € a mesma quando removemos
as restrigdes que impdem integralidade das varidveis x e A. Ver também Conforti ez al. (2010) e
Conforti et al. (2013).

Braga (2019) usou essa formulacdo de Martin (1991) como base para obter duas
formulacdes para o AtSCM. De modo a garantir que a drvore geradora seja também ¢-spanner, ou
seja, que satisfaca a condi¢do (3.1), usou varidveis adicionais para expressar as distdncias entre

vértices. Nas proximas trés subsecoes, apresentaremos essas duas formulagdes para o AtSCM e
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mais uma terceira. Cada formulacdo ird introduzir varidveis e restri¢des diferentes no sistema
apresentado acima, objetivando capturar o custo do caminho entre quaisquer dois vértices i € j
na solucdo e limitd-lo a 7 x distg (i, j).

Em todas elas, como desejamos encontrar, dentre as arvores ¢-spanner, a de menor

custo, temos a seguinte fungdo objetivo, cujo sentido serd de minimizacao:

Y wexe

e€E(G)

5.2.1 Formulacdo SR

Nessa formulagio, introduzida por Braga (2019), vamos utilizar o seguinte conjunto
de varidveis para identificar explicitamente a presenca de uma aresta {u,v} € E(G) no caminho
entre dois vértices i e j, na solucdo do sistema:

1, se{i,j} € E(G) estd no caminho entre u e v;

uv __
0, caso contrario.

As varidveis y podem ser expressas em funcdo das varidveis A como segue. Sejam 7"
e T” duas arborescéncias definidas pelas varidveis A, enraizadas, respectivamente, nos vértices u
e v, distintos. Ambas sdo uma orienta¢ao de uma mesma arvore geradora 7. Em T“ (resp. T"),
temos exatamente um caminho (direcionado) de u a v (resp. de v a u). Toda aresta {i, j} de T que
ndo estd no caminho entre u e v possui a mesma orientacdo tanto em 7% quanto em 7", ou seja
Af;=A}; e Aj; = Aj;. Jd uma aresta {i, j} do caminho entre u e v terd em 7" orienta¢do oposta
aquela em T"; em outras palavras, l;} = 7LJVI- e = ?Ll.vj. Podemos observar esta propriedade nas
arborescéncias da Figura 19. Desse modo, podemos obter a relagdo entre as varidveis A e y na

Proposicao 5.2.1.
Proposic¢io 5.2.1 Para todos {u,v},{i,j} € E(G),

VY = max{Af% — Al A% — A%} = min{A% + A, Ak + A%},

Prova. Sejam L = max{A}; — A,A}; — A;;} e U = min{Aj; + A}, Af; + A5}, Se {i, j} ndo
estd na solugdo, entdo A/t = A, = A% = 1}, = 0; logo L = max{0,0} = 0 e U = min{0,0}, ou
seja, L = U = ;. Caso contrdrio, temos x;; = 1. Se {i, j} estd no caminho entre u e v, entdo
/ll-’; :QL]YI.: 1 e)L]'-‘i :livj =0, oulj’fi :livj =1 e?Li’;- :AJVZ. = 0; nos dois casos, L=max{—1,1} =1

eU=min{l,1} =1, implicando em L = U = y}}. Se {i, j} ndo estd no caminho entre u e v, entdo
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A=A =1eAji=A;=0,0uldj=A;=1eA;=A};=0;nos dos casos, L = max{0,0} =0
e U =min{2,0} =0, levandoa L=U =y}. |
Pela Proposi¢do 5.2.1, concluimos que a valoragdo de y’fjv ¢ precisamente determinada

)»}‘l- — lﬁ} <y <min{A}+ A

pelas desigualdades max{A;; — 4, ; j

ij’

l.Vj, 7L]’4i + 7L]Vi}, ou melhor, pelas

desigualdades lineares
i 2 2=

2 M

€
Vi< M Ay (20
Y <AL AY (5.21)

Para modelar a condi¢do (3.1), seja }.; hep(G) Wi jy;-‘jv a expressao que calcula expli-
citamente o custo do caminho entre u e v na solu¢do. Vamos limitéd-la a 7 x distg(u, v), obtendo:
Z wijyij <txdistg(u,v), V{u,v} € E(G)

{i.j}€E(G)
De maneira geral a formulacio (SR) pode ser expressa como:

(SR) min Z WijXij (5-22)
{i.j}€E(G)
sa: Y, xj=|V(G)|—1 (5.23)
{i./}€E(G)
Y A=1, W e V(G),Vj € V(G)\{v} (5.24)
ieN=(j)
Y A, =0, Y e V(G) (5.25)
iEN—(v)
Xij = A+ A, Y e V(G),¥{i,j} € E(G) (5.26)
vij 2 Aij— A, v{u,v} € E(G),¥{i, j} € E(G) (5.27)
Vi = Aji— A, V{u,v} € E(G),Y{i,j} € E(G) (5.28)
Y, wipl) <txdistg(u,v), v{u,v} € E(G) (5.29)
{i./}€E(G)
xij € B, v{i,j} € E(G) (5.30)
A A% E€B, W eV(G),¥{i,j} € E(G) (5.3D)
yij €B, v{i,j} € E(G),V{u,v} € E(G) (5.32)

Algumas observagdes podem ser feitas com relagdo a formulagdo (SR):
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. As varidveis yj7 estdo definidas apenas para {i, j},{u,v} € E(G), entretanto, a priori,
também deveriamos defini-las para pares {u,v} ¢ E(G). O Teorema 3.2.1 estabelece que
€ suficiente garantir a distancia na solu¢do apenas para pares que formam aresta no grafo,
portanto definimos as varidveis em consondncia com esse fato, implicando uma quantidade
menor de |E|? varidveis, ao contrario de |E||V|? varidveis.

. Devido a func¢do objetivo, ndo € necessario adicionar a formulacgao as restri¢des (5.20) e
(5.21). Como queremos minimizar o custo da solucdo, s6 nos interessa ativar uma varidvel
y{¥ quando obrigatério, de modo que as desigualdades (5.27) e (5.28) sdo suficientes
para garantir o valor adequado de y?jV no 6timo. Mais precisamente, para toda solugao
(x,A,y) vidvel para a relaxagdo linear da formulagio SR, existe solugdo vidvel (x,A,y), de
mesmo valor, onde (y')} = max{4}; — 4}, A} —
satisfaz (5.27)-(5.28), além de satisfazer (5.29) pois y < yew > 0. Além disso, ela satisfaz

7L]Vl} De fato, essa solug@o trivialmente

as desigualdades excluidas (5.20)—(5.21), devido a Proposicdo 5.2.1.

. Pelo Teorema 3.2.1, para cada {u,v} € E, é possivel substituir a restri¢do (5.29) por
Y{ij}eE(G) Wi jy;-‘jv < t*wy,, que é a restricdo usada no trabalho de Braga (2019). Isso
dispensaria o célculo de distg(u,v). Entretanto, essa desigualdade é claramente dominada
por aquela do modelo, visto que distg(u,v) < wy,. Usando essa restricdo mais forte,
obtemos uma relaxacao linear “mais apertada”.

. Por (5.26), temos que A/t + A% = A, + A}, = x;;. Entdlo, A}; — A}, = —(Aj; — A;}), de modo

que podemos reescrever (5.27)-(5.28) como

<A AY <y (5.33)
Além disso, devido a Aj; + A = (A, — A}}) +xij e Af+ A% = —(Ai — 4;) +xi5, (5.20) e
(5.21) equivalem a

Vii = Xij S Ay — A < xij—Vij (5.34)

Essas novas expressoes fornecem visdes alternativas das anteriores.
. Quando uma aresta {u, v} é usada (isto é, x,, = 1), apenas essa aresta aparece no caminho

entre u e v. Isso nos leva as seguintes (des)igualdades validas:

Vi = Xuy (5.35)

Y Vi trw =1, V{u,v} €E,i € {u,v} (5.36)
JEN\{v}

Y+ xw < 1, Vi, j} {u.v} € E(G), i, j} 0 {u,v} =0 (5.37)
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Asigualdades (5.35) servem para reduzir a quantidade de varidveis y inicialmente definidas.
Mais importante, (5.36)—(5.37) sdo tteis para fixar varidveis durante um processo de
ramificacdo. Para reduzir a quantidade das desigualdades (5.37) poderiamos agregé-las na
restri¢do mais fraca Y ; n-(,,,) y?jv +Mx,,, < M, usando um big-M para a maior quantidade

de arestas entre u e v numa solugdo. Por exemplo, podemos tomar M = |V (G)| — 1.

6. Caso a aresta {i, j} apareca no caminho entre u e v (isto €, yy = 1) e a aresta e = {u, i}
seja usada (isto é, x,,; = 1), entdo e deve figurar no caminho entre # € v. O mesmo vale para
qualquer e tal que |eN{u,v}| = |eN{i,j}| = 1. Assim, obtemos as seguintes desigualdades

validas:
yZ"Zy?jV—i—xe—l V{i,j},{u,v},e € E(G),len{u,v} = len{i,j}|=1 (5.38)

Na verdade, essas desigualdades sdo inéquas quando {i, j} = {u,v} e devem ser conside-
radas apenas em caso contrario.

7. A integralidade das varidveis x pode ser relaxada, visto que ela € decorréncia daquela
das varidveis A. Entretanto, a ramificagdo numa varidvel x;; tem grande influéncia na
fixa¢do de outras varidveis. Por um lado, x;; = 0 leva a livj = QLJVI. =0, para todo v € V(G),
e, portanto, y; = 0 para todo {u,v} € E(G). Nesse caso, eliminamos |E(G)| varidveis y
2|V(G)| varidveis A associadas a {i, j}. Por outro lado, considere agora x,,, = 1. Devido a
(5.36)—(5.37) e (5.33), temos yl”-‘jv = 0 e, por conseguinte, li’; = 7Ll.vj e ?Lj‘.‘i = ljvl para todo
{i,j} € E(G)\ {{u,v}}. Similarmente, devido a (5.35) e (5.34), obtemos y“» = 1 e, com
isso, A, = A}, e A4, = A),. Novamente, eliminamos |E(G)| varidveis y associadas a {u, v}

e 2|V(G)| varidveis A com superindice u ou v.
5.2.2 Formulacdo CR

Em lugar de marcar explicitamente as arestas do caminho entre cada par de vértices,
a segunda formulagdo apresentada por Braga (2019), a ser denominada (CR), rotula cada vértice
com os pesos dos caminhos minimos de cada raiz até ele. O célculo desses rétulos pode ser
feito com uma adaptacao das varidveis de potencial & da formulacio MTZ. Mais precisamente
definimos as seguintes varidveis:
- n:lj = potencial do vértice i na arborescéncia enraizada em j, com i, j € V(G), ou seja, 0
peso do i, j caminho nessa arborescéncia.

Seja r a raiz de uma arborescéncia da solu¢do. Se construirmos os potenciais
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da mesma maneira que a formulagdo MTZ temos 77 = 7/ + 1, quando A/, = 1, Vr € V(G),
V(i,j) € A(G), ou seja, o valor do potencial 7} corresponde a quantidade de arestas no caminho
entre r € j. Como estamos interessados em captar o custo do caminho, trocaremos a condi¢cdo
acima para: 7 = 11/ +wjj, se A/; = 1, Vr € V(G), (i, j) € A(G). Desse modo, o valor de cada
potencial Jtlj = 717; representard o peso do caminho entre os vértices i € j na solucgao.

Como ndo hd caminho de um vértice r € V(G) a ele mesmo, entdo 7, = 0. Para

garantir a construg¢do dos demais potenciais, tome as seguintes desigualdades, similares a (5.12):

(Mj; —wij)Aji+ (M +wij)Aj; — Mj; < 5 — ) < M — (Mj; — wij) A — (M +wij) A,

VreV(G).{i,j} € E(G),
nas quais Mirj eM Jr-l. sdo constantes. Como anteriormente, podemos alternativamente escrever

7 — 1h < M — (M +wij) Al — (M, — wi) AL, Vr € V(G), (i, j) € A(G), (5.39)

onde usamos A(G) em lugar de E(G).

Para verificar a validade dessas desigualdades, tome r € V(G) e {i, j} € E(G). Se
l[j =1 (eassim A i = 0), concluimos pelas primeiras expressdes que T = m; +wjj. Similarmente,
se Aj; =1 (e assim 4]; = 0)), temos que 7} = 7] — w;;. Finalmente, quando A; = 4}, = 0, as
desigualdades tornam-se —M;; < m; —m; < M;. Portanto, para que sejam validas, M;; deve ser
um limite superior para 7; — 7rJr , ou seja, para a diferenca entre as distanciasde raiedera j,
paratodos {i,j} e EercV(G).

Sejam i, j,r € V(G). Detalhamos a seguir o valor adotado para M. Seja wy o peso

de uma arvore geradora maxima de G. Defina
Uij = min{t *diStG(i,j),WM}.

Lembrando que ﬂlj € o tamanho do caminho de j até i na arborescéncia enraizada em j, conclui-
mos que 71! <7 x*distg(i, j), pela condigdo (3.1), e que ] < wy, pois 7/ é peso de um caminho

em G. Logo, 7rl] < Ujj. Por outro lado, trivialmente 71'{ > distg (i, j). Dessa forma, obtemos
T — nj’ < U;, —distg(r, j).

Seja {;; o tamanho do caminho entre i e j na 4rvore enraizada em r. Note que 7} — 7} <

|] — ; | </ i < Uij. Pelo exposto, podemos tomar

M;; = min{U;;, U;r — distg (7, j) }-
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Para garantir a condi¢@o (3.1) basta limitar superiormente cada potencial 71:{ I, JE
V(G), atxdistg(i, j), ou melhor a U;; = min{¢ *dists (i, j), wa }. Por outro lado, 7rl] ¢ limitado
inferiormente a distg(i, j). Além disso, como a drvore (grafo ndo orientado) subjacente a cada
arborescéncia é a mesma, em particular, as enraizadas em i e j, entdo n'ij = th-, pois o caminho

entre i e j é Unico (Teorema 2.2.1). Dessa forma temos as seguintes desigualdades:
distg(i, /) < 7/ = @t < min{r * distg (i, j), wa }, Vi, j € V(G)

De maneira geral a formulagao (CR) pode ser expressa como:

(CRymin Y wix; (5.40)
{i./}€E(G)
s.a: Z xij=|V(G)|—1 (5.41)
{i./}€E(G)
Z Al =1, W eV(G),YjeV(G)\{v} (5.42)
iEN™
Z Mv =0, YW eV(G) (5.43)
iEN—
x,j—lv+/1jvl, Y eV(G),¥{i,j} € E(G) (5.44)
A — 7+ (M +wip) A+ (M]; —wi) A <M, YreV(G),(i,j) € A(G) (5.45)
n =0, VreV(G) (5.46)
distg(i, j) < f = 7t < min{r *distg (7, j), wu}, Vi,j € V(G) (5.47)
Xij € Bn V{i,j} S E(G) (5.48)
A, A% € B, W e V(G),¥{i,j} € E(G) (5.49)
n/ e R, Vi,j € V(G) (5.50)

Algumas observagdes podem ser feitas com relagdo a formulagao (CR):

1. Em (5.47), pelo Teorema 3.2.1, € suficiente adicionar apenas as desigualdades relativas a
pares {i, j} que representam arestas em E(G) para corretude da formulagdo. Entretanto,
optamos manté-las para todo par pois elas ndo aumentam o tamanho do modelo, ja que
podem ser tratadas como bounds das varidveis 7.

2. Também com o Teorema 3.2.1, vimos que basta limitar o peso de cada i, j-caminho na
solugdo a r vezes o peso da aresta {i, j}, tornando 7 *w;; o lado direito de (5.47), que € a
limitacdo imposta na formulacdo (CR) apresentada no trabalho de Braga (2019). Aqui,
vamos impor o limite superior de (5.47), pois, em termos de relaxacao linear, torna a

formulacao mais “apertada”.
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3. Também em (5.47), as igualdades 7rJ = 717 ndo sdo necessdrias. Devido as arborescéncias
enraizadas em i e j representarem a mesma arvore geradora, a igualdade 71:11 = n} é
garantida pela integralidade das varidveis A, entretanto optamos por utiliza-las pois, assim,
podemos reduzir a quantidade de varidveis da formulagdo. Além disso, Braga (2019)
utiliza estas igualdades apenas para pares {i, j} € E, o que permite uma redu¢do bem

menor de varidveis da formulacao.
5.2.3 Formulagdo Aresta-Potencial (AP)

A segunda formulag@o proposta neste trabalho é denominada de Aresta-Potencial (AP).
Ela se baseia numa alteracdo dos potenciais da formulagdo (CR), de modo que estes serdo aplica-
dos aos arcos da orientacdo simétrica em vez dos vértices. Para isso defina:
— 1/; = potencial do arco (7, j) € A(G) na drvore enraizada em r € V(G).
Sejam r a raiz de uma arborescéncia da solugdo e (i, j) € A(G) um arco da orientagdo

simétrica de G. Vamos construir os potenciais de modo que:

r ro__ .
. Yoen—(i) Ti twij, se )Lij =1
- Tij =
0, caso contrario.

Desse modo, exatamente um dos potenciais 7,,, com v € N~ (i), ird receber o valor do caminho
entre os vértices r € i na solucdo, enquanto os demais receberdo valor 0. Ou seja, a expressao
Yven-(i) Ty; corresponde ao peso do caminho entre r e i na arborescéncia enraizada em r.

Para a construcao das variaveis 7, usamos as seguintes desigualdades:

T > Z T4 wij — M (1 - Af), Vr e V(G)V(i, j) € A(G) (5.51)
vEN—

T < Z T+ Wi, vr e V(G)V(i, j) € A(G) (5.52)
veN™

T, <M ;ng, Vr e V(G)V(i, j) € A(G) (5.53)

onde M;; ¢ uma constante suficientemente grande, conforme detalhado a seguir.

Se 7Li’j = 1 entdo, de (5.51)~(5.52), obtemos 7/; = ¥,en—(i) Ty; + Wij» €, de (5.53),
temos Ti’j < erj Suponha agora /ll-rj = 0. De (5.53), obtemos Tirj < 0 e, portanto, ‘L'i’j =0e(5.52)
fica redundante. Ja por (5.51), obtemos tj; > }.,en-(i) Ty; + Wij — M;;. Resta, entdo, atribuir
um valor para cada M;; de modo que as restri¢des (5.51) e (5.53) fiquem redundantes quando,

respectivamente, A;; = 0 e 4/, = 1. Nos dois casos, precisamos ter M;; > ¥.,en- (i) Ty; + Wij-
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Como visto anteriormente, U,; € um limite superior para o tamanho do caminho entre r e i em

uma arvore z-spanner, ou seja, ZVGN* ()T " < U,;. Logo, podemos tomar M’ = Ui +wij.

vi —
Para garantir a condicao (3.1), basta limitar a distancia entre os vértices i € j a
t xdistg (i, j). Além disso, essa distdncia ndo pode ultrapassar wys. Assim, vamos limita-la a U; -

Mais ainda, como a distancia entre i e j € a mesma nas duas arborescéncias (uma enraizada em i

e aoutraem j) entdo ), cn- =) en- ’L' . Dessa forma temos as seguintes desigualdades:
Z Z ‘L']l- < min{z xdistg(i, j),wm }, Vi,j € V(G)
vEN™ vEN™

De maneira geral, a formulacdo (AP) pode ser expressa como:

(AP) min Z wijxij (554)
{i.J}€E(G)
sai Y, x;=|V(G)|-1 (5.55)
{i.j}€E(G)
Z Al=1, W e V(G),VjeV(G)\{v} (5.56)
IEN™
Z W eV(G) (5.57)
IEN™
Xij = AL+ A, Vv e V(G),Y{i,j} € E(G) (5.58)
Z T+ wij— M (1= 7)), Vr e V(G),Y(i, ) € A(G) (5.59)
veN
Z Z < min{z *distG (i, j),wm }, Vi, j € V(G) (5.60)
vEN— ) VEN™
Xij € B, V{i,j} S E(G) (5.61)
AL AL €B, VreV(G),¥{i,j} € E(G) (5.62)
T eRT, VreV(G),V(i,j) € A(G) (5.63)

Algumas observagdes podem ser feitas com relagdo a formulagdo (AP):

1. Devido a func¢do objetivo, ndo € necessario adicionar a formulagao as restrigdes (5.52) e
(5.53). Como queremos minimizar o custo da solu¢do, sé nos interessa acumular um poten-
cial 7/, ' quando obrigatério, de modo que as desigualdades (5.51) sdo suficientes para garan-
tir o valor adequado de 7 ; no 6timo. Mais precisamente, para toda solugéo (x,A,T) vidvel
para a formulagdo (AP), existe solugdo vidvel (x,A,7’), de mesmo valor, onde (7')]; =

min{Y,en-(i)(t)y; + wij, M[;A/;}. De fato, esta solugdo trivialmente satisfaz (5.52)-

(5.53). Como 7j; > min{ZveNf(,-)(T )W-+w,j,Mr7Lr} =(t ’)l’j, entdo ZVGN*(j)(T/)Cj <
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Yoen-(j) o i < min{z * distg (i, j),wm}, ou seja, (5.60) também ¢ satisfeita. Portanto,
(x,A,7") é vidvel para (AP) e com mesmo valor de fungio objetivo de (x,A, 7).

2. Pelo Teorema 3.2.1, vimos que basta limitar o peso de cada i, j-caminho na solugdo a
t vezes o peso da aresta {i, j}, tornando ¢ * w; ;0 lado direito de (5.60). Aqui, vamos
impor o limite superior de (5.60), pois, em termos de relaxacao linear, torna a formulacio
mais “apertada”. Além disso, seria suficiente que a restricao fosse adicionada apenas para
pares {i, j} € E(G), mas optamos por adicionar todas elas, embora aumente o tamanho do
modelo, pois poderiam potencialmente fortalecer a relaxacao linear da formulagao.

3. A estratégia da formulagcao (AP) de registrar os potenciais nas arestas em lugar de associd-
los aos vértices, como na formulacdo (CR), possibilita um fortalecimento da relaxagdo
linear, as custas do uso de um maior nimero de varidveis. De fato, a partir das defini¢des
das varidveis dessas formulagdes, chegamos a relagdo 77 = }.,cn— () 7, para todo (r,j) €
A(G). Entio, se trocarmos o lado esquerdo de (5.59) de Tj; para Y. ,en-(j) T,; Obtemos uma
desigualdade mais fraca, porém ainda vélida. Usando a relagdo entre 7 e 7, a desigualdade
enfraquecida torna-se 71:; >l +wij— M{j(l — ),[j), ou seja, a desigualdade MTZ (5.11).
De maneira similar, a mesma transformagdo de varidveis feita sobre (5.60) resulta em

(5.47). Desse modo, chegamos a formulacao (CR) (com as desigualdades MTZ originais).

5.3 Desigualdades Validas

Nesta sec¢do, apresentaremos algumas desigualdades vélidas para as formulagdes.
Adicionalmente, apresentaremos solucdes fraciondrias que inspiraram cada desigualdade que

elimina essa solu¢@o do conjunto viavel relaxado.
5.3.1 Desigualdade Potencial Minimo

A primeira desigualdade serd denominada potencial minimo. Antes de deriva-la,
apresentamos uma solucdo 6tima fraciondria (da relaxagdo linear) que ela corta, relativa a
instancia do AtSCM ilustrada na Figura 20. Nas Figuras 21-23 e nas figuras 24-26 exibimos,
respectivamente, uma solucdo para a relaxacdo linear das formulacdes (AP) e (CR). Como

observacao, nao adicionamos o limite inferior das varidveis 7 (5.47) na formulacdo (CR).
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Figura 20 — Grafo ponderado G, t =3

@ 1

@ 1

Fonte: elaborado pelo autor.

5.3.1.1 Desigualdade para formulacdo AP

Sejam (i, j) € A(G) e r € V(G). Considere uma solugio (%, A, 7) da formulacio (AP).
Primeiro suponha que i = r. Se o arco (r, j) estd presente na arborescéncia enraizada em r, ou seja,
i” =1, entdo ’Z"~ = wyj. Caso contrdrio, ZV- = fr- = (0. Em ambos os casos, temos a igualdade
T = er?t Suponha agora i # r. Nesse caso, 7j; =0, se 7Lr =0, e T, =wij+ Loen-() Tis

se lr = L. Assim, T[; > (wij + Xyen-(i) Tw-)ki Como ¥ cn—(;) Ty; = distg(i,r), obtemos 7]; >

(wij +distg (i, r))/'Ll-’j. De maneira geral, as seguintes desigualdades sdo vélidas para AP:
= wrjA; V(r,j) € A(G),r e V(G) (5.64)
’L'irj > (wij +distg(i,r))A;; V(i,j) € A(G),reV(G),i# j (5.65)
Observe que as desigualdades acima sdo interessantes para a formulagdo (AP), visto
que a solugdo fraciondria ilustrada nas Figuras 21, 22 e 23 € eliminada com a adicao de (5.64)-

(5.65) ao modelo. Esse fato pode ser observado, por exemplo, considerando a varidvel ’c§4. De

(5.65), obtemos a violagdo 1 = T}, > (w34 +distg(1,3))Ad, = 3.

Figura 21 — Varidveis X,

@ 0.8

0.8

@ 0.4

Fonte: elaborado pelo autor.
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Figura 22 — Variaveis ),l-lj, raiz 1

@ 0.8

Fonte: elaborado pelo autor.

Figura 23 — Varidveis 7/, raiz 1

@ ©,

&) ®)

Fonte: elaborado pelo autor.

5.3.1.2 Desigualdade para formula¢do CR

As varidveis 7 e T, utilizadas para o calculo das distancias nas formulacdes (CR) e

(AP), respectivamente, estdao relacionadas pela seguinte expressao:
=Y 1 Vjrev(G).
€N (J)
Essa relacdo nos leva a obter desigualdades de potencial minimo também para a formulacao
(CR). Assumindo distg(i,i) = 0, para i € V(G), ao somarmos as (in)equagdes (5.64) e (5.65)
relativas a i € N™(j) e r € V(G) obtemos: };cn-(j) Tf; = Lien-(j)(wij +distG(i,r))A[;. Entdo,
substituindo a expressdo de 7; destacada acima, obtemos a seguinte desigualdade vilida para a
formulagdo (CR):
mr> Y (wij+distg(i,r)Af; Vj,reV(G) (5.66)
ieN~(j)
O mesmo fato que ocorre na formulagdo (AP) é observado na formulagao (CR)

quando adicionamos a desigualdade (5.66). A solucgdo fracionéria de (CR) ilustrada nas Figuras



65

24,25 e 26 é eliminada do conjunto vidvel relaxado. Por exemplo, observamos a violacdo de

(5.66) em 2 = 7] > (w34 +distg(1,3))Ad, = 3.

Figura 24 — Variaveis X,

@ 0.75

0.67

@ 0.75

Fonte: elaborado pelo autor.

1
ijo

(1\ 0.75
_/

Figura 25 — Varidveis A, raiz 1

Figura 26 — Varidveis 7}, raiz 1

o (1)

Fonte: elaborado pelo autor.
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5.3.1.3 Desigualdade para formulacdo SR

As desigualdades de potencial minimo também podem ser adaptadas para a for-
mulacdo (SR). Nessa formulacdo, o peso do caminho entre dois vértices r e j € dado por
Y (a,p)€E(G) wabyéz. Dado que esse valor corresponde ao potencial 7; da formulagdo (CR), a
versao das desigualdades (5.66) para a formulacao (SR) fica:

Z Wabyz, > Z (Wij —|—diStG(i, V))Alrj \V/{j, r} S E(G) (5.67)
{a,p}€E(G) iEN~(j)

5.3.2 Desigualdade Ciclo t-Invidvel

A desigualdade valida que iremos apresentar agora denominamos de ciclo ¢-invidvel.
Como o proprio nome sugere, ela se baseia em um ciclo do grafo de entrada. Mais ainda, tal ciclo
incorporard um conjunto de caminhos 7-invidveis, que serdo proibidos. Como exemplo, considere
a instancia do AtSCM dada pelo grafo da Figura 27. Destacamos o ciclo C = (1,2,4,6,5,3,1)
desse grafo. Evidentemente, pelo menos uma aresta de C ndo pode pertencer a solucdo. Todavia,
observe que a remoc¢do de qualquer uma das arestas {{1,2},{2,4},{4,6},{5,6},{3,5},{1,3}}
do ciclo gera um caminho de tamanho 5. Sem perda de generalidade, seja {1,2} a aresta
removida. O peso do caminho resultante Py, € 5, mas a distincia maxima permitida entre 1 e 2
numa solucdo € 4, ou seja, Pj2 € um caminho 4-inviavel. Entdo pelo menos mais uma aresta de C

nao pode pertencer a solugdo. Essa ideia nos conduz a definicao formal de ciclo ¢-invidvel.

Figura 27 — Grafo ponderado G, t = 4

1 1
O——®
1 1

Fonte: elaborado pelo autor.



67

Defini¢do 5.3.1 Um ciclo C em G é dito ciclo t-invidvel se w(C) > (t + 1) maX,cg(c) We. Em

particular, no caso ndo ponderado, C é t-invidvel se |C| >t + 1.

Proposicao 5.3.1 O caminho obtido de um ciclo t-invidvel C com a remogdo de qualquer aresta

de C é t-invidvel.

Prova. Sejam C um ciclo r-invidvel e e = argmax,cg(c)Wwe. Seja F;; 0 caminho obtido
de C com a remogdo da aresta {i,j} € E(C). Observe que w(C) = w(F;;) + w;j. Portanto,
W(Pij) +Wij > tWer +Wer, ou seja, w(P,j) > twer + (Wer — w;j). Como wer > w;; > distg(i, j) e
(Wer —wij) > 0, temos w(P;j) > tdistg(i, j). Logo, P;j ¢ um caminho ¢-invidvel. |

Como resultado direto desta propriedade, a seguinte desigualdade € valida para as
formulacdes apresentadas, para todo ciclo C ¢-invidvel:

Y x<|c|-2 (5.68)
ecE(C)

De modo similar, seja N(C) o conjunto de arestas incidentes em C que ndo pertencem a C; em
outras palavras, N(C) = {{i,j} € E(G)\E(C):i€V(C)ouje€ V(C)}. As desigualdades a
seguir também sdo validas e proibem que |C| — 1 ou mais arestas do ciclo sejam selecionadas

para a solugao:

Y xe>1, se |C| = V(G| (5.69)
eeN(C)

Y x>2 se |C| < [V(G)| (5.70)
eeN(C)

Apesar de apresentarem expressoes diferentes, na verdade (5.68) garante (5.69)—
(5.70) e, além disso, € mais “apertada” quando se trata da relaxacdo linear das varidveis x. Essa

conclusdo seque da seguinte proposicao:

Proposiciio 5.3.2 ¥ .cr(c)Xe < |C| =2 implica Y oey(cyXe > 1, se |C| = |V

, OU Yeen(C)Xe = 2,

caso contrdrio.

Prova. Seja X uma solugdo fraciondria satisfazendo as restrigdes de eliminacdo de sub-rotas (5.7),
apresentadas na formulagéo exponencial. Seja C ciclo em G. Por hipétese, }..cg(c)Xe < |C| —2.
Suponha primeiro que C € ndo hamiltoniano. Seja S =V (G)\V(C). Entdo ¥ cp(s) % < S| — 1.
V(G)|—1=Leer(c)¥e + Leen(c) Xe + Leck(s) Xe < |Cl =24 Leen(c) Xe + S| — 1=
[V(G)| =3+ Xeen(c) e» portanto, Y cy(c)¥e > 2. Se C € hamiltoniano entdo [V(G)| -1 =

Além disso,
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Yeck () ¥et Xeen(c) Xe < [Cl =2+ Leen(c) Xe = [V (G)| =2+ Leen(c) Xe» portanto, Y. cy(c) Xe >
1. |

Vale observar que as desigualdades (5.68) sdo vélidas para todas as formulagdes
apresentadas neste trabalho. Mais ainda, elas dominam as desigualdades (5.3) para todos os
caminhos 7-invidveis obtidos com a remocao de uma aresta do ciclo. De fato, se P € o caminho
obtido de um ciclo #-inviavel C com a remogdo de uma aresta qualquer, entdo Y .cg(p)Xe <
Yeck(c)Xe < |C| =2 =|P|— 1. Adicionalmente, mostramos a seguir que as desigualdades (5.68)
podem substituir as restri¢des f-spanner no caso do problema de decisdo, o AtS. Nesse caso,
como w, = 1, para toda aresta e € E(G), um ciclo C é t-invidvel se |C| > ¢ + 1. Vamos mostrar

que qualquer drvore geradora que satisfaca as restri¢des de ciclo #-invidvel € f-spanner.

Proposicao 5.3.3 Seja T uma drvore geradora de G e x € BIEl tal que x, = 1 se, e somente se,
e € E(T). Se, para todo ciclo C t-invidvel,

Y x<|c|-2,
ecE(C)

entdo T é drvore t-spanner.

Prova. Suponha, pela contrapositiva, que 7" ndo € t-spanner. Deste modo, pelo Teorema 3.2.1,
existe um par {i, j} € E(G) tal que distr (i, j) >t *distg(i, j) =t. Seja P o caminho (-invidvel)
entre i e j na drvore T. Entdo, w(P) > t. Observe que a adi¢do da aresta {i, j} a P gera um ciclo
C. Como w(C) = w(P)+ 1, temos w(C) >t + 1, ou seja, C é um ciclo ¢-invidvel. Além disso,
(5.68) para C estd violada, pois Yocp(c)xe = |P| = [C| = 1. |

[lustramos na Figura 28 um exemplo onde as desigualdades de ciclo z-invidvel
cortam a solucdo da relaxagdo linear da formulagdo (CR). Consideramos o caso sem pesos
e t =4. O ciclo apresentando na figura é 4-invidvel. Associado a cada aresta, € mostrado
na figura o valor das varidveis x para uma solucao fraciondaria da formulagcdo (CR). Observe
que a adi¢do das desigualdades (5.68) a formulacao € interessante, pois a solucdo fracionaria
passa a ser invidvel com a adicdo da restri¢ao x12 + x4 + X46 + X56 + X35 +x13 < 4. O caminho
(t-invidvel) obtido com a remogdo da aresta {2,4} levaria também a uma restri¢do violada,
X12 + X46 + X56 + X35 + x13 < 4, porém mais fraca que a anterior.

Apesar da adicdo das desigualdades (5.68) ser interessante, determinar um ciclo
t-invidvel pode ser computacionalmente dificil. Vamos mostrar que decidir se existe um ciclo

t-invidvel € NP-completo mesmo para grafos com peso unitério.
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Figura 28 — Varidveis x,

0.875 0.625
© O
0.875 0.625

O——©

Proposicio 5.3.4 Seja G um grafo ndo ponderado et € Z+. Decidir se G contém ciclo t-invidvel

Fonte: elaborado pelo autor.

é NP-completo.

Prova. Claramente o problema estd em NP, pois, dado um conjunto de arestas, podemos verificar
em tempo polinomial se ele induz um ciclo C e se |C| > ¢+ 1. Considere agora o problema
do ciclo hamiltoniano em G, que é NP-Completo. Afirmamos que ele equivale a decidir se
G contém ciclo t-invidvel, parat = |V(G)| — 2. De fato, um ciclo (|V(G)| — 2)-invidvel em G

contém |V (G)| vértices. Logo, o problema em foco é NP-Completo. [
5.3.3 Desigualdade t-Spanner Arborescente

Considere uma formulagdo para o AtSCM baseada na formulagdo de Martin (1991),
que usa as varidveis A;; para definir as [V (G)| arborescéncias. A partir de (5.29) e da Proposi-
¢d0 5.2.1, podemos expressar a restri¢ao z-spanner (3.1) como:

Z wijmax{Aj; — A}, Aj — A5} <t xdistg(u,v).
{i.j}€E(G)
Seja, entdo, E' C E(G). Trivialmente, temos
Z (Afj— A7) + Z (Aji—4j) < Z max{A;; — A;;, Aji — Aji}.
{i.j}eE’ {i.J}€E(G)\E' {i.j}€E(G)
Sendo assim, chegamos as seguintes desigualdades validas para as trés formulacdes compactas:

Zwij(xlf; —A5)+ Z wij(Af—A%) < txdist(u,v),¥{u,v} € E(G), VE' CE(G) (5.71)
{i,j}€E {i,j}EE(G)\E'
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Visto que A + A5 = A5+ A}

] ji» ou melhor /s — A}, = —(4j; — A};), podemos reescrever (5.71)

como

Y wii (Al =25+ Y wii (A5 — A <txdistg(u,v),V{u,v} € E(G),VE' CE(G) (5.72)
{i.j}eE’ {i./}eE(G)\E'

Essas desigualdades sio em nimero exponencial, mas podem ser separadas em
tempo polinomial. Dado A e fixada uma aresta {u,v}, o subconjunto E’ C E(G) que maximiza o
lado esquerdo da expressao (5.72) € E' = {{i, j} € E : A, — 4}, > 0}, levando ao valor mdximo
Y.(ijyer(G) Wijl Ay — Al Assim, caso Y.q; vep(6) WijlAfj — Ajj| > 1 *distg(u, v), a desigualdade
referente a {u,v} e E’ estd violada; caso contrério, todas as desigualdades relativas a {u, v} estdo
satisfeitas.

Vale observar que as desigualdades (5.71) sdao redundantes na formulagdo (SR). De

fato, somando (5.27) para {i, j} € E' e (5.28) para {i, j} € E(G) \ E’, obtemos
NEVEND VIS N DGR R M Rl
{i.j}eE’ {i.J}€E(G)\E' {i.j}eE’ {i.J}eE(G)\E
Entdo, a restricdo (5.29), ou seja,
Z wijyi; < txdistg(u,v)
{i.j}eE(G)

domina (5.71).

Por outro lado, a inclusdo das desigualdades (5.71) em (SR) dispensa o uso das
varidveis y (e restricoes em que essas varidveis aparecem). Dessa forma, obtemos uma formulacao

alternativa, como bem menos varidveis, porém com um nimero exponencial de restricdes, mas

que podem ser separadas de forma eficiente.
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6 EXPERIMENTOS COMPUTACIONAIS

Neste capitulo, iremos apresentar os resultados computacionais obtidos pelas formu-
lacdes matemadticas e pelo algoritmo enumerativo. Para os modelos matemdticos apresentaremos
0 tempo necessdrio para resolu¢do, bem como a quantidade de instancias resolvidas e valor de
solu¢do, para as instancias vidveis. Além disso, o desempenho das formulag¢des serd comparado
entre a implementacdo com o grupo de restri¢cdes de sua descricdo e a implementacdo com a
adi¢cdo das desigualdades propostas na secdo 5.3. Para o algoritmo enumerativo serd apresentada
apenas um tabela de resultados, visto que seu desempenho ndo se mostrou promissor. Vale
mencionar que nao conseguimos acesso as instancias utilizadas por Braga (2019), portanto,

iremos gerar as instancias estudadas de maneira similar as dele.

6.1 Instancias Estudadas

Para os testes computacionais, foram utilizados grafos gerados aleatoriamente. Para
gerar cada grafo, usamos dois pardmetros de entrada: a quantidade de vértices n € N*; e
uma probabilidade p € [0, 1] relativa a ocorréncia de aresta. Quanto a ponderacio das arestas,
separamos em trés casos: pesos unitarios (AtS), pesos aleatdrios e distancia euclidiana. A seguir

temos com precisdo os valores de cada parametro:

Quantidade de vértices n (|V(G)|) variando em {15,30,45,60}.

Probabilidade p de ocorréncia de cada aresta variando em {0.2,0.5,0.8,1}.

Fator de dilatagdo ¢ variando em {1.1,2,3,4}.

Funcdo de ponderacao das arestas divida em trés casos:

— Pesos Unitérios (w, = 1, para e € E(G)).

— Distancia euclidiana, na qual cada vértice inicialmente recebe uma coordenada
aleatdria (x,y) em um quadrado de lado 100 e, para cada aresta {i, j} € E(G), seu
peso serd a distancia euclidiana entre i € j no quadrado.

— Pesos arbitrérios separados em dois sub-casos:

= Pesos mais espacados, variando em {1,2,4,8,16}.

+ Pesos menos espagados, variando em {1,2,3,4}.
Os parametros definidos acima e suas valoragdes sdo os mesmos usados por Braga (2019), sendo
que incluimos o peso 4 no caso mais espacado.

Sejam os trés parametros n, p et fixos. Iniciamos o grafo da instincia como uma
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arvore com n vértices, para garantir conectividade do grafo. A selecdo das arestas que irdo
compor a arvore € aleatoria, cada uma com mesma probabilidade de escolha. Apds a criagcdo da
arvore, para todo par {i, j} € V(G), se {i, j} ndo é aresta da drvore inicial, geramos um nimero
aleatério p’ € [0,1]. Se p’ < p adicionamos a aresta {i, j} ao grafo. Note que, quanto maior esse
fator p, maior serd a quantidade de arestas do grafo, o que se reflete diretamente na densidade
do mesmo. Nesse ponto, j4 geramos uma instancia para a versao de decisao do problema (AtS).
Caso a instincia seja ponderada e com distancia euclidiana, o peso de toda aresta {i, j} serd
a distancia euclidiana entre as coordenadas de i e j. Caso seja de pesos arbitrdrios e fixado
um dos conjuntos (mais ou menos espagados), para toda aresta {i, j} € E(G), selecionamos
aleatoriamente um peso dentre os elementos do conjunto, cada um com mesma probabilidade de
escolha.

Embora a estrutura do grafo seja essencialmente definida pelo par (n, p), vale ressal-
tar que um grafo diferente € gerado para cada combinac¢do dos demais parametros. Por exemplo,
o grafo comn =15, p =0.5,¢ = 1.1 e pesos unitdrios € diferente do grafo comn =15, p =0.5,
t = 2 e essa mesma ponderagdo, que, por sua vez, também ¢é diferente do grafo com n = 15,
p=0.5,t=1.1 e pesos euclidianos.

Uma observacdo quanto as instancias estudadas é que todas sdo definidas a partir de
grafos 2-conexos. Descartamos instancias constituidas por grafos com vértice de corte por conta

da Proposicdo 3.2.2.

6.2 Ambiente Computacional

Os modelos foram resolvidos com uso do solver CPLEX (IBM, Versao 12.10). A
implementagdo dos mesmos e do algoritmo enumerativo descritos ao longo do texto foi toda feita
na linguagem de programacdo C++. Os experimentos serdo realizados em duas maquinas com
processador Intel ® Core™ i7-7700 CPU com 3.60 GHz, 32 GB RAM e sistema operacional
Ubuntu. O tempo limite estabelecido para resoluc¢do de cada instancia por cada método avaliado

foi de 1200 segundos (20 minutos).

6.3 Desempenho das Formulacoes Basicas

Nesta secdo, apresentamos os resultados obtidos pelo algoritmo enumerativo e pelas

formulacdes matematicas ((FE), (SR), (CR) e (AP)) sem adi¢do de desigualdades validas. As
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formulacdes (SR), (CR) e (AP) foram implementadas conforme as expressoes (5.22-5.32),
(5.40-5.50) e (5.54-5.63), respectivamente, a exce¢do que a integralidade de x foi descartada.
Quando a formulacdo (FE), apresentamos somente os resultados para a versao MTZ (5.13 —
5.19), pois esta se apresentou mais rdpida que a versdo SECs na maioria dos testes preliminares.
Lembramos, porém, que o algoritmo enumerativo pode ser visto como um branch-and-bound
aplicado a formulac¢ado (FE), onde o bound é dado pela relaxacio obtida descartando as restricoes
de t-spanner e o branch é feito sobre essas restrigdes.

Registramos para cada método, em cada instancia, o tempo demandado para resolu-
cdo e seu valor da solugdo, caso a mesma admita uma arvore ¢-spanner. Informacdes detalhadas,
instancia por instancia, podem ser vistas nas Tabelas 6, 7, 8, 9 e 10 nos apéndices. Na Tabela 3,
exibimos o tempo médio e quantidade de instancias solucionadas pelos métodos apresentados,
considerando as 64 instancias para cada um dos quatro tipos de ponderacdes das arestas. Na
coluna ‘Método’ indicamos o método utilizado, e nas colunas ‘“Tempo’ e ‘Resolvidas’, apre-
sentamos, respectivamente, o tempo médio gasto (em segundos) e a quantidade de instancias

resolvidas no tempo limite.

Tabela 3 —Resultados computacionais resumidos para formulagdes basicas e algoritmo enumera-
tivo

Peso Mais Esp. | Peso Menos Esp. | Peso Unitério Dist. Euclidiana
Meétodo Resolvidas| Tempo|Resolvidas Tempo|Resolvidas|Tempo|Resolvidas|Tempo
Form. CR 59| 114.19 57|164.14 491338.69 59/106.34
Form. SR 44| 408.00 41]476.53 33(595.22 48(320.34
Form. AP 39| 497.39 36(536.94 36(545.36 47|359.42
Alg. Enum. 45| 358.17 421428.61 421429.80 421416.14
FE-MTZ 9(1031.83 X X X X X X

Fonte: Elaborado pelo autor.

A partir dos dados apresentados na Tabela 3, observamos que a formulacao (CR) foi
a que apresentou o melhor desempenho com relacao as outras. Além de ser a que solucionou
mais instancias para cada ponderacdo, foi a que apresentou o menor tempo médio de execugao.
Vale observar que os tempos médios para as diferentes ponderacdes foram similares, com uma
elevagdo para as instancias com pesos unitarios.

Nota-se ainda que as formula¢des (SR) e (AP) e o algoritmo enumerativo apresenta-
ram desempenhos similares. Por outro lado, a formulacdo FE-MTZ mostrou-se bastante inferior

as demais, tendo excedido o limite de tempo em quase todas as instancias. Por esse motivo,
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executamos essa formulacao integralmente apenas com o grupo de instancias com pesos mais
espacados. Nos demais grupos, o marcador ‘X’ indica que nao temos os valores precisos, embora
testes parciais apontaram comportamento similar.

Nos graficos das Figuras 29, 30 e 31 ilustramos a variacdo do tempo médio deman-
dado pela formulacdo (CR) para as instancias estudadas em cada ponderacdo como fungao dos
pardmetros |V (G)|, t e p, respectivamente. Observamos que, & medida que cada parAmetro cresce,
o tempo médio também cresce. Esse comportamento € similar para os outros métodos. No caso
da formulacao (CR), observamos que seu desempenho foi bem pior no grupo de instancias com
pesos unitarios. Nas demais ponderacdes, o desempenho se mostrou similar em fungao dos trés
parametros.

Particularmente com respeito ao fator de dilatagdo, destacamos que, parat = 1.1 e
t =2, os métodos demandaram pouco tempo computacional. J4 parat = 3 e t = 4, para grafos
a partir de 30 vértices, o tempo de resolucdo sofreu uma grande elevacdo, em muitos casos
atingindo o tempo limite de 20 minutos (veja as tabelas instincia por instancia nos apéndices). Na
Figura 31, observamos uma grande elevacdo do tempo médio de r = 2 para t = 3 nas instancias

com pesos unitdrios e de t = 3 para t = 4 nas demais.

Figura 29 — Crescimento do tempo da formulagdo CR com relagdo a |V (G)|
| | |
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Fonte: elaborado pelo autor.
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Figura 30 — Crescimento do tempo da formulacdo CR com relagdo a p
\ \ \ \
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Fonte: elaborado pelo autor.

6.4 Desempenho das Formulacées com Desigualdades Validas

Nesta secdo, adicionaremos desigualdades validas as formulacdes (SR) e (CR), na
tentativa de obter uma melhoria de desempenho. Vamos considerar apenas as instancias com
t =3 et =4, apartir de 30 vértices, pois foram as que se apresentaram mais dificeis. Pelo

mesmo motivo, utilizaremos as instancias com pesos unitdrios para este experimento.

6.4.1 Variantes da Formulacdo SR

Vimos nos experimentos da Se¢do 6.3 que o desempenho da formulagao (SR) foi
pior quando comparado a formulacdo (CR). Um dos principais motivos € 0 maior nimero
de varidveis de (SR). Na tentativa de melhorar sua performance, testamos duas variagdes no
modelo. Na primeira, adicionamos as desigualdades (5.35)-(5.37) a formulagao e priorizamos
a ramificacdo nas varidveis x, agora consideradas inteiras. Como visto na observagdo 7 da
pagina 57, a ramificacdo em x leva a fixagdo de muitas varidveis. Alternativamente, na segunda

varia¢do, removemos as varidveis y, bem como as desigualdades associadas, e adicionamos as
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Figura 31 — Crescimento do tempo da formulacdo CR com relagdo a ¢
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Fonte: elaborado pelo autor.

desigualdades (5.72). Relembramos que as desigualdades (5.72) sdo em niimero exponencial,
0 que torna impraticdvel a adicao de todas ao modelo inicialmente. Para tal, utilizamos a
funcdo Lazy Constraint Callback do CPLEX, que resolve a formulacio sem (5.72) e, dada uma
solucdo inteira relaxada, se existe uma desigualdade violada, adiciona a primeira detectada e
reotimiza a formulagdo. Esse processo segue até que todas as desigualdades estejam satisfeitas.
Testes também foram realizados adicionando, a cada iteragdo, todas as desigualdades violadas

detectadas, porém resultando em desempenho inferior.

Tabela 4 —Resultados computacionais resumidos para variantes de SR

Meétodo Resolvidas | Tempo
Form. SR 51979.50
Form. SR+ESP 51955.83
Form. SR sem Y 10|768.46

Fonte: Elaborado pelo autor.

Na Tabela 4 exibimos o tempo médio (em segundos) e quantidade de instancias
solucionadas pela formulagdo e pelas duas variantes, considerando as 24 instincias com ¢ € {3,4},

pesos unitdrios e pelo menos 30 vértices. Identificamos por ‘SR+ESP’ a formulacdo com adicao
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das desigualdades especificas (5.35)-(5.37) e priorizando a ramifica¢do nas varidveis x e por ‘SR
sem Y’ a formulagdo com remogao das varidveis y e restricdes em que elas aparecem e com
adicdo das desigualdades (5.72).

Observe que o tempo médio de *SR+ESP’ € ligeiramente menor que o da formulacao
(SR). Por outro lado, a reducado foi bem mais considerdvel para a variante 'SR sem Y’. Além
disso, observamos que o tempo de ‘SR sem Y’ foi menor que o da formulacdo (CR) para estas
instancias. Entretanto, na proxima se¢do apresentaremos uma melhora no tempo médio de (CR)
com adi¢do de desigualdades validas que a torna mais réapida, em média, que ‘SR sem Y’. Para

consultar a solucao e tempo de cada instancia veja a tabela 4 nos apéndices.
6.4.2 Formulacdo CR com Desigualdades Vilidas

Observamos nos primeiros experimentos da Se¢do 6.3 que a formulagdo (CR) apre-
sentou o melhor desempenho quando comparada aos demais métodos. Decidimos investir nessa
formulacao, fortalecendo-a com as desigualdades validas propostas na Se¢do 5.3. O intuito é
possivelmente melhorar o desempenho. Testamos trés variantes, cada uma definida pela adi¢ao
de um tipo de desigualdade: z-spanner arborescente, potencial minimo e ciclo ¢-invidvel.

Para a 7-spanner arborescente, adicionamos as desigualdades (5.72) como cortes
para a formulagdo, por meio da fun¢do cut callback do CPLEX. Para as de potencial minimo,
adicionamos todas as desigualdades (5.66) diretamente a formulagdo inicial. Com respeito as
desigualdades (5.68), vimos na Proposi¢cdo 5.3.4 que encontrar ciclos #-invidveis € computacio-
nalmente dificil para grafos com pesos unitdrios, logo determinar todas essas desigualdades é
impraticdvel. Como estratégia para determinar algumas delas, calculamos uma arvore geradora
T do grafo. Se T ja € um ¢-spanner, ndo resolvemos a formulacdo pois encontramos sua solugao.
Caso contrario, vimos na demonstracdo da Proposi¢do 5.3.3 como detectar um ciclo ¢-inviavel.
Portanto, adicionamos todas as desigualdades de ciclo z-invidvel, relativas a 7', a formulacado
(CR).

Na Tabela 5, exibimos o tempo médio (em segundos) e quantidade de instancias
solucionadas pela formulacdo (CR) e pelas duas variantes, considerando as 24 instancias com
t € {3,4}, pesos unitérios e pelo menos 30 vértices. Identificamos por ‘CR+tSA’, ‘CR+CtI’e
‘CR+PM’ a formulac¢dao com adi¢ao, respectivamente, das desigualdades (5.72), (5.68) e (5.66).

Observe que a adi¢do de (5.72) piorou o desempenho da formulagdo (CR). Além de

aumentar o tempo médio, a formulag@o resolveu bem menos instancias. Por outro lado, a adi¢do
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Tabela 5 —Resultados computacionais resumidos para variantes de CR

Método Resolvidas | Tempo
Form. CR 11/801.08
Form. CR+tSA 6/891.42
Form. CR+CtI 10|737.87
Form. CR+PM 11]750.58

Fonte: Elaborado pelo autor.

de (5.68) ou (5.66) reduziu o tempo médio gasto pelo modelo, fazendo com que sua performance

volte a ser a melhor, ultrapassando a variante ‘SR sem Y’ testada na subsec¢do anterior.
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7 CONCLUSAO

Neste trabalho, estudamos o problema da arvore ¢-spanner de custo minimo. Apre-
sentamos a definicdo do problema bem como sua complexidade, além de elencar algumas
propriedades que se mostraram interessantes para o desenvolvimento dos métodos de resolugdo.
Usamos uma abordagem de programagao matematica, pouco explorada nesse tema. Apresenta-
mos e comparamos por meio dos testes computacionais modelos de programacao linear inteira
e um algoritmo enumerativo. Dentre as formula¢gdes apresentadas, duas delas foram propostas
por Braga (2019), e, até entdo, eram as tnicas presentes na literatura do problema, as restantes
(formulagdo (AP) e (FE)), aqui apresentadas, foram introduzidas neste trabalho.

Propusemos um algoritmo enumerativo para o problema, o primeiro que nao utiliza
resolucdo de formulagdes matemaéticas como um de seus componentes. Para as instincias com
peso euclidiano, ele apresentou o maior tempo médio. Por outro lado, nas demais classes, foi o
segundo método mais rapido, em média, perdendo apenas para a formulacdo (CR). Em particular,
no caso de pesos unitérios, o algoritmo consegue resolver otimamente, no tempo de 20 minutos,
instancias viaveis que nao foram possivel com (CR).

Apresentamos e avaliamos quatro formulagdes matematicas neste trabalho. Como
contribuicdo efetiva, acrescentamos duas novas formulacdes para a literatura do problema, assim
como estudamos e fortalecemos a relaxacdo linear das formulagdes de Braga (2019), tornando as
restricdes mais apertadas. Particularmente, reduzimos os valores dos big-M’s usados. Além disso,
propusemos algumas desigualdades vélidas, tanto para as nossas formulagdes, quanto para as da
literatura. Os experimentos computacionais apresentaram o método baseado na formulagdo (CR)
como aquele com melhor desempenho computacional dentre os outros, nos testes realizados.
Conseguimos melhorar a performance da formulacdo (SR) com a eliminacdo das varidveis y
e restricdes associadas, adicionando as desigualdades (5.72). Com a adicao das desigualdades
(5.68) e (5.66), também melhoramos a performance da formulacao (CR), que continuou a ser o
método mais rapido.

Introduzimos neste trabalho o conceito de ciclo z-invidvel. Provamos que determinar
esse tipo de ciclo em um grafo é um problema computacionalmente dificil, mesmo para o
caso com pesos unitarios. Além disso, para esse caso, provamos que uma arvore geradora que
satisfaz as desigualdades (5.68) é também uma drvore ¢-spanner. Ficou em aberto uma prova ou
contra-exemplo de que esse resultado também vale para o caso com pesos. Na prética, vimos

que a adicao de (algumas das) desigualdades de ciclo z-invidvel a formulagcao (CR) melhorou
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sua performance para o caso unitario. Como trabalho futuro, pretendemos estudar o problema
de separacdo associado a essas desigualdades e encontrar um modo mais eficiente de gerar
uma maior quantidade delas. Na linha do que fizemos, uma alternativa seria verificar vérias
arvores geradoras a priori, € ndo apenas uma, como foi implementado para os experimentos
computacionais. Outra possibilidade, seria gerar essas arvores ao longo do branch-and-bound,
usando a informacao da solugdo corrente.

Mostramos aqui que € possivel, pela Proposi¢do 3.2.2, admitir ser 2-conexo o
grafo de entrada da instancia. Caso contrdrio, podemos fazer a decomposi¢do em blocos do
grafo e resolver o problema separadamente em cada bloco. Como trabalho futuro, podemos
verificar se realizar a decomposi¢@o em blocos para grafos que possuem vértice de corte apresenta
vantagem em tempo computacional resolvendo o problema em cada bloco, ou se € mais vantajoso
resolver logo o problema para o grafo todo. Ha diferentes algoritmos para determinar a drvore
bloco-articulagdo de um grafo, em geral, eles se baseiam em uma busca em profundidade. O
algoritmo classico foi proposto em Hopcroft e Tarjan (1973) e é uma alternativa para realizar
esse experimento.

Uma outra dire¢do de pesquisa € a utilizacdo de métodos alternativos para resolucdo
das formula¢des como Decomposicdo de Benders, Dantzig-Wolfe, Relaxacdo Lagrangeana,
entre outras. Além disso, pode-se aperfeicoar ainda mais as formulagdes, por meio de novas
desigualdades validas e um estudo poliédrico de seus conjuntos vidveis. Também € relevante o
aprimoramento dos passos de ramifica¢ao e poda do algoritmo enumerativo, visto que foi um

método competitivo com as formulagdes, apesar de ndo ser atualmente o melhor.
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APENDICE A - RESULTADOS DETALHADOS PARA FORMULACOES
BASICAS

Neste apéndice detalhamos os resultados computacionais resumidos e analisados na
Secdo 6.3.

Experimentos preliminares indicaram que a formulacao FE demanda bem mais tempo
computacional quando comparada as outras formulagdes aqui apresentadas. Dito isso, optamos
por apresentar os resultados obtidos com essa formulacdo apenas para um grupo de instancias,
no caso o de pesos mais espagados. Seu desempenho € similar para as outras ponderacdes. Além
disso, exibimos na Tabela 6 apenas os resultados com a versdao FE-MTZ, que se mostrou melhor
que a versao FE-SECs.

As colunas ‘Instincia’, ‘|V(G)

Lpt, ‘v, ‘OPTY, ‘Status’, 'LB’, ‘Tempo’, apresen-
tam, respectivamente, o indice da instancia, a quantidade de vértices do grafo, a probabilidade
de existéncia de cada aresta, o fator de dilatagcdo, a solu¢do da instancia, solucao obtida pela
formulacdo dentro do tempo limite de 1200s, melhor limite inferior, caso o tempo de execugdo
ultrapasse o limite, e tempo de execuc¢do em segundos. Na coluna ‘Status’, identificamos por ‘inv’
as instancias que a formulacio solucionou e detectou sua inviabilidade, enquanto o marcador *?’
indica que ela ndo solucionou a instancia no tempo limite. Codificacdo similar aparece na coluna
‘OPT’, considerando todos os métodos avaliados. Para instancias ndo solucionadas, apresentamos
na coluna ‘LB’ o melhor limitante inferior obtido pela formulacao.

Observe que FE-MTZ € incapaz de solucionar algumas instancias, dentro do limite
de tempo, j4 para grafos com 15 vértices, assim como todas as instancias a partir de 30 vértices,
a excecdo da ndmero 20. Com esse experimento observamos a impossibilidade de resolucdo de
instancias maiores, dentro de um limite cabivel de tempo pela formulagdo FE.

Apresentamos em seguida os resultados detalhados para as formulagdes CR, SR e AP,
bem como para o algoritmo enumerativo. As Tabelas 7, 8, 9 e 10 referem-se, respectivamente, as
instancias com pesos mais espacados, pesos menos espacgados, distancias euclidianas e pesos
unitdrios. As colunas ‘Instancia’, |V(G)|’, ‘p’, ‘t’, ‘OPT’, ‘Status X’, ‘Tempo X’, apresentam,
respectivamente, o indice da instancia, a quantidade de vértices do grafo, a probabilidade de
existéncia de cada aresta, o fator de dilatacdo, a solu¢do da instancia, a solucdo obtida pela
formulacdo X (ou algoritmo enumerativo) dentro do tempo limite de 1200s e tempo de execugdo
do método X em segundos. Na coluna ‘Status’, identificamos por ‘inv’ as instancias que o método

solucionou e detectou sua inviabilidade, enquanto o marcador ‘?’ indica que ele ndo solucionou



Tabela 6 —Resultados para FE-MTZ - Instancias com pesos mais espagados

Instancia||V(G)|| p | t |OPT|Status|LB| Tempo
1 15 ]0.2|1.1| inv | inv - 5
2 15 |0.2] 2 |inv | inv - 1
3 15 102[3]45 | 45 - 0
4 15 |0.2] 4 | inv | inv - 7
5 15 0.5[1.1]inv | 2 |34] 1204
6 15 1052 |inv| ? |30] 1203
7 15 05325 | 25 - 0
8 15 (051419 19 - 1
9 15 |0.8|1.1|inv | ? 16| 1201
10 15 ]0.8| 2 | inv ? 19 1206
11 15 (083 |inv | ? |20] 1204
12 15 108[ 4] 16| 16 - 0
13 15 1 |L1finv | ? 15 1200
14 15 [ 1[2]inv| ? |16] 1200
15 15 [ 1[3]inv]| ? |17] 1200
16 15 11414 14 - 0
17 30 10.2/1.1] inv ? |70, 1200
18 30 (0212 |inv | ? |44] 1200
19 30 |0.2] 3 | inv 7?7 148 1201

20 30 10214 64| 64 - 4
21 30 (0511 inv | 7 | 34] 1200
22 30 05[22 [inv | ? |33 1200
23 30 05[] 3 [inv | ? |30/ 1200
24 30 |0.5]4 |inv| ? |30/ 1200
25 30 |0.81.1)inv | ? |30] 1200
26 30 10.8] 2 |inv ? 129 1200
27 30 |08/ 3 |inv | ? |29] 1200
28 30 |0.8]4 31| ? |31 1200
29 30 |1 |1.1inv | ? |29| 1200
30 30 [ 1[2]inv| ? |29 1200
31 30 [1]3]inv| 2 [29] 1200
32 30 |1 29 | 7 29| 1200
33 45 02|11 inv | ? |29] 1200
34 45 02| 2 |inv | ? |29| 1200
35 45 10.2| 3 | inv ? 129 1200
36 45 02| 4 [inv | ? |29 1200
37 45 10.5|1.1] inv 7 |44 1200
38 45 05| 2 [inv | ? |46 1200
39 45 105] 3 [inv | ? |44] 1200
40 45 10.5| 4 [inv | ? |44 1200
41 45 |0.8[1.1|inv | ? |44] 1200
42 45 10.8] 2 |inv | ? |44] 1200
43 45 10.8| 3 |inv | ? |44 1200
44 45 08| 4| ? ? |44 1200
45 45 1 |L1jinv | ? |44 1200
46 45 1|2 |inv ? | 44] 1200
47 45 1|3 |inv ? | 44] 1200
48 45 1147 ? | 44] 1200
49 60 [0.2[1.1]inv | ? |68 1200
50 60 [02]2 |inv| ? |70 1200
51 60 [02] 3 |inv| ? |72| 1200
52 60 02/ 4 |inv| ? |63 1200
53 60 10.5/1.1] inv ? 160/ 1200
54 60 0.5 2 | inv ? |59 1200
55 60 |0.5/3 |inv| ? |60/ 1200
56 60 05]4 ] ? ? |59] 1200
57 60 |0.8[1.1]inv | ? |59 1200
58 60 [0.8] 2 |inv| ? |59 1200
59 60 [0.8] 3 |inv| ? |59 1200
60 60 10.8] 4| ? ? |59 1200
61 60 |1 |1.1}inv | ? |59 1200
62 60 | 1]2]inv ? |59 1200
63 60 | 1|3 |inv ? |59 1200
64 60 |14 ? ? 159 1200

Média 1031.83

Fonte: Elaborado pelo autor.
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a instancia no tempo limite. Codificacao similar aparece na coluna ‘OPT’, considerando todos

os métodos avaliados. Os melhores resultados estdo destacados em negrito.



Tabela 7 —Resultados para CR-SR-AP-AIgE - Instancias com pesos menos espacados

Instancia||V(G)|| p | t |OPT| Tempo CR|Status CR|Tempo SR|Status SR|Tempo AP|Status AP|Tempo AIgE|Status AlgE
1 15 10,2|1,1| inv 0 inv 0 inv 0 inv 0 inv
2 15 10,2 2 | inv 0 inv 0 inv 0 inv 0 inv
3 15 10,2| 3 | inv 0 inv 1 inv 1 inv 0 inv
4 15 10,2| 4| 30 0 30 0 30 0 30 0 30
5 15 10,5/1,1| inv 0 inv 0 inv 0 inv 0 inv
6 15 10,5 2 | inv 0 inv 0 inv 0 inv 0 inv
7 15 (0,53 21 0 21 0 21 0 21 0 21
8 15 (0,54 16 0 16 0 16 0 16 0 16
9 15 10,8|1,1| inv 0 inv 0 inv 0 inv 0 inv
10 15 [0,8] 2 | inv 0 inv 1 inv 0 inv 0 inv
11 15 (0,8 3 | inv 0 inv 0| inv 1 inv 1 inv
12 15 (0,8 4| 14 0 14 1 14 3 14 5 14
13 15 1 |11} inv 0 inv 0 inv 0 inv 0 inv
14 15 1]2]inv 0 inv 1 inv 1 inv 0 inv
15 15 1]3]inv 0 inv 34| inv 21 inv 17 inv
16 15 11415 0 15 2 15 3 15 35 15
17 30 [0,2|1,1] inv 0 inv 1 inv 0 inv 0 inv
18 30 (0,2| 2 | inv 0 inv 1 inv 0 inv 0 inv
19 30 (0,2| 3 | inv 1 inv 1 inv 6 inv 0 inv
20 30 (0,2] 4| inv 0 inv 1020| inv 1200 ? 1200 ?
21 30 (0,5|1,1| inv 0 inv 1 inv 3 inv 0 inv
22 30 |0,5| 2 | inv 0 inv 1 inv 47 inv 0 inv
23 30 (0,5 3| inv 0 inv 1062| inv 1200 ? 38 inv
24 30 (0,5] 4| inv 1 inv 1200 ? 1200 ? 1200 ?
25 30 (0,8|1,1| inv 0 inv 2 inv 6 inv 0 inv
26 30 (0,8] 2 | inv 0 inv 432 inv 217 inv 0 inv
27 30 (0,8 3| inv 1 inv 1201 ? 1200 ? 1200 ?
28 30 (0,8 429 880 29 1200 ? 1200 ? 1200 ?
29 30 1 |11} inv 0 inv 2 inv 1 inv 0 inv
30 30 1]2]inv 0 inv 11 inv 407 inv 14 inv
31 30 [ 1]3]inv 1 inv 1201 ? 1200 ? 1200 ?
32 30 (11429 1152 29 1200 ? 1200 ? 1200 ?
33 45 10,2|1,1| inv 0 inv 2 inv 0 inv 0 inv
34 45 10,2| 2 | inv 0 inv 6| inv 1 inv 0 inv
35 45 10,2 3 | inv 0 inv 8 inv 1200 ? 1 inv
36 45 10,2| 4 | inv 1 inv 1201 ? 1200 ? 776 inv
37 45 10,5/1,1| inv 0 inv 5 inv 1 inv 0 inv
38 45 10,5 2 | inv 0 inv 15 inv 5 inv 0 inv
39 45 10,5| 3 | inv 2 inv 1202 ? 1200 ? 1200 ?
40 45 10,5 4| ? 1200 ? 1202 ? 1200 ? 1200 ?
41 45 |0,8(1,1] inv 1 inv 8 inv 2 inv 0 inv
42 45 10,8| 2 | inv 0 inv 1203 ? 1200 ? 110 inv
43 45 10,8| 3 | inv 5 inv 1200 ? 1200 ? 1200 ?
44 45 10,8| 4| ? 1200 ? 1201 ? 1201 ? 1200 ?
45 45 1 |1,1] inv 0 inv 7 inv 2 inv 0 inv
46 45 1]2]inv 0 inv 1201 ? 1200 ? 1200 ?
47 45 1]3]inv 7 inv 1200 ? 1201 ? 1200 ?
48 45 114 * 1200 * 1201 ? 1200 ? 1200 ?
49 60 [0,2|1,1| inv 0 inv 9 inv 1 inv 0 inv
50 60 (0,2 2 | inv 0 inv 30| inv 4| inv 0 inv
51 60 [0,2| 3 | inv 1 inv 44 inv 1200 ? 2 inv
52 60 (0,2 4 | inv 3 inv 1204 ? 1200 ? 1200 ?
53 60 [0,5(1,1| inv 1 inv 15 inv 3 inv 0 inv
54 60 (0,5 2 | inv 0 inv 89| inv 1200 ? 32 inv
55 60 (0,5 3 | inv 21 inv 1200 ? 1201 ? 1200 ?
56 60 (0,54 ? 1200 ? 1201 ? 1203 ? 1200 ?
57 60 [0,8(1,1| inv 0 inv 28 inv 4 inv 0 inv
58 60 (0,8 2 | inv 1 inv 1201 ? 1201 ? 1200 ?
59 60 (0,8 3 | inv 24 inv 1200 ? 1202 ? 1200 ?
60 60 (0,8 4| ? 1201 ? 1200 ? 1201 ? 1200 ?
61 60 1 [1,1 inv 0 inv 36 inv 7 inv 0 inv
62 60 2 | inv 1 inv 1202 ? 1201 ? 1200 ?
63 60 [1]3] ? 1200 ? 1201 ? 1204 ? 1200 ?
64 60 [1]4] ? 1200 ? 1200 ? 1202 ? 1200 ?
Média 164,140625 476,53125 536,9375 428,609375

*: Instancia vidvel, Melhor limite inferior 44, com GAP de 0.266667

Fonte: Elaborado pelo autor.



Tabela 8 —Resultados para CR-SR-AP-AIgE - Instancias com pesos mais espagados

Instancia||[V(G)|| p | t |OPT|Tempo CR |Status CR|Tempo SR |Status SR| Tempo AP |Status AP| Tempo AlgE |Status AlgE
1 15 10,2|1,1| inv 0 inv 0 inv 0 inv 0 inv
2 15 10,2| 2 | inv 0 inv 0 inv 0 inv 0 inv
3 15 10,2| 3 | 45 0 45 0| 45 0 45 0 45
4 15 10,2] 4 | inv 0 inv 0 inv 0 inv 0 inv
5 15 10,5/1,1| inv 0 inv 0 inv 0 inv 0 inv
6 15 10,5 2 | inv 0 inv 0 inv 0 inv 0 inv
7 15 10,513 |25 0 25 0 25 0 25 0 25
8 15 10,514 |19 0 19 0 19 0 19 0 19
9 15 10,8/1,1| inv 0 inv 0 inv 0 inv 0 inv
10 15 10,8] 2 | inv 0 inv 1 inv 0 inv 0 inv
11 15 10,8 3 | inv 1 inv 0| inv 0| inv 0 inv
12 15 |0,8| 4| 16 0 16 0 16 1 16 0 16
13 15 1 [1,1] inv 0 inv 0 inv 0 inv 0 inv
14 15 1|2 ]inv 0 inv 0 inv 0 inv 0 inv
15 15 1|3 |inv 0 inv 10| inv 6 inv 3 inv
16 15 11414 0 14 2 14 3 14 0 14
17 30 |0,2]1,1] inv 0 inv 1 inv 0 inv 0 inv
18 30 0,2 2 | inv 0 inv 1 inv 0 inv 0 inv
19 30 (0,2] 3 | inv 0 inv 1 inv 1 inv 0 inv
20 30 (0,2| 4| 64 0 64 2 64 1 64 0 64
21 30 |0,5|1,1] inv 0 inv 0 inv 0 inv 0 inv
22 30 0,52 | inv 0 inv 2 inv 1 inv 0 inv
23 30 (0,5 3 | inv 0 inv 462 inv 945 inv 1 inv
24 30 (0,5 4 | inv 2| inv 1200 ? 1200 ? 1200 ?
25 30 |0,8(1,1] inv 0 inv 1 inv 6 inv 0 inv
26 30 (0,8] 2 |inv 0 inv 4 inv 193 inv 0 inv
27 30 (0,8 3 |inv 1 inv 1200 ? 1200 ? 1200 ?
28 30 (0,8| 4 | 31 82 31 350 31 1200 ? 1200 ?
29 30 1 |11} inv 0 inv 1 inv 6 inv 0 inv
30 30 | 1]2|inv 0| inv 6| inv 25 inv (1] inv
31 30 | 1]3 |inv 1 inv 1201 ? 1200 ? 1200 ?
32 30 [ 1]4129 754 29 916 29 1200 ? 1200 ?
33 45 10,2|1,1] inv 0 inv 2 inv 0 inv 0 inv
34 45 10,2| 2 | inv 0| inv 9| inv 1 inv 0 inv
35 45 10,2| 3 | inv 0 inv 5 inv 26 inv 0 inv
36 45 10,2 4 | inv 3| inv 1202 ? 1200 ? 5 inv
37 45 10,5|1,1| inv 0 inv 4 inv 0 inv 1 inv
38 45 10,5| 2 | inv 0| inv 11 inv 593 inv (1] inv
39 45 10,5| 3 | inv 1 inv 1202 ? 1200 ? 1200 ?
40 45 10,5 4 | inv 2| inv 1202 ? 1200 ? 1200 ?
41 45 10,8|1,1| inv 0 inv 8 inv 1 inv 0 inv
42 45 10,8] 2 | inv 0 inv 33| inv 1201 ? 11 inv
43 45 10,8| 3 | inv 3| inv 1203 ? 1200 ? 1200 ?
44 45 1084 | ? 1200 ? 1203 ? 1201 ? 1200 ?
45 45 1 [1,1] inv 0 inv 10 inv 1 inv 0 inv
46 45 | 1|2 |inv 0| inv 1204 ? 1201 ? 82 inv
47 45 | 1|3 |inv 29| inv 1205 ? 1200 ? 1200 ?
48 45 |1 14| ? 1201 ? 1205 ? 1201 ? 1200 ?
49 60 (0,2]1,1] inv 0 inv 10 inv 0 inv 0 inv
50 60 (0,2| 2 | inv 1 inv 50| inv 3] inv 0 inv
51 60 1(0,2] 3 |inv 0 inv 26 inv 1200 ? 3 inv
52 60 (0,2 4 | inv 1 inv 1205 ? 1200 ? 1200 ?
53 60 |0,5/1,1] inv 1 inv 15 inv 2 inv 0 inv
54 60 |0,5| 2 | inv 0| inv 58| inv 1201 ? 0 inv
55 60 (0,5 3 | inv 2| inv 1200 ? 1200 ? 1200 ?
56 60 0,54 | ? 1200 ? 1200 ? 1200 ? 1200 ?
57 60 (0,8]1,1] inv 1 inv 26 inv 4 inv 0 inv
58 60 (0,8 2 | inv 0| inv 53| inv 1201 ? 17 inv
59 60 (0,8 3 | inv 21 inv 1200 ? 1200 ? 1200 ?
60 60 [0,8) 4| ? 1200 ? 1200 ? 1200 ? 1200 ?
[ 60 1 [1,1] inv 1 inv 1200 ? 7 inv 0 inv
62 60 | 1]2|inv 0| inv 1200 ? 1201 ? 1200 ?
63 60 | 1|3 |inv 399 inv 1200 ? 1200 ? 1200 ?
64 60 |14/ 7? 1200 ? 1200 ? 1200 ? 1200 ?
Média 114,1875 408 497,390625 358,171875

Fonte: Elaborado pelo autor.



Tabela 9 —Resultados para CR-SR-AP-AIgE - Instancias com distancia Euclidiana

Instancia||[V(G)|| p | t | OPT |Tempo CR|Status CR|Tempo SR|Status SR| Tempo AP|Status AP|Tempo AlgE|Status AlgE
1 15 (0,2|1,1| inv 0 inv 0 inv 0 inv 0 inv
2 15 (02| 2 inv 0 inv 0 inv 0 inv 0 inv
3 15 (02| 3 inv 0 inv 0 inv 0 inv 0 inv
4 15 |0,2| 4 495,309 0| 495,309 0| 495,309 1] 495,309 0| 495309
5 15 (0,5/1,1| inv 0 inv 0 inv 0 inv 0 inv
6 15 (0,5| 2 inv 0 inv 0 inv 0 inv 0 inv
7 15 (0,5 3 inv 0 inv 1 inv 0 inv 0 inv
8 15 ]0,5| 4 |359,487 0| 359,487 1| 359,487 1| 359,487 11| 359,487
9 15 [0,8/1,1| inv 0 inv 0 inv 0 inv 0 inv
10 15 10,8] 2 inv 0 inv 0 inv 0 inv 0 inv
11 15 |0,8] 3 inv 1 inv 1 inv 3 inv 2 inv
12 15 10,8 4 294,783 0| 294,783 0| 294,783 0| 294,783 0 294,783
13 15 11{1,1| inv 0 inv 0 inv 0 inv 0 inv
14 15 1]2 inv 0 inv 0| inv 0 inv 0 inv
15 15 1|3 (244,523 0| 244,523 1| 244,523 3| 244,523 146| 244,523
16 15 | 1] 4241977 0| 241,977 1| 241,977 0| 241,977 0 241,977
17 30 (0,2|1,1| inv 0 inv 1 inv 0 inv 0 inv
18 30 (0,2] 2 inv 0 inv 1 inv 0 inv 0 inv
19 30 (02| 3 inv 0 inv 1 inv 1 inv 1 inv
20 30 [0,2] 4 |946,256 1| 946,256 5| 946,256 6| 946,256 67| 946,256
21 30 (0,5/1,1| inv 0 inv 1 inv 0 inv 0 inv
22 30 [0,5]2 inv 0 inv 1 inv 0 inv 0 inv
23 30 |05 3 inv 0 inv 4 inv 4 inv 1200 ?
24 30 (0,5 4| inv 4| inv 1200 ? 1200 ? 1200 ?
25 30 (0,8|1,1| inv 0 inv 1 inv 0 inv 0 inv
26 30 |0,8] 2 inv 0 inv 3 inv 1 inv 0 inv
27 30 (0,8| 3 inv 2 inv 54 inv 121 inv 1200 ?
28 30 (0,8 4| inv 27| inv 1200 ? 1200 ? 1200 ?
29 30 1 [1,1| inv 0 inv 1 inv 0 inv 0 inv
30 30 112 inv 0 inv 4 inv 2 inv 0 inv
31 30 [11]3 inv 1 inv 846| inv 1200 ? 1200 ?
32 30 [ 1]4] inv 109| inv 1201 ? 1200 ? 1200 ?
33 45 10,2|1,1| inv 0 inv 2 inv 0 inv 0 inv
34 45 10,2 2 inv 0 inv 3 inv 1 inv 0 inv
35 45 10,2] 3 inv 1 inv 10 inv 4 inv 1 inv
36 45 10,2| 4 |1183,59 2| 1183,59 1202 * 1200 ok 1200 ?
37 45 10,5/1,1| inv 0 inv 2 inv 0 inv 0 inv
38 45 10,5] 2 inv 0 inv 9 inv 2 inv 2 inv
39 45 10,5 3 inv 1 inv 29| inv 1129| inv 1200 ?
40 45 10,5/ 4| inv 15| inv 1202 ? 1201 ? 1200 ?
41 45 10,8/1,1| inv 1 inv 5 inv 0 inv 0 inv
42 45 10,8] 2 inv 0 inv 14 inv 14 inv 3 inv
43 45 |0,8| 3 inv 4| inv 67| inv 1200 ? 1200 ?
44 45 10,8| 4 ? 1200 ? 1200 ? 1200 ? 1200 ?
45 45 1 [1,1| inv 1 inv 6 inv 1 inv 0 inv
46 45 112 inv 0 inv 24 inv 24 inv 0 inv
47 45 |13 inv 25 inv 1200 ? 1202 ? 1200 ?
48 45 |14 ? 1200 ? 1200 ? 1202 ? 1200 ?
49 60 (0,2/1,1| inv 1 inv 6 inv 0 inv 0 inv
50 60 (0,2 2 inv 0 inv 20 inv 2 inv 0 inv
51 60 0,2 3 inv 0 inv 63| inv 1049 inv 1200 ?
52 60 |0,2| 4| inv 10| inv 1200 ? 1200 ? 1200 ?
53 60 1[0,5|1,1| inv 1 inv 9 inv 1 inv 0 inv
54 60 10,52 inv 0 inv 28 inv 22 inv 0 inv
55 60 0,5 3 inv 3 inv 1200 ? 1201 ? 1200 ?
56 60 (0,5 4 ? 1200 ? 1200 ? 1200 ? 1200 ?
57 60 (0,81,1| inv 1 inv 14 inv 2 inv 0 inv
58 60 (0,8 2 inv 0 inv 41 inv 70 inv 0 inv
59 60 |0,8| 3| inv 17| inv 1200 ? 1201 ? 1200 ?
60 60 (0,8 4 ? 1200 ? 1200 ? 1201 ? 1200 ?
61 60 1(1,1] inv 1 inv 17 inv 2 inv 0 inv
62 60 | 1|2 inv 0| inv 1200 ? 126|  inv 1200 ?
63 60 | 1|3 | inv 576 inv 1200 ? 1201 ? 1200 ?
64 60 | 1|4 ? 1200 ? 1200 ? 1202 ? 1200 ?
Média 106,34375 320,34375 359,421875 416,140625

Fonte: Elaborado pelo autor.

*GAP=0.0307771 LB=1147.17
**GAP=0.0285734 LB=1149.77
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Tabela 10 —Resultados para CR-SR-AP-AIgE - Instancias com pesos unitarios

Instancia||V(G)|| p | t |OPT|Tempo CR|Status CR|Tempo SR |Status SR| Tempo AP |Status AP|Tempo AlgE|Status AlgE
1 15 10,2|1,1| inv 0 inv 0 inv 1 inv 0 inv
2 15 10,2| 2 | inv 0 inv 0 inv 0 inv 0 inv
3 15 10,2| 3 | inv 1 inv 0| inv 0| inv 0 inv
4 15 10,2 4 | inv 0 inv 1 inv 0 inv 0 inv
5 15 10,5/1,1| inv 0 inv 0 inv 0 inv 0 inv
6 15 10,5| 2 | inv 0 inv 2 inv 8 inv 1 inv
7 15 10,5| 3 | inv 0| inv 52| inv 876| inv 1105 inv
8 15 10,54 14 0 14 1 14 0 14 0 14
9 15 10,8/|1,1| inv 0 inv 0 inv 0 inv 0 inv
10 15 10,8| 2| 14 0 14 2 14 31 14 1200 ?
11 15 |0,8] 3| 14 3 14 1 14 0 14 0 14
12 15 |0,8| 4| 14 0 14 0 14 0 14 0 14
13 15 1 (1,1 inv 0 inv 0 inv 0 inv 0 inv
14 15 |1]2] 14 1 14 3 14 0 14 0 14
15 15 |1]3] 14 1 14 0 14 0 14 0 14
16 15 |14 14 0 14 0 14 0 14 0 14
17 30 |0,2(1,1| inv 0 inv 1 inv 3 inv 0 inv
18 30 |0,2] 2 | inv 0 inv 1 inv 44 inv 0 inv
19 30 (0,2 3 | inv 0| inv 1200 ? 1200 ? 1200 ?
20 30 |0,2| 4| inv 742|  inv 1200 ? 1200 ? 1200 ?
21 30 (0,5/1,1] inv 0 inv 1 inv 0 inv 0 inv
22 30 (0,5 2 | inv 1 inv 1201 ? 1200 ? 1200 ?
23 30 |0,5| 3 | inv 872| inv 1200 ? 1200 ? 1200 ?
24 30 (0,5| 429 58 29 48 29 1 29 0 29
25 30 |0,8(1,1f inv 0 inv 2 inv 3 inv 0 inv
26 30 |0,8]| 2 |inv 0| inv 1200 ? 1200 ? 1200 ?
27 30 (0,8] 329 127 29 430 29 1201 ? 1200 ?
28 30 (0,8| 4|29 84 29 197 29 92 29 0 29
29 30 1 |11} inv 0 inv 2 inv 2 inv 0 inv
30 30 [ 1]2]29 8 29 1201 ? 1 29 0 29
31 30 [1]3]29 601 29 12 29 2 29 0 29
32 30 [ 1]4]29 563 29 11 29 2 29 0 29
33 45 10,2|1,1| inv 0 inv 4 inv 1 inv 0 inv
34 45 10,2| 2 | inv 0| inv 1200 ? 1200 ? 1 inv
35 45 10,2 3 | inv 1 inv 1200 ? 1200 ? 1200 ?
36 45 10,214 | ? 1200 ? 1201 ? 1200 ? 1200 ?
37 45 10,5|1,1| inv 0 inv 5 inv 10 inv 0 inv
38 45 10,5| 2 | inv 1 inv 1202 ? 1200 ? 1200 ?
39 45 10,513 | ? 1200 ? 1200 ? 1201 ? 1200 ?
40 45 10,54 | 44 566 44 1201 ? 1200 ? 1200 ?
41 45 10,8|1,1] inv 1 inv 11 inv 6 inv 0 inv
42 45 10,8] 2 | inv 1 inv 1200 ? 1201 ? 1200 ?
43 45 10813 | ? 1200 ? 1203 ? 1200 ? 1200 ?
44 45 |0,8| 4 | 44 1200 ? 1201 ? 1200 ? 0 44
45 45 1 |1,1] inv 1 inv 20 inv 20 inv 0 inv
46 45 |12 44 1200 ? 1201 ? 8 44 0 44
47 45 |13 | 44 1200 ? 1200 ? 9 44 0 44
48 45 |1 4| 44 1201 ? 1200 ? 8 44 0 44
49 60 0,2(1,1| inv 1 inv 12 inv 2 inv 0 inv
50 60 (0,2| 2 | inv 0| inv 1200 ? 1200 ? 1200 ?
51 60 (0,2| 3 | inv 8| inv 1200 ? 1200 ? 1200 ?
52 60 (0,2| 4| ? 1200 ? 1200 ? 1201 ? 1200 ?
53 60 [0,5/1,1| inv 1 inv 20 inv 22 inv 0 inv
54 60 |0,5| 2 | inv 2| inv 1203 ? 1202 ? 1200 ?
55 60 (0,513 ? 1200 ? 1201 ? 1203 ? 1200 ?
56 60 (0,54 ? 1200 ? 1200 ? 1201 ? 1200 ?
57 60 (0,8]1,1| inv 1 inv 36 inv 1200 ? 0 inv
58 60 (0,8 2 | inv 24| inv 1200 ? 1203 ? 1200 ?
59 60 (0,8 3| ? 1201 ? 1201 ? 1203 ? 1200 ?
60 60 (0,8| 4| 59 1200 ? 1200 ? 1203 ? 0 59
61 60 | 1|1,1] inv 1 inv 1200 ? 126| inv 0 inv
62 60 |1]2]59 1201 ? 1201 ? 1202 ? 0 59
63 60 |1]3]59 1201 ? 1201 ? 1201 ? 0 59
64 60 |1]|4]59 1201 ? 1201 ? 1203 ? 0 59
média 338,6875 595,21875 545,359375 429,796875

Fonte: Elaborado pelo autor.
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91
APENDICE B - RESULTADOS DETALHADOS PARA VARIANTES DE SR

Neste apéndice, detalhamos os resultados com as duas variantes da formulacio (SR)
apresentadas na Subsecdo 6.4.1.

Na Tabela 11, as colunas ‘Instincia’, ‘|V(G)

p, ‘v, ‘OPT?, ‘Status SR’, ‘“Tempo
SR’, apresentam, respectivamente, o indice da instancia, a quantidade de vértices do grafo, a
probabilidade de existéncia de cada aresta, o fator de dilatacdo, a solucdo da instincia, a solucao
obtida pela formulagdo (SR) dentro do tempo limite de 1200s e seu tempo de execucao. Na
coluna ‘Status’, identificamos por ‘inv’ as instancias que o método solucionou e detectou sua
inviabilidade, enquanto o marcador ‘?’ indica que ele ndo solucionou a instincia no tempo limite.
Codificagdo similar aparece na coluna ‘OPT’, considerando todos os métodos avaliados. Caso o
nome da formulagdo esteja identificado por *+ESP’ ou ’Sem Y’, significa, respectivamente, que
as desigualdades (5.35)-(5.37) foram adicionadas a formulacao e priorizada a ramificac¢ao nas
varidveis x, ou feita realizada a remogdo das varidveis y do modelo, bem como as restricdes em
que elas aparecem, e a adi¢ao das desigualdades validas 7-spanner arborescentes. Os melhores

resultados estdo destacados em negrito.

Tabela 11 —Resultados para variantes de (SR) para instancias com peso unitério

Instancia||V(G)|| p |t |OPT|Tempo SR|Status SR|Tempo SR+ESP|Status SR+ESP|Tempo SR Sem Y |Status SR Sem Y
19 30 |0,2|3] inv 1200 ? 55 inv 6 inv
20 30 10,2|4] inv 1200 ? 1201 ? 26 inv
23 30 |0,5|3| inv 1200 ? 1200 ? 23 inv
24 30 [0,5/4] 29 48 29 14 29 26 29
27 30 10,8|3] 29 430 29 1203 ? 61 29
28 30 0,8/4| 29 197 29 18 29 64 29
31 30 | 1329 12 29 14 29 1200 ?
32 30 |1 14] 29 11 29 24 29 1200 ?
35 45 10,2{3] inv 1200 ? 1201 ? 495 inv
36 45 10,214| ? 1200 ? 1201 ? 1200 ?
39 45 10,513 ? 1200 ? 1200 ? 1200 ?
40 45 10,514 44 1201 ? 1201 ? 1200 ?
43 45 10,813 ? 1203 ? 1200 ? 1201 ?
44 45 10,814| 44 1201 ? 1201 ? 774 44
47 45 13| 44 1200 ? 1202 ? 1200 ?
48 45 14| 44 1200 ? 1200 ? 1200 ?
51 60 10,2(3] inv 1200 ? 1201 ? 3 inv
52 60 10,2/4| ? 1200 ? 1200 ? 1200 ?
55 60 10,53 ? 1201 ? 1201 ? 1200 ?
56 60 (0,54 ? 1200 ? 1200 ? 1200 ?
59 60 [0,8|3] ? 1201 ? 1201 ? 1200 ?
60 60 10,814 59 1200 ? 1200 ? 1200 ?
63 60 |1 3] 59 1201 ? 1201 ? 164 59
64 60 |1 |4 59 1201 ? 1201 ? 1200 ?

Média 979,5 955,83 768,46

Fonte: Elaborado pelo autor.
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APENDICE C - RESULTADOS DETALHADOS PARA VARIANTES DE CR

Neste apéndice, detalhamos os resultados com as trés variantes da formulacao CR
apresentadas na Subsecdo 6.4.2, cada uma delas obtida pela inclusio de um tipo de desigualdade
vdlida: ¢-spanner arborescente, ciclo z-invidvel ou potencial minimo.

Na Tabela 12, as colunas ‘Instancia’, ‘|V(G)|’, ‘p’, ‘t’, ‘OPT’, ‘Status CR’, “Tempo
CR’, apresentam, respectivamente, o indice da instincia, a quantidade de vértices do grafo, a
probabilidade de existéncia de cada aresta, o fator de dilatacdo, a solucdo da instincia, a solucao
obtida pela formulacao CR dentro do tempo limite de 1200s e seu tempo de execug¢do. Na
coluna ‘Status’, identificamos por ‘inv’ as instancias que o método solucionou e detectou sua
inviabilidade, enquanto o marcador ‘?’ indica que ele ndo solucionou a instincia no tempo limite.
Codificagdo similar aparece na coluna ‘OPT’, considerando todos os métodos avaliados. Quando
o nome da formulacdo (CR) estd modificado por *+tSA’, +CtI’ ou +PM’, as desigualdades
t-spanner arborescente, ciclo z-invidvel ou potencial minimo foram adicionadas ao modelo,
respectivamente. Os melhores resultados estdo destacados em negrito.

Tabela 12 —Resultados para CR com adic@o de desigualdades validas para instancias com peso
unitério

Instancia||V(G)|| p |t|OPT|Tempo CR|Status CR|Tempo CR+tSA |Status CR+tSA|Tempo CR+CtL |Status CR+Ctl.| Tempo CR+PM. |Status CR+PM.
19 30 ]0,2(3]| inv 0 inv 0 inv 3 inv 3 inv
20 30 |0,2/4| inv 742  inv 1200 ? 258 inv 295 inv
23 30 ]0,5|3]| inv 872 inv 1200 ? 1200 ? 904 inv
24 30 |0,5|4] 29 58 29 1200 ? 192 29 194 29
27 30 [0,8/3] 29 127] 29 30 29 246 29 277 29
28 30 10,84 29 84| 29 13 29 13 29 15 29
31 30 13| 29 601 29 1200 ? 33 29 33 29
32 30 1 4] 29 563 29 832 29 25 29 25 29
35 45 10,2|3| inv 1 inv 0 inv 2 inv 1 inv
36 45 10214| ? 1200 ? 1200 ? 1200 ? 1200 ?
39 45 10,5/3| ? 1200 ? 1201 ? 1201 ? 1200 ?
40 45 10,5/4| 44 566 44 1200 ? 1200 ? 1200 ?
43 45 10,8|3| ? 1200 ? 1200 ? 1200 ? 1200 ?
44 45 |0,8|4| 44 1200 ? 1200 ? 1201 ? 1200 ?
47 45 1 (3| 44 1200 ? 1200 ? 1200 ? 1201 ?
48 45 1 |4| 44 1201 ? 1201 ? 1200 ? 1200 ?
51 60 10,2|3] inv 8| inv 2 inv 5 inv 537 inv
52 60 10,2|4| ? 1200 ? 1200 ? 1201 ? 1200 ?
55 60 10,53 ? 1200 ? 1201 ? 1212 ? 1209 ?
56 60 |0,5/4| ? 1200 ? 1209 ? 1212 ? 1210 ?
59 60 10,83 ? 1201 ? 1200 ? 1200 ? 1201 ?
60 60 (0,8/4| 59 1200 ? 1201 ? 1201 ? 1200 ?
63 60 13| 59 1201 ? 1200 ? 1201 ? 1206 ?
64 60 |14 59 1201 ? 104 59 103 59 103 59

Média 801,08 891,42 737,87 750,58

Fonte: Elaborado pelo autor.
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