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2.1 Definiç̃oes Gerais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .18
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Resumo

Os sistemas paraconsistentes têm tido um papel importante na modelagem

de infer̂encias para a Inteliĝencia Artificial. Mais especificamente, pela natu-

ral relaç̃ao com sistemas não-monot̂onicos, permitindo a estes suportar transito-

riamente uma situação de inconsistência at́e que premissas sejam revistas e as

contradiç̃oes desfeitas.

Dada a import̂ancia de tal classe de lógicas para a Ciência da Computação, um

estudo estrutural de deduções (derivaç̃oes) em sistemas paraconsistentes torna-se

de extrema relev̂ancia, eé com esta motivação que fazemos um estudo, neste

trabalho, a respeito das propriedades sintáticas de um sistema em dedução natural

equivalente a apresentação axioḿatica da Ĺogica da Inconsistência Epist̂emica -

LEI, [8].

Este estudo, que está inclúıdo como campo da Teoria Geral da Prova, consiste

na formalizaç̃ao de um sistema em dedução natural do qual inferências desnecessárias

podem ser removidas, sem que haja prejuı́zo na corretude das derivações do referido

sistema. Este processo de remoção de passos supérfluos de uma dedução de-

nominamosNormalizaç̃ao. Com a Normalizaç̃ao, propriedades estruturais in-

teressantes para a automatização destas lógicas podem ser formalmente enun-

ciadas, como por exemplo, a propriedade da subfórmula.Investigamos também

a possibilidade de que qualquer que seja a seqüência adotada para a remoção

destes “desvios”, esta seqüênciaé finita. Resultado que compõe o teorema da

Normalizaç̃ao Forte.

Estes resultados, juntamente com a unicidade da prova normal (conseqüência

da Normalizaç̃ao Forte), visam fornecer insumos para a verificação e elaboraç̃ao



de ḿetodos que permitam decidir a relação de conseq̈uência ĺogica induzida por

LEI.
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Caṕıtulo 1

Introduç ão

A descoberta de uma série de antinomias formuladas através dos axiomas que

comp̃oe a Teoria dos Conjuntos, em sua apresentação cĺassica, levou a comu-

nidade cient́ıfica a uma reflex̃ao: faz-se necessário rever as bases sobre as quais a

Mateḿatica se assenta. Tal reflexão levou Hilbert e seus colaboradoresà proposiç̃ao

de um programa de fundamentação da mateḿatica, o qual buscava provar a con-

sist̂encia das teorias essenciais da Matemática por interḿedio de ḿetodos formais

claros e construtivos.

E vem desse contexto histórico, o grande apelo de um meta-estudo que se ba-

seia na ańalise estrutural de demonstrações e argumentos formais, que com o tra-

balho seminal de Genzten [6], dá os primeiros passos na investigação e construç̃ao

de uma teoria sobre provas, mais especificamente sobre a propriedades estruturais

subjacentes ao conceito formal de prova.

A Teoria da Prova, como o próprio nome diz, tem as provas formais como

objeto de estudo. Ñao somente estuda a teoremicidade, istoé, o que se consegue

deduzir em uma teoria, mas como se deduz algo nesta teoria, a dedução propri-

amente dita. Basicamente, existem dois grandes ramos em Teoria da Prova: um

que se denominageral (estrutural), que surge com a finalidade de analisar as
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propriedades estruturais e combinatoriais de provas formais; e outro,reducional

(interpretativo), que busca estudar as propriedades de um dado sistema lógico por

intemédio de traduç̃oes, ou reduç̃oes a sistemas mais elementares.

Com o intuito de realizar tais análises concernentes as deduções formais, Gent-

zen prop̂os um sistema de cálculo, com regras de inferência, denominadodeduç̃ao

natural, para as ĺogicas cĺassica, intuicionista e minimal, que guarda correspondên-

cia com as respectivas relações de conseqüência induzidas pelas lógicas citadas.

Nao obstante a apresentação das ĺogicas sob a forma de dedução natural, como

aplicado por Gentzen, tenha um forte aspecto intuitivo, pois o entendimento de

suas regras de inferência e de suas constantes lógicas aflora naturalmente, um

aparentemente fraco conjunto de propriedades estruturais deixou a dedução natu-

ral em segundo plano, sendo substituı́da por outra forma de abstração: o ćalculo

de seq̈uentes. Esta formalização se apresentou muito mais adequadaà ańalise de

propriedades estruturais dos sistemas formais, e por bastante tempo vinha sendo

a principal ferramenta dos teóricos em Teoria Estrutural da Prova.

Contudo, Prawitz [19], demonstrou que os sistemas em dedução natural tam-

bém deveriam ser objeto de estudos em teoria da prova, fornecendo resultados sig-

nificativos para as lógicas em comento. Prawitz trabalhou com uma apresentação,

em deduç̃ao natural, similar̀aquela proposta por Gentzen, e obteve resultados que

garantem a existência de provas normais para os sistemas sob análise, a saber:

lógicas Cĺassica, Intuicionista e Minimal.

Os sistemas em dedução natural t̂em, via de regra, dois conjuntos de regras:

regras que adicionam uma constante lógica a uma f́ormula (regras de introduç̃ao),

e outras regras que removem constantes lógicas (regras de eliminaç̃ao). Para as

regras de eliminaç̃ao, a f́ormula que tem a sua constante lógica removida denom-

inamos comopremissa maior. Prawitz observou que a conclusão de uma regra

de eliminaç̃ao, cuja premissa maior fosse conclusão de uma regra de introdução,
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nada acrescentavàas premissas da introdução, ou seja, uma introdução seguida

por uma eliminaç̃ao deveria ser descartada por ser um passo supérfluo. A este

conceito, Prawitz deu o nome dePrinćıpio da Invers̃ao.

Com essa diretriz em mente, Prawitz desenvolveu procedimentos que permi-

tissem a remoç̃ao desses passos desnecessários: as reduç̃oes.Ainda assim, alguns

problemas estruturais surgiram quando da observação que a regra que represen-

tava o conceito clássico dereduç̃ao ao absurdo1 perturbava a noç̃ao de normalizaç̃ao

pretendida por Prawitz, que se viu obrigado a trabalhar, com um número reduzido

de constantes lógicas primitivas. Começava, então, o surgimento de ińumeros

estudos tendo como objeto sistemas baseados em dedução natural.

E, embora o menor conjunto de constantes lógicas primitivas ñao signifique

uma menor expressividade, no caso dos trabalhos de Prawitz, sistemas com um

maior ńumero de constantes lógicas fornecem uma leitura, sob o ponto de vista hu-

mano, mais clara e intuitiva de uma dada argumentação constitúıda sobre um sis-

tema ĺogico. E com esta id́eia em mente, muitos foram os trabalhos com buscaram

apresentar sistemas em dedução natural com conjuntos mais ricos de sı́mbolos

lógicos primitivos. Dentre os trabalhos relevantes podemos citar os resultados

de Statman [24] , que forneceu a primeira prova para a normalização da ĺogica

clássica com todos os sı́mbolos usualmente utilizados (∧,∨,¬,→,∀, ∃) tratados

como elementos primitivos, Stalmarck [23] e Seldin [21] e Massi [10].

Os trabalhos relacionados se valeram das mais diversas técnicas para a obtenção

de sistemas normalizáveis, como, por exemplo, a tradução para sistemas de mais

alta ordem, como fez Statman, e a definição de novos e complexos procedimentos

de reduç̃ao, como em Seldin, contudo o trabalho de Massi [10] foi o que mais se

aproximou da id́eia original de lidar diretamente com as regras de inferência como

1A regra de reduç̃ao ao absurdo ñao obedece a classificação em regras de introdução e

eliminaç̃ao

3



definidas por Gentzen e posteriormente utilizadas por Prawitz. Cabe ressaltar, que

a soluç̃ao encontrada por Massi servirá de base para os resultados defendidos neste

trabalho.

E esse tem sido o mote da Teoria Geral da Prova em dedução natural. Atual-

mente, com o advento da computação, surgiram muitos outros motivos, além das

provas de consistência para os sistemas formais, para se fazer um estudo estrutu-

ral de Provas, como, por exemplo, a prova automática de teoremas e a modelagem

computacional de problemas, para citar somente alguns.

Como dito anteriormente, o estudo da teoria da prova tem como uma de suas

quest̃oes b́asicas a definiç̃ao da noç̃ao de prova , incluindo questões sobre a dis-

tinção entre diferentes tipos de provas, tais como provas construtivas e provas

clássicas; investigações a respeito da estrutura das provas e a possibilidade da

exist̂encia de algum tipo de prova canônica (prova normal); a representação das

provas atrav́es de derivaç̃oes e, possivelmente, o estabelecimento de critérios de

identidade entre provas; a análise de um limite superior do comprimento de provas

e do posśıvel crescimento das mesmas após a aplicaç̃ao de procedimentos de

normalizaç̃ao; dentre outras questões.

Existem tr̂es classes principais de resultados, em teoria da prova, sobre a forma

que as derivaç̃oes de uma dado sistema lógico podem assumir, a saber:

• Teorema da Forma Normal - Toda derivação no sistema lógico considerado

possui uma forma normal;

• Teorema de Normalização Fraca - Dada uma derivação no sistema con-

siderado, podemos efetivamente obter sua forma normal, através de certas

operaç̃oes chamadas reduções;

• Teorema de Normalização Forte - Dada uma derivação no sistema consi-

derado, sua forma normalé única e sempre pode ser obtida após um ńumero
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finito de reduç̃oes, independentemente da ordem em que as mesmas são

aplicadas.

Os tr̂es resultados são de vital import̂ancia para um conhecimento real a re-

speito das propriedades da relação de conseq̈uência ĺogica, sint́atica e sem̂antica,

de um dado sistema. E da possı́vel exist̂encia de provas normais, podemos obter

uma śerie de conseq̈uências importantes no que diz respeitoà prova autoḿatica de

teoremas, istóe, é posśıvel que dessa análise estrututal se extrai um procedimento

de decis̃ao, um algoritmo para verificar se determinada relação de conseq̈uência

lógica pertence ou nãoà lógica representada por um dado sistema.

Conhecer a forma de uma derivação normal permite-nos lançar mão de algu-

mas heuŕısticas que podem fornecer uma estratégia adequada para automatização

da construç̃ao de derivaç̃oes, o que pode garantir, também, a decidibilidade do

método de prova.

A análise da estrutura das derivações pode auxiliar, ainda, na abordagem de

outras questões ĺogicas que usualmente não s̃ao formuladas em termos da noção

estrutural de prova como, por exemplo, a que trata da consistência de um dado sis-

tema formal. Com o advento dos teoremas de normalização para a ĺogica cĺassica

(teorema da forma normal, normalização fraca e normalização forte), a teoria da

prova demonstrou sua importância no estudo dos diversos sistemas dedutivos, que

foram, gradualmente, providos de procedimentos de normalização, criando meios

para se investigar propriedades que permitissem solucionar uma gama de ques-

tionamentos relacionados a cada um dos sistemas.

Portanto, fundamentado na importância de uma ańalise sob a perspectiva da

Teoria da Prova e na possibilidade de se enriquecer outros trabalhos relativoà

Lógica da Insconsistência Epist̂emica - LEI, um sistema paraconsistente, propõe-

se, neste trabalho, investigar propriedades estruturais das derivações (provas ou

deduç̃oes) em um ćalculo em deduç̃ao natural, bem como, as suas conseqüências.
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Outros sistemas paraconsistentes já possuem trabalhos em Teoria da Prova,

como se pode observar em [13], onde as propriedades deCω, o ćalculo limite da

hierarquia de ćalculos paraconsistentesCn, 1 ≤ n ≤ ω, s̃ao analisadas através de

uma ańalise de sistemas baseados em cálculo de seq̈uentes.

Pretende-se com este trabalho, também, um entendimento melhor da relação

de conseq̈uência sint́atica em LEI e do comportamento das constantes lógicas ”?”,

que representa a noção, a ser definida, de plausibilidade crédula; ”!”, a plausibili-

dade ćetica, e da negação paraconsistente ”¬”.

A escolha pelos apresentação do sistema em dedução natural tamb́em é jus-

tificável, pois este se aproxima mais de uma argumentação informal, onde cada

passo de uma deduçãoé explicitamente justificado, atribuindo um significado con-

strutivo e individualizado para cada sı́mbolo lógico, o que torna a dedução natural

uma boa candidata para a análise do processo de formalização do racioćınio. As-

sim, estas s̃ao as justificativas para se abordar o problema, sob aóptica da Teoria

da Prova, da normalização para a Ĺogica da Inconsistência Epist̂emica.

1.1 Sistemas Paraconsistentes

Um lógica pode se definida como um par〈L,`〉, em queL representa a linguagem

sobre a qual a lógica é definida e define a relação de conseq̈uência sint́atica`
(derivabilidade ou deducibilidade) entre um conjuntoΓ (Γ, Γ1, . . . - possivelmente

multisets ou seq̈uências) de f́ormulas e uma f́ormulaα (α, α1, . . .), todas perten-

centes̀a linguagemL. A quest̃aoé: qual o conjunto ḿınimo de propriedades deve

esta relaç̃ao de conseq̈uência possuir? Usualmente, uma relação de conseq̈uência,

para ser classificada como dedutiva, deve possuir as três seguintes propriedades:

• SeΓ ` α ent̃aoΓ ∪ Γ1 ` α (monotonicidade);

• Seα ∈ Γ ent̃aoΓ ` α (reflexividade);
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• SeΓ ` α eΓ1 ∪ {α} ` β ent̃aoΓ ∪ Γ1 ` β (transitividade).

Classificamos um sistema lógico como dedutivo se ele possuir pelo menos

estas tr̂es propriedades: monotonicidade, reflexividade e transitividade.

Com o desenvolvimento dos estudos e idéias sobre os diversos sistemas lógicos

desenvolvidos, observou-se que a definição apresentada acima era muito restritiva,

de certa forma, impedindo que os sistemas lógicos correntes se aproximassem

do objetivo primordial do estudo da formalização do racioćınio: construir uma

representaç̃ao formal, precisa e abrangente, do raciocı́nio e da forma dos seres

humanos conceberem o conhecimento.

Como exemplo podemos considerar a monotonicidade, a qual nãoé uma pro-

priedade desejada em muitos dos processos de tomada de decisão humanos, já que

em muitas situaç̃oes, uma crença deve ser revista sob a presença de novos fatos

(novas hiṕoteses), sendo que determinadas inferências podem ñao ser mais v́alidas

sob um novo contexto. Ou seja, princı́pios compat́ıveis com procedimentos dedu-

tivos puramente mateḿaticos podem ñao dar o poder necessário para a construção

de sistemas que se prestemà modelagem de inferência mais ricas, mais próximas

de situaç̃oes reais.

Outro aspecto clássico, segundo a tradição aristot́elica, o prinćıpio da ñao

contradiç̃ao (PNC), pode ser definido como se segue:

(PNC) `∼ (α∧ ∼ α)

ondeα representa uma sentença arbitrária e∼ caracteriza a negação cĺassica,

deve ser uma verdade irrevogável. Sistemas que não capturassem esta propriedade

seriam indesejáveis. Teorias que permitissem a derivação de um enunciado e

a sua negaç̃ao deveriam ser descartadas, pois o conjunto de teoremas obtidos

a partir de tais teorias seria igual ao conjunto de fórmulas pertencentes̀a lin-

guagem subjacente a tal sistema lógico, e numa teoria em que tudoé verdade,
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qualquer f́ormula bem formadáe conseq̈uência ĺogica, ñao h́a qualquer utilidade.

Tal concepç̃ao, a qual afirma que de duas sentenças contraditórias deduz-se qual-

quer outra sentença (ex falso sequitur quodlibet), pode ser formalizado através da

seguinte apresentação:

(EFQ) ∼ α, α ` β

Ondeα eβ são fórmulas arbitŕarias de uma dada linguagem.

Na lógica cĺassica, PNC e EFQ são equivalentes. Um estudo mais detalhado

de alguns sistemas, que não os que contenham a negação cĺassica, pode mostrar

que os dois prinćıpios s̃ao independentes. A questão é que muitas teorias con-

strúıdas no decorrer da evolução da cîencia, e que foram utilizadas como em-

basamento para outras teorias largamente utilizadas e aceitas como naturalmente

irrevoǵaveis, apresentaram a geração das antinomias, como as referidas na seção

anterior, das quais um bom exemploé o famoso Paradoxo de Russell, que pode

ser definido a partir da apresentação da Teoria dos Conjuntos proposta por Cantor.

O que fazer então? Descartar toda a teoria? Reformulá-la impedindo o acon-

tecimento de tais paradoxos? No caso da Teoria dos Conjuntos de Cantor, uma das

soluç̃oes encontradas foi restringir o uso do esquema de compreensão, impedindo

a auto-refer̂encia, que era a forma pela qual o paradoxo de Russell se apresentava.

Em prinćıpio, esta restriç̃ao solucionaria o problema. Porém, seria o esquema

de compreens̃ao aúnica fresta para a entrada dos paradoxos na teoria de Cantor?

Com base nesse questionamento, outras soluções floresceriam: uma possibili-

dade seria deixarmos os paradoxos ocorrerem, porém impedindo que os mesmos

gerassem uma contaminação da teoria, que a trivializaria. Esteé o enfoque dos

sistemas paraconsistentes. Da posśıvel exist̂encia de teorias inconsistentes porém

não triviais surgem as seguintes definições relevantes̀a nossa ańalise.

Definição 1. (Teoria Trivial) Diz-se de uma teoriaΓ cujo conjunto de teoremas
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é igual ao conjunto de fórmulas indutivamnte geradas pertencentesà linguagem

subjacente.

Definição 2. (Teoria Inconsistente) Diz-se de uma teoriaΓ da qual podemos

derivarα e¬α, onde¬ representa a negação.

E, assim definimos os sistemas paraconsistentes:

Definição 3. (Lógica Paraconsistente) Diz-se de um sistema lógico que permite a

construç̃ao de teorias inconsistentes porém ñao necessariamente triviais.

Claramente, o uso de um sistema paraconsistente se adequaria a uma teoria

que se apresentasse inconsistente, impedindo a sua trivialização sem, com isso,

reduzir o seu poder dedutivo original com alguma forma de restrição no uso de

seus postulados, como a axiomatização para a Teoria dos Conjuntos ZF - Zermelo-

Fraenkel.

Nas seç̃oes que se seguem serão apresentados alguns sistemas formais para-

consistentes, suas principais propriedades e diferenças. O primeiro dos sistemas a

serem apresentados será uma coleç̃ao de sistemas, que recebe a denominação de

Hierarquia de ĆalculosCn.

O segundo, éultimo sistema a ser discutido neste capı́tulo seŕa o sistema da

lógica da Incosistência Epist̂emica - LEI, queé o objeto deste trabalho, para o

qual ser̃ao apresentados sua axiomática e algumas propriedades dedutivas.

1.1.1 A Hierarquia de CálculosCn

A hierarquia de ćalculos proposicionaisCn foi proposta pelo professor Newton da

Costa em [3] norteado pelos seguintes princı́pios gerais j́a:

1. Nestes ćalculos, o prinćıpio da ñao - contradiç̃ao ñao deveria ser um es-

quema v́alido;
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2. A trivialização de uma teoria ñao deve, em geral, ser aceita;

3. A extens̃ao deste ćalculo para o ćalculo dos predicados deve ser simples e

natural;

4. Estes ćalculos devem conter a maior parte dos esquemas e regras do cálculo

proposicional cĺassico que ñao interfiram com as condições anteriores.

A sistemas com estas caracterı́sticas o professor Newton da Costa atribui a

denominaç̃ao de Sistemas Formais Inconsistentes. Posteriormente, a denominação

paraconsistente passou a ser utilizada. Estudos sobre sistemas formais inconsis-

tentes j́a haviam sido realizados no começo do séc. XX por J́askowski. Poŕem,

por ñao ter apresentado uma definição formal completa do que seria tal sistema,

da Costáe considerado o fundador desta classe de lógicas.

Partindo dos prinćıpios acima apresentados, da Costa propôs os ćalculos apre-

sentados na seção seguinte.

Os sistemasCn, 1 ≤ n ≤ ω

O sistema paraconsistente proposicionalCω é constrúıdo a partir da linguagem

proposicional usual utilizando-se das constantes lógicas∧ (conjunç̃ao),∨ (disjunç̃ao),

→ (implicaç̃ao) e¬ (negaç̃ao paraconsistente) e um enumerável conjunto de śımbolos

proposicionais (p1, p2, ...). Fórmulas arbitŕarias ser̃ao denotadas por letras latinas

maiúsculas (A, B, C,...), e conjuntos de fórmulas ser̃ao denotados por letras gregas

maiúsculas (Γ, ∆, . . . ).

A seguir, os postulados que definemCω, como quando introduzidos em [3]:

• Postulado 1.α → (β → α);

• Postulado 2.(α → β) → ((α → (β → γ)) → (α → γ));
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• Postulado 3.
α α → β

β ;

• Postulado 4.(α ∧ β) → α;

• Postulado 5.(α ∧ β) → β;

• Postulado 6.α → (β → (α ∧ β));

• Postulado 7.α → (α ∨ β);

• Postulado 8.β → (α ∨ β);

• Postulado 9.(α → γ) → ((β → γ) → ((α ∨ β) → γ));

• Postulado 10.α ∨ ¬α;

• Postulado 11.¬¬α → α;

Estes 11 postulados caracterizam o cálculoCω. Obviamente o sistemaCω é

mais fraco que a lógica cĺassica no sentido que lógica cĺassica cont́em os teoremas

deCω. Logo, dada a consistência da ĺogica cĺassica ,Cω é consistente.

As seguintes definiç̃oes ser̃ao utilizadas na caracterização dos outros ćalculos

da HierarquiaCn, 1 ≤ n < w.

1. αo =def ¬(α ∧ ¬α);

2. αn =def αo...o;

3. α(1) =def αo;

4. αn =def αo ∧ αoo ∧ αooo ∧ ... ∧ αn.

5. ¬?α =def ¬α ∧ αo

6. ¬(n)α =def ¬α ∧ α(n)
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A definição deαo visa denotar o bom comportamento de uma sentençaα, no

sentido de que, para aquela sentença, o princı́pio da ñao-contradiç̃ao é consider-

ado. Logo se numa dada teoriaΓ, αo é deriv́avel e se as proposiçõesα e¬α são

derivadas, entãoΓ é uma teoria trivial.

A partir das definiç̃oes apresentadas podemos, finalmente, formalizar os outros

cálculos da hierarquia:

• Postulado 12(n).βo → ((α → β) → ((α → ¬β) → ¬α));

• Postulado 13(n).(αo ∧ βo) → ((α → β)o ∧ (α ∨ β)o ∧ (α ∧ β)o)

O operador¬? tem todas as propriedades da negação cĺassica. EmCn, 1 ≤
n < ω, isto pode ser facilmente demonstrado através da demonstração dos dois

seguintes teorema:

• (α → ¬?β) → ((α → β) → ¬?α)

• ¬?¬?α → α

As noç̃oes de demonstração, deduç̃ao e teoremas (formais) e as propriedades

da relaç̃ao de derivabilidade (̀) são como as usuais. Logo,Cω é definido pelos

postulados (esquemas de axiomas) (1) ao (11) eCn, 1 ≤ n < ω, por todo conjunto

de postulados definidos, (1) ao (13).

Como se pode observar, toda lógica intuicionista positiváe preservada pelos

postulados de (1) a (9). A grande diferença consiste no tratamento dado a negação,

onde esta j́a ñao se comporta classicamente, pois teve seu ”poder ”enfraquecido,

como veremos adiante. Tanto o Princı́pio do Terceiro Exclúıdo (Postulado 10)

como a eliminaç̃ao da dupla negação (Postulado 11) são mantidos emCn, 1 ≤
n ≤ ω.

Observa-se que emCω uma f́ormula negada nunca poderá ser derivada por

qualquer um dos postulados que definemCω, a menos que seja assumida como
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hipótese. Intuitivamente, a idéia transmitidáe que emCω a negaç̃ao encontra-

se extremamente enfraquecida, istoé, uma f́ormulaα ∧ ¬α nunca representará

uma contradiç̃ao no sentido clássico, em qualquer que seja a teoria definida sobre

Cω. Consequentemente, uma série de teoremas clássicośe perdida. O enfraque-

cimento da negação pode ser observado de forma progressiva nos sistemas da

hierarquiaCω, à medida quen tende aω. De forma oposta, os cálculos tornam-se

progressivamente mais restritos (menor teoremicidade).

Outras observaç̃oes relevantes podem ser apresentadas acerca dos cálculosCn:

• Todos os teoremas da lógica intuicionista positiva são preservados emCn,

1 ≤ n ≤ ω. Em particular, a comutatividade e associatividade de∧ e∨ são

preservadas.

• a Lei de Peirce,(α → β) → α) → α), não é teorema emCω, masé

demonstŕavel emCn, 1 ≤ n < ω;

• Cω nãoé finitamente trivialiźavel, istoé, ñao existem teorias triviais finitas

emCw, mas emCn, 1 ≤ n < ω, se em uma teoriaΓ deriva-se(α ∧ ¬(n)α),

Γ é trivial;

• as Leis de De Morgan e Redução ao Absurdo (RAA) cĺassica ñao valem em

Cn, 1 ≤ n ≤ ω, em particular:

– (¬α∨¬β) → ¬(α∧ β) nãoé um esquema válido emCn, 1 ≤ n < ω;

– ¬(α ∧ β) → (¬α ∨ ¬β) nãoé um esquema válido emCω;

– ¬(α∨β) → (¬α∧¬β) nãoé um esquema válido emCn, 1 ≤ n ≤ ω;

– ¬α → (α → β) nãoé um esquema válido emCn, 1 ≤ n < ω.

o Teorema da Deduçãoé válido emCω. Em particular:(α∧β) → γ ` α →
(β → γ);
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• A comutatividade dos conectivos∧ e∨ inexiste quando a conjunção (disjunç̃ao)

est́a sob o escopo de uma negação; istoé, ñao é válido, por exemplo, o

seguinte teorema clássico:¬(α ∧ β) ↔ ¬(β ∧ α).

Logo o Teorema da Substituição de Equivalentes - Replacement Theorem -

nãoé válido emCn, 1 ≤ n ≤ ω, o qûe é empecilho para a definição de uma

sem̂antica recursiva para os cálculos da hierarquia. Ainda assim,C1 admite

uma sem̂antica bivalorada que pode ser estendida para os outros sistemas

da hierarquiaCn [1], contudo, tal sem̂antica ñao representa uma função de

verdade.

• Os postulados que definemCn, 1 ≤ n < ω, s̃ao independentes.

1.1.2 A Lógica da Inconsist̂encia Epist̂emica - LEI

A Lógica da Insconsistência Espist̂emica - LEI [2] é uma ĺogica paraconsistente

desenvolvida para tolerar contradições oriundas de inferências realizadas sobre

contextos incompletos.

LEI é a base monotonica de uma logica default IDL [15], mas também pode

ser utilizada para formalizar raciocı́nios baseados em sistemas multi-agentes. Em

LEI, encontramos dois sı́mbolos que lidam com o conceito de plausibilidade: “?”,

que representa a plausibilidade crédula, e “!”, a plausibilidade ćetica. “α?” pode

ser compreendida intuitivamente“α” é plauśıvel se pelo menos um dos agentes crê

em sua verdade e “α!” representa que “α” é plauśıvel sempre que todos os agentes

crêem em sua verdade. A negação paraconsistente “¬” de LEI permite lidar com

conclus̃oes conflitantes entre fórmulas plauśıveis, sem que ocorra uma explosão

de teoremas. Daı́ o caŕater paraconsistente de LEI.

Objetivando melhor entender o poder dedutivo das constantes lógicas, e tamb́em

compreend̂e-las individualmente, um sistema baseado em dedução natural e outro
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I?)
α
α? E?)

α?

[α]u

Π2
γ

γ u

I!)
α
α! E!)

α!
α

I¬)

[α]u

Π1

⊥¬α u E¬)
A ∧ ¬A
⊥

Tabela 1.1:Primeira vers̃ao das regras para ? e !, e para a negação paraconsistente¬

em ćalculo de seq̈uentes foram desenvolvidos para LEI [8]. Os sistemas seguem

o padr̃ao apresentado por Gentzen, e utilizado, também, por Prawitz, nos quais

para cada uma das constantes lógicas definidas existem correspondentes regras de

introduç̃ao e eliminaç̃ao. Para os conectivos usuais (∧,∨,→,∼,∀ e∃), as regras

não possuem mudanças significativas em relaçãoàs propostas para lógica cĺassica.

Para os conectivos “?”, “!” e “¬”, regras com restriç̃oes especiais foram

definidas. A regraE? requer queγ seja ?-fechada e que todas as hipóteses,

das quaisγ dependa, sejam ?-fechadas, a menos das ocorrências sintaticamente

idênticas aα. No caso da regraI!, a premissa de uma aplicação da referida regra

deve depender somente de fórmulas que sejam ?-fechadas (vide tabela 1.1.2)2.

Contudo estas regras, apesar de corretas e completas, possuem restrições que

forçam a exist̂encia de alguns “desvios” nas derivações geradas, ou seja, passos

desnecessários na construç̃ao da prova, como podemos observar nos exemplos a

seguir:

2Todas as regras , em sua nova definição, ser̃ao apresentadas no capı́tulo subseq̈uente, vide

tabela??
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β β → α!

α!
α! ∨ (α! ∧ β)

(α!)u

α
β? → α

(β? → α)!

(α! ∧ β)v

α!
α

β? → α

(β? → α)!

(β? → α)!
u,v

BB

β β → α!

α!
α

β? → α

(β? → α)!

Observe queα! ∨ (α! ∧ β) é conclus̃ao de uma regra de eliminação para logo

em seguida ser premissa maior de uma regra de eliminação. E segundo o princı́pio

da invers̃ao, este seria um passo descartável, sobre o qual deverı́amos aplicar um

procedimento de redução. No entanto, a derivação à direita, quée resultado da

eliminaç̃ao dessa aplicação de regra desnecessária, ñao é mais uma derivação

válida, pois as restriç̃oes para a aplicação da regra I! ñao s̃ao mais obedecidas.

Problemas similares ocorrem com aplicações da regra E?, em reduções que mod-

ificam as depend̂encias da premissa menor das referidas aplicações.

No caṕıtulo seguinte, apresentaremos um sistema em dedução natural para

LEI, que tem como principal caracterı́stica a propriedade de ser normalizável.

Posteriormente, a principais conseqüências desta propriedade serão investigadas.

1.2 Objetivos

No caṕıtulo 2, seŕa apresentada a base axiomática de LEI e algumas de suas

propriedades fundamentais. Em seguida formalizaremos um novo sistema em

deduç̃ao naturalNDLEI , correto e completo em relação a LEI, para o qual será

analisado a possibilidade de provas normais, no sentido definido por Prawitz.

No caṕıtulo 3, definiremos as reduções necessárias para a remoção dos desvios,

que segundo o Princı́pio da Invers̃ao, nada acrescentam̀a deduç̃ao. As reduç̃oes

ser̃ao utilizadas para formalizar uma prova de Normalização Fraca para o sistema

em quest̃ao.

16



Noúltimo caṕıtulo, seŕa garantido que qualquer que seja a seqüência de reduç̃oes

adotada, a mesma sempre terminará (Normalizaç̃ao Forte), finalizando com um

resumo dos resultados obtidos e a proposição de novos trabalhos.
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Caṕıtulo 2

LEI - Apresentação e Deduç̃ao

Natural

O objetivo deste capı́tulo é fornecer todas as definições e propriedades sintáticas

de LEI necesśarias para o desenvolvimento de uma análise sob o ponto de vista

de teoria da prova, apresentando, inicialmente, a linguagem subjacente e, pos-

teriormente, um sistema em dedução natural correto e completo em relação à

apresentaç̃ao axioḿatica de LEI [8].

2.1 Definiç̃oes Gerais

Nesta seç̃ao apresentaremos alguns detalhes que dizem respeitoà linguagem e ao

uso da mesma. Inicialmente, será apresentado o alfabetoALEI do sistema a ser

definido no decorrer da dissertação.

Definição 4. (AlfabetoALEI) O alfabetoALEI constitui-se pelos seguintes sı́mbolos,

cada um em sua respectiva classe gramatical:

1. Śımbolos ĺogicos
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(a) Uma constante sentencial para o absurdo:⊥;

(b) Conectivos proposicionais:∧ (conjunç̃ao),→ (implicaç̃ao),∨ (disjunç̃ao),

? (plausibilidade cŕedula) e! (plausibilidade ćetica);

(c) Duas constantes lógicas para a negaç̃ao: ¬, a paraconsistente e∼, a

clássica;

(d) Quantificadores de primeira ordem:∀ e∃.

2. Śımbolos ñao-lógicos

(a) Um conjunto enumerável de varíaveis individuais:x, y, z, . . . ;

(b) Um conjunto enumerável de par̂ametros individuais:a, b, c, . . . ;

(c) Um conjunto enumerável, possivelmente vazio, de constantes individ-

uais;

(d) Um conjunto enumerável, possivelmente vazio, de sı́mbolos funcionais:

f , g, h, . . . ;

(e) Um conjunto enumerável de śımbolos predicativos n-ários;

3. Pontuaç̃ao: ”(”, ”)”e ”,”.

Como em Prawitz [19], os parâmetros individuais representam indivı́duos ar-

bitrários em contextos não quantificados, o que em outras linguagens de primeira

ordem poderia ser compreendido como variáveis livres, livres de quantificação.

Variáveis, par̂ametros, śımbolos funcionais e sı́mbolos funcionais podem even-

tualmente vir acompanhados deı́ndices alfanuḿericos (P1, P2, f1, xi, . . . ).

A partir da apresentação do alfabeto, torna-se possı́vel construir indutivamente

as express̃oes sint́aticas aceitas para a representação de termos:

Definição 5. (Termos Individuaist, u, v, . . .) O conjuntos dos termośe o menor

conjunto indutivamente definido a partir das seguintes cláusulas:
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1. uma constante individual ou um parâmetro individuaĺe um termo;

2. sef é um śımbolo funcional de aridade n, et1, t2, t3, ...tn, termos, ent̃ao

f(t1, t2, t3, ...tn) é um termo.

Podemos, agora, definir indutivamente a linguagemLLEI, que constitui uma

extens̃ao da linguagem de primeira ordem usualmente utilizada para a lógica

clássica. Usaremos letras gregas minúsculasα, β, γ . . . para representar fórmulas

arbitŕarias pertencentes̀aLLEI. Duas f́ormulas emLLEI são da mesma forma se

são id̂enticas, istóe, se apresentam identidade sintática. A relaç̃ao de identidade

sint́atica seŕa denotada por≡.

Definição 6. (LinguagemLLEI) A linguagemLLEI é o menor conjunto indutiva-

mente definido a partir das seguintes cláusulas:

1. sejaP um śımbolo predicativo, et1, t2, t3, ...tn, termos, ent̃aoP (t1, t2, t3, ...tn)

é uma f́ormula deLLEI;

2. sejamα, β fórmulas deLLEI, ent̃ao (α ∧ β), (α ∨ β), (α → β) tamb́em o

são;

3. sejaα uma f́ormula deLLEI, ent̃ao (∼ α) e (¬α) pertencem̀aLLEI;

4. sejaα uma f́ormula deLLEI, ent̃ao (α?) e (α!) pertencem̀aLLEI;

5. seα é uma f́ormula deLLEI e x uma varíavel individual, ent̃ao (∀xα∗),

(∃xα∗) pertencem̀a LLEI, ondeα∗ é resultado de se substituir, se existir,

ocorrências de um dado parâmetroa qualquer porx.

Eventualmente, com o objetivo de facilitar a leitura das fórmulas deLLEI,
iremos omitir par̂enteses mais externos, contanto que o sginificado e a relacão

entre os śımbolos sejam preservados, assim como em [12].
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O significado informal das construções(α ∧ β), (α ∨ β), (α → β), ∀xα e

∃xα deve ser entendido de maneira usual, como na lógica cĺassica. A respeito dos

śımbolos∼ e ¬, temos a representação da negaç̃ao cĺassica e da negação para-

consistente, respectivamente. No caso das construções provenientes da quarta

cláusula, faz-se necessário tecer alguns comentários. F́ormulas, tais como(α?)

e (α!), podem ser entendidas como a representação sint́atica da plausibilidade

crédula e ćetica deα, respectivamente. Deα? podemos intuir que existem indı́cios

da provabilidade deα. Poŕem, deα?, não podemos afirmar, de maneira irrefutável,

queα e prov́avel, demonstŕavel. O comportamento paraconsistente provêm da

relaç̃ao entre a plausibilidade e a negação¬, o qual seŕa melhor compreendido

aṕos a apresentação axioḿatica que caracteriza LEI.

Definição 7. (Grau de uma F́ormulag(α)) O graug de uma f́ormulaα é definido

como o ńumero de ocorr̂encias de constantes lógicas emα, excetuando-se ocorrências

de⊥.

Definição 8. (Fórmula ?-livre) Uma f́ormula α arbitrária é ?-livre seα não

cont́em qualquer ocorr̂encia de “?” e de “!”.

Letras latinas maiúsculasA, B, C, . . . denotar̃ao fórmulas ?-livres.

Exemplo 1. α∧ (β → (A → (γ?))) não é ?-livre, mas∀x(P (x, y) → (Q(x, y)∨
Q(y, x))) o é.

De forma similar, dizemos que uma fórmula qualquerα é ?-fechada, se todos

os śımbolos proposicionais deα ocorrem sob o escopo de “?” ou “!”. O conceito

de fórmula ?-fechada e ?-livre serão importantes na obtenção da propriedades da

apresentaç̃ao axioḿatica de LEI.

Definição 9. (Conectivo Principal) O conectivo principal de uma fórmula α é

a constante ĺogica adicionada peláultima cláusula utilizada, da definiç̃ao 6, na

construç̃ao deα.
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No que concernèas ocorr̂encias de variáveis em f́ormulas deLLEI, podemos

classifića-las como ligadas ou livres. Sejax uma varíavel, ent̃ao sex ocorre em

uma f́ormulaα sob o escopo de um quantificador (∀x, ∃x), x ocorre ligada; caso

contŕario, oux não ocorre emα ou ocorre livre. Observe, também, que uma

variávelx pode ocorrer tanto ligada como livre em uma mesma fórmula.

Seguindo [19], os parâmetros individuais s̃ao śımbolos usados para variar so-

bre indiv́ıduos em contextos quantificados. Enquanto que, as variáveis individuais

são reservadas para serem usadas em contextos quantificados. Com este tipo de

notaç̃ao, ñao precisamos especificar se uma variável ocorre livre ou ligada em uma

fórmula, tampouco , se um termoé livre para uma variável em uma f́ormula.

Eventualmente, haverá raz̃oes para se considerar seqüências de śımbolos de

ALEI que s̃ao como termos ou fórmulas exceto por conterem, possivelmente,

variáveis na posiç̃ao onde deveriam conter parâmetros. Como em Prawitz [19],

tais seq̈uências ser̃ao denominadas pseudo-termos e pseudo-fórmulas, respecti-

vamente. F́ormulas e termos, quando da definição deLLEI, constituir̃ao casos

especiais de pseudo-termos e pseudo-fórmulas.

Dessa forma, uma ocorrência de varíavelx e uma pseudo-fórmulaα pode ser

classificada comolivre ou ligada, dependendo sex pertence ou ñao a um escopo

de um quantificador imediatamente seguido

Nem todos os conectivos deALEI ser̃ao explicitamente definidos através da

axiomatizaç̃ao a ser apresentada; a saber: “∼” (negaç̃ao cĺassica), “!” (plausibil-

idade ćetica), “↔” (equival̂encia), “⇒” (implicação forte) e “⇔” (equival̂encia

forte), embora no sistema em dedução natural a ser construı́do, os dois primeiros

sejam tratados como primitivos.

Definição 10. (Conectivos derivados) Os seguintes conectivos/constantes lógicas

ser̃ao introduzidos por definiç̃ao:

• (Negaç̃ao Clássica∼): ∼ α =def α → (P (t1, . . . , tn) ∧ ¬P (t1, . . . , tn)),
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tal queP (t1, . . . , tn) é qualquer f́ormula at̂omica ?-livre;

• (Plausibilidade Ćetica !): α! =def∼ ((∼ α)?);

• (Eqüivalência↔): α ↔ β =def (α → β) ∧ (β → α);

• (Implicaç̃ao Forte⇒): α ⇒ β =def (α → β) ∧ (¬β → ¬α);

• (equival̂encia forte⇔): α ⇔ β =def (α ⇒ β) ∧ (β ⇒ α).

A partir da formalizaç̃ao da linguagemLLEI e das operaç̃oes e definiç̃oes aux-

iliares j́a exibidas, podemos, então, apresentar o conjunto de esquemas de axiomas

que definem LEI.

Axiomas Proposicionais Clássicos

1. (→-1) α → (β → α)

2. (→-2) (α → β) → ((α → (β → γ)) → (α → γ))

3. (MP)
α (α → β)

β

4. (∧-1) (α ∧ β) → α

5. (∧-2) (α ∧ β) → β

6. (∧-3) α → (β → (α ∧ β))

7. (∨-1) α → (α ∨ β)

8. (∨-2) β → (α ∨ β)

9. (∨-3) (α → γ) → ((β → γ) → ((α ∨ β) → γ))

10. (→-3) ((α → β) → α) → α

Axiomas para os Quantificadores
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11. (∀-1) ∀xα → αx
t , t é livre parax emα

12. (∀-2) ∀x(α → β) → (∀xα → ∀xβ)

13. (∀-3) α → ∀xα, considerando quex não ocorre livre emα

14. (GEN) αa
x → ∀xα, tal quet não ocorre livre em nenhuma hipótese da qual

α depende, e oux ≡ t ou t não ocorre livre emα

15. (∃-1) αx
t → ∃xα, t é livre parax emα

16. (∃-2) ∀x(α → β) → (∃xα → ∃xβ)

17. (∃-3) ∃xα → α, considerando quex não ocorre livre emα

Axiomas para a Negação Paraconsistente em LEI

18. (¬-1)¬(α → β) ↔ (α ∧ ¬β)

19. (¬-2)¬(α ∧ β) ↔ (¬α ∨ ¬β)

20. (¬-3)¬(α ∨ β) ↔ (¬α ∧ ¬β)

21. (¬-4)¬¬α ↔ α

Axiomas para a Negação Paraconsistente envolvendo os Quantificadores

22. (¬-5)¬∀xα ↔ ∃x¬α

23. (¬-6)¬∃xα ↔ ∀x¬α

Axiomas para as Plausibilidades - Crédula? e Ćetica!

24. (?-1)(α → B) → ((α → ¬B) → ¬α)

25. (?-2)α → α?
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26. (?-3)α?? → α?

27. (?-4)(α? → β?)? → (α? → β?)

28. (?-5)(α ∨ β)? → (α? ∨ β?)

29. (?-6)(¬α)? ↔ ¬(α?)

30. (?-7)(∃xα)? → ∃x(α?)

31. (?-8)(α)? → (∼∼ α?)

32. (?-9)α?∧ ∼ (β?) → (α∧ ∼ β)?

33. (?-10)α ` α!, onde todas as hipóteses das quaisα depende s̃ao ?-fechadas.

Na apresentação axioḿatica de LEI, temos um conjunto de esquemas de ax-

iomas, os quais podem ser instanciados através de substituiç̃ao uniforme das meta-

variáveis (α, β, . . . ) que ocorrem em um dado esquema por fórmulas deLLEI; e

tamb́em uma regra de inferência: modus ponens (MP). Dizemos que uma seqüen-

cia de f́ormulas< α1, . . . , αn > (n ≥ 1) é uma prova deα a partir deΓ, tal que

α = αn, se cadaαi (1 ≤ i ≤ n) ou é uma inst̂ancia de axioma, ou pertence aΓ,

ou é obtida deαk e αj (k,j ¡ i) por meio de uma aplicação de (MP). A relaç̃ao de

conseq̈uência induzida será denotada porΓ L̀EI α.

Os primeiros nove axiomas correspondem ao fragmento proposicional posi-

tivo da lógica cĺassica, garantindo a derivabilidade de todos os teoremas de tal

fragmento. No caso do décimo axioma, temos a representação de um teorema da

lógica cĺassica que ñao pertence ao fragmento positivo da lógica cĺassica: a Lei

de Peirce.

Comoé sabido, a negação¬ de LEI apresenta um caráter paraconsistente; logo

o prinćıpio ex falso sequitur quodlibetnão deve, em geral, ser aceito. Ou seja, a

conclus̃ao deβ ∧ ¬β não necessariamente representa uma contradição capaz de

25



trivializar uma teoria em LEI. No entanto, se concluirmosB ∧ ¬B temos uma

contradiç̃ao suficientemente forte para tornar uma teoria trivial. Este raciocı́nio é

expresso atrav́es do axioma 24.

Definiremos comocontradiç̃ao fortefórmulas da formaβ ∧ ¬B ou da forma

B ∧ ¬β, nas quaisB é obtido deβ atrav́es da remoç̃ao de todas as ocorrências

de “?” e “!”, se existirem. Observe que nem toda contradição forte possui a

capacidade de trivializar uma teoria em LEI. Esta restrição é posśıvel atrav́es da

definiç̃ao do comportamento da negação paraconsistente¬ perante f́ormulas que

não s̃ao ?-livre [8].

A negaç̃ao paraconsistente¬, em virtude de seu fraco poder em relação à

negaç̃ao cĺassica, impede que teoremas de poder dedutivo relevante sejam de-

riváveis em LEI, os quais necessitam de aplicações de reduç̃ao ao absurdo como

na lógica cĺassica. Por exemplo, a dualidade entre os quantificadores∀ e∃ deixou

de ser derivada, assim como, também, as leis deDe Morgan. Com o intuito de

recuperar o poder destes teoremas, foram adicionados os axiomas 18 a 23.

No que diz respeitòa diferença entre o comportamento de fórmulas ?-livres e

aquelas que ñao o s̃ao, todos os teoremas da lógica cĺassica s̃ao preservados para

as ?-livres. Ou seja, todos as constantes lógicas “cĺassicas” funcionam como na

lógica cĺassica para fórmulas que sejam ?-livre; em particular, a negação paracon-

sistente “¬” comporta-se classicamente para tais fórmulas.

À negaç̃ao cĺassica, quée um conectivo derivado na apresentação axioḿatica,

os seguintes teoremas são v́alidos em LEI:

Teorema 1. • ` (α → β) → ((α →∼ β) →∼ α)

• `∼∼ α → α

O que comprova que a constante lógica∼ realmente se comporta como a

negaç̃ao no seu sentido clássico.
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Em fórmulas ?-fechada, qualquer “?” ou “!” adicional torna-se irrelevante.

Esta noç̃aoé formalizada atrav́es teorema a seguir.

Teorema 2. Seα é uma f́ormula ?-fechada, então` α ⇔ α? e` α ⇔ α!

LEI atende ao teorema de substituição de equivalentes (“replacement theo-

rem”), ou seja, sè β ⇔ β′ ent̃ao` α ⇔ α′, de forma queα′ é obtido atrav́es da

substituiç̃ao, emα, deβ porβ′.

teoremáe válido em LEI, o teorema da dedução. Formalmente:

Teorema 3. SeΓ, α ` β, ent̃aoΓ ` α → β.

Dentre os principais teoremas de LEI, alguns serão agora mencionados devido

a utilidade dos mesmos na prova da corretude do cálculoNDLEI a ser definido.

Tais teoremas dizem respeitoà introduç̃ao eà distributividade de “?” e “!” sobre

a implicaç̃ao.Estas observações a respeito dos meta-teoremas e teoremas de LEI

podem ser verificadas em [2].

Teorema 4. Se` α → β ent̃ao` α? → β? e` α! → β!

Teorema 5.` (α → β)! → (α? → β?)

Teorema 6.` (α → β)! → (α! → β!)

2.2 Deduç̃ao Natural

Dadas as definiç̃oes e explanaç̃oes gerais sobre o sistema LEI, apresentadas na

seç̃ao anterior, podemos partir para a construção de um sistema em dedução nat-

ural que seja equivalente a sua axiomatização e que possua a propriedade de ser

tanto fraca como fortemente normalizável. Ou seja, que as derivações realizadas

neste sistema possuam uma forma canônica, padr̃ao, no sentido apresentado no

caṕıtulo 1 e a ser formalizado no capı́tulo subseq̈uente.
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Na primeira apresentação de LEI em deduç̃ao natural [8], formula-se um sis-

tema correto e completo em relação a axioḿatica de LEI, o qual segue os moldes

daqueles propostos para a lógica cĺassica, como em [6] e [19]. No entanto, al-

gumas restriç̃oes na aplicaç̃ao de suas regras de inferência se apresentam demasi-

ado fortes de tal forma que a normalização fraca, como queremos definir, não é

aplicável. Tal impecilho nos motivou a buscar um novo sistema em dedução natu-

ral para LEI que ñao fosse carente de tal propriedade. Em particular, a normalização

era perturbada pelas constantes lógicas “?” e “!”, quando estas eram manipuladas

em suas respectivas regras de inferência.

Os sistemas em dedução natural s̃ao apresentados usualmente através de um

conjunto de regras de inferência divididas em:regras de introduç̃ao, regras de

eliminaç̃ao. Possivelmente, outras regras de inferência que ñao sigam o padrão

introduç̃ao/eliminaç̃ao podem ser definidas, como, por exemplo, areduç̃ao ao

absurdo. Para cada constante lógica, devem existir uma regra de introdução e

outra de eliminaç̃ao correspondente, sendo que algumas regras possuem restrições

(pré-condiç̃oes) para as suas aplicações e tamb́em realizam descarte de hipóteses

(pós-condiç̃oes).

Nesta nova apresentação de LEI em deduç̃ao natural, contudo, usaremos um

conceito diferente: o sistema a ser construı́do neste trabalho terá suas regras de

inferência e operaç̃oes de descarte definidas separadamente. As primeiras consti-

tuirão asquase-derivaç̃oes, e asúltimas ser̃ao formalizadas através de uma funç̃ao

de descarteF.

Em [19] esta convenção para o descarte de hipóteses foi utilizada em formulações

de sistemas em dedução natural as lógicas modais S4 e S5 com o intuito de

fornecer sistemas modais passı́veis de normalizaç̃ao. A soluç̃ao apresentada garan-

tiu a normalizaç̃ao, poŕem sem que se utilizasse todos as constantes lógicas como

śımbolos primitivos. A saber: o modalidade “possibilidade”, representada por♦,
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deveria ser tratada como derivada, dada a dualidade entre♦ e ¤ (necessidade)

existente nos sistemas modais que são estendidos a partir da lógica cĺassica.

Considerando a existência de uma tradução entre um fragmento deLEI e

S5 [8], o uso da proposta de Prawitz para os sistemas modais poderia ser adap-

tada emLEI, no entanto, sem que todas as constantes lógicas em LEI fossem

tratadas como primitivas, pois a constante, emLEI, que corresponderia a♦ em

S5, a plausibilidade cŕedula “?”, deveria ser introduzida por definição. Contudo,

a referida estratégia ñao atende aos objetivos do presente trabalho, pois se busca

a normalizaç̃ao paraNDLEI de forma que todos as constantes lógicas deLLEI
sejam tratadas como sı́mbolos primitivos.

Pretendemos, no presente trabalho, fornecer um sistema em dedução natural,

normaliźavel, correto e completo em relaçãoà axioḿatica de LEI e com todos as

contantes ĺogicas tratadas como sı́mbolos primitivos. Dessa forma, a função de

descarte precisará sofrer algumas modificações, em relaç̃aoà vers̃ao utilizada por

Prawitz1, para que um sistema com boas propriedades em termos de Teoria da

Prova (normalizaç̃ao, propriedade da subfórmula, . . . ) seja possı́vel.

Usaremos a letra gregaΠ, possivelmente coḿındices, como meta-variável

para quase-derivações, as quais são definidas indutivamente como a seguir:

Definição 11. (Quase-Derivaç̃aoΠ) Π é uma quase-derivação se:

• ouΠ é uma f́ormulaα qualquer pertencente aLLEI(α é uma quase-derivação

deα dependendo apenas deα);

• ou existem quase-deduçõesΠ1, Π2 e Π3 tal que Π é obtida atrav́es da

aplicaç̃ao de algum dos padrões encontrados nas tabelas 1 e 2 (denomi-

1As modificaç̃oes adotadas neste trabalho para o sistema em dedução natural para LEI, dada a

exist̂encia da traduç̃ao citada, resolveriam, também, os problemas com a normalização, com todos

os conectivos como primitivos, para os sistemas modais citados
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nados regras de inferência), levando-se em consideração as restriç̃oes par-

ticulares de cada regra.

Como podemos observar, para cada constante lógica do sistema, exceto⊥,

existem uma regra de introdução, a quaĺe denotada pela letra “I” seguida pela

constante introduzida, e a sua correspondente eliminação, denotada pela letra “E”

seguida da constante eliminada. As regras da tabela 1 seguem o padrão usual de

apresentaç̃ao para sistemas em dedução natural ([19], [6]).

As regras da tabela 2 não constituem propriamente regras de introdução ou

eliminaç̃ao, mas podem ser entendidas como uma forma de reescrita entre fórmulas.

Esse comportamento sintaticamente anômalo, pois o prinćıpio da invers̃ao ñao é

diretamente observado, se deve aos axiomas de LEI que buscam conservar parte

da teoremicidade perdida no processo de definição da negaç̃ao paraconsistente.

Teoremas como as leis de De Morgan e a introdução da dupla negação t̂em seu

lugar garantido devidòas regras da tabela 2.

É imprescind́ıvel salientar que, embora ainda não formalmente apresentadas,

uma śerie de restriç̃oes, sobre suas regras correspondentes, deve ser obedecida

para que uma quase-derivação seja considerada como tal. Antes, porém, de ap-

resentarmos as restrições, que completam a definição das quase-deduções, apre-

sentaremos outros conceitos fundamentais para a definição das restriç̃oes e, con-

seq̈uentemente, do próprio sistema.

Denominaremosaplicaç̃ao de uma regra inferênciauma inst̂ancia de qualquer

uma das regras apresentadas (Tabelas 1 e 2). Seja
α1 . . . αn

β uma aplicaç̃ao de uma

regra de infer̂encia qualquer, entãoα1, . . . αn ser̃ao as premissas eβ a conclus̃ao

da referida aplicaç̃ao. Nas regras de eliminação, a premissa que contém a con-

stante ĺogica destacadáe denominadapremissa maiore as demais, se existirem,

premissa menor. Uma determinada fórmulaα pertencente a uma quase-derivação

Π seŕa tratada comoocorrência de f́ormula emΠ quando quisermos enfatizar a
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Tabela 2.1: Regras de Introdução e Eliminaç̃ao, e Regras do Absurdo

I?

Π1
α
α? E?

Π1

α?
Π2
γ

γ

I!

Π1
α
α! E!

Π1

α!
α

I∧
Π1
α

Π2

β

α ∧ β E1∧
Π1

α ∧ β
α E2∧

Π1

α ∧ β

β

I1∨
Π1
α

α ∨ β I2∨

Π1

β

α ∨ β E∨
α ∨ β

Π1
γ

Π2
γ

γ

I→

Π1

β

α → β E→
Π1
α

Π2

α → β

β

I∃

Π1
αx

t

∃xα E∃
Π1

∃xα
Π2
γ

γ

I∀

Π1
αx

t

∀xα E∀
Π1

∀xα
αx

t

I¬
Π1

⊥¬α E¬
Π1

B ∧ ¬B
⊥ ¬⊥

Π1

⊥
α

I∼
Π1

⊥∼ α E∼

Π1

β∧ ∼ β

⊥ ∼ ⊥
Π1

⊥
α
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Tabela 2.2: Regras Especiais

I¬1

Π1

α ∧ ¬β

¬(α → β) E¬1

Π1

¬(α → β)

α ∧ ¬β

I¬2

Π1

¬α ∨ ¬β

¬(α ∧ β) E¬2

Π1

¬(α ∧ β)

¬α ∨ ¬β

I¬3

Π1

¬α ∧ ¬β

¬(α ∨ β) E¬3

Π1

¬(α ∨ β)

¬α ∧ ¬β

I¬4

Π1
α¬¬α E¬4

Π1¬¬α
α

I¬5

Π1

∃x¬α
¬∀xα E¬5

Π1

¬∀xα
∃x¬α

I¬6

Π1

∀x¬α
¬∃xα E¬6

Π1

¬∃xα
∀x¬α

I¬7

Π1

(¬α?)

¬(α?) E¬7

Π1

¬(α?)

(¬α)?
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posiç̃ao deα emΠ, istoé, para uma dada fórmula deLLEI, podem existir ḿultiplas

ocorr̂encias emΠ, poŕem uma ocorr̂enciaé única e referencia umáunica inst̂ancia

de fórmula. A noç̃ao de ocorr̂encia de f́ormula se faz necessária quando se quer

relacionar a posiç̃ao de f́ormulas quaisquer em uma quase-derivação.

Dada a noç̃ao de ocorr̂encia de f́ormula em uma quase-derivaçãoΠ, podemos

definir a seguintes noções: uma f́ormulaα ocorre imediatamente acima deuma

outra f́ormulaβ em uma quase-derivaçãoΠ, seα for uma premissa de uma de-

terminada aplicaç̃ao de regra de inferência emΠ e β for a conclus̃ao da referida

aplicaç̃ao. Da mesma forma, dizemos que uma fórmulaα ocorre acima deβ, se

ouα ocorre imediatamente acima deβ, ou se existe uma ocorrência de f́ormulaγ,

da qualα ocorre imediatamente acima, eγ ocorre acima deβ. Reciprocamente,

pode se dizer queβ ocorre imediatamente abaixo deα, no primeiro caso; e que

β ocorre abaixo deα, no segundo caso. Em ambas as situações, dizemos queα e

β est̃aoconectados, ou seja: existe uma conexão determinada porα e β. Diz-se,

ainda, das premissas de uma aplicação de uma regra de inferência que as mesmas

ocorrem lateralmente, ou seja, sejamα1 eα2 premissas de uma mesma aplicação,

logo,α1 ocorre ao lado deα2, ouα1 ocorre lateralmente aα2.

As fórmulas que ñao possuem nenhuma ocorrência de f́ormula acima, em

uma dada quase-derivaçãoΠ, denominaremostop-fórmulas(as folhas dáarvore

de prova), e a f́ormula que ñao possui nenhuma ocorrência de f́ormula abaixo,

fórmula final.

O comprimentol de uma quase-derivaçãoΠ, l(Π), é definido como sendo o

número de ocorr̂encias de f́ormulas emΠ. É importante ressaltar que muitas das

provas apresentadas neste trabalho serão provas por induç̃ao sobre o comprimento

de quase-derivações.

Utilizaremos a seguinte notação para explicitar top-fórmulas ou a conclusão

de uma quase-derivaçãoΠ:
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• [α]
Π

denota um conjunto de ocorrências de f́ormulas da formaα que s̃ao top-

fórmulas de uma quase-derivaçãoΠ. Se ao inv́es de colchetes, utilizarmos

par̂enteses, umáunica ocorr̂encia deα estaŕa sendo destacada;

• Π
α denota a conclusão deΠ, a qualé da formaα.

Observe que entreα e Π não aparece a barra horizontal que caracteriza a

aplicaç̃ao de uma regra de inferência, de forma queα est́a contida emΠ, pre-

tendendo, com a notação acima definida, apenas destacá-la, ñao representado uma

ocorr̂encia externàaΠ.

Logo, faz-se necessário observar que:

1. l
(
[α]
Π

)
= l(Π);

2. l
(
Π
α

)
= l(Π).

Poŕem, l
(
Π
α

)
= l(Π) + 1, pois a barra horizontal pressupõe a utilizaç̃ao de

alguma regra de inferência.

De uma maneira informal, as quase-derivações se apresentam sob a forma de

uma estrutura eḿarvore, as quais podemos chamar informalmente deárvores de

prova. Sejaα uma ocorr̂encia de f́ormula em uma quase-derivação Π qualquer,

dizemos que asub-́arvore determinada porα é a quase-derivação obtida a partir

deΠ pela remoç̃ao de todas as ocorrências de f́ormulas, excetoα e aquelas que

ocorrem acima deα.

Dizemos queσ, de comprimenton, é umaconex̃ao entreα1 e αn em uma

quase-derivaç̃aoΠ seσ = α1, α2, . . . , αn, tal que, para1 ≤ i < n, αi est́a conec-

tado aαi+1. Note que existe umáunica conex̃ao entre duas ocorrências quaisquer

de fórmulas em uma quase-derivação. O conceito de conexão seŕa utilizado na

definiç̃ao das restriç̃oes de aplicaç̃ao das regras de inferência. No entanto, antes,
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definiremos a noç̃ao de depend̂encia que será utilizada, tamb́em, na definiç̃ao da

função de descarteF.

Definição 12. (β depende deα emΠ) Dizemos que uma ocorrência de f́ormulaβ

qualquer depende deα em uma quase-derivação Π, seα é uma top-f́ormula que

ocorre acima deβ, e ou a funç̃ao F não é aplićavel aα, ouF(α) = γ e γ ocorre

abaixo deβ.

Quando da apresentação das regras de inferência, foi determinado que certas

regras ñao poderiam ser aplicadas arbitrariamente, a menos que fossem atendi-

das determinadas restrições. Dada a noção de depend̂encia, podemos definir tais

restriç̃oes.

Definição 13. (Restriç̃oes sobre Aplicaç̃oes de Regras de Inferência) Uma quase-

derivaç̃aoΠ somente será aceita como tal se:

1. em cada aplicaç̃ao da regra I∀ emΠ, existe um termot qualquer deALEI

que ñao ocorre livre emα e em nenhuma hipótese das quais sua premissa

αx
t depende;

2. em cada aplicaç̃ao da regra E∃ emΠ, existe um termot qualquer deALEI

que ñao ocorre livre emα nem mesmo emγ e em nenhuma hipótese das

quaisΓ depende, exceto as de formaαx
t ;

3. em cada aplicaç̃ao da regra I! emΠ, cada conex̃ao entre a premissaα de

uma referida aplicaç̃ao e uma ocorr̂encia de f́ormula da qualα depende

cont́em uma ocorr̂encia de f́ormula quée ?-fechada.

Dessa maneira, faz-se necessário fornecer ao sistema alguma forma de descarte

de hiṕoteses que ñao s̃ao mais necessárias para a continuidade do processo de-

dutivo, isto é, hiṕoteses que possuem apenas um caráter transit́orio na quase-

derivaç̃ao.
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Nos sistemas em dedução natural cĺassicos, o descarte de tais hipóteseśe feito

de maneira uniforme. Se uma determinada regra de inferência permite o descarte

de hiṕoteses, todas as ocorrências de top-f́ormulas que possuem a mesma forma

da fórmula a ser descartada, efetivamente o serão.

Como observado anteriormente, no sistema em dedução natural pretendido

para LEI, o descarte de hipóteses será feito de maneira mais liberal, não t̃ao uni-

forme; e para tal, contruiremos uma função de descarteF, a qual definiŕa em que

ocorr̂encia de f́ormula de uma quase-derivação Π (e em que circunstâncias . . . )

uma dada hiṕotese seŕa descartada.

Para definirmos a função de descarteF, precisamos, antes, formalizar o con-

ceito que denomiraremosárvore plauśıvel. A definiç̃aoé como a seguir.

Definição 14. (Árvore Plauśıvel determinada porβ dependente deα) Considere

uma quase-derivaç̃ao Π, logo, se existe, emΠ, uma sub́arvore determinada por

uma ocorr̂encia de f́ormulaβ qualquer quée ?-fechada e que atendeàs seguintes

condiç̃oes:

1. para cada hiṕotese, diferente deα, da qualβ depende, a conexão entreβ

e a respectiva hiṕotese deve conter pelo menos uma ocorrência, aĺem deβ,

de f́ormula quée ?-fechada;

2. deve existir pelo menos uma hipótese, da qualβ depende, quée da forma

α;

ent̃ao dizemos que taĺarvore é umaárvore plauśıvel determinada porγ depen-

dente deα.

Se em uma deduçãoΠ, temos umáarvore plauśıvel determinada porγ depen-

dente deα, de forma que ñao exista nenhuma ocorrência de f́ormula abaixo deγ

que determine, também, umaárvore plauśıvel dependente deα, dizemos que tal
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árvore plauśıvel é maximal. Dada a noção deárvore plauśıvel, podemos, então,

definir a funç̃ao de descarteF.

Definição 15. (Funç̃ao de DescarteF) SejaΠ uma quase-derivaç̃ao, eα uma

ocorrência f́ormula queé uma hiṕotese (top-f́ormula) emΠ. Logo,F(α) = β, e

α eβ atenderem a uma das seguintes condições abaixo:

1. β depende deα emΠ, eβ é premissa menor de uma aplicação da regra∨E,

que possui premissa maior da forma(α ∨ γ) ou (γ ∨ α), eβ é a primeira

ou segunda premissa menor da referida aplicação, respectivamente;

2. β depende deα emΠ, eβ é premissa de uma aplicação da regra I→, que

possui conclus̃aoα → β;

3. β depende deα em Π, β é da forma⊥ e é premissa de uma aplicação

da regra⊥¬ ou⊥ ∼, e α é da forma¬γ ou∼ γ, respectivamente, com

conclus̃aoγ;

4. β depende deα em Π, β é da forma⊥ e é premissa de uma aplicação

da regra⊥¬ ou⊥ ∼, e α é da forma¬γ ou∼ γ, respectivamente, com

conclus̃aoγ;

5. β depende deα emΠ, eβ é premissa menor de uma aplicação da regra E?,

cuja premissa maioŕe da formaα?, e α é top-f́ormula de algumáarvore

plauśıvel dependente deα emπ;

Observe queF é uma funç̃ao parcial, ou seja, para uma dada derivação〈Π,F〉
é posśıvel queF não seja aplićavel a algumas top-fórmulas.

A partir da definiç̃ao da funç̃ao de descarteF, as regras que possuem o descarte

de hiṕoteses associadòa sua aplicaç̃ao ter̃ao as hiṕoteses a serem decartadas, por

tal regra, denotadas da seguinte maneira:
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Π1

α?

[α]u

Π2
γ

γ u

Π1

∃xα

[αx
t ]

u

Π2
γ

γ u

α ∨ β

[α]u

Π1
γ

[β]v

Π2
γ

γ u, v

[α]u

Π1

β

α → β
u

[α]u

Π1

⊥¬α u

[α]u

Π1

⊥∼ α u

[¬α]u

Π1

⊥
α u

[∼ α]u

Π1

⊥
α u

Usaremos letras minúsculas do alfabeto latinoi, j e k como um artif́ıcio da

meta-linguagem para denotar classes de top-fórmulas descartáveis simultanemente

em uma mesma aplicação de regra de inferência. Observe,̀a direita da regra de

inferência, a ocorr̂encia do ŕotulo que determina a classe decartada. Quando quis-

ermos nos referenciar ao descarte de umaúnica hiṕotese e ñao de um conjunto

com uma ou mais, ao invés de letras do alfabeto latino, usaremos números in-

teiros. Assim, definidas as noções de quase-derivação e da funç̃ao de descarteF

podemos apresentar a noção de derivaç̃ao no nosso sistema.

Definição 16. (Deduç̃ao 〈Π, F〉) SejaΠ uma quase-derivaç̃ao eF uma funç̃ao

de descarte como definida acima, então, o par ordenado〈Π,F〉 constitui uma

deduç̃ao no sentindo pretendido.

A relaç̃ao induzida pelas derivação emNDLEI seŕa denotada por̀NDLEI
e

pode ser definida como:Γ ǸDLEI
α se e somente se existe uma dedução 〈Π,F〉

de conclus̃aoα dependendo de∆ ⊆ Γ.
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2.3 Completude & Corretude

Nesta seç̃ao, apresentaremos uma prova de que o sistema em dedução natural

propostóe correto e completo em relaçãoà axioḿatica de LEI, considerando que:

1. Dizemos que o sistemáe correto se, paraΓ e α arbitŕarios,Γ ǸDLEI
α,

ent̃aoΓ L̀EI α;

2. Dizemos que o sistemáe completo se, paraΓ eα arbitŕarios,Γ L̀EI α, ent̃ao

Γ ǸDLEI
α;

2.3.1 Completude

A completude deNDLEI em relaç̃aoLEI consiste em garantir que todos os ax-

iomas que definem LEI são deriv́aveis no nosso sistema em dedução natural e que

o referido sistemáe fechado em relaçãoà regra Modus Ponens (MP). Logo, qual-

quer seq̈uência de prova emLEI pode ser transformada em uma derivação em

NDLEI , de modo que a relação de conseq̈uência ĺogica seja preservada.

Demonstraç̃ao. A prova se daŕa por induç̃ao no comprimento de uma seqüência

de prova〈α1, . . . , αn〉 qualquer.

Sejaαn pertencente aΓ, logo, a uma derivaç̃ao formada somente porαn atende

ao teorema.

No caso deαn ser obtida atrav́es de instanciação de um dos esquemas de

axioma deLEI ou atrav́es de uma aplicação da regra modus ponens (MP), as

seguintes derivaç̃oes atende ao teorema.

Axioma (→-1)
α1

β → α

α → (β → α)
1
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Axioma (→-2)

α1 (α → β)2

β

α3 (α → (β → γ))4

β → γ
γ

α → γ 1,3

(α → (β → γ)) → (α → γ)
4

(α → β) → ((α → (β → γ)) → (α → γ))
2

Axioma (∧-1)
(α ∧ β)1

α
(α ∧ β) → α

1

Axioma (∧-2)
(α ∧ β)1

β

(α ∧ β) → β
1

Axioma (∧-3)
α1 β2

α ∧ β

β → (α ∧ β)
2

α → (β → (α ∧ β))
1

Axioma (∨-1)
α1

α ∨ β

α → (α ∨ β)
1

Axioma (∨-2)
β1

α ∨ β

β → (α ∨ β)
1

Axioma (∨-3)

(α ∨ β)1
α2 (α → γ)3

γ
β4 (β → γ)5

γ
γ 2,4

(α ∨ β) → γ
1

(β → γ) → ((α ∨ β) → γ)
5

(α → γ) → ((β → γ) → ((α ∨ β) → γ))
3
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Axioma (→-3)
α1 ∼ α2

⊥
β

α → β
1

((α → β) → α)3

α ∼ α4

⊥
α 2,4

((α → β) → α) → α
3

Axioma(∀-1)
∀xα1

αx
t

∀xα → αx
t

1

Axioma(∀-2)
∀xα1

αx
t

∀x(α → β)2

αx
t → βx

t

βx
t

∀xβ

(∀xα → ∀xβ)
1

∀x(α → β) → (∀xα → ∀xβ)
2

Axioma(∀-3)
αx

t
1

∀xα
α → ∀xα

1

Observaç̃ao 1. x não ocorre livre emα, e t não ocorre livre emα.

Axioma(∀-4)
Γ
Π1
αx

t

∀xα

Observaç̃ao 2. ou t ≡ x ou t ñao ocorre livre emα, e t ñao ocorre livre em

nenhuma f́ormulaγ, γ ∈ Γ.

Axioma(∃-1)
αx

t
1

∃xα
αx

t → ∃xα
1
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Axioma(∃-2)

∃xα1

αx
t
2

∀x(α → β)3

αx
t → βx

t

βx
t

∃xβ

∃xβ
2

∃xα → ∃xβ
1

∀x(α → β) → (∃xα → ∃xβ)
3

Observaç̃ao 3. ou t ≡ x ou t não ocorre livre emα, e t ñao ocorre livre em∃xβ e

nem em nenhuma fórmula da qual∃xβ dependa, a menos das ocorrências deαx
t .

Axioma(∃-3)
∃xα1 αx

t
2

αx
t

2

∃xα → αx
t

1

Observaç̃ao 4. ou t ≡ x ou t ñao ocorre livre emα, e t ñao ocorre livre em

nenhuma f́ormula da qual∃xβ dependa, a menos das ocorrências deαx
t .

Axioma(¬-1)

¬(α → β)1

α ∧ ¬β

¬(α → β) → (α ∧ ¬β)
1

α ∧ ¬β2

¬(α → β)

(α ∧ ¬β) → ¬(α → β)
2

¬(α → β) ↔ (α ∧ ¬β)

Axioma(¬-2)

¬(α ∧ β)1

(¬α ∨ ¬β)

¬(α ∧ β) → (¬α ∨ ¬β)
1

¬α ∨ ¬β2

¬(α ∧ β)

¬α ∨ ¬β → ¬(α ∧ β)
2

¬(α ∧ β) ↔ (¬α ∨ ¬β)

Axioma(¬-3)

¬(α ∨ β)1

(¬α ∧ ¬β)

¬(α ∨ β) → (¬α ∧ ¬β)
1

¬α ∨ ¬β2

¬(α ∧ β)

(¬α ∧ ¬β) → ¬(α ∨ β)
2

¬(α ∨ β) ↔ (¬α ∧ ¬β)
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Axioma(¬-4)
¬¬α1

α¬¬α → α 1

α2

¬¬α
α → ¬¬α 2

¬¬α ↔ α

Axioma(¬-5)
¬∀xα1

∃x¬α
¬∀xα → ∃x¬α

1

∃x¬α2

¬∀xα
∃x¬α → ¬∀xα

2

¬∀xα ↔ ∃x¬α

Axioma(¬-6)
¬∃xα1

∀x¬α
¬∃xα → ∀x¬α

1

∀x¬α2

¬∃xα
∀x¬α → ¬∃xα

2

¬∃xα ↔ ∀x¬α

Axioma(?-1)
α α → B

B
α α → ¬B

¬B
B ∧ ¬B¬α

(α → ¬B) → ¬α

(α → B) → ((α → ¬B) → ¬α)

Axioma(?-2)
α
α?

α → α?

Axioma(?-3)
α??1 α?2

α?
2

α?? → α?
1

Axioma(?-4)

(α? → β?)?

α? α? → β?

β?

α? → β?

α? → β?

(α? → β?)? → (α? → β?)
1
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Axioma(?-5)

(α ∨ β)?1

α ∨ β

α
α?

(α? ∨ β?)

β

β?

(α? ∨ β?)

(α? ∨ β?)

(α? ∨ β?)

(α ∨ β)? → (α? ∨ β?)
1

Axioma(?-6)
(¬α)?

¬(α?)

(¬α)? → ¬(α?)

¬(α?)

(¬α)?

¬(α?) → (¬α)?

(¬α)? ↔ ¬(α?)

Axioma(?-7)

(∃xα)?

(∃xα)

α
α?

∃x(α?)

∃x(α?)

∃x(α?)

(∃xα)? → ∃x(α?)

Axioma(?-8)

α?1

α2

∼∼ α
(∼∼ α)?

(∼∼ α)?
2

α? → (∼∼ α)?
1

Axioma(?-9)

(α?∧ ∼ (β?))1

α?

(α)2

(α?∧ ∼ (β?))3

∼ (β?)

(β)4

β?

∼ β

α∧ ∼ β

(α∧ ∼ β)?

(α∧ ∼ β)?
2

α?∧ ∼ (β?) → (α∧ ∼ β)?
1
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2.3.2 Corretude

A corretude seŕa provada por induç̃ao no comprimentol de uma deduç̃aoΠ qual-

quer em deduç̃ao natural,l(Π). Os conectivos para a plausibilidade terão um

tratamento diferenciado, mais especificamente, as regras E? e I!.

Demonstraç̃ao. Seja〈Π,F〉 uma deduç̃ao, de comprimentol(Π) = n, de α a

partir deΓ, isto é,Γ ǸDLEI
α. Queremos provar, então, queΓ L̀EI α. Considere

o teorema v́alido para deduç̃oes cujo o comprimentóek, parak < n.

I∧)

(1) H.I.: Γ1 L̀EI α eΓ2 L̀EI β

(2) α → (β → (α ∧ β))

(3) β → (α ∧ β)

(4) α ∧ β

E∧)

(1) H.I.: Γ1 L̀EI α ∧ β

(2) (α ∧ β) → α

(3) α

I→)

(1) H.I.: Γ L̀EI β

(2) Γ− {α} L̀EI α → β

E→)
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(1) H.I. : Γ1 L̀EI α ∧ β

(2) (α ∧ β) → β))

(3) β

I∨1

(1) H.I.: Γ L̀EI α

(2) α → (α ∨ β)

(3) Γ L̀EI (α ∨ β)

I∨2

(1) H.I.: Γ L̀EI β

(2) β → (α ∨ β)

(3) Γ L̀EI (α ∨ β)

E∨

(1) H.I.: Γ L̀EI α ∨ β eΓ1 L̀EI γ, Γ2 L̀EI γ

(2) (α → γ) → ((β → γ) → ((α ∨ β) → γ))

(3) Γ1 − {α} L̀EI α → γ

(4) Γ2 − {β} L̀EI β → γ

(5) ((β → γ) → ((α ∨ β) → γ))

(6) ((α ∨ β) → γ))

(7) Γ, Γ1 − {α}, Γ2 − {β} L̀EI γ

I∀)
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(1) H.I.: Γ L̀EI αx
t

(2) αx
t → ∀xα,

(3) Γ L̀EI ∀xα

E∀)

(1) H.I. : Γ L̀EI ∀xα

(2) ∀xα → αx
t

(3) Γ L̀EI αx
t

I∃)

(2) αx
t → ∃xα

(3) Γ L̀EI ∃xα

E∃)

Γ1 L̀EI γ

(2) αx
t → ∃xα

(3) Γ L̀EI ∃xα

I!)

1. H.I.: Γ L̀EI α, tal que existe uma ocorrência de f́ormulaγ?
i , que atendèas

condiç̃oes apresentadas na restrição sobre aplicaç̃ao de I!, em cada conexão

entreα e uma hiṕotese da qualα depende (considereΓ? o conjunto de tais

ocorr̂encias de f́ormulas);
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2. H.I.: Γ? L̀EI α, representando a derivação 〈Π′,F′〉, em que〈Π,F〉, Π′ é

obtida deΠ atrav́es da remoç̃ao de todas as ocorrências de f́ormulas acima

de γ?
i , para cada ocorrência deγ?

i em Γ?, e F′ ⊆ F, para os pares que

contenham alguma ocorrência deγ?
i como doḿınio;

3. α L̀EI α!, inst̂ancia do axioma 33 (?-10);

4. Γ?
L̀EI α!, modus ponens (2,3);

5. L̀EI γ?
1 → (γ?

2 → . . . (γ?
n → α!)) . . .), aṕos sucessivas aplicações do teo-

rema da deduç̃ao (4);

6. Γ L̀EI γ?
i , para cada ocorrência contidaΓ?, por H.I.;

7. Γ L̀EI α!, aṕos sucessivas aplicações de modus ponens (5,6)

E!)

(1) Γ L̀EI∼ ((∼ α)?) hipótese indutiva

(2) Γ,∼ α L̀EI∼ α

(3) ∼ α → (∼ α)?

(4) Γ,∼ α L̀EI (∼ α)?

(5) Γ,∼ α L̀EI∼ ((∼ α)?)

(6) (∼ α → (∼ α)?) → ((α →∼ ((∼ α)?)) →∼ (∼ α))

(7) Γ L̀EI∼ (∼ α) teorema da dedução (4,5), e, posteriormente, modus ponens (6)

(8) ∼ (∼ α) → α teorema nn (cf. apendice x)

(9) Γ L̀EI α modus ponens (7,8)

I?)
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(1) H.I. : Γ L̀EI α

(2) α → α?

(3) Γ L̀EI α?

E?)

Para esta regra, prosseguiremos com a prova de modo ligeiramente diferente. De

inı́cio, seŕa provado o caso em que a premissa menor de uma aplicação de E? de-

termina umáunicaárvore plauśıvel dependente deα.

Caso base - Premissa menor determinaÁrvore Plauśıvel

1. H.I.: Γ1 L̀EI α?;

2. H.I.: Γ2, α L̀EI γ, representando áarvore plauśıvel determinada porγ;

3. Γ2 L̀EI α → γ, aplicaç̃ao do teorema da dedução (2);

4. Γ2, (α L̀EI γ)!, como na prova da corretude da regra I!, já que aárvore

plauśıvel atendèas condiç̃oes de aplicaç̃ao;

5. L̀EI (α L̀EI γ)! → (α? L̀EI γ?), inst̂ancia do teorema 5;

6. Γ2 L̀EI α? → γ?

7. Γ1, Γ2 L̀EI γ?, modus ponens (1,6);

8. γ? → γ, poisγ é ?-fechada pela H.I.;

9. Γ1, Γ2 L̀EI γ, modus ponens (7,8);
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Com a prova acima, garante-se que para umaúnicaárvore plauśıvel, que seja

determinada pela premissa menor da aplicação da regra E? em destaque, a regraé

correta. Contudo, a regra proposta trabalha com um número ilimitado déarvores

plauśıveis, as quais podem ser determinadas por qualquer ocorrência de f́ormula

contida náarvore de prova determinada pela premissa menor. Tal qualidadeé que

efetivamente permitiŕa o uso das reduções permutativas de maneira usual.

A prova para a vers̃ao completa da regra será por induç̃ao no ńumero de

árvores plauśıveis dependentes deα. Inicialmente, escolhe-se umaárvore plauśıvel

qualquer emΠ a partir da ocorr̂encia de f́ormula que a determina. Aplica-se o caso

base nestáarvore, que por sua vez deixa de ser umaárvore plauśıvel dependente

de α, já que as ocorrências deα que se apresentavam como top-fórmulas nesta

árvore j́a foram descartadas. Com um menor número déarvores plauśıveis, pela

hipótese indutiva, a regráe aplićavel.

I¬1)

(1) Γ L̀EI (α ∧ ¬β)

(2) (α ∧ ¬β) ↔ ¬(α → β)

(3) Γ L̀EI ¬(α → β)

E¬1)

(1) Γ L̀EI ¬(α → β)

(2) ¬(α → β) ↔ (α ∧ ¬β

(3) Γ L̀EI ¬(α → β)

I¬2)
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(1) Γ L̀EI (¬α ∨ ¬β)

(2) (¬α ∨ ¬β) ↔ ¬(α ∧ β)

(3) Γ L̀EI ¬(α ∧ β)

E¬2)

(1) Γ L̀EI ¬(α ∧ β)

(2) ¬(α ∧ β) ↔ (¬α ∨ ¬β)

(3) Γ L̀EI (¬α ∨ ¬β)

I¬3)

(1) Γ L̀EI ¬(α ∨ β)

(2) ¬(α ∨ β) ↔ (¬α ∧ ¬β)

(3) Γ L̀EI (¬α ∧ ¬β)

E¬3)

(1) Γ L̀EI (¬α ∧ ¬β)

(2) (¬α ∧ ¬β) ↔ ¬(α ∨ β)

(3) Γ L̀EI ¬(α ∨ β)

I¬4)

(1) Γ L̀EI α

(2) α ↔ ¬¬α

(3) Γ L̀EI ¬¬α
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E¬4)

(1) Γ L̀EI ¬¬α

(2) ¬¬α ↔ α

(3) Γ L̀EI α

I¬5)

(1) Γ L̀EI ∃x¬α

(2) ∃x¬α ↔ ¬∀xα

(3) Γ L̀EI ¬∀xα

E¬5)

(1) Γ L̀EI ¬∀xα

(2) ¬∀xα ↔ ∃x¬α

(3) Γ L̀EI ∃x¬α

I¬6)

(1) Γ L̀EI ∀x¬α

(2) ∀x¬α ↔ ¬∃xα

(3) Γ L̀EI ¬∃xα

E¬6)
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(1) Γ L̀EI ¬∃xα

(2) ¬∃xα ↔ ∀x¬α

(3) Γ L̀EI ∀x¬α

I¬7)

(1) Γ L̀EI ¬(α?)

(2) ¬(α?) ↔ (¬α)?

(3) Γ L̀EI (¬α)?

E¬7)

(1) Γ L̀EI (¬α)?

(2) (¬α)? ↔ (¬α)?

(3) Γ L̀EI (¬α)?

Dadas as definiç̃oes necessárias e a garantia da equivalência do ćalculo pro-

postoà axioḿatica apresentada, prosseguiremos no capı́tulo subseq̈uente com a

prova da normalizaç̃ao fraca paraNDLEI .
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Caṕıtulo 3

Normalização Fraca paraNDLEI

Iniciaremos neste capı́tulo o estudo sobre a normalização fraca emNDLEI . Na

primeira seç̃ao, definiremos o conceito de pretendido de normalização e prova

normal. Apresentaremos, também, alguns conceitos acessórios relativos̀a prova

da normalizaç̃ao. Na segunda seção, apresentaremos as reduções que constituirão

o procedimento de redução das derivaç̃oes do sistemaNDLEI at́e a obtenç̃ao de

provas normais. O esquema geral de prova seguirá, mutatis mutandis, aquele

proposto em Massi [10], o qual foi originariamente utilizado para a demonstração

da propriedade de normalização fraca para a Ĺogica Cĺassica em dedução natural.

3.1 Definiç̃oes Gerais

Inicialmente, faremos de uma pequena simplificação na notaç̃ao utilizada: ao

invés de nos referirmos a uma derivação com a notaç̃ao 〈Π,F〉, tal queΠ con-

stitui uma quase-derivação eF uma funç̃ao de descarte, utilizaremos apenasΠ

para denotar tal derivação.

No caṕıtulo anterior, definimos a noção de conex̃ao, a qual foíutil na definiç̃ao

das restriç̃oes sobre certas aplicações de regras de inferência e, tamb́em, na definiç̃ao
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da funç̃ao de descarte. Porém iremos particularizar a noção de conex̃ao com o in-

tuito de obter o conceito de segmento, posteriormente o de segmento máximo,

como em Prawitz [19].

Definição 17. (Segmentoσ) Um segmento em uma derivaçãoΠ é uma seq̈uência

σ = α1, α2, ..., αn, de tamanho n, de consecutivas ocorrências de f́ormulas em

uma conex̃ao deΠ, tal que:

1. α1 não é uma conclus̃ao de aplicaç̃ao de E∨, E∃ e E?;

2. αi, (i < n), é uma premissa menor de uma aplicação de E∨, E∃ ou E?;

3. αn não é uma premissa menor de uma aplicação de E∨, E∃ ou E?.

Observe que todas as ocorrências de f́ormulas em um segmentoσ qualquer

são da mesma forma, e que o conceito de segmento máximo apresenta-se como

uma generalizaç̃ao da noç̃ao de f́ormula ḿaxima, em virtude de algumas regras

(E∨, E∃, E?) “mascararem” a existência de uma f́ormula ḿaxima [19].

Estenderemos a noção de segmento ḿaximo [19, 10], adaptando-a paraNDLEI

como se segue.

Definição 18. (Segmento Ḿaximoσ) Sejaσ = α1, α2, ..., αn um segmento qual-

quer. Ent̃ao, segundo o comprimento deσ, podemos classificá-lo como:

(a) n = 1

1. α1(= αn) é conclus̃ao de uma aplicaç̃ao de regra de introduç̃ao ou de regra

do absurdo intuicionista1 e é, ao mesmo tempo, premissa maior de uma

aplicaç̃ao de regra de eliminaç̃ao;

1A regra que representa o absurdo intuicionistaé uma aplicaç̃ao⊥¬ ou⊥ ∼ que ñao descarta

qualquer hiṕotese. Uma definiç̃ao mais precisa sobre o assunto pode ser encontrada em [19].
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2. α1(= αn) é conclus̃ao de uma aplicaç̃ao do absurdo cĺassico (⊥ ∼), ou

do absurdo paraconsistente (⊥¬), eé, ao mesmo tempo, premissa maior de

uma aplicaç̃ao de uma regra de eliminação;

3. α1(= αn) é conclus̃ao de uma aplicaç̃ao do absurdo cĺassico (⊥ ∼), ou

paraconsistente (⊥¬) e é, ao mesmo tempo, premissa menor de E∼ ou E¬,

respectivamente, tal que a premissa maior destaúltima é uma top-f́ormula

da forma∼ α (no caso de E∼) ou¬α (no caso de E¬);

(b) n > 1

1. αn é conclus̃ao de uma aplicaç̃ao E∨, E∃ ou E? eé, ao mesmo tempo,

premissa maior de uma aplicação de regra de eliminaç̃ao;

2. αn é conclus̃ao de uma aplicaç̃ao de E∨, E∃ ou E? eé, ao mesmo tempo,

premissa menor de uma aplicação de E∼ ou E¬, cuja premissa maioŕe

uma top-f́ormula da formasimα, or ¬α, respectivamente.

Como pode ser observado, existem alguns segmentos máximos que fogem̀a

idéia original motivada pelo princı́pio da invers̃ao [19]; tais segmentos não ter-

minam com uma premissa maior de uma aplicação de regra de eliminação, ñao

caracterizando, assim, um desvio na derivação, ou seja, aplicação dispenśavel.

Contudo, tais segmentos devem ser removidos, pois perturbam a remoção dos

segmentos ḿaximos tradicionais. Portanto, por não representarem essencialmente

um segmento ḿaximo, na definiç̃ao de grau de uma derivação, tais segmentos não

ser̃ao considerados.

Definição 19. (Grau de uma derivaç̃ao) Denotamos pord(Π) o grau de uma

derivaç̃ao Π, que é definido como sendod(Π) = max{d(σ), tal queσ é um

segmento ḿaximo do tipo (a.1), (a.2) ou (b.1)}.
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Se casoΠ não contenha segmentos máximos, ou se ñao cont́em segmentos

máximos (a.1),(a.2) ou (b.1), então d(Π) = 0. Os segmentos ḿaximos consid-

erados na definiç̃ao do grau deΠ são aqueles segmentos máximos definidos por

Prawitz [19].

Aplicações das regras E∨, E∃ e E? que ñao descartam qualquer ocorrência de

fórmulas ser̃ao classificadas comoaplicaç̃oes redundantes, pois, trivialmente, tal

aplicaç̃ao é desnecessária para a obtenção de conclus̃ao esperada. Dessa forma,

podemos, então, definir o nosso conceito de derivação normal.

Definição 20. (Derivaç̃ao Normal) Uma derivaç̃ao Π qualqueré uma derivaç̃ao

normal se e somente seΠ não contiver segmentos máximos (de qualquer tipo)

nem aplicaç̃oes redundantes de regras de inferência.

Na seç̃ao seguinte, apresentaremos estratégias de remoç̃ao para cada um dos

segmentos ḿaximos definidos.

3.2 Reduç̃oes

Usualmente, as reduções s̃ao classificadas em três tipos: reduç̃oes operacionais,

reduç̃oes permutativas e reduções do absurdo. As reduções operacionais e as per-

mutativas, que dizem respeito aos conectivos da linguagem da lógica cĺassica s̃ao

introduzidas por Prawitz [19]. Acrescentamos,às mesmas, as reduções corre-

spondentes̀as constantes que denotam as plausibilidades,“?” e “ !”. Em todas as

reduç̃oes abaixo, a derivaçãoà direitaé umareduç̃ao imediatada derivaç̃aoà es-

querda. Denotaremos a relação de reducibilidade porBB. Denotaremos porR a

regra de eliminaç̃ao que tem como premissa maior aúltima ocorr̂encia de f́ormula

do segmento ḿaximo referenciado.

• Reduç̃oes Operacionais
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Π ≡
Π1
α1

Π2
α2

α1 ∧ α2
αn
Π3

(n = 1, 2)
BB
i Π′ ≡ Πn

αn
Π3

(3.1)

Π ≡ Π1
α

[α]i

Π2
β

α → β
i

β
Π3

BB
i Π′ ≡

Π1
[α]
Π2
β
Π3

(3.2)

Π ≡
Π1
αn

α2 ∨ α3

[α2]
i

Π2
γ

[α3]
j

Π3
γ

γ i,j

Π4

(n = 2, 3)
BB
i Π′ ≡

Π1
[αn]
Πn
γ
Π4

(n = 2, 3)

(3.3)

Π ≡
Π1
α2

α2 ∨ α3
Π2
γ

[α3]
j

Π3
γ

γ j

Π4

BB
i Π′ ≡

Π2
γ
Π4

(3.4)

Π ≡
Π1
α3

α2 ∨ α3

[α2]
i

Π2
γ

Π3
γ

γ i

Π4

BB
i Π′ ≡

Π3
γ
Π4

(3.5)

Π ≡
Π1
α2

α2 ∨ α3
Π2
γ

Π3
γ

γ i

Π4

BB
i Π′ ≡

Π2
γ
Π4

(3.6)

58



Π ≡
Π1⊥

α2 ∨ α3

[α2]
i

Π2
γ

[α3]
j

Π3
γ

γ i

Π4

BB
i Π′ ≡

Π1⊥
[α2]
Π2
γ
Π4

(3.7)

Π1
α

∀xαa
x

(αa
x
x
t )

Π3

BB
i

Π1
a
t

(αa
t )

Π3

(3.8)

Π1
αx

t

∃xα

[αx
a]

i

Π2
γ

γ i

Π3

BB
i

Π1
[αx

t ]
Π2

a
t

γ
Π3

(3.9)

Observaç̃ao 5. ∃xα é premissa maior da regra de eliminação destacada.

Π1
α
α?

[α]i

Π2
γ

γ i

Π3

BB
i

Π1
[α]
Π2
γ
Π3

(3.10)

Observaç̃ao 6. α? é premissa maior da regra de eliminação destacada.

Π1
α
α!
α
Π2

BB
i

Π1
α
Π2

(3.11)

• Reduç̃oes do Absurdo Intuicionista

R

Π1⊥
α Σ2

γ i

Π4

BB
i

Π1⊥
γ
Π4

(3.12)
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Observaç̃ao 7. R é uma regra de eliminaç̃ao qualquer, exceto E∨; e Σ2

pode ocorrer̀a esquerda deα.

• Reduç̃oes Permutativas

R

Π1
α?

[α]i

Π2
γ

γ i Σ3
τ

BB
i Π1

α R

[α]i

Π2
γ Σ3

τ
τ i

(3.13)

Observaç̃ao 8. R é uma regra de eliminaç̃ao qualquer, eγ é premissa maior

da referida eliminaç̃ao;Σ3 pode ocorrer̀a esquerda deγ.

Π1
α ∨ β

[α]i

Π2
γ

[β]j

Π3
γ

γ i,j Σ3
τ

BB
i Π1

α R

[α]i

Π2
γ Σ3

τ R

[β]i

Π3
γ Σ3

τ
τ i,j

(3.14)

Observaç̃ao 9. R é uma regra de eliminaç̃ao qualquer, eγ é premissa maior

da referida eliminaç̃ao;Σ3 pode ocorrer̀a esquerda deγ.

Π1

∃xα

[α[x/t]]u

Π2
γ

γ u Σ3

τ

BB
i Π1

∃xα

[α[x/t]]u

Π2
γ Σ3

τ
τ u

(3.15)

Observaç̃ao 10. γ é premissa maior deR.

• Reduç̃oes para as regras especiais

E

I

Π1
α
β
α
Π2

BB
i

Π1
α
Π2

(3.16)
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Observaç̃ao 11. Neste passo, “I” denota uma aplicação de In¬, e “E”

denota uma aplicaç̃ao de regra En¬, 1 ≤ n ≤ 7.

• Reduç̃oes do Absurdo Paraconsistente

R

[¬α]i

Π1⊥
α Σ2

γ i

BB
i

R αj Σ2
γ ∼ γk

⊥
[¬α]

j

Π∗
1⊥

γ k

(3.17)

Π∗
1 = Π1 −

Πn
α ¬αi

⊥
+

Πn
α Σ2

γ ∼ γk

⊥
Observaç̃ao 12.α é premissa maior deR. O mesmo procedimento de redução

é usado para remover segmentos máximos deste tipo resultantes de uma

aplicaç̃ao de⊥ ∼ (como declarado na definição de segmento ḿaximo).Σ2

pode ocorrer̀a esquerda deα

• Reduç̃ao Auxiliar 1

R

[¬A]j

Π1⊥
A

j ¬A
⊥

BB
i

Π1⊥ (3.18)

Observaç̃ao 13. O mesmo procedimento de redução é usado para elimi-

nar segmentos ḿaximos deste tipo resultantes de uma aplicação de⊥∼ e

que s̃ao premissa menor de uma aplicação de E∼ (como apresentado na

definiç̃ao de segmento ḿaximo).
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• Reduç̃ao Auxiliar 2

[¬α]j

Π1⊥
α j ∼ α

⊥

BB
i

αk ∼ α
⊥

[¬α]
k

Π∗
1⊥

(3.19)

3.19

Π∗
1 = Π1 −

Πn
α ¬αj

⊥
+

Πn
α ∼ α

⊥
Observaç̃ao 14. O mesmo procedimento de redução é usado para elimi-

nar segmentos ḿaximos deste tipo resultantes de uma aplicação de⊥∼ e

que s̃ao premissa menor de uma aplicação de E¬ (como apresentado na

definiç̃ao de segmento ḿaximo).

• Reduç̃ao Auxiliar 3

[∼ A]j

Π1⊥
A

j ¬A
⊥

BB
i

Ak ¬A
⊥

[∼ A]
k

Π∗
1⊥

(3.20)

Π∗
1 = Π1 −

Πn
A ∼ Aj

⊥
+

Πn
A ¬A
⊥

• Reduç̃oes Permutativas Auxiliares

–

R

Π1
α?

[α]i

Π2
γ

γ i Π3
⊥

BB
i Π1

α? R

[α]i

Π2
γ Π3
⊥

⊥ i

(3.21)
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Observaç̃ao 15.γ é premissa menor deR eΠ3 é uma top-f́ormula da

forma∼ γ, ¬γ.

–

R

Π1
α ∨ β

[α]i

Π2
γ

[β]j

Π3
γ

γ i,j Π3
τ

BB
i Π1

α R

[α]i

Π2
γ Σ3

τ R

[β]j

Π3
γ Π3

τ
τ i,j

(3.22)

Observaç̃ao 16.γ é premissa menor deR eΠ3 é uma top-f́ormula da

forma∼ γ, ¬γ.

–

Π1
∃xα

[αx
a]

i

Π2
γ

γ i Π3
⊥

BB
i Π1

∃xα

[αx
a]

i

Π2
γ Π3
⊥

⊥ i

(3.23)

Observaç̃ao 17.γ é premissa menor deR eΠ3 é uma top-f́ormula da

forma∼ γ, ¬γ.

Definição 21. (Reduç̃ao imediata
BB
i ) Uma derivaç̃aoΠ′ é uma reduç̃ao imediata

deΠ, seΠ′ é obtida deΠ susbstituindo uma subárvore deΠ por sua reduç̃ao.

Definição 22. (Seq̈uência de Reduç̃ao) Uma derivaç̃aoΠ se reduz aΠ′, , se existe

uma seq̈uência de derivaç̃oesΠ1, . . . , Πn, n ≥ 1, tal que:

• Π1 ≡ Π;

• Πi+1 é uma reduç̃ao imediata deΠi (i < n);

• Πn ≡ Π′;
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É importante observar que a primeira apresentação deLEI em deduç̃ao nat-

ural ñao permitiria algumas das reduções ora definidas, como podemos verificar

nos seguintes exemplos:

Π1

α?

[α]u

Π2
γ

γ u γ → τ
τ

BB Π1

α?

[α]u

Π2
γ γ → τ

τ
τ u

Na derivaç̃ao em questão, teŕıamos, possivelmente, uma violação de uma das

restriç̃oes anteriormente impostas sobre a aplicação da regra E?, sendo que a

reduç̃ao imediata apresentada não seria uma derivação no sistema apresentado

no caṕıtulo 2, a saber:́e posśıvel queτ não fosse ?-fechada, propriedade esta que

é uma exiĝencia para que a aplicação da regra E?, em sua versão anterior, seja

válida.

Como p̂ode ser notado, a referida restrição ñao ocorre nesta nova versão da

regra E?; mais especificamente, com o uso de uma função de descarteF adequada

e com a implementação do conceito déarvores plauśıveis, nenhuma restriç̃ao é

imposta sobre a premissa menor para que se verifique, como válida ou ñao, uma

aplicaç̃ao desta regra de eliminação.

Assim, as reduç̃oes permutativas podem ser utilizadas sem modificações signi-

ficativas, minimizando as complicações nos procedimentos relativos a estas reduções,

que, normalmente, geram muitas dificuldades na elaboração de estratégias com-

pletas para a normalização de sistemas em dedução natural.

Outra conseq̈uência do sistema adotado neste trabalhoé a de permitir que

derivaç̃oes possam ser unidas, fundidas sem que aplicações inv́alidas das regras

de infer̂encia surjam decorrentes destas fusões; ou seja, a transitividade presente

em LEI é conservada no sistema em dedução naturalNDLEI . O exemplo a seguir

demonstra a situação:
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β β → α!

α!
α! ∨ (α! ∧ β)

(α!)u

α
β? → α

(β? → α)!

(α! ∧ β)v

α!
α

β? → α

(β? → α)!

(β? → α)!
u,v

BB

β β → α!

α!
α

β → α

(β → α)!

Como se observa, na derivaçãoà direita, quée a reduç̃ao imediata da derivação

da esquerda, a premissaβ → α da aplicaç̃ao da regra de introdução I! não depende

somente de ocorrências de f́ormulas ?-fechada, o que, na versão anterior do sis-

tema em deduç̃ao natural, ñao seria permitido.

Nesta nova vers̃ao, a aplicaç̃ao em questão da regra I!́e válida e correta se-

gundo a axiomatização descrita, quando da apresentação de LEI, pois a ocorrência

deα! atendèa nova restriç̃ao proposta para a regra. Logo, com as modificações

adotadas, as reduções ñao perturbam a corretude das derivações emNDLEI .

Outra observaç̃ao necesśaria é que para que a nova restrição seja v́alida, pro-

porcionando a corretude das novas regras relativas as plausibilidades ”?”e ”!”,é

que as dependências, ou seja, as hipóteses das quais uma ocorrência de f́ormula

em uma derivaç̃ao depende, ñao sejam alteradas. E tal propriedadeé obtida com

a definiç̃ao da funç̃ao de descarteF, que mant́em essa relação, hiṕoteses das quais

uma ocorr̂encia de f́ormula depende, constante em uma derivação, ñao importando

qual seja a seq̈uência de reduç̃ao realizada.

Caso adot́assemos o procedimento convencional para o descarte de hipóteses

teŕıamos a seguinte derivação resultante da redução acima:

(β)u β → α!

α!
α

β → α
u

(β → α)!
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Nesta derivaç̃ao, a ocorr̂encia da f́ormulaα! tem mais depend̂encias do que a

premissa da aplicação da regra I!, o que não permite que cheguemosà conclus̃ao

(β → α)!, enquanto que a redução obtida quando do uso da função de descarte

F, no primeiro exemplo, ñao modifica as relaç̃oes de dependência, de forma que

é posśıvel derivarmos a conclusão em LEI a partir da transitividade da relação de

conseq̈uência ĺogica L̀EI: β, β → α! L̀EI α! e α! L̀EI (β → α)!, que equivale a

derivaç̃ao apresentada no exemplo em destaque.

Na pŕoxima seç̃ao, apresentaremos uma desmonstração para o teorema da

normalizaç̃ao fraca.
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3.3 Normalizaç̃ao Fraca

Nesta seç̃ao, forneceremos uma prova direta (sintática) do teorema da normalização

fraca para LEI, utilizando para isto das reduções definidas na seção anterior. O es-

quema de prova, como já mencionado anteriormente, seguirá a mesma estrutura

proposta por Massi [10].

Inicialmente, alguns lemas serão demonstrados.

Lema 1. SejaΠ uma derivaç̃ao emNDLEI deα a partir deΓ, Γ ǸDLEI
α, tal

qued(Π) = n e todo o segmento ḿaximo de graun que contribui para o grau de

Π é do tipo (a.1). Ent̃ao,Π se reduz a uma derivaçãoΠ′ deα a partir de∆ ⊆ Γ,

∆ ǸDLEI
α, tal qued(Π′) < d(Π).

Demonstraç̃ao. A prova segue como em Prawitz [19] e decorre da observação di-

reta dos procedimentos de redução definidos para os referidos segmentos máximos.

A prova é realizada por interḿedio de uma induç̃ao na soma dos comprimen-

tos dos segmentos máximos de grau igual̀a d(Π), escolhendo-se um segmento

máximo que ñao contenha nenhum outro segmento máximo acima dele nem acima

(ou que contenha) de alguma forma que ocorra ao lado do segmento máximo es-

colhido.

Lema 2. Toda derivaç̃ao Π tal qued(Π) = 0, reduz-se a uma derivação normal

Π′.

Demonstraç̃ao. SeΠ é normal, ent̃aoΠ′ ≡ Π. SeΠ nãoé normal, ent̃ao o resul-

tadoé obtido usando como valor de indução para uma derivaçãoΠ:

k = a soma dos comprimentos dos segmentos máximos deΠ.
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Escolha um segmento máximo σ em Π, tal que ñao exista outro segmento

máximo acima dele ou acima de (ou que contenha) uma fórmula que ocorre ao

lado daúltima fórmula deσ.

SejaΠ1 a reduç̃ao deΠ que elimina o segmento ḿaximoσ. É fácil ver, a partir

das reduç̃oes auxiliares 3.18, 3.19, 3.20, 3.21, 3.22 e 3.23 que o valor de indução

deΠ1 é menor que o valor de indução deΠ. O resultado entãoé imediato.

Lema 3. (Derivaç̃ao cŕıtica) SejaΠ uma derivaç̃ao deΓ ǸDLEI
β, tal que:

1. r(Π) é uma regra de eliminaç̃ao, cuja premissa maiorα é aúltima ocorr̂encia

de f́ormula doúnico segmento ḿaximo emΠ;

2. ed(Π) > 0.

EntãoΠ se reduz a uma derivaçãoΠ′ de∆ ⊆ Γ ǸDLEI
β, tal qued(Π′) < d(Π).

Demonstraç̃ao. A prova se daŕa por induç̃ao no comprimento deΠ, l(Π).

1. Seα é do tipo (a.1) - o resultadóe obtido diretamente da reduções.

2. Seα é do tipo (b.1), eΠ ≡
Σ1

γ ∨ δ
Σ2
α

Σ3
α

α u Σ4
τ

Π se reduz aΠ?:

Π? ≡ Σ1

γ ∨ δ

Σ2
α Σ4

τ

Σ3
α Σ4

τ
τ u

Sed(Π) < d(Π), ent̃aoΠ? ≡ Π′. Sed(Π?) = d(Π), ent̃ao pelo menos uma

das sub-́arvores deΠ determinada por uma das premissas menoresβ, tem a

forma do lema.

Suponhamos que as duas sub-árvores tenham a forma do lema, os outros

casos s̃ao similares. Então, pela hiṕotese indutiva:
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Σi
α Σ4

τ
BB Πi

τ
, (i = 2, 3)

tal qued(Πi) < d(Π). Podemos então considerarΠ′ como

Π′ ≡
Σ1

γ ∨ β
Π2
τ

Π3
τ

β
u

De forma que, certamente,d(Π′) < d(Π). Para os casos das reduções per-

mutativas de E∃ e E?, ou seja:

Π ≡
Π1

∃xα

[αx
t ]

i

Π2
γ

γ i Σ3

τ
ou

Π ≡
Π1

α?

[α]i

Π2
γ

γ i Σ3

τ

o estrat́egiaé similar.

3. Seα é do tipo (a.2), então

R

[¬A]u

Σ1

⊥
A

u
Σ2

⊥
que se reduz a

Π? ≡

R
αi Σ1

γ ∼ γj

⊥
[¬α]

i

Π∗
1

⊥
γ j
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onde todas as partes deΠ da forma

Σ2
α ¬α
⊥

foram substitúıdas por

Σ2
α Σ1

β ¬β

⊥

Osúnicos segmento ḿaximos qu epodem ocorrer emΠ? são todos dos tipo

(a.1) e (b.2) e os do primeiro tipo têm a forma deα. O resultadóe obtido

ent̃ao do lema 1.

Teorema 7. SejaΠ uma derivaç̃ao deΓ ǸDLEI
α, ent̃ao Π se reduz a uma

derivaç̃ao normalΠ′ de∆ ⊆ Γ ǸDLEI
α.

Demonstraç̃ao. A prova segue como em [10], por indução no par ordenado(m,h),

considerando a ordem lexicográfica, ondem é o grau da derivação Π e h o seu

comprimentol(Π). Abaixo podemos verificar todos os casos possı́veis:

• Ser(Π) é uma aplicaç̃ao de uma regra de introdução ou de qualquer das

regras do absurdo, então o resultado segue da hipótese indutiva.

• Ser(Π) é uma eliminaç̃ao, ent̃aoΠ é da forma:

Π ≡
Π1
α1 . . .

Πn
αn

β

Usando a hiṕotese indutiva, cadaΠi, (1 ≤ i ≤ n) se reduz a uma derivação

normalΠ′
i. ConsidereΣ a seguinte derivação:

70



Σ ≡
Π′

1
α1 . . .

Π′
n

αn

β

SeΣ é normal, ent̃aoΠ′ ≡ Σ. SeΣ não é normal, ent̃aoΠ′ é obtida deΣ

usando o lema lem-red-aux

3.4 A Forma de uma Prova Normal e suas Conseqüências

Nesta seç̃ao, estenderemos a propriedade da subfórmula para o sistema em dedução

naturalNDLEI , sendo que além da noç̃ao usual de subfórmula, tamb́em incluire-

mos a relaç̃ao entre premissa e conclusão das regras I¬j e E¬j, 1 ≤ j ≤ 7, que

nada mais s̃ao do que vers̃oes reescritas uma da outra. A noção de subf́ormula

pretendida pode ser formalizada como se segue:

Teorema 8. Toda ocorr̂encia de uma f́ormula em uma derivaç̃ao deα a partir

de Γ emNDLEI , Γ ǸDLEI
α, é subf́ormula deα ou de alguma f́ormula deΓ,

com exceç̃ao das hiṕoteses descarregadas por aplicações de alguma das regras

de reduç̃ao ao absurdo (⊥¬ e⊥∼) e das ocorr̂encias de⊥ que ocorrem imediata-

mente abaixo de tais hipóteses.

Antes de provarmos o enunciado acima, apresentaremos algumas definições

necesśariasà sua demonstração.

Definição 23.(Ramoσ) Um ramo em uma derivaçãoΠ emNDLEI é uma seq̈uência

de f́ormulasα1, . . . , αn tal que:

• α1 é uma top-f́ormula emΠ que ñao é descarregada por uma aplicação de

E∨, E∃ ou E?;e
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• αi, para i < n, não é premissa menor de uma aplicação de E→, E¬ ou

E∼, tamb́em ñao é premissa maior de E∨, E∃ ou E?, eαi+1 é a ocorr̂encia

de f́ormula imediatamente abaixo deαi; ou αi é a premissa maior de uma

aplicaç̃ao de E∨, E∃ ou E?, eαi+1 é uma hiṕotese descarregada emΠ pela

referida aplicaç̃ao;

• αn ou é uma premissa menor de uma aplicação de E→, E¬ ou E∼, ou a

fórmula final deΠ, ou uma premissa menor de uma aplicação de E∨, E∃
ou E? onde ñao descartáe qualquer hiṕotese.

Partindo da noç̃ao de ramo em uma derivação arbitŕariaΠ, normal, emNDLEI ,

podemos observar um padrão estrutural em tal derivação. Da mesma forma que

observado por Prawitz [19], podemos utilizar a seguinte definição:

Teorema 9. ConsidereΠ uma derivaç̃ao normal emNDLEI e σ = α1, . . . , αn

um ramo deΠ. Assim, temos que:

• uma E-parte deσ (possivelmente vazia)α1, . . . , αi−1, na qual toda f́ormula

é premissa maior de uma regra de eliminação e cont́em a f́ormula imedi-

atamente subseqüente emσ como subf́ormula ou como conseqüência de

alguma aplicaç̃ao de E¬i, para1 ≤ i ≤ 7;

• uma parte ḿınimaαi deσ queé conseq̈uência de uma regra de eliminação,

sei 6= 1, ou premissa de uma regra de introdução, de⊥¬ ou de⊥∼, caso

i 6= n;

• uma I-parte deσ (possivelmente vazia)αi+1, . . . , αn, na qual toda f́ormula

é premissa maior de uma regra de introdução e cont́em a f́ormula imedi-

atamente precedente emσ como subf́ormula ou como premissa de alguma

aplicaç̃ao de I¬i, para1 ≤ i ≤ 7.
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Demonstraç̃ao. A prova segue diretamente da normalização fraca paraNDLEI .

Como em Prawitz [19], atribuiremos uma ordem aos ramosσ1, . . . , σn de uma

derivaç̃aoΠ arbitŕaria:

1. σ1 é o ramo que termina com a fórmula final deΠ, que seŕa denominado

ramo principal;

2. se a premissa maior de uma aplicação da regra E→ pertence aσi, ent̃ao o

ramo que termina com a premissa menor desta mesma aplicação é o ramo

σi+1.

E dáı podemos seguir com o princı́pio da subf́ormula.

Teorema 10. (Prinćıpio da Subf́ormula) Toda ocorr̂encia de uma f́ormula em

uma deduç̃ao normal deα a partir deΓ emNDLEI , oué subf́ormula deα, ou de

alguma f́ormula que ocorre emΓ, ou reescrita por alguma das regras I¬i ou E¬i,

excetuando-se as ocorrências descartadas por aplicações das regras do absurdo.

Demonstraç̃ao. Considere uma derivação normalΠ deα a partir deΓ emNDLEI ,

um ramoσ = α1, . . . , αi, . . . , αn deΠ e αi a fórmula ḿınima deσ. A prova se

daŕa por induç̃ao na ordem dos ramos deΠ. Seŕa suficiente mostrar que para cada

j, 1 ≤ j ≤ n, considerando as exceções indicadas no corolário, a f́ormulasαj é

subf́ormula deα ou de alguma f́ormula deΓ, ou é obtida atrav́es de alguma das

regras I¬i ou E¬i, para1 ≤ i ≤ 7.

• (j = n) αn é a f́ormula final deΠ. Trivial.

• (j = n) αn é premissa menor de uma aplicação de E→, E¬ ou E∼.
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Neste caso, a premissa maior da referida aplicação de alguma das eliminações

citadas tem necessariamente uma das possı́veis formas:αn → β, ¬αn ou

∼ αn; e pertence a um ramo de ordemk − 1. Pela hiṕotese de induç̃ao

qualquer uma das formas apresentadasé subf́ormula, ou rescrita por I¬i ou

por E¬i, deα ou de alguma f́ormula deΓ.

• (i ¡ j ¡ n) Pelo teorema 9,αj é subf́ormula, ou rescrita por I¬i ou por E¬i, de

αn. O resultado segue dos itens anteriores (j = n).

• (j = 1) Primeira possibilidade,αj é descartada por alguma aplicação de regra

E→, E¬ ou E∼ que, obviamente tem conclusão que pertence a um ramo de

ordem menor do que K. Pela hipótese indutiva, o caso está satisfeito. Se

αj nãoé descartada, entãoαj pertence aΓ; ou ent̃aoé descartada por uma

aplicaç̃ao de alguma das regras de redução ao absurdo.

• (1 ¡ j ¡ i) Pelo teorema 9,αj é subf́ormula, ou rescrita por I¬i ou por E¬i, de

α1. O resultado segue do item anteriores (j = 1).

As regras I¬i e E¬i, para1 ≤ i ≤ 7, perturbam o controle das subfórmulas que

podem ocorrer uma determinada derivação normal emNDLEI , já que premissas

e conclus̃oes de aplicaç̃oes de cada uma dessas regras guardam pouco relação

estrutural, e, em princı́pio, tornariam o espaço de busca de prova muito maior do

que sistemas que não cont́em regras dessas natureza.

Contudo, mesmo com tais regras,é posśıvel ter um controle das ocorrências

compat́ıveis com a derivaç̃ao que representa a relação de conseq̈uência entreΓ e

α. Assim, o universo de fórmulas pasśıveis de ocorrer em uma dada derivação

normal emNDLEI , conhecidas as hipóteses e conclusão,é finito e conhecido.
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Assim, o sistemaNDLEI é suscetı́vel a processos de normalização, cujas for-

mas normais possuem propriedades interessantes para o desenvolvimento de pro-

cedimentos de busca de prova, que podem, posteriomente servir de substrato para

a elaboraç̃ao de provadores automáticos de teoremas para LEI.
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Caṕıtulo 4

Normalização Forte

Aborda-se agora a possibilidade de se verificar que qualquer seqüência adotada

nos procedimentos de redução terminaŕa sempre, sem que se gere uma seqüência

infinita de tais passos, nunca alcançando uma derivação normal.

A confirmaç̃ao desse resultado está contida no seguinte enunciado:

Teorema 11. (Normalizaç̃ao Forte) Todas as seqüências de reduç̃ao para qual-

quer derivaç̃ao emNDLEI são finitas e terminam em uma derivação equivalente

que est́a na forma normal.

Assim definimos o objeto desse capı́tulo: A normalizaç̃ao forte paraNDLEI .

Existem para o teorema acima enunciado, duas noções de ḿetodos para a

elaboraç̃ao de provas do mesmo, a saber: métodos sint́aticos e ḿetodos sem̂anticos.

Em provas sem̂anticas de normalização forte, define-se uma propriedadeP

queé aplićavel a um determinado sistema formal, e prova-se que seP é válida para

uma derivaç̃ao arbitŕaria no sistema em comento, então tal sistemáe fortemente

normaliźavel. Podemos encontrar trabalhos nos quais são observadas as mais

diversas propriedades com o intuito de garantir a normalização forte. O conceito

de Validade Forte [20], convertibilidade [26] e a computabilidade [?] foram alguns

dos utilizados com este fim.
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No entanto, nas provas semânticas, reside uma peculiaridade: não existe, via

de regra, uma manipulação sint́atica das derivaç̃oes; ou seja, propriedades estrutu-

rais importantes, que seriam conseqüência da normalização forte, ñao conseguem

ser percebidas, pois o estudo exclusivo da propriedadeP , que ñao necessaria-

mente tem relaç̃ao com o caŕater sint́atico das derivaç̃oes, obscurece uma análise

estrutural mais detalhada.

No caso das provas sintáticas, tais propriedades não s̃ao ocultadas pela definição

e manipulaç̃ao da propriedadeP , pois os ḿetodos de provas desenvolvidos li-

dam diretamente com a estrutura de tais derivações. Dentre as possibilidades a

serem consideradas, existem métodos que se baseiam em um mapeamento das

seq̈uências de redução em um sistema auxiliar, que sabidamente satisfaz a normalização

forte ([10], [16], [?]). Outro ḿetodo sint́atico do qual se disp̃oe baseia-se no fato

da exist̂encia de uma possı́vel pior seq̈uência de reduç̃ao, a qual levaria em conta

todas as f́ormulas ḿaximas (segmentos ḿaximos) que existem e que podem sur-

gir em uma derivaç̃ao, de forma que uma prova, condicionadaà suposiç̃ao de que

qualquerpior seq̈uência de reduç̃ao termina, pode ser formulada.

Neste caṕıtulo apresentamos uma noção depior seq̈uência de reduç̃ao para

aNDLEI , e mostramos que se a pior seqüência de reduç̃ao para uma derivação

Π termina, ent̃ao qualquer seq̈uência de reduç̃ao paraΠ termina em umáunica

formal normal.

A idéia da pior seq̈uência de reduç̃ao foi proposta por Martin L̈of [?], e Massi

[10], a pior seq̈uência de reduç̃ao foi formalmente definida, e, no mesmo trabalho,

foi apresentada uma prova para a normalização forte para o ćalculoC ′, que con-

tinha somente∧, →, ↔ e ∀ como śımbolos primitivos e que as conclusões de

reduç̃ao ao absurdo poderiam ser transformadas em conclusões at̂omicas.

O trabalho foi estendido por Alves [18], que apresentou uma prova de normalização

forte, baseada na pior seqüência de reduç̃ao, para a ĺogica intuicionista.
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A pior seq̈uência de reduç̃ao paraΠ, pode ser compreendida intuitivamente

como aquela seqüência de reduç̃ao que leva em consideração todas os possı́veis

segementos ḿaximos que podem se geradas a partir daquelas já existentes emΠ.

4.1 Pior Seq̈uência

Usaremos o sistemaNDLEI como definido no segundo capı́tulo; ou seja, com to-

das as constantes lógicas tratadas como sı́mbolos primitivos, com suas respectivas

regras de introduç̃ao e eliminaç̃ao (exceto⊥). Em relaç̃aoà prova de normalização

forte apresentada por Massi [10], apresentaremos algumas modificações. Primeira-

mente, ñao se faz necessário que a conclus̃ao de aplicaç̃ao da regra do absurdo,

clássico ou paraconsistente, seja uma fórmula at̂omica. No referido trabalho, o

autor lidou com o sistema C’ como proposto por Prawitz [?], no qual somente∧,

→, ∀ e⊥, foram tratados como sı́mbolos primitivos.

Partiremos dos resultados obtidos em Alves [18], no qual foi apresentado uma

prova de normalizaç̃ao forte para um sistema em dedução natural para a lógica

intuicionista, no qual suas definições para as reduções envolvendo∨ e ∃ ser̃ao

utilizadas.

Como uma primeira definição, considereΠ uma derivaç̃ao emNDLEI que

nãoé normal. Logo, a aplicação de regra de inferência que contém um segmento

máximo e quée a aplicaç̃ao de regra que ocorre mais abaixo e maisà direita em

Π seŕa denotada por F(Π).

Define-se ent̃ao, para uma derivação Π, a fórmula ḿaxima principal FP(Π),

que seŕa escolhida de forma a preservar os todos os segmentos máximos existentes

e aqueles que potencialmente podem surgir.

Definição 24. • Fórmulas Ḿaximas Principais para as Reduções Operacionais
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1.

Π ≡
Π1
α1

Π2
α2

α1 ∧ α2
αn
Π3

(n = 1, 2)

α1 ∧ α2 éF (Π). Logo, para(m = 1, 2) em 6= n, temos que:

FP (Π) =





α1 ∧ α2, seΠm é normal;

FP (Πm), seΠm não é normal.

2.

Π1
α

Π2

β

α → β
i

β
Π3

α → β é F (Π) e ñao ocorre descarte pela regra I→ em destaque.

Logo, temos que:

FP (Π) =





α → β, seΠ1 é normal;

FP (Π1), seΠ1 não é normal.

3.

Π1
α

[α]i

Π2

β

α → β
i

β
Π3

α → β é F (Π) e [α] é descartada pela regra I→ em destaque. Logo,

temos queFP (Π) = α → β.

4.
Π1
αn

α2 ∨ α3

[α2]
i

Π2
γ

[α3]
j

Π3
γ

γ i,j

Π4

(n = 2, 3)
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α2 ∨ α3 é F (Π), e tantoα2 comoα3 são descartados. Logo, para

(m = 2, 3) em 6= n, temos que:

FP (Π) =





α2 ∨ α3, seΠm é normal;

FP (Πm), seΠm não é normal.

5.
Π1
α2

α2 ∨ α3

Π2
γ

[α3]
j

Π3
γ

γ j

Π4

α2∨α3 éF (Π), e o descartée realizado somente na segunda subderivação

(α3 é descartado). Logo, temos que:

FP (Π) =





α2 ∨ α3, seΠ1 eΠ3 são ambas normais;

FP (Π3), seΠ3 não é normal;

FP (Π1), seΠ3 é normal eΠ1 não oé.

6.

Π ≡
Π1
α2

α2 ∨ α3

[α3]
i

Π2
γ

Π3
γ

γ i

Π4

α2∨α3 éF (Π), e o descartée realizado somente na primeira subderivação

([α2] é descartado). Logo, temos que:

FP (Π) =





α2 ∨ α3, seΠ1 eΠ2 são ambas normais;

FP (Π2), seΠ2 não é normal;

FP (Π1), seΠ2 é normal eΠ1 não oé.
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7.

Π ≡
Π1
α2

α2 ∨ α3

Π2
γ

Π3
γ

γ i

Π4

α1 ∨ α2 éF (Π), e nenhum descartée realizado. Logo, temos que:

FP (Π) =





α1 ∨ α2, seΠ1 eΠ3 são ambas normais;

FP (Π3), seΠ3 não é normal;

FP (Π1), seΠ3 é normal eΠ1 não oé.

8.
Π1
α

∀xαa
x

(αa
x
x
t )

Π3

∀xαa
x éF (Π). Logo, temos queFP (Π) = ∀xαa

x.

9.
Π1
αx

t

∃xα
Π2
γ

γ i

Π3

∃xα éF (Π) e ñao ocorre descarte pela regra E∃ em destaque. Logo,

temos que:

FP (Π) =




∃xα, seΠ1 é normal;

FP (Π1), seΠ1 não é normal.

10.
Π1
αx

t

∃xα

[αx
a]

i

Π2
γ

γ i

Π3
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∃xα é F (Π) e [αx
a] é descartado pela regra E∃ em destaque. Logo,

temos queFP (Π) = ∃xα.

11.
Π1
α
α?

Π2
γ

γ i

Π3

α? é F (Π) e ñao ocorre descarte pela regra E? em destaque. Logo,

temos que:

FP (Π) =





α?, seΠ1 é normal;

FP (Π1), seΠ1 não é normal.

12.
Π1
α
α?

[α]i

Π2
γ

γ i

Π3

α? éF (Π) e [α] é descartado pela regra E? em destaque. Logo, temos

queFP (Π) = α?.

13.
Π1
α
α!
α
Π2

BB
Π1
α
Π2

α! éF (Π). Logo, temos queFP (Π) = α!.

14.

R

Π1

⊥
α Σ2

γ i

Π4

α é premissa maior deR, e Σ2 pode ocorrerà direita deα. Logo,

temos que:
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FP (Π) =





FP (Π1), seΠ1 não é normal eR descartaα;

α, caso contŕario.

15.

Π ≡
Π1

⊥
α2 ∨ α3

[α1]
i

Π2
γ

[α2]
i

Π3
γ

γ i

Π4

α2 ∨ α3 éF (Π), e tanto[α2] como[α3] são descartados. Logo, temos

que:

FP (Π) =





α2 ∨ α3, seΠ3 é normal;

FP (Π3), seΠ3 não é normal.

16.
Π1

⊥
α2 ∨ α3

Π2
γ

[α2]
j

Π3
γ

γ j

Π4

α2∨α3 éF (Π), e o descartée realizado somente na segunda subderivação

([α2] é descartado). Logo, temos que:

FP (Π) =





α2 ∨ α3, seΠ1 eΠ3 são ambas normais;

FP (Π3), seΠ3 não é normal;

FP (Π1), seΠ3 é normal eΠ1 não oé.

17.

Π ≡
Π1

⊥
α2 ∨ α3

[α1]
i

Π2
γ

Π3
γ

γ i

Π4

α2∨α3 éF (Π), e o descartée realizado somente na primeira subderivação

([α1] é descartado). Logo, temos que:
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FP (Π) =





α2 ∨ α3, seΠ1 eΠ2 são ambas normais;

FP (Π2), seΠ2 não é normal;

FP (Π1), seΠ2 é normal eΠ1 não oé.

18.

Π ≡
Π1

⊥
α2 ∨ α3

Π2
γ

Π3
γ

γ i

Π4

α2 ∨ α3 é F (Π), e a aplicaç̃ao em destaque não descarta nenhum

conjunto de hiṕoteses. Logo, temos que:

FP (Π) =





α2 ∨ α3, seΠ1 eΠ3 são ambas normais;

FP (Π3), seΠ3 não é normal;

FP (Π1), seΠ3 é normal eΠ1 não oé.

Reduç̃oes Permutativas

•

R

Π1

α?

[α]i

Π2
γ

γ i Σ3

τ

γ é premissa maior deR, eΣ3 pode ocorrer̀a direita deγ. γ éF (Π). Logo,

temos queFP (Π) = γ.

•

R

Π1

α ∨ β

[α]i

Π2
γ

[β]j

Π3
γ

γ i,j Σ3

τ

γ é premissa maior deR, eΣ3 pode ocorrer̀a direita deγ. γ éF (Π). Logo,

temos queFP (Π) = γ.
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•

R

Π1

∃xα

[αx
t ]

u

Π2
γ

γ u Σ3

τ

γ é premissa maior deR, eΣ3 pode ocorrer̀a direita deγ. γ éF (Π). Logo,

temos queFP (Π) = γ.

Reduç̃oes para as regras especiais

•

E

I

Π1
α
β
α
Π2

Observaç̃ao 18. Neste passo, “I” denota uma aplicação de In¬, e “E”

denota uma aplicaç̃ao de regra En¬, 1 ≤ n ≤ 5.

β éF (Π). Logo, temos queFP (Π) = β.

Reduç̃oes do Absurdo Paraconsistente

•

R

[¬α]i

Π1

⊥
α Σ2

γ i

α éF (Π). Logo, temos que:

FP (Π) =





α, seΠ1 é normal;

FP (Π1), caso contŕario.

Observaç̃ao 19. α é premissa maior deR. O mesmo crit́erio de escolha

paraFP (Π) é usado em fórmulaF (Π) que seja resultante de uma aplicação

de⊥ ∼.
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• Reduç̃ao Auxiliar 1

R

[¬A]u

Π1

⊥
A

u ¬A
⊥

α éF (Π). Logo, temos queFP (Π) = α.

Observaç̃ao 20. A é premissa menor deR. O mesmo crit́erio de escolha

paraFP (Π) é usado em fórmulaF (Π) que seja resultante de uma aplicação

de⊥ ∼, neste caso,A pode ser substituı́da porα.

• Reduç̃ao Auxiliar 2

R

[¬α]i

Π1

⊥
α i ∼ α

⊥

α éF (Π). Logo, temos queFP (Π) = α.

Observaç̃ao 21. A é premissa menor deR. O mesmo crit́erio de escolha

paraFP (Π) é usado em fórmulaF (Π) que seja resultante de uma aplicação

de⊥ ∼ e premissa menor deE¬.

• Reduç̃oes Permutativas Auxiliares

R

Π1

α?

[α]i

Π2
γ

γ i Π3

⊥
α éF (Π). Logo, temos queFP (Π) = α.
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Observaç̃ao 22.γ é premissa menor deR eΠ3 é uma top-f́ormula da forma

∼ γ, ¬γ.

•

R

Π1

∃xα

[αx
a]

i

Π2
γ

γ i Π3

⊥

α éF (Π). Logo, temos queFP (Π) = α.

Observaç̃ao 23.γ é premissa menor deR eΠ3 é uma top-f́ormula da forma

∼ γ, ¬γ.

4.2 Normalizaç̃ao Forte

A prova que seguée uma extens̃ao daquela apresentada em [18], que já consid-

era todos os conectivos de uma cálculo que realiza a lógica intuicionista, como

definido em [19], ao qual se adicionam os conectivos para as plausibilidades, a

crédula “?” e a ćetica “!”, e mais as reduç̃oes do absurdo, tanto clássico como

paraconsistente. Portanto, tal extensão garante ñao śo a normalizaç̃ao forte para

NDLEI mas tamb́em uma prova prova de normalização forte via pior seq̈uência

para o ćalculoC [19], no qual todos as constantes lógicas s̃ao tratadas como prim-

itivas e no qual ñao se obriga que as conclusões de aplicaç̃oes de quaisquer das

reduç̃oes ao absurdo (⊥¬ e⊥∼) sejam at̂omicas.

Al ém disso, dada a tradução entre um fragmento de LEI e a lógica modal

S5 [8], temos que o mesmo procedimento de normalização forte se aplica a esta

última, bem como a noção deárvore plauśıvel, mutatis mutandis. Dessa forma,

garante-se, através do ḿetodo apresentado, a finitude de qualquer seqüência de
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reduç̃ao e, como corolário, a unicidade da formal normal (Church-Rosser) para

qualquer dos ćalculos citados.

Antes de apresentarmos o enunciado do teorema objeto deste capı́tulo, seŕa

proposto o seguinte lema:

Lema 4. SejaΠ uma derivaç̃ao ñao normal emNDLEI , eΠ1 uma sub́arvore de

Π tal que:

• r(Π1) é alguma premissa deR cuja premissa maioŕeF (Π);

• Π1 é eliminada na reduç̃ao deFP (Π).

Então: lp(Π1) < lp(Π).

Demonstraç̃ao. Observa-se pelas definições deFP (Π) e pior seq̈uência de reduç̃ao,

que em todos os casos queΠ1 satisfizer as condiç̃oes do lema, a pior seqüência

paraΠ1 representa um segmento inicial da pior seqüência de reduç̃ao paraΠ.

Portantolp(Π1) ≤ lp(Π). Mas comoF (Π) não pertence aΠ1, pois para se com-

pletar a pior seq̈uência de reduç̃ao paraΠ é necesśario eliminarF (Π), lp(Π1) <

lp(Π).

O lema 4 acima tamb́emé apresentado por [10], porém o enunciado engloba

somente as constantes deC ′.

Define-se ent̃ao o enunciado base para a formalização do teorema da normalização

forte:

Teorema 12. Admita quelp(Π) < ω para toda derivaç̃ao Π em ǸDLEI
. SeΠ

se reduz imediatamente aΠ′ (Π

P
BB
i Π′), ent̃ao lp(Π) > lp(Π′) e existe uma

derivaç̃aoΠ∗ tal queΠ B
P

B Π∗ eΠ′ B
P

B Π∗.

Demonstraç̃ao. A prova se daŕa por induç̃ao emlp(Π).
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Antes de prosseguirmos na demonstração do teorema , e considerando a notação

já apresentada, que defineΠ se reduz imediatamente através da pior seq̈uência de

àΠo, Πo

P
BB
i Πo, o seguinte lema se faz necessário provar.

Lema 5. SeΠo BB Π1, ent̃ao lp(Π1) < lp(Πo) e existeΠ∗
1, tal queΠo B

P

B Π∗
1 e

Π1 B
P

B Π∗
1

Demonstraç̃ao. A prova d́a-se por induç̃ao no comprimento daΠo BB Π1, é a

mesma apresentada em [10] e [18].

Dado o lema acima, podemos retornar a prova do teorema.

A considerar, temos duas situações: ouΠ′ ≡ Πo ouΠ′ 6≡ Πo.

SeΠ′ = Πo, o lemma est́a provado pois, pela definição de pior seq̈uência de

reduç̃ao,lp(Πo) < lp(Π), eΠo ≡ Π∗.

CasoΠ′ 6≡ Πo, ent̃ao, segundo cada possibilidade paraF (Π), temos os seguintes

casos a analisar. Neste trabalho, destacaremos apenas o método para a plausibil-

idade cŕedula, de forma que para os demais conectivos, a mesma estratégia pode

ser utilizada. Assim:

1. SeΠ tem a forma:
Π1
α
α?

Π2
γ

γ
Π3

Considerando que:

• α? éF (Π);

• nenhuma ocorr̂encia deα é descartada pela aplicação destacada deI?.

Para cada possı́vel reduç̃ao imediataΠ′ deΠ, devemos considerar os seguintes

subcasos:
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(a)
Π′

1
α
α?

Π2
γ

γ
Π3

ondeΠ1
BB
i Π′

1.

Observamos pelo lema 4 queΠ1 atende a hiṕotese indutiva,lp(Π1) <

lp(Π). Portanto:

• existeΠ#
1 tal queΠ1

P
BB
i Π#

1 eΠ′
1

P
BB
i Π#

1 ;

• lp(Π′
1) < lp(Π1)

Assim, considereΠ# como tendo a seguinte forma:

Π# ≡
Π#

1

α?
Π2
γ

γ
Π3

De forma que, pela própria definiç̃ao de pior seq̈uência de reduç̃ao,

Π B
P

B Π#, Π′ B
P

B Π# e, utilizando-se do lema 4,lp(Π′) < lp(Π).

(b)
Π1
α
α?

Π′
2

γ
γ
Π3

ondeΠ2
BB
i Π′

2.

Neste caso, temos duas possibilidades:

• SeΠ1 é normal, ent̃ao:

Πo ≡
Π2

β
Π3

Π′o ≡
Π′

2

β
Π3
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, de forma queΠ

P
BB
i Π′o.

Nota-se claramente queΠo BB Π′o. Pela definiç̃ao de pior seq̈uência,

temos quelp(Πo) < lp(Π). Pelo lema 5, existeΠ# tal que:Πo B
P

B Π#, Π′o B
P

B Π# e lp(Π′o) < lp(Πo). Logo,Π

P
BB
i Πo B

P

B Π#

eΠ′
P

BB
i Π′o B

P

B Π# e lp(Π′) ≤ lp(Πo) < lp(Π).

• SeΠ1 nãoé normal, neste casoΠo tem a seguinte forma:

Πo
1

α

Π2

β

α → β
i

β
Π3

, Π1

P
BB
i Πo

1.

Considere tamb́em que:

Πo
1

α

Π′
2

β

α → β
i

β
Π3

, Π′
P

BB
i Π′o.

Nota-se claramente queΠo BB Π′o. Pela definiç̃ao de pior seq̈uência,

temos quelp(Πo) < lp(Π). Pelo lema 5, existeΠ# tal que:Πo B
P

B Π#, Π′o B
P

B Π# e lp(Π′o) < lp(Πo). Logo,Π

P
BB
i Πo B

P

B Π#

eΠ′
P

BB
i Π′o B

P

B Π# e lp(Π′) ≤ lp(Πo) < lp(Π).

(c)
Π1
α
α?

Π2
γ

γ
Π′

3

OndeΠ3
BB
i Π′

3.
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• existeΠ#
1 tal queΠ1

P
BB
i Π#

1 eΠ′
1

P
BB
i Π#

1 ;

• lp(Π′
1) < lp(Π1)

Assim, considereΠ# como tendo a seguinte forma:

Π# ≡
Π#

1

α?
Π2
γ

γ
Π3

De forma que, pela própria definiç̃ao de pior seq̈uência de reduç̃ao,

Π B
P

B Π#, Π′ B
P

B Π# e, utilizando-se do lema 4,lp(Π′) < lp(Π).

Com este caso, ilustramos o método empregado para a prova da normalização

forte. Aplicando analogamente o mesmo procedimento para as demaisF (Π),

conclui-se a prova para todo o sistemaNDLEI , e utilizando-se deΠ#, podemos

verificar a propriedade de confluência para as seqüências de redução posśıveis

sobre o conjunto de reduções definidas.

4.3 Conclus̃ao

Apresentou-se com este trabalho uma nova formulação para LEI em dedução nat-

ural, formulaç̃ao esta que permitiu que se construı́sse um sistema fechado sob

os procedimentos de redução definidos, obtendo-se uma caracterização para as

derivaç̃oes normais no referido sistema, bem como a demonstração do prinćıpio

da subf́ormula.

Em seq̈uência, estendeu-se as provas anteriores de normalização forte, com o

objetivo de confirmar que os procedimentos de redução conforme definidos, eram

suficientes para que se garantisse que qualquer que fosse a seqüência de reduç̃oes

escolhida, sempre terminaria em uma derivação normal, que tambémé única.
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A intenç̃ao final do trabalho seria a de unificar esses resultados culminando

com uma prova de decibilidade para LEI, no entanto, algumas dificuldades foram

encontradas quando da manipulação dos conectivos que permitem reduções per-

mutativas.

A idéia de uma prova de decibilidade baseada em teoria da prova decorreria da

finitude dos ramos em uma derivação normal e da propriedade da subfórmula. O

principal problema encontrado decorre da dificuldade de se controlar aplicações

cont́ıguas das regrasE∨, E∃ eE?, como no exemplo a seguir:

Como pode ser observado, as premissas menores das referidas aplicações ñao

sofrem variaç̃ao em seu grau. De forma que, ao construirmos uma derivação

partindo da conclus̃ao da mesma até suas hiṕoteses podemos nos defrontar com

situaç̃ao similar, o que pode levar a um loop interminável, impossibilitando re-

sponder se a relação entre o conjunto de hipóteses especificadas e a conclusão

pretendida pertence a LEI.

Ainda assim,́e trivial observar que existe um sistema com um número menor

de constantes lógicas, a saber: o fragmento{∧,→, !, ∀,¬,∼}, queé completo,

desde que as demais constantes podem ser definidas a partir deste conjuntoe de

seus axiomas correlatos. Ou seja, para o conjunto apresentado, a decidibilidade

pode ser obtida através da observação de que qualquer ramo de uma derivação nor-

mal deste fragmento emNDLEI , em cada aplicaç̃ao de regra de inferência, modi-

fica de forma controlada (E-parte, fórmula ḿınima e I-parte) o grau das fórmulas

que os componhem.

Em resumo, os resultados obtidos neste trabalho são:

• Um sistema em dedução natural, correto e completo em relaçãoà axioḿatica

de LEI, queé pasśıvel de ser normalizado;

• A idéia combinada da função de descarte não regularF e daśarvores plauśıveis

pode ser tamb́em utilizada em sistemas modais com a constante lógica¦
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(possibilidade) tratada como sı́mbolo primitivo, obtendo, assim, sistemas

com boas propriedades estruturais;

• A extens̃ao de uma prova de normalização forte paraNDLEI , baseada na

noç̃ao de pior seq̈uência de reduç̃ao que complementa o resultado apresen-

tado anteriormente para os sistemasC [10] e I [18] de Prawitz.

4.3.1 Trabalhos Futuros

Para o sistemaNDLEI , modificaç̃oes podem ser apresentadas a fim de se obter

um controle adequado das combinações entre aplicaç̃oes da regrasE∨, E? e E∃
que perturbam o bom comportamento dos ramos em uma derivação, objetivando,

assim, uma demonstração da decidibilidade para LEI com todos as constantes

lógicas tratadas como sı́mbolos primitivos.

Vale ressaltar que a prova de normalização forte apresentada ainda possui

um caŕater condicional, desde quée assumido como finito o comprimento da

pior seq̈uência de reduç̃ao para uma derivação qualquer emNDLEI . Em [18],

a noç̃ao de ordinal natural [?], é utilizada com o intuito de retirar essa condição

sobre o comprimento da pior seqüência de reduç̃ao, garantindo que de fato a pior

seq̈uência de reduç̃ao, aquela que considera todos os segmentos máximos exis-

tentes e que podem surgir em decorrência das reduç̃oes, termina.

As regras de infer̂encia relativas̀as plausibilidades ñao acarretariam, em princı́pio,

problemas com uma possı́vel adaptaç̃ao da definiç̃ao de ordinal natural citada,

dada a similaridade estrutural com as regras para as constantes de primeira ordem

(∃,∀).
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