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Resumo

Os sistemas paraconsistentemttido um papel importante na modelagem
de infeéncias para a Inteléncia Artificial. Mais especificamente, pela natu-
ral rela@go com sistemasan-monobdnicos, permitindo a estes suportar transito-
riamente uma situ@p de inconsiéncia aé que premissas sejam revistas e as
contradi@es desfeitas.

Dada a impo#@ncia de tal classe dédicas para a @ncia da Comput@p, um
estudo estrutural de dedigs (derivages) em sistemas paraconsistentes torna-se
de extrema relédncia, eé com esta motiva@p que fazemos um estudo, neste
trabalho, a respeito das propriedadesaioas de um sistema em dedogqatural
equivalente a apresentagaxionatica da logica da Inconsigéhncia Epistmica -
LEL, [8].

Este estudo, que ésincludo como campo da Teoria Geral da Prova, consiste
na formalizago de um sistema em dedwgnatural do qual inféncias desnecemsas
podem ser removidas, sem que haja fegjma corretude das derivi@gs do referido
sistema. Este processo de re@oge passos sadluos de uma dedag de-
nominamosNormalizag@o. Com a Normalizago, propriedades estruturais in-
teressantes para a automatéagestasdgicas podem ser formalmente enun-
ciadas, como por exemplo, a propriedade da @ubdla.Investigamos tangim
a possibilidade de que qualquer que seja ai&ecja adotada para a rendag
destes “desvios”, esta d#nciaé finita. Resultado que cordp o teorema da
Normaliza@o Forte.

Estes resultados, juntamente com a unicidade da prova normal (Génsexq

da Normalizago Forte), visam fornecer insumos para a veriticag elaboraio



de netodos que permitam decidir a redagde consdiggncia bgica induzida por
LEI.



Capitulo 1

Introduc ao

A descoberta de umasge de antinomias formuladas atesvdos axiomas que
comme a Teoria dos Conjuntos, em sua apres@atagssica, levou a comu-
nidade cierifica a uma refle&o: faz-se nece&so rever as bases sobre as quais a
Matenatica se assenta. Tal reféexlevou Hilbert e seus colaboradoagsroposi@o

de um programa de fundamerdagda matertica, o qual buscava provar a con-
siséncia das teorias essenciais da Matéoa por interraédio de nétodos formais
claros e construtivos.

E vem desse contexto hisico, o grande apelo de um meta-estudo que se ba-
seia na aalise estrutural de demonsties e argumentos formais, que com o tra-
balho seminal de Genzten [6Jads primeiros passos na investiga@ construgo
de uma teoria sobre provas, mais especificamente sobre a propriedades estruturais
subjacentes ao conceito formal de prova.

A Teoria da Prova, como o @prio nome diz, tem as provas formais como
objeto de estudo. &b somente estuda a teoremicidade, &to que se consegue
deduzir em uma teoria, mas como se deduz algo nesta teoria, éadgoiopri-
amente dita. Basicamente, existem dois grandes ramos em Teoria da Prova: um

gue se denomingeral (estrutura), que surge com a finalidade de analisar as



propriedades estruturais e combinatoriais de provas formais; e cedraiional
(interpretativg, que busca estudar as propriedades de um dado siigioa por
intemédio de tradu@es, ou reduies a sistemas mais elementares.

Com o intuito de realizar tais atises concernentes as dedeg formais, Gent-
zen prods um sistema deatculo, com regras de infencia, denominaddedu@o
natural, para asdgicas cassica, intuicionista e minimal, que guarda correspand
cia com as respectivas refsgs de consé@ncia induzidas pelaégicas citadas.

Nao obstante a apreser@agdasdgicas sob a forma de dedgnatural, como
aplicado por Gentzen, tenha um forte aspecto intuitivo, pois o entendimento de
suas regras de infencia e de suas constantégiitas aflora naturalmente, um
aparentemente fraco conjunto de propriedades estruturais deixou @&dedg-
ral em segundo plano, sendo subétitupor outra forma de abst@m o @lculo
de sedentes. Esta formalizag se apresentou muito mais adequadaalise de
propriedades estruturais dos sistemas formais, e por bastante tempo vinha sendo
a principal ferramenta dosddgcos em Teoria Estrutural da Prova.

Contudo, Prawitz [19], demonstrou que os sistemas em @edugtural tam-
bém deveriam ser objeto de estudos em teoria da prova, fornecendo resultados sig-
nificativos para aggicas em comento. Prawitz trabalhou com uma apresamtac
em dedugo natural, similaquela proposta por Gentzen, e obteve resultados que
garantem a exighcia de provas normais para 0s sistemas sahisan a saber:
l6gicas Chssica, Intuicionista e Minimal.

Os sistemas em dedag natural @m, via de regra, dois conjuntos de regras:
regras que adicionam uma constadigi¢a a umadrmula fegras de introdu@o),

e outras regras que removem constanbg&chs (egras de eliminago). Para as
regras de elimindp, a brmula que tem a sua constanbgica removida denom-
inamos coma@remissa maiar Prawitz observou que a concissde uma regra

de elimina@o, cuja premissa maior fosse conéagle uma regra de introdiug,



nada acrescentavs premissas da introdag, ou seja, uma introd&Q seguida
por uma eliminago deveria ser descartada por ser um passerfiup. A este
conceito, Prawitz deu o nome @&eincipio da Invergo.

Com essa diretriz em mente, Prawitz desenvolveu procedimentos que permi-
tissem a rem@o desses passos desne@gss: as redues.Ainda assim, alguns
problemas estruturais surgiram quando da obséovage a regra que represen-
tava o conceito @ssico deedugo ao absurdbperturbava a ndp de normalizzio
pretendida por Prawitz, que se viu obrigado a trabalhar, comiumero reduzido
de constantesbbicas primitivas. Comecava, @ot o surgimento de inmeros
estudos tendo como objeto sistemas baseados ematedatural.

E, embora o menor conjunto de constantagdas primitivas 8o signifique
uma menor expressividade, no caso dos trabalhos de Prawitz, sistemas com um
maior rimero de constanteddicas fornecem uma leitura, sob o ponto de vista hu-
mano, mais clara e intuitiva de uma dada argumé@uapnstitida sobre um sis-
tema bgico. E com esta &la em mente, muitos foram os trabalhos com buscaram
apresentar sistemas em de@logiatural com conjuntos mais ricos denkolos
l6gicos primitivos. Dentre os trabalhos relevantes podemos citar os resultados
de Statman [24] , que forneceu a primeira prova para a hormabzdg bgica
classica com todos o$msbolos usualmente utilizados (v, —, —, V¥, 3J) tratados
como elementos primitivos, Stalmarck [23] e Seldin [21] e Massi [10].

Os trabalhos relacionados se valeram das mais divérsaisas para a obteag
de sistemas normabxeis, como, por exemplo, a tradagpara sistemas de mais
alta ordem, como fez Statman, e a defatigle novos e complexos procedimentos
de reduéo, como em Seldin, contudo o trabalho de Massi [10] foi 0 que mais se

aproximou da iéia original de lidar diretamente com as regras de énfeia como

1A regra de reduo ao absurdo Zo obedece a classifi@g em regras de introdag e

eliminag@o



definidas por Gentzen e posteriormente utilizadas por Prawitz. Cabe ressaltar, que
a solu@o encontrada por Massi seivile base para os resultados defendidos neste
trabalho.

E esse tem sido o mote da Teoria Geral da Prova em dechatural. Atual-
mente, com o advento da compldag surgiram muitos outros motivoséai das
provas de consiéhcia para os sistemas formais, para se fazer um estudo estrutu-
ral de Provas, como, por exemplo, a prova auttoa de teoremas e a modelagem
computacional de problemas, para citar somente alguns.

Como dito anteriormente, o estudo da teoria da prova tem como uma de suas
guesbes fasicas a definip da nogo de prova , incluindo quésts sobre a dis-
tincao entre diferentes tipos de provas, tais como provas construtivas e provas
classicas; investigées a respeito da estrutura das provas e a possibilidade da
exiséncia de algum tipo de prova damica (prova normal); a represeréacdas
provas atrags de deriva@es e, possivelmente, o estabelecimento dérwg de
identidade entre provas; a&@ise de um limite superior do comprimento de provas
e do poskel crescimento das mesmasobapa aplicago de procedimentos de
normaliza@o; dentre outras qUE&sES.

Existem tés classes principais de resultados, em teoria da prova, sobre a forma

que as derivaies de uma dado sistentaylco podem assumir, a saber:

e Teorema da Forma Normal - Toda derigago sistemadigico considerado

possui uma forma normal;

e Teorema de Normalizap Fraca - Dada uma deri&g no sistema con-
siderado, podemos efetivamente obter sua forma normal éatdes certas

operaes chamadas redigs;

e Teorema de Normaliz&p Forte - Dada uma derivag no sistema consi-

derado, sua forma normalnica e sempre pode ser obtidaam rimero
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finito de reduges, independentemente da ordem em que as megmas S

aplicadas.

Os tiés resultadosd® de vital imporncia para um conhecimento real a re-
speito das propriedades da rélagle consdigncia bgica, sinhtica e ser@ntica,
de um dado sistema. E da pbss exiséncia de provas normais, podemos obter
uma £rie de consdigncias importantes no que diz resp&iforova autoratica de
teoremas, ist@, & possvel que dessa atise estrututal se extrai um procedimento
de decigo, um algoritmo para verificar se determinada i@age consdggncia
l6gica pertence ouaoa logica representada por um dado sistema.

Conhecer a forma de uma derigacnormal permite-nos lancaram de algu-
mas hedisticas que podem fornecer uma e&gid adequada para automat&ac
da construgo de derivaies, o que pode garantir, taérh, a decidibilidade do
método de prova.

A analise da estrutura das deriges pode auxiliar, ainda, na abordagem de
outras quesites bgicas que usualment@o .0 formuladas em termos da @ag
estrutural de prova como, por exemplo, a que trata da cénsistde um dado sis-
tema formal. Com o advento dos teoremas de normda@para adgica chssica
(teorema da forma normal, normaliZacfraca e normaliz&p forte), a teoria da
prova demonstrou sua impartcia no estudo dos diversos sistemas dedutivos, que
foram, gradualmente, providos de procedimentos de normatzagando meios
para se investigar propriedades que permitissem solucionar uma gama de ques-
tionamentos relacionados a cada um dos sistemas.

Portanto, fundamentado na impamtia de uma aalise sob a perspectiva da
Teoria da Prova e na possibilidade de se enriquecer outros trabalhos ralativo
Logica da Insconsighcia Episgtmica - LEI, um sistema paraconsistente, pesp
se, neste trabalho, investigar propriedades estruturais das desvggrovas ou

dedu@es) em um alculo em dedugo natural, bem como, as suas corigegias.
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Outros sistemas paraconsisten@ppssuem trabalhos em Teoria da Prova,
como se pode observar em [13], onde as propriedadés, de calculo limite da
hierarquia de &lculos paraconsistentés, 1 < n < w, sA0 analisadas atras de
uma aralise de sistemas baseados ditglo de segentes.

Pretende-se com este trabalho, témbum entendimento melhor da redac
de consegéncia sintica em LEI e do comportamento das constaritgeas "?”,
que representa a ndg, a ser definida, de plausibilidadédula; "!”, a plausibili-
dade ética, e da negap paraconsistente-”.

A escolha pelos apresenéado sistema em dedag natural tamém é jus-
tificavel, pois este se aproxima mais de uma argumaatagformal, onde cada
passo de uma dedagé explicitamente justificado, atribuindo um significado con-
strutivo e individualizado para cadartbolo lbgico, o que torna a dedag natural
uma boa candidata para addise do processo de formaliZzagzdo raciomio. As-
sim, estas&o as justificativas para se abordar o problema, smitieaa da Teoria

da Prova, da normalizag para a bgica da Inconsigéincia Epistmica.

1.1 Sistemas Paraconsistentes

Um logica pode se definida como um pgé&r +), em quet representa a linguagem
sobre a qual adlgicaé definida e define a reldag de consdggncia sinatical-
(derivabilidade ou deducibilidade) entre um conjuiit@’, I'y, . . . - possivelmente
multisets ou sdi@gncias) dedrmulas e umadrmula« (o, a4, . . .), todas perten-
centesa linguagent. A quesioé: qual o conjunto fimimo de propriedades deve
esta relago de consdigncia possuir? Usualmente, uma rélade consdigncia,

para ser classificada como dedutiva, deve possuieaséguintes propriedades:
e Sel' aentol’ UT'; F a (monotonicidade);
e Sea € I'entol I « (reflexividade);
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e Sel'Fael U{a}F genBol’ UT, F 3 (transitividade).

Classificamos um sistemadico como dedutivo se ele possuir pelo menos
estas tés propriedades: monotonicidade, reflexividade e transitividade.

Com o desenvolvimento dos estudosé@ias sobre os diversos sistentagitos
desenvolvidos, observou-se que a de@inigpresentada acima era muito restritiva,
de certa forma, impedindo que os sistemagidos correntes se aproximassem
do objetivo primordial do estudo da formaliZecdo raciomio: construir uma
representado formal, precisa e abrangente, do ratiare da forma dos seres
humanos conceberem o conhecimento.

Como exemplo podemos considerar a monotonicidade, a §o& anma pro-
priedade desejada em muitos dos processos de tomada deodraisanosj que
em muitas situdaiges, uma crenca deve ser revista sob a presenca de novos fatos
(novas hifpteses), sendo que determinadas &rieras podemao ser mais &lidas
sob um novo contexto. Ou seja, pApios compdt/eis com procedimentos dedu-
tivos puramente matesticos podem &o dar o poder necemso para a cConstra@o
de sistemas que se prestarmodelagem de inféncia mais ricas, mais @imas
de situades reais.

Outro aspecto éssico, segundo a tradig aristoélica, o pringpio da réo

contradi@o (PNC), pode ser definido como se segue:

(PNC) b~ (an ~ «)

ondea representa uma sentenca adoith e~ caracteriza a negag chssica,
deve ser uma verdade irre\@gl. Sistemas quein capturassem esta propriedade
seriam indes@yveis. Teorias que permitissem a derd@age um enunciado e
a sua negap deveriam ser descartadas, pois o conjunto de teoremas obtidos
a partir de tais teorias seria igual ao conjunto demiulas pertencentes lin-

guagem subjacente a tal sistemdgito, e numa teoria em que tuéoverdade,
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qualguer érmula bem formada consegiéncia bgica, réo ta qualquer utilidade.
Tal concep@o, a qual afirma que de duas sentencas conraditdeduz-se qual-
guer outra sentenca (ex falso sequitur quodlibet), pode ser formalizadesattav

seguinte apresentag:

(EFQ) ~a,ak

Ondea e § sao formulas arbitarias de uma dada linguagem.

Na lbgica chssica, PNC e EF(&s equivalentes. Um estudo mais detalhado
de alguns sistemas, quamos que contenham a negaghssica, pode mostrar
gue os dois priripios €0 independentes. A quésté que muitas teorias con-
strudas no decorrer da evolaig da céncia, e que foram utilizadas como em-
basamento para outras teorias largamente utilizadas e aceitas como naturalmente
irrevogaveis, apresentaram a geilaglas antinomias, como as referidas naéasecg
anterior, das quais um bom exem@m® famoso Paradoxo de Russell, que pode
ser definido a partir da apreserdiaga Teoria dos Conjuntos proposta por Cantor.

O que fazer eido? Descartar toda a teoria? Refor@ld impedindo o acon-
tecimento de tais paradoxos? No caso da Teoria dos Conjuntos de Cantor, uma das
solug@es encontradas foi restringir o uso do esquema de compeengedindo
a auto-refegncia, que era a forma pela qual o paradoxo de Russell se apresentava.

Em prindpio, esta restri&o solucionaria o problema. Fon, seria o0 esquema
de compreer& alnica fresta para a entrada dos paradoxos na teoria de Cantor?

Com base nesse questionamento, outras 8etufforesceriam: uma possibili-
dade seria deixarmos os paradoxos ocorrerengmpampedindo que 0s mesmos
gerassem uma contamirgggda teoria, que a trivializaria. Esteo enfoque dos
sistemas paraconsistentd3a posé/el exiséncia de teorias inconsistentes @or

nao triviais surgem as seguintes defoes relevantea nossa alise.
Definicdo 1. (Teoria Trivial) Diz-se de uma teorifl cujo conjunto de teoremas
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é igual ao conjunto debfmulas indutivamnte geradas pertencerdadsiguagem

subjacente.

Definicao 2. (Teoria Inconsistente) Diz-se de uma teofiada qual podemos

derivar o e —a, onde— representa a neg@p.
E, assim definimos os sistemas paraconsistentes:

Definicao 3. (Légica Paraconsistente) Diz-se de um sisteéuado que permite a

constru@o de teorias inconsistentes [@on rao necessariamente triviais.

Claramente, o uso de um sistema paraconsistente se adequaria a uma teoria
gue se apresentasse inconsistente, impedindo a sua trivéaizagn, com isso,
reduzir o seu poder dedutivo original com alguma forma de résimp uso de
seus postulados, como a axiomat&apara a Teoria dos Conjuntos ZF - Zermelo-
Fraenkel.

Nas seQes que se seguem 8erapresentados alguns sistemas formais para-
consistentes, suas principais propriedades e diferencas. O primeiro dos sistemas a
serem apresentados dema colego de sistemas, que recebe a denondioale
Hierarquia de @lculosC,,.

O segundo, éiltimo sistema a ser discutido neste italp sea o sistema da
l6gica da Incosi&incia Epistmica - LEI, queé o objeto deste trabalho, para o

gual sedo apresentados sua axiatica e algumas propriedades dedutivas.

1.1.1 A Hierarquia de CalculosC,,

A hierarquia de alculos proposicionai§’, foi proposta pelo professor Newton da

Costa em [3] norteado pelos seguintes gpias geraisj:

1. Nestes alculos, o prin@io da réo - contradigo rdo deveria ser um es-

guema \alido;



2. Atrivializagado de uma teoriado deve, em geral, ser aceita;

3. A extengio deste a@lculo para o alculo dos predicados deve ser simples e

natural;

4. Estes alculos devem conter a maior parte dos esquemas e regragdinc

proposicional dssico que &o interfiram com as condies anteriores.

A sistemas com estas caratsticas o professor Newton da Costa atribui a
denominag@o de Sistemas Formais Inconsistentes. Posteriormente, a dendminag
paraconsistente passou a ser utilizada. Estudos sobre sistemas formais inconsis-
tentes & haviam sido realizados no comeco @g.sXX por Askowski. Pogm,
por rao ter apresentado uma defémcformal completa do que seria tal sistema,
da Costee considerado o fundador desta classebdechs.

Partindo dos priripios acima apresentados, da Costa psops @lculos apre-

sentados na s&g seguinte.

Ossistemas’,,, 1 <n <w

O sistema paraconsistente proposiciofiglé constrido a partir da linguagem
proposicional usual utilizando-se das constaritgichsA (conjun@o),V (disjun@o),
— (implicaggo) e~ (nega@o paraconsistente) e um enuaa conjunto deisbolos
proposicionais (p1, p2, ...).0fmulas arbitarias sefio denotadas por letras latinas
mailsculas (A, B, C,...), e conjuntos dafnulas seio denotados por letras gregas
mailsculas T, A, ...).

A seguir, os postulados que definéry, como quando introduzidos em [3]:

e Postulado 1a — (5 — «);

e Postulado 2(a — 3) — ((a — (B — 7)) — (o —));
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a a— 0
e Postulado3. S ;

e Postulado 4(a A B) — «;

e Postulado 5(a A 3) — £3;

e Postulado 6a — (8 — (a A 3));

e Postulado 7a — (a V f3);

e Postulado 85 — (a V 3);

e Postulado 9(a — v) — (8 — ) — (Vv B) = )
e Postulado 10« V —a;

Postulado 11-—a — «;

Estes 11 postulados caracterizamadcalo C,. Obviamente o sistem@, &
mais fraco que algica chssica no sentido quédica chssica cor#m os teoremas
deC,,. Logo, dada a consistcia dadgica chssica (', &€ consistente.

As seguintes definlies sedlo utilizadas na caracterizeg dos outrosaculos

da Hierarquia®,,, 1 < n < w.
1. a® =g4er ~(a A —a);
2. a" =gef %9
3. aW =def Q°,
4. a" =45 ° N Na® A LA
S, o =g4ef A

6. Mg =def QN a™
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A definicao dea’ visa denotar o bom comportamento de uma sentenca
sentido de que, para aquela sentenca, o fpimaa rio-contradigo &€ consider-
ado. Logo se numa dada teofiaa® & deriavel e se as proposiesa e -« Sa0
derivadas, e@o[" & uma teoria trivial.

A partir das definies apresentadas podemos, finalmente, formalizar os outros

calculos da hierarquia:
e Postulado 12(n)3° — ((a — B) — ((a — —=8) — =a));
e Postulado 13(n)(a° A 3°) — ((a — B)° A (aV 8)° A (a A B)°)

O operador-* tem todas as propriedades da négachssica. EnC),, 1 <
n < w, isto pode ser facilmente demonstrado &ésada demonstrag dos dois

SegUintes teorema:
o (a— )= ((a — f) = ")
o o — «v

As no@es de demonstrag, dedu@o e teoremas (formais) e as propriedades
da relag@o de derivabilidadeH) sdo como as usuais. Log6,, & definido pelos
postulados (esquemas de axiomas) (1) ao (11),é < n < w, por todo conjunto
de postulados definidos, (1) ao (13).

Como se pode observar, todaica intuicionista positivé preservada pelos
postulados de (1) a (9). A grande diferenca consiste no tratamento dado amegacg
onde estag riio se comporta classicamente, pois teve seu "poder "enfraquecido,
como veremos adiante. Tanto o Piio do Terceiro Exclido (Postulado 10)
como a eliminago da dupla negag (Postulado 11)a® mantidos end’,, 1 <
n < w.

Observa-se que erfi, uma Hrmula negada nunca podéeser derivada por

qualquer um dos postulados que defin€) a menos que seja assumida como
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hipbtese. Intuitivamente, a & transmitideé que emC,, a negago encontra-

se extremamente enfraquecida, i6tauma érmulaa A —a nunca representar

uma contradigo no sentido éssico, em qualquer que seja a teoria definida sobre
C,. Consequentemente, umerie de teoremas assicos perdida. O enfraque-
cimento da nega@p pode ser observado de forma progressiva nos sistemas da
hierarquiaC,,, @ medida que: tende av. De forma oposta, osatculos tornam-se
progressivamente mais restritos (menor teoremicidade).

Outras observdigs relevantes podem ser apresentadas acercaldokwsC,,:

Todos os teoremas dadica intuicionista positivago preservados edl,,,
1 < n < w. Em particular, a comutatividade e associatividade @e/ sao

preservadas.

a Lei de Peirce(a — ) — a) — «), ndo é teorema ent,,, masé

demonstavelemC,,, 1 < n < w;

C,, naoé finitamente trivialiavel, istoé, rBo existem teorias triviais finitas
emC,, mas enC,, 1 < n < w, se em uma teorifl deriva-sg(a A =(™a),

I e trivial;

as Leis de De Morgan e Redaao Absurdo (RAA) éssica Ao valem em
C,, 1 <n<w,emparticular:
— (maV=8) = =(a A B) naoé um esquemaalido emC,,, 1 < n < w;
— =(a A B) — (- V =) ndoé um esquemaaltido emC,,;
— =(aV ) = (maA—fF) naoé um esquemaalido emC,,, 1 < n < w;

— —a — (a — () naoé um esquemaalido emC,,, 1 <n < w.

0 Teorema da Ded@gpé valido emC,,. Em particular(aAfp) - v F a —

(B —);
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e A comutatividade dos conectivese V inexiste quando a conju@g (disjun@o)
esti sob o0 escopo de uma negag istoé, rao € valido, por exemplo, o

seguinte teorema&ssico:-(a A 3) < (8 A a).

Logo o Teorema da Substit@g de Equivalentes - Replacement Theorem -
naoé valido emC,,, 1 <n < w, o que & empecilho para a defitfig de uma
senantica recursiva para oslculos da hierarquia. Ainda assift, admite

uma serantica bivalorada que pode ser estendida para os outros sistemas
da hierarquiaC,, [1], contudo, tal sef@ntica r&o representa uma fuag de

verdade.

e Os postulados que defineth, 1 < n < w, SAo independentes.

1.1.2 A Logica da Inconsiséncia Episémica - LEI

A Logica da Insconsighcia Espigmica - LEI [2] & uma bgica paraconsistente
desenvolvida para tolerar contradgs oriundas de inféncias realizadas sobre
contextos incompletos.

LEI & a base monotonica de uma logica default IDL [15], mas &ampode
ser utilizada para formalizar racimios baseados em sistemas multi-agentes. Em
LEI, encontramos doidgsbolos que lidam com o conceito de plausibilidade: “?”,
gue representa a plausibilidadédula, e “!”, a plausibilidadeé&tica. ‘«?” pode
ser compreendida intuitivamenté” & plaugvel se pelo menos um dos agentes cr
em sua verdade e!” representa qued” € plau$vel sempre que todos os agentes
créeem em sua verdade. A negagparaconsistente-" de LEI permite lidar com
concludes conflitantes entréfmulas plauiveis, sem que ocorra uma expias
de teoremas. Da cag@ter paraconsistente de LEI.

Objetivando melhor entender o poder dedutivo das constagiesk, e tambm

compreend-las individualmente, um sistema baseado em demlnatural e outro
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11,
. a? oy
1?) «? E?) ~N
o !
N ol E) o
[a]"
I
AN-A

1
=) Sa* E-) L

Tabela 1.1Primeira verao das regras para ? e !, e para a néggaraconsistente

em @lculo de segentes foram desenvolvidos para LEI [8]. Os sistemas seguem
0 pad&o apresentado por Gentzen, e utilizado, ampbpor Prawitz, nos quais
para cada uma das constantegid¢as definidas existem correspondentes regras de
introduc@o e eliminago. Para os conectivos usuais V, —, ~,V e 3), as regras
nao possuem mudancas significativas em gslag propostas parédica chssica.
Para os conectivos “?7, “I” e ", regras com restriges especiais foram
definidas. A regraF’? requer quey seja ?-fechada e que todas asol@ses,
das quaisy dependa, sejam ?-fechadas, a menos dasé@umas sintaticamente
idénticas ax. No caso da regréd!, a premissa de uma apliégda referida regra
deve depender somente derhulas que sejam ?-fechadas (vide tabela 121.2)
Contudo estas regras, apesar de corretas e completas, possue@eeqtie
forcam a exigncia de alguns “desvios” nas deridag geradas, ou seja, passos
desnecessios na constri#io da prova, como podemos observar nos exemplos a

sequir:

2Todas as regras , em sua nova definicsedo apresentadas no ¢afo subseiente, vide

tabela??
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al) ol E
B B —al a o al
T o Bl—=a  Bl—a > ﬁ
alVvV(dAB) (87— ) (87 — a) 7 Y
(67 = o)l (57 = a)

Observe que! V (a! A 3) & conclugo de uma regra de elimiréag para logo
em seguida ser premissa maior de uma regra de eliddn&csegundo o primgio
da inver&o, este seria um passo desgagt, sobre o qual deviemos aplicar um
procedimento de red&@. No entanto, a derivag a direita, queé resultado da
elimina@o dessa aplicap de regra desnecésg, rio € mais uma derivap
valida, pois as restries para a aplicap da regra I! Bo .0 mais obedecidas.
Problemas similares ocorrem com apliges da regra E?, em redigs que mod-
ificam as deperghcias da premissa menor das referidas ajfiiesc

No captulo seguinte, apresentaremos um sistema em @odnatural para
LEI, que tem como principal caractstica a propriedade de ser normairel.

Posteriormente, a principais congéqcias desta propriedade &einvestigadas.

1.2 Objetivos

No captulo 2, sead apresentada a base axaiioa de LEI e algumas de suas
propriedades fundamentais. Em seguida formalizaremos um novo sistema em
dedu@o naturalN'D.¢7, correto e completo em relag a LEI, para o qual ser
analisado a possibilidade de provas normais, no sentido definido por Prawitz.

No captulo 3, definiremos as redfies necessias para aremag dos desvios,
que segundo o Prifgio da Inver&o, nada acrescentaandedudo. As reduges
seRo utilizadas para formalizar uma prova de NormaBzeEraca para o sistema

em quesdo.
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No Ultimo captulo, sea garantido que qualquer que seja d&egia de reduies
adotada, a mesma sempre termén@Mormaliza@o Forte), finalizando com um

resumo dos resultados obtidos e a profside novos trabalhos.
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Capitulo 2

LEI - Apresentacao e Dedu@o

Natural

O objetivo deste capulo é fornecer todas as defidigs e propriedades saticas

de LEI necesarias para o desenvolvimento de umalae sob o ponto de vista

de teoria da prova, apresentando, inicialmente, a linguagem subjacente e, pos-
teriormente, um sistema em dedocnatural correto e completo em rélag@

apresentago axionatica de LEI [8].

2.1 Definigges Gerais

Nesta sego apresentaremos alguns detalhes que dizem regdaitpuagem e ao
uso da mesma. Inicialmente, &apresentado o alfabetd,., do sistema a ser

definido no decorrer da disseréax

Definicao 4. (AlfabetoA,.;) O alfabetaA, ., constitui-se pelos seguintdsgolos,

cada um em sua respectiva classe gramatical:

1. Smbolos bgicos
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(a) Uma constante sentencial para o absurda:

(b) Conectivos proposicionais: (conjun@o),— (implicac¢do), Vv (disjun¢o),

? (plausibilidade cédula) e! (plausibilidade ética);

(c) Duas constante®bicas para a negadp: —, a paraconsistente €, a

classica;

(d) Quantificadores de primeira orderi:e 3.
2. Simbolos @o-logicos

(a) Um conjunto enumével de varaveis individuais:z, y, z, ... ;

(b) Um conjunto enuméwvel de paadmetros individuaisa, b, ¢, .. .;

(c) Um conjunto enuméwel, possivelmente vazio, de constantes individ-
uais;

(d) Um conjunto enuméwel, possivelmente vazio, de¥®olos funcionais:
frg, h, ...

(e) Um conjunto enuméwel de ambolos predicativos @&+ios;
3. Pontua@o: (", ")’e ;.

Como em Prawitz [19], os pametros individuais representam inidivos ar-

bitrarios em contextosao quantificados, o que em outras linguagens de primeira

ordem poderia ser compreendido como &eeis livres, livres de quantificag.

Variaveis, paimetros, snbolos funcionais eisbolos funcionais podem even-

tualmente vir acompanhados thelices alfanuraricos @y, P, f1, i, ... ).

A partir da apresent@g do alfabeto, torna-se pdgsl construir indutivamente

as expres®es sinaticas aceitas para a represeatade termos:

Definicao 5. (Termos Individuaig, u, v, ...) O conjuntos dos termads 0 menor

conjunto indutivamente definido a partir das seguint@sistlas:
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1. uma constante individual ou um @anetro individuae um termo;

2. se f & um $mbolo funcional de aridade n, &, t,, 3, ...t,,, termos, erdo

f(t1, o, t3,...t,) € UM termo.

Podemos, agora, definir indutivamente a linguag&m, que constitui uma
exten§io da linguagem de primeira ordem usualmente utilizada paéaieal
classica. Usaremos letras gregasimstulasy, 3, v . .. para representabfmulas
arbitrarias pertencentes(,..,. Duas brmulas em_ .., sdo da mesma forma se
sao icenticas, ist@, se apresentam identidade atitta. A relago de identidade

sintatica sed denotada poe.

Definicao 6. (Linguagem.Z,.;) A linguagemL,.; € o menor conjunto indutiva-

mente definido a partir das seguinteausulas:

1. sejaP um $mbolo predicativo, &y, t5, t3, ...t,, termos, erfio P(ty, to, t3, ...t,,)

e umabrmulade’l, .;;

2. sejama, [ formulas del..;, en@o (o A 3), (o V ), (o« — () tamkem o

S40;
3. sejac uma brmula deL.;, enio (~ a) e (—«) pertencend L ,.;;
4. sejac uma brmula del ..., endo (a?) e (a!) pertencend L..4;

5. sea & uma érmula deL,.; e x uma varavel individual, erio (Vza*),
(Jza*) pertencema L,..,, ondea* é resultado de se substituir, se existir,

ocorréncias de um dado pametroa qualquer porz.

Eventualmente, com o objetivo de facilitar a leitura dasriulas del .,
iremos omitir paénteses mais externos, contanto que o sginificado e acelac

entre os Bnbolos sejam preservados, assim como em [12].
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O significado informal das constides (a A ), (a V 3), («¢ — ), Vza e
Jza deve ser entendido de maneira usual, com@gih chssica. A respeito dos
simbolos~ e —, temos a representag da negap chssica e da negag para-
consistente, respectivamente. No caso das cordgsugrovenientes da quarta
clausula, faz-se neceés® tecer alguns comearios. Formulas, tais comda?)

e (a!), podem ser entendidas como a represé@uaginética da plausibilidade
crédula e ética den, respectivamente. D€’ podemos intuir que existem ifaios
da provabilidade de. Poém, den’?, ndo podemos afirmar, de maneira irréfugl,
que a e prowavel, demonsével. O comportamento paraconsistente provda
relagio entre a plausibilidade e a negac¢-, o qual sea melhor compreendido

apos a apresentap axionatica que caracteriza LEI.

Definicao 7. (Grau de uma Brmulag(«)) O graug de umadrmulac & definido
como o fumero de ocoréncias de constantegdicas emy, excetuando-se ocdncias

del.

Definicao 8. (Formula ?-livre) Uma drmula « arbitraria & ?-livre sea néao

coném qualquer oco&ncia de “?” e de “!".

Letras latinas maisculasA, B, C, ...denotado formulas ?-livres.
Exemplo 1. a A (f — (A — (v7))) ndoé ?-livre, mas/z(P(x,y) — (Q(z,y) V
Q(y,))) 0&.

De forma similar, dizemos que umarfula qualquet & ?-fechadase todos
0s $mbolos proposicionais de ocorrem sob o escopo de “?” ou “I". O conceito
de formula ?-fechada e ?-livre $&rimportantes na obte&g da propriedades da

apresenteip axionatica de LEI.

Definicao 9. (Conectivo Principal) O conectivo principal de umariula o &
a constantedgica adicionada pelaltima clausula utilizada, da defindp 6, na

constru@o dea.
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No que concernas ocoréncias de vaéveis em érmulas del..,, podemos
classifi@-las como ligadas ou livres. Sejauma varavel, endo sex ocorre em
uma Brmulaa sob o escopo de um quantificadot:( 3z),  ocorre ligada; caso
contiario, oux nao ocorre emy ou ocorre livre. Observe, taraln, que uma
variavelx pode ocorrer tanto ligada como livre em uma mesanmtila.

Seguindo [19], os pametros individuais@ $mbolos usados para variar so-
bre indiMmduos em contextos quantificados. Enquanto que, a&wesiindividuais
sao reservadas para serem usadas em contextos quantificados. Com este tipo de
nota@o, rao precisamos especificar se umaawel ocorre livre ou ligada em uma
formula, tampouco , se um terrédivre para uma vaavel em umadrmula.

Eventualmente, haverades para se considerar séqcias de isnbolos de
A.e; que €0 como termos oudfmulas exceto por conterem, possivelmente,
variaveis na pos@o onde deveriam conter @anetros. Como em Prawitz [19],
tais sedjiéncias séro denominadas pseudo-termos e pseodailas, respecti-
vamente. Brmulas e termos, quando da defaocde £,.,, constituifo casos
especiais de pseudo-termos e pseuaaitilas.

Dessa forma, uma oc@ncia de vaévelz e uma pseudosimula« pode ser
classificada combvre ouligada, dependendo se pertence ou &0 a um escopo
de um quantificador imediatamente seguido

Nem todos os conectivos dé,.., se@o explicitamente definidos atéw da
axiomatiza@o a ser apresentada; a sabey’ {(negag@o chssica), “!I" (plausibil-
idade é&tica), “—" (equivaencia), =" (implicacao forte) e =" (equivaencia
forte), embora no sistema em dedoqiatural a ser consido, os dois primeiros

sejam tratados como primitivos.

Definicao 10. (Conectivos derivados) Os seguintes conectivos/constaigiess

serdo introduzidos por definép:
e (Negago Classica~): ~ o =gy @ — (P(t1,...,tn) AP (t1,...,t0)),
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tal queP(t4,...,t,) &€ qualquer drmula abmica ?-livre;
e (Plausibilidade @tical): o! =4~ ((~ «)?);
e (Equivaléncia<): a < =4 (a — B) A (8 — «);
e (Implicagio Forte=): a = 3 =4f (@ — B) A (=3 — —a);
e (equivabncia fortes): a < [ =45 (o = B) A (8 = ).

A partir da formalizago da linguagent .., e das operdies e definiges aux-
iliares ja exibidas, podemos, €, apresentar o conjunto de esquemas de axiomas
gue definem LEI.

Axiomas Proposicionais @ssicos
1. (=1 a— (- a)

2. (=2)(a—=f) = (= (—7) = (a—=7))

3 (Mp)a@é;@

4. (A1) (aNp) — «

5. (A-2) (anp) =3

6. (A-3)ar— (6 — (an )

7. (V-1)a — (aVp)

8. (v-2) 3 — (aVp)

9. (V-3)(a =) = ((B—=17) = (aV ) — 7))

10. (=-3) ((a = f) = @) — a
Axiomas para os Quantificadores
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

(V-1) Vza — of, t € livre parar ema
(V-2)Vz(a — §) — (Vea — Vz5)
(V-3) @ — Vza, considerando que nao ocorre livre ena

(GEN) a2 — Vza, tal quet nao ocorre livre em nenhuma ldfese da qual

« depende, e ou = t out nao ocorre livre ena
(3-1) af — Jza, t & livre paraz ema
(F-2) V(o — B) — (Fra — Fzf)

(3-3) dxa — «, considerando que nao ocorre livre ena

Axiomas para a Negap Paraconsistente em LEI

18.

19.

20.

21.

(7-1) (e = B) < (@A =p)
(—-2) ~(a A f) < (maV =f)
(=-3) ~(aV ) = (ma A =p)

(ﬂ-4) QL — X

Axiomas para a Negap Paraconsistente envolvendo os Quantificadores

22.

23.

(—-5) “Vza « Jr—a

(—-6) ~Jrxa «— V-«

Axiomas para as Plausibilidades -&dula? e Cética!

24,

25.

(?-1) (@ — B) = ((a« = =B) — —a)
(?-2)a — a?
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26. (?-3)a?? — a?

27. (?-4) (a? — B7)? — (a? — 37)

28. (2-5)(a V B)? — (a? V 3?)

29. (?-6) (—a)? « —=(a?)

30. (?-7)(3za)? — Jz(a?)

31. (?-8)(q)? — (~~ a?)

32. (2-9)a?A ~ (87) — (aA ~ B)?

33. (?-10)a F «!, onde todas as hijleses das quaisdepende&o ?-fechadas.

Na apresentap axionatica de LEI, temos um conjunto de esquemas de ax-
iomas, 0s quais podem ser instanciados asae substituiio uniforme das meta-
variaveis ¢, [, ...) que ocorrem em um dado esquema pomilas de’,..; e
tamkem uma regra de inféncia: modus ponens (MP). Dizemos que umadisag
cia de brmulas< a4,...,a, > (n > 1) € uma prova dex a partir del’, tal que
a = a,, se caday; (1 < i < n)oué uma inshncia de axioma, ou pertencé'a
ou é obtida dey; e a; (k,j i i) por meio de uma aplicé@p de (MP). A relago de
consedjéncia induzida sé@rdenotada pdr + ., «.

Os primeiros nove axiomas correspondem ao fragmento proposicional posi-
tivo da lbgica chssica, garantindo a derivabilidade de todos os teoremas de tal
fragmento. No caso doeadimo axioma, temos a represeritagle um teorema da
l6gica chssica que @0 pertence ao fragmento positivo daica chssica: a Lei
de Peirce.

Comoe sabido, a negag— de LEI apresenta um caer paraconsistente; logo
o prindpio ex falso sequitur quodlibetao deve, em geral, ser aceito. Ou seja, a

conclugo defs A = nao necessariamente representa uma conftadigpaz de
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trivializar uma teoria em LEI. No entanto, se concluirn®s\ —B temos uma
contradi@o suficientemente forte para tornar uma teoria trivial. Este raxooe
expresso atras do axioma 24.

Definiremos comeontradiggo forteformulas da forma A —B ou da forma
B A =3, nas quaisB € obtido des atraves da remdgo de todas as oc@mcias
de “?” e “I", se existirem. Observe que nem toda contradiforte possui a
capacidade de trivializar uma teoria em LEI. Esta redtrég posével atraes da
definicdo do comportamento da negagparaconsistente perante drmulas que
nao {0 ?-livre [8].

A nega@o paraconsistente, em virtude de seu fraco poder em réla@
nega@o chssica, impede que teoremas de poder dedutivo relevante sejam de-
rivaveis em LEI, os quais necessitam de apbescde reduio ao absurdo como
na lbgica chssica. Por exemplo, a dualidade entre os quantificadl@edeixou
de ser derivada, assim como, taénh as leis d®e Morgan Com o intuito de
recuperar o poder destes teoremas, foram adicionados os axiomas 18 a 23.

No que diz respeita diferenca entre o0 comportamento denfiulas ?-livres e
aguelas quedo o €0, todos os teoremas dayica chssica 8o preservados para
as ?-livres. Ou seja, todos as constanbgschs “chssicas” funcionam como na
l6gica chssica paradrmulas que sejam ?-livre; em particular, a négagaracon-
sistente =" comporta-se classicamente para taisrulas.

A nega@o chssica, qué um conectivo derivado na aprese@mmexionatica,

0s seguintes teoremada\alidos em LEI:
Teoremal. e F (a—f)— (o =~ () =~ a)
e Fvva—

O que comprova que a constanégica ~ realmente se comporta como a

nega@o no seu sentidoassico.
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Em formulas ?-fechada, qualquer “?” ou “I” adicional torna-se irrelevante.

Esta nogoé formalizada atraés teorema a seguir.
Teorema 2. Sea € uma brmula ?-fechada, eéib- o < a?” el a < !

LEI atende ao teorema de substifiogcde equivalentes (“replacement theo-
rem”), ou seja, se (< [’ enfiok a < o/, de forma quey’ & obtido atraés da
substitui@o, ema, de s por 3.

teoremeé valido em LEI, o teorema da dedug. Formalmente:
Teorema 3. Sel',a + 3, entiol' F a — 3.

Dentre os principais teoremas de LEI, algun&eergora mencionados devido
a utilidade dos mesmos na prova da corretudeadouto N'D.¢7 a ser definido.
Tais teoremas dizem respe#antrodu@o ea distributividade de “?” e “I” sobre
a implica@o.Estas observaes a respeito dos meta-teoremas e teoremas de LEI

podem ser verificadas em [2].
Teorema 4. Se-- o — [ enBotr a? — (7 et al — f!
Teorema 5.+ (a — B)! — (a? — (37)

Teorema 6.+ (a — B)! — (a! — 3!)

2.2 Dedu@o Natural

Dadas as defin@es e explandigs gerais sobre o sistema LEI, apresentadas na
se@o anterior, podemos partir para a consiaude um sistema em de@enat-

ural que seja equivalente a sua axiomatiwae que possua a propriedade de ser
tanto fraca como fortemente normaizl. Ou seja, que as deriiss realizadas
neste sistema possuam uma formadeace, padio, no sentido apresentado no

caftulo 1 e a ser formalizado no cialo subsegiente.
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Na primeira apresentag de LEI em dedwp natural [8], formula-se um sis-
tema correto e completo em re#axca axionatica de LEI, o qual segue os moldes
daqueles propostos para@ica chssica, como em [6] e [19]. No entanto, al-
gumas restriges na aplicao de suas regras de irdecia se apresentam demasi-
ado fortes de tal forma que a normalidagfraca, como queremos definigae
aplicavel. Tal impecilho nos motivou a buscar um novo sistema em @edugtu-
ral para LEI que ao fosse carente de tal propriedade. Em particular, a normatiza¢
era perturbada pelas constantagitcas “?” e “I”, quando estas eram manipuladas
em suas respectivas regras de iafmia.

Os sistemas em dediug natural 8o apresentados usualmente agage um
conjunto de regras de infamcia divididas emregras de introdugo, regras de
eliminagdo. Possivelmente, outras regras de iafeia que &o sigam o pa@o
introdu@o/elimina@o podem ser definidas, como, por exemploedug@o ao
absurdo Para cada constantegica, devem existir uma regra de introdoge
outra de eliminago correspondente, sendo que algumas regras possuendssstri¢
(pre-condi@es) para as suas apliéas e tamém realizam descarte de bigses
(pbs-condi@es).

Nesta nova apresentag de LEI em dedw@@p natural, contudo, usaremos um
conceito diferente: o sistema a ser coristbuneste trabalho tarsuas regras de
inferéncia e operdies de descarte definidas separadamente. As primeiras consti-
tuirdo agquase-derivages e aslltimas sefio formalizadas atré&s de uma furéip
de descartg.

Em [19] esta converdp para o descarte de bigses foi utilizada em formulées
de sistemas em dedag natural aséigicas modais S4 e S5 com o intuito de
fornecer sistemas modais pagss de normalizép. A solu@o apresentada garan-
tiu a normalizago, poem sem que se utilizasse todos as constaaggsds como

simbolos primitivos. A saber: o0 modalidade “possibilidade”, representadg por
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deveria ser tratada como derivada, dada a dualidade €n¢rél (necessidade)
existente nos sistemas modais gae estendidos a partir dagdica chssica.

Considerando a existicia de uma trad@p entre um fragmento deE e
S5 [8], 0 uso da proposta de Prawitz para os sistemas modais poderia ser adap-
tada emLFEI, no entanto, sem que todas as constariigEds em LEI fossem
tratadas como primitivas, pois a constante, eRV, que corresponderia§ em
S5, a plausibilidade @dula “?”, deveria ser introduzida por defiaegg Contudo,

a referida estrégia rao atende aos objetivos do presente trabalho, pois se busca
a normalizago paraN D.¢7 de forma que todos as constantégitas del .,
sejam tratadas comansbolos primitivos.

Pretendemos, no presente trabalho, fornecer um sistema enadeathtgral,
normalizavel, correto e completo em retaga axionatica de LEI e com todos as
contantesdgicas tratadas comarnsbolos primitivos. Dessa forma, a fuing de
descarte precisarsofrer algumas modificées, em relagoa vergo utilizada por
Prawitz!, para que um sistema com boas propriedades em termos de Teoria da
Prova (normaliza@o, propriedade da suainula, . ..) seja poseel.

Usaremos a letra greda, possivelmente conmndices, como meta-vavel

para quase-derivaes, as quaisa® definidas indutivamente como a seguir:
Definicao 11. (Quase-Derivago II) II € uma quase-derivap se:

e oull &umabrmulaa qualquer pertencente ... (« & uma quase-derivag

dea dependendo apenas dé;

e OU existem quase-dedigsIl;, II, e II; tal quell & obtida atraes da

aplicagdo de algum dos pades encontrados nas tabelas 1 e 2 (denomi-

1As modifica@es adotadas neste trabalho para o sistema ema@datural para LEI, dada a
exiséncia da tradwip citada, resolveriam, tardim, os problemas com a normaliaa¢ com todos

0S conectivos como primitivos, para os sistemas modais citados
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nados regras de inféncia), levando-se em considegacas restrifes par-

ticulares de cada regra.

Como podemos observar, para cada constagiied do sistema, exceta,

existem uma regra de introdiug, a qualke denotada pela letra “I” seguida pela
constante introduzida, e a sua correspondente elidmalgnotada pela letra “E”
seguida da constante eliminada. As regras da tabela 1 seguenfo padal de
apresentefp para sistemas em dedwocnatural ([19], [6]).

As regras da tabela 2ap constituem propriamente regras de intr@tuQu
eliminag@o, mas podem ser entendidas como uma forma de reescritatentrads.
Esse comportamento sintaticamentéraalo, pois o prinipio da inverdo rio é
diretamente observado, se deve aos axiomas de LEI que buscam conservar parte
da teoremicidade perdida no processo de dé&fniga negao paraconsistente.
Teoremas como as leis de De Morgan e a intréduga dupla negap &m seu
lugar garantido devidas regras da tabela 2.

E imprescindvel salientar que, embora aindacmformalmente apresentadas,
uma €rie de restriges, sobre suas regras correspondentes, deve ser obedecida
para que uma quase-deri@gacseja considerada como tal. Antes,gmoy de ap-
resentarmos as restdigs, que completam a defiaig das quase-dedags, apre-
sentaremos outros conceitos fundamentais para a defidgs restriges e, con-
sedientemente, do pprio sistema.

Denominaremoaplicacgio de uma regra infémciauma inséncia de qualquer
uma das regras apresentadas (Tabelas 1 e 2)%%3% uma aplicago de uma
regra de infegncia qualquer, e@bay, . .., SeRA0 as premissas/éa conclugo
da referida aplicégo. Nas regras de eliminag, a premissa que c@m a con-
stante bgica destacada denominad@remissa maioe as demais, se existirem,
premissa menotUma determinadafmulaa pertencente a uma quase-deriac

I1 se@ tratada comacorréncia de drmulaemII quando quisermos enfatizar a
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Tabela 2.1: Regras de Introdigce Eliminago, e Regras do Absurdo

11
Q.
1? a?
IT,
o
N ol
m, 1 11,
o f alp
IN aANp EiA T
II
I 1
o g
|1\/ Oé\/ﬁ |2\/ Oé\/ﬁ
11,
B
l— a— (3
11
of
I3 Jza
1L
oy
IV Voo
1T I
1 B AN—-B
- =a E- 1
II
I 1
J_l ﬁ/\Nﬂ
I~ ~a E~ 1
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Tabela 2.2: Regras Especiais

I
aA-f

—(a— f)

IT;

~(a A B)

IT;

—(a V)
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I

—(a— )

a A -f3

I
~(aAp)
oV S

I
~(aVp)
—a A\

1
Y

«

IT;
Voo
Jr—«

—Jra




posi@o dex emlIl, istoé, para uma dadéfmula deC ..., podem existir raltiplas
ocorténcias enil, porem uma ocog&nciaé tnica e referencia unanica inséncia
de formula. A no@o de ocoréncia de brmula se faz necegsa quando se quer
relacionar a pos#po de brmulas quaisquer em uma quase-de@ac

Dada a nogo de oco@ncia de drmula em uma quase-deriagll, podemos
definir a seguintes négs: umadrmulaa ocorre imediatamente acima dena
outra Brmula s em uma quase-derivagIl, sea for uma premissa de uma de-
terminada aplica#o de regra de inféncia emll e 3 for a conclugo da referida
aplicago. Da mesma forma, dizemos que urbarfulac ocorre acima de3, se
ou « ocorre imediatamente acima deou se existe uma oc@ncia de érmula,
da quala ocorre imediatamente acima;eocorre acima de¢f. Reciprocamente,
pode se dizer qug ocorre imediatamente abaixo de no primeiro caso; e que
(3 ocorre abaixo de;, no segundo caso. Em ambas as sibea¢dizemos que e
( esBoconectadosou seja: existe uma congx determinada par e 5. Diz-se,
ainda, das premissas de uma aplé@ade uma regra de infamcia que as mesmas
ocorrem lateralmente, ou seja, sejaie a, premissas de uma mesma apl@ag
logo, a; ocorre ao lado de;, oua; ocorre lateralmente @s.

As formulas que &o possuem nenhuma odamcia de érmula acima, em
uma dada quase-deriagll, denominaremotop-formulas(as folhas darvore
de prova), e adrmula que &o possui nenhuma océrrcia de drmula abaixo,
formula final

O comprimentd de uma quase-derivagIl, /(II), & definido como sendo o
nimero de ocoémcias dedrmulas enil. E importante ressaltar que muitas das
provas apresentadas neste trabalhasprovas por indw@p sobre o comprimento
de quase-derivées.

Utilizaremos a seguinte notag para explicitar topérmulas ou a concl@®

de uma quase-derivaglIl:

33



° [?[] denota um conjunto de océmcias dedrmulas da forma que o top-
formulas de uma quase-derigadI. Se ao ines de colchetes, utilizarmos

paenteses, umanica ocoréncia den estad sendo destacada;

° g denota a conclé dell, a qualé da forma.

Observe que entra e Il nao aparece a barra horizontal que caracteriza a
aplicago de uma regra de infancia, de forma que: est contida entl, pre-
tendendo, com a notag acima definida, apenas desétda, rao representado uma
ocoréncia externall.

Logo, faz-se neceéso observar que:

1. z(@) — I(TD);

2. 1 (1) = 1a1).

Porem, ! (1) = I(IT) + 1, pois a barra horizontal pressigpa utilizago de
alguma regra de inféncia.

De uma maneira informal, as quase-derdes; se apresentam sob a forma de
uma estrutura erarvore, as quais podemos chamar informalmentarderes de
prova. Sejax uma ocoréncia de drmula em uma quase-derigaglIl qualquer,
dizemos que aubarvore determinada pot: € a quase-derivap obtida a partir
de Il pela remo&o de todas as oc@mcias dedrmulas, exceter e aquelas que
ocorrem acima de.

Dizemos quer, de comprimento:, € umacone@o entrea; e a,, €m uma
quase-derivagpll seo = aq, as, .. ., a,, tal que, pard < i < n, a; est conec-
tado ax;, 1. Note que existe umanica cone#o entre duas oc@ncias quaisquer
de formulas em uma quase-derigac O conceito de conar sea utilizado na

definicdo das restriges de aplicago das regras de infemcia. No entanto, antes,
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definiremos a nd@o de deperihcia que sér utilizada, tamém, na definigo da

funcao de descartg.

Definicao 12. (5 depende de: emII) Dizemos que uma ocd@ncia de érmulaj
qualquer depende de em uma quase-derivag I1, sea & uma top-drmula que
ocorre acima de?, e ou a funéo § ndo é aplicavel a«, oug(«) = v e~ ocorre

abaixo des.

Quando da apresentag das regras de infamncia, foi determinado que certas
regras Ao poderiam ser aplicadas arbitrariamente, a menos que fossem atendi-
das determinadas resties. Dada a n@p de deper&hcia, podemos definir tais

restrighes.

Definicao 13. (RestriPes sobre Aplicdies de Regras de Infemcia) Uma quase-

derivag@o IT somente séraceita como tal se:

1. em cada aplicag§o da regra ¥/ emlIl, existe um termo qualquer deA,.,
que rao ocorre livre eny e em nenhuma hijtese das quais sua premissa

af depende;

2. em cada aplicago da regra B emll, existe um termo qualquer deA .,
qgue réo ocorre livre eny nem mesmo em e em nenhuma higese das

quaisl’ depende, exceto as de formg;

3. em cada aplicago da regra I!' emll, cada conedo entre a premissa de
uma referida aplicago e uma ocom@ncia de drmula da quala depende

coném uma ocoréncia de drmula queé ?-fechada.

Dessa maneira, faz-se necass fornecer ao sistema alguma forma de descarte
de hipbteses que @ €10 mais necessias para a continuidade do processo de-
dutivo, istoé, hipdteses que possuem apenas unateartransibrio na quase-

deriva@o.
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Nos sistemas em dedig natural Assicos, o descarte de taistiigse< feito
de maneira uniforme. Se uma determinada regra deiné& permite o descarte
de hipoteses, todas as océncias de topédrmulas que possuem a mesma forma
da formula a ser descartada, efetivamente aser

Como observado anteriormente, no sistema em deduatural pretendido
para LEI, o descarte de lifeses sérfeito de maneira mais liberalaa o uni-
forme; e para tal, contruiremos uma fé@oecde descartg, a qual definia em que
ocorencia de drmula de uma quase-derigaglIl (e em que circunancias ...)
uma dada hiptese sex descartada.

Para definirmos a fui@p de descartg, precisamos, antes, formalizar o con-

ceito que denomirarem@svore plaus/el. A definidoé como a seguir.

Definicao 14. (Arvore Plau$vel determinada poff dependente de) Considere
uma quase-derivap II, logo, se existe, erl, uma sularvore determinada por
uma ocoréncia de drmulag qualquer quee ?-fechada e que atends seguintes

condiges:

1. para cada hiptese, diferente de, da qual3 depende, a conéw entre
e a respectiva hiptese deve conter pelo menos uma ogocia, aém des,

de Hrmula queé ?-fechada;

2. deve existir pelo menos uma bipse, da quab depende, qué da forma
Q,
enfio dizemos que tarvore & umaarvore plausvel determinada poty depen-

dente de.

Se em uma ded@pI1, temos umarvore plaussel determinada poy depen-
dente dev, de forma que &o exista nenhuma océmcia de brmula abaixo de

gue determine, tan@m, umaarvore plaus/el dependente de, dizemos que tal
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arvore plausvel € maximal. Dada a n@p dearvore plausrel, podemos, efab,

definir a fun@o de descartg.

Definicao 15. (Funcdo de Descartes) Sejall uma quase-derivap, e« uma
ocorréncia brmula queé uma hitese (topdrmula) emlIl. Logo,F(«) = 3, e

« e (§ atenderem a uma das seguintes coddg;abaixo:

1. 7 depende de.emll, e 5 & premissa menor de uma apliéexda regravE,
que possui premissa maior da form@ Vv ) ou (v V «), e 8 & a primeira

ou segunda premissa menor da referida apl@agespectivamente;

2. § depende dee emlIl, e 5 & premissa de uma aplicag da regra -, que

possui conclu@o o — j;

3. § depende dev emlIl, 3 & da formal e & premissa de uma aplicag
daregral— ou L ~, e« & da forma—y ou ~ -, respectivamente, com

conclugio;

4. 3 depende der emlIl, S & da forma_l e & premissa de uma aplicag
daregral— ou L ~, e« & da forma—y ou ~ -, respectivamente, com

conclugio~;

5. § depende de emlIl, e 3 & premissa menor de uma apliéagda regra E?,
cuja premissa maioé da formaa?, e « & top-brmula de algumaarvore

plaudvel dependente de em;

Observe qug é uma fun@o parcial, ou seja, para uma dada de@s(gl, §)
€ possvel queg nao seja apliavel a algumas topsfmulas.

A partir da defini@o da fun@o de descartg, as regras que possuem o descarte
de hipoteses associadosua aplica@o tefo as hipteses a serem decartadas, por

tal regra, denotadas da seguinte maneira:
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15 11, 11, I,
a? oy dra v
v v
[a]1]" "
I1; I, 1
avBi v Y .
8 ’ a—f3
[a] [a]
v v
sa ~at
[Fo]* [~ a*
v i
al al

Usaremos letras mirsculas do alfabeto latingj e £ como um artifcio da
meta-linguagem para denotar classes de bopviilas descaat/eis simultanemente
em uma mesma aplicag de regra de inféncia. Observea direita da regra de
inferéncia, a oco@ncia do 6tulo que determina a classe decartada. Quando quis-
ermos nos referenciar ao descarte de wmiaa hipptese e Ao de um conjunto
com uma ou mais, ao k¢ de letras do alfabeto latino, usaremasneros in-
teiros. Assim, definidas as nags de quase-derivag e da fungo de descartg

podemos apresentar a @acde derivago no nosso sistema.

Definicao 16. (Dedugo (I1, §)) Sejall uma quase-derivép eF uma fun@o
de descarte como definida acima, &t o par ordenaddIl, §) constitui uma

dedu@o no sentindo pretendido.

A relagao induzida pelas derivag emN D7 se@a denotada pofr;, e

DrLEI

pode ser definida coma: a se e somente se existe uma deéohufl, §)

DrEr

de concludao« dependendo da C T'.
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2.3 Completude & Corretude

Nesta sego, apresentaremos uma prova de que o sistema ematedadural

propostcé correto e completo em rekaga axionética de LEI, considerando que:

1. Dizemos que o sistem@ correto se, parl e « arbitrarios, " H a,

DrLET

entol' 5, a;

2. Dizemos que o sisten@acompleto se, pafdae « arbitrarios,I' b ; «, enfio
' Q;

NDrEr

2.3.1 Completude

A completude deV' D¢z em rela@o LET consiste em garantir que todos os ax-
iomas que definem LEEB® deriaveis no nosso sistema em de@logatural e que

o referido sistema fechado em rel@pa regra Modus Ponens (MP). Logo, qual-
quer se@éncia de prova enb 1 pode ser transformada em uma derd@em

ND,¢7, de modo que a relag de consdigncia bgica seja preservada.

Demonstrago. A prova se da por indu@o no comprimento de uma d&mcia
de provalay, . .., ) qualquer.

Sejan,, pertencente B, logo, a uma derivaip formada somente pay, atende
ao teorema.

No caso dex, ser obtida atra@s de instanci@p de um dos esquemas de
axioma deLET ou atraes de uma aplicép da regra modus ponens (MP), as

seguintes derivdies atende ao teorema.

Axioma (—-1)

R
a— (f—a)
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Axioma (—-2)

o (a— PP & (a—(8—7))"
B B —
Y
o — 7y

(a—=B=7))—(a—=7 "
(a@—8)— (a— (B—7) — (@— 7))

1,3

2

Axioma (A-1)
(@A p)!

Q

(@nf)—a

Axioma (A\-2)

Axioma (A\-3)

Axioma (v-1)

Axioma (V-2)

aV .
B— (aVp)

Axioma (V-3)
o’ (a—7v)?° B (B—17)

(v p)! ¥ 7y
b
(aVp)—~ )

(B—7) = ((aVB) =)
(=)= ((8—7) — ((aVp)—~))

2,4

3
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Axioma (—-3)

ol ~a?
L
B 1
a5 (0P —a)
a ~ ot
Loy
)

Axioma(v-1)
Vaal

X
O

—1
Vea — of

Axioma(v-2)
vzo! Vo(a — B)°
oy ay — B
B¢
Va3
(Vrxa — Vz[3)
Vr(a — ) — (Vea — Vaf) ’

1

Axioma(v-3)

zl
ay

Voo
a — Vo

Observa@o 1. z ndo ocorre livre enmu, et nao ocorre livre emo.

Axioma(v-4)
r
I

X
QG

Vio

Observa@o 2. out = z ou t "o ocorre livre emu, e t rAo ocorre livre em

nenhumadrmula~, v € T'.

Axioma(@3-1)

zl

Jxa

xT

of — Jza
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Axioma(3-2)
Vo(a — 3)3

o "o [

B

Jzal Az3
320 g

oo — 28 |

Ve(a — f) — (Jza — Jz0)

3

Observa@o 3. out = x out nao ocorre livre enu, e t rao ocorre livre emdz (5 e

nem em nenhumarmula da quaBz 5 dependa, a menos das ocencias dev;.

Axioma(3-3)

Observa@o 4. out = z ou t "o ocorre livre emu, e t rao ocorre livre em

nenhumadrmula da quaBz/5 dependa, a menos das océncias dey;.

Axioma(—-1)
=(a — B)* a A 32
aAf ) ~(a— ) ,
~(a—=p)—(@np) (aA=p) = ~(a—fF)
(= ) < (aA=p)
Axioma(—-2)
~(aAB)! —a Vv -f?
(o V) ~(aAB)

~(aAB) — (~aV-P)  —aV-B— (B
~(aAB) & (~aVB)

Axioma(—-3)

~(avB)! —oV o3
(na A —B) ~(aAp)
~(aVvB) = (caA-f)  (canoB) = (aVp)
“(aVp) < (ma A=)
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Axioma(—-4)

1 (8%
Q e
1 — X 1 O — 2

Axioma(—-5)
—Veaol Jr—a?
dr—a ) Vo
—Vea — Jr-a dz—a — Vo

Vo — Jx—a

2

Axioma(—-6)
—Jral Yr—-a?
Vr—o ) —Jdza
—Jdra — Voo Ve—-a — —Jdxa

—Jdza — Ve«

Axioma(?-1)
a a—B o a—-B
B -B

BA-B
e}

(og—>—|B) —

(@ = B) = ((« = =B) — —a)

Axioma(?-2)

Axioma(?-3)

Axioma(?-4) ? a7 g7
Q! ol — D

37

(a? — (7)7 a? — (37
ol — 7

(a? = A7) — (a7 — B7)
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Axioma(?-5)

o s
a? p?
aVp (a?Vvp?) (a?Vvp?)
(aVv ) (a?V [37)

(@? Vv 37)
@V B)? — (a?V 37)

Axioma(?-6)
(ma)? —(a?)
—(a?) (ma)?
(—a)? = =(a?) —=(a?) = (-a)?
(ma)? = =(a?)
Axioma(?-7)
o?
(Jza) FJz(a?)
(Jzxa)? Jz(a?)
Jz(a?)
(Jza)? — Jz(a?)
Axioma(?-8)
a?l (::5)?
(~~a)?
a? — (~~a)?
Axioma(?-9)

(@?A ~ (87))°  (8)*

~ (67) p?
(@)? ~
(0?7 ~ (57))" ah~ D
a? (an ~ (3)7

(an ~ B)?
QA ~ (B7) — (ah~B)7
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2.3.2 Corretude

A corretude sex provada por ind@p no comprimentdéde uma dedu@oI1 qual-
quer em dedup natural,/(IT). Os conectivos para a plausibilidadeaerum

tratamento diferenciado, mais especificamente, as regras E? e I!.

Demonstragéo. Seja(Il,§) uma dedugo, de comprimentd(Il) = n, dea a

partir del’, istoe, I" «. Queremos provar, e, quel’ k- ; «. Considere

DrEr

o teorema @lido para deduies cujo o comprimentek, parak < n. O
IA)

(1) HI:T g aelybg O

2) a—=(B—(anp))

(3) 8= (aAp)

(4) anp
EA)

(1) Hl:Thy 8
(2) T—{a}hpa—p
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HI.:Tybgalf
(A B) — B))
s

Hl: T«
a— (aVp)
Iher (aVp)

Hl: Tz G
B — (aVpB)
I'bp (V)

Hl.Thgavpgely b v, Do ber vy
(@—=7) = ((6—=7) = (aVvpE) =)
Iy —{a}hpa—7y

Ly — {8} buer B —

((B—=7) = (Vi) —7))

((aVB) =)

I —A{a}, Ty = {5} ber v
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(2) af — Vza,

(3) T hHp Vea

(1) H.I.:THpg Vea
(2) Vea — of

(3) Thp of

(2) of — Jza

(3) I'hpy Jza

EJ)

I' B Y

(2) af — Jra
(3) I'bp dza

1N

1. H.I: T k5, «, tal que existe uma ocd@ncia de érmula~;, que atendés
condi@des apresentadas na restagobre aplicap de I!, em cada conar
entrea e uma hiptese da quak depende (consideid& o conjunto de tais

ocoréncias dedrmulas);
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. H.I.: T'x b5 «a, representando a derivag (I, §'), em que(Il, ), I é
obtida dell atrawes da rema&o de todas as oc@mcias dedrmulas acima
de 7, para cada ocoéncia dey; emI'x, e §’ C §, para os pares que

contenham alguma oc@&mcia dey; como doninio;
. a b al, instincia do axioma 33 (?-10);
. I'" bz, a!, modus ponens (2,3);

e = (%8 — .. (r — al))...), aps sucessivas aplicdgs do teo-

rema da dedw@p (4);
. I' g 7f, para cada ocoéncia contidd™, por H.I.;

. 'z !, apds sucessivas aplicags de modus ponens (5,6)

I'He~ ((~ «)?) hipbtese indutiva
I'N'~abp~a«

~a— (~a)?

I~ abp (~a)?

I~ abp~ ((~a)?)

(~a—=(~a)?) = ((a =~ ((~ @)?) =~ (~ @)

LhHpi~ (~a) teorema da ded@g (4,5), e, posteriormente, modus ponens (6)

~ (~a) — a teoremann (cf. apendice x)

I'hg o modus ponens (7,8)
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(1) HI.:Thg «
(2) a—a?

(3) T'hHp a?

E?)
Para esta regra, prosseguiremos com a prova de modo ligeiramente diferente. De
inicio, seh provado o0 caso em que a premissa menor de uma gmickcE? de-

termina umainicaarvore plauvel dependente de.
Caso base - Premissa menor determiraore Plau$vel
1. HI: Ty B af
2. H.Il.: Ty, a b ; 7, representandoavore plausvel determinada pot;

3. I'y kg a — v, aplica@o do teorema da dedag (2);

4. Ty, (o e v)!, como na prova da corretude da regra &,que aarvore

plausvel atendexs condiges de aplicap;
5. bpr (g ) — (a? Bp v?7), instancia do teorema 5;
6. 'y b a? — A7
7. I'1, 'y Hsr v?7, modus ponens (1,6);
8. 7?7 — ~, pois~ & ?-fechada pela H.I.;

9. I'y,I'y K x; v, modus ponens (7,8);
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Com a prova acima, garante-se que para Umeaarvore plaus/el, que seja
determinada pela premissa menor da apioata regra E? em destaque, a régra
correta. Contudo, a regra proposta trabalha com umaro ilimitado dearvores
plausveis, as quais podem ser determinadas por qualquerénmiarde drmula
contida naarvore de prova determinada pela premissa menor. Tal quakdquie
efetivamente permitir o uso das reddes permutativas de maneira usual.

A prova para a veBo completa da regra $epor indu@o no rumero de
arvores platveis dependentes de Inicialmente, escolhe-se uraavore plausvel
qualquer enil a partir da oco@ncia de drmula que a determina. Aplica-se o caso
base nestarvore, que por sua vez deixa de ser lanare plaus/el dependente
de o, ja que as ocoéncias dex que se apresentavam como t@prfiulas nesta
arvore p foram descartadas. Com um menamero dearvores platiseis, pela
hipbtese indutiva, a reg@apli@avel.

)

(1) Thg (aA=p)
(2) (@A=p) < ~(a—pB)
(3) kg ~(a— F)

E-1)
(1) Thpr ~(a—B)

(2) ~(a—pB) < (aA-p
(3) T hg ~(a—B)
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['He (ma VvV —p)
(Vv =f) « =(anp)
I }—LEI —|(Oé VAN 5)

I }—LEI —|(Oé VAN 5)
~(aAB) < (V=)
I'He (ma VvV —p)

['He (Vv p)
(V) < (maA=p)
I'Her (haA—f)

I'bp (ma A=)
(maA=8) « =(aVf)
'k g —\(Oz vV ﬁ)

I'bge
 <— T

P }_LEI T
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I' Mg 7o
- —

'k a

'k g dr—a
Jr—a — —Vza

F |_LEI ﬁv.Z'Oé

F |_LEI _|V.Z'Oé
Vo — Jx—a

'k g de—o

'k g Voo
Vr—a < —Jdza

F }_LEI _|35L'O{
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(1) T'hp ~Jza
(2) —Jra « Vo«

(3) T'hHp Vo

(1) T kg —(a?)
(2) =(a?) < (ma)?
(3) kg (ma)?

(1) T hpr (ma)?
(2) (ma)? < (ma)?
(3) T hipr (ma)?

Dadas as defin@ies necessias e a garantia da equigatia do élculo pro-
postoa axionatica apresentada, prosseguiremos natelpsubsegente com a

prova da normalizaip fraca pardV D ¢z.
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Capitulo 3

Normalizacao Fraca paraND; g

Iniciaremos neste c#plo o estudo sobre a normaliZex; fraca emV D, z;. Na
primeira se@o, definiremos o conceito de pretendido de normadiaag prova
normal. Apresentaremos, taém, alguns conceitos acés®s relativosa prova
da normalizago. Na segunda s&g, apresentaremos as redes que constituio
o procedimento de red@g das derivaies do sistem&/ Dy ; ate a obtengo de
provas normais. O esquema geral de prova sagmutatis mutandisaquele
proposto em Massi [10], o qual foi originariamente utilizado para a demoéastrac

da propriedade de normaliZagfraca para adgica Chssica em ded@p natural.

3.1 Definigges Gerais

Inicialmente, faremos de uma pequena simplifcaga notago utilizada: ao
invés de nos referirmos a uma derigagcom a notedp (11, §), tal quell con-
stitui uma quase-derivag e§ uma fun@o de descarte, utilizaremos apembs
para denotar tal derivao.

No captulo anterior, definimos a nég de coneo, a qual foiitil na definigo

das restriges sobre certas aplida&s de regras de infamcia e, tamém, na definigo
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da fun@o de descarte. Fam iremos particularizar a nag de coneso com o in-
tuito de obter o conceito de segmento, posteriormente o de segmariman

como em Prawitz [19].

Definicao 17. (Segmenta’) Um segmento em uma deriall € uma segencia
o = ayp,as, ..., a,, de tamanho n, de consecutivas o@tias de drmulas em

uma conedo dell, tal que:

1. a; ndo é uma conclu&o de aplicaéo de B/, EJ e EZ;
2. a4, (1 < n), @ uma premissa menor de uma apligagle E/, E5 ou E/;

3. «a, ndoé uma premissa menor de uma apligage E/, EJ ou E’.

Observe que todas as odamcias de drmulas em um segmento qualquer
sao da mesma forma, e que o conceito de segmeatomo apresenta-se como
uma generalizép da nogo de brmula naxima, em virtude de algumas regras
(Ev, E3, E?) “mascararem” a existcia de umadrmula maxima [19].

Estenderemos a nag de segmentoaximo [19, 10], adaptando-a pakaD; x;

COMmo se segue.

Definicao 18. (Segmento Biximoo) Sejac = ag, as, ..., a, Um segmento qual-
quer. Enéio, segundo o comprimento depodemos classif&clo como:
@n=1

1. a;(= a,,) € conclugio de uma aplica@o de regra de introdwo ou de regra

do absurdo intuicionistae &, ao mesmo tempo, premissa maior de uma

aplicagao de regra de elimin&ip;

A regra que representa o absurdo intuicionéstana aplica@o L - ou L ~ que riio descarta

qualquer hiptese. Uma defind@o mais precisa sobre o assunto pode ser encontrada em [19].
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2. ai(= «,) & conclugo de uma aplicago do absurdo éssico (L ~), ou
do absurdo paraconsistente {-), e&, ao mesmo tempo, premissa maior de

uma aplica@o de uma regra de eliminag;

3. ai(= «,) & concludo de uma aplica@o do absurdo éssico (L ~), ou
paraconsistentel(—) e &, ao mesmo tempo, premissa menor dedtd E-,
respectivamente, tal que a premissa maior dédima &€ uma top-brmula

da forma~ « (no caso de E) ou—« (no caso de E);
(b)n>1

1. a,, & concludo de uma aplica@o Ev, EJ ou E? eé, ao mesmo tempo,

premissa maior de uma aplicag de regra de elimindp;

2. «,, & conclugo de uma aplica@o de E/, EJ ou E? eé, a0 mesmo tempo,
premissa menor de uma aplidég de E- ou E-, cuja premissa maiogé

uma top-brmula da formasima, or —a, respectivamente.

Como pode ser observado, existem alguns segmerdssmos que fogena
idéia original motivada pelo primgio da invero [19]; tais segmentosan ter-
minam com uma premissa maior de uma apBoade regra de eliminag, rao
caracterizando, assim, um desvio na de@em@u seja, aplicé&p dispenavel.
Contudo, tais segmentos devem ser removidos, pois perturbam aa@mos
segmentos @Ximos tradicionais. Portanto, pdimrepresentarem essencialmente
um segmento @ximo, na definigo de grau de uma derivéag, tais segmentofo

sedo considerados.

Definicao 19. (Grau de uma deriva@p) Denotamos por/(II) o grau de uma
derivag@o I, queé definido como sendd(Il) = max{d(c), tal quec & um

segmento @ximo do tipo (a.1), (a.2) ou (b.1)
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Se casdl nao contenha segmentosarimos, ou se &0 coném segmentos
méaximos (a.1),(a.2) ou (b.1), éwd(Il) = 0. Os segmentos aximos consid-
erados na defingp do grau dél sao aqueles segmentosarimos definidos por
Prawitz [19].

Aplicagdes das regras\E EJ e E! que rao descartam qualquer ocencia de
formulas sefo classificadas conaplicagdes redundantegois, trivialmente, tal
aplica@o é desnecessia para a obte@ de conclu&o esperada. Dessa forma,

podemos, efdio, definir o nosso conceito de derigaghormal.

Definicao 20. (Derivagdo Normal) Uma deriva@o IT qualqueré uma derivago
normal se e somente $&€nao contiver segmentosaximos (de qualquer tipo)

nem aplicaes redundantes de regras de iréfecia.

Na se@o seguinte, apresentaremos e8tjats de remd@p para cada um dos

segmentos @ximos definidos.

3.2 Redu@es

Usualmente, as red@es &o classificadas emés tipos: redu@es operacionais,
redu@es permutativas e reddgs do absurdo. As redd€s operacionais e as per-
mutativas, que dizem respeito aos conectivos da linguagebydzlchssica 8o
introduzidas por Prawitz [19]. Acrescentam@s, mesmas, as redigs corre-
spondentess constantes que denotam as plausibilidades,“!”. Em todas as
redu@es abaixo, a derivaga direitaé umaredug@o imediatada deriva@oa es-
guerda. Denotaremos a redacde reducibilidade pasr>. Denotaremos pdR a
regra de elimina&o que tem como premissa maidrlima ocoréncia de érmula

do segmento &ximo referenciado.
e Redu®es Operacionais

57



58

>D

(3.1)

(3.2)

(3.5)

(3.6)



111 o]’ [os) 1
I1 I1 T
M=wVa; o o I = [1‘3‘[2] (3.7)
gl ' 2
I, IL
11,
o a >> Hl?
Vo i (a?) (3.8)
(agt) 113
113
H% [ax]z [Hl]
ay Ha oy
Jra 72 ‘ i 115 (3.9)
v 8
H3 HB

I, [af Fl]

Q711 o

T (3.10)
v g
I, I,

Observa@o 6. o? € premissa maior da regra de elimirég destacada.

IT

o >
al i
Q

11,

e Redu®es do Absurdo Intuicionista
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(3.11)

(3.12)
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Observag@o 7. R & uma regra de elimin&p qualquer, exceto \E e 3,

pode ocorrera esquerda de.

e Redu@es Permutativas

o] o]
I 11 > II
a? A i 0 g 7o, (3.13)
Y b3 Q T .
R - ~ i

Observag@o 8. R & uma regra de elimin&p qualquer, e/ & premissa maior

da referida eliminago;>; pode ocorrera esquerda de.

[a]'[3) ] 18]
%16 D L Loy sy
a v i I D Y- N Y
g R a R T R T
T T ’

(3.14)

Observago 9. R € uma regra de eliminap qualquer, e/ € premissa maior

da referida elimina@o;X; pode ocorrera esquerda de.

I [afa /)] [afa /)]
1 11, > II,
Jra v i I y PO (3.15)
gl Y3 dra T .
T T

Observa@o 10. v & premissa maior dB.

e Redu®es para as regras especiais

I
" } (3.16)

m —

HRl @I =
=

60



Observa@o 11. Neste passo, “I” denota uma aplicag de |-, e “E”

denota uma aplicéip deregrak-, 1 <n < 7.

e Redu®es do Absurdo Paraconsistente

Oéj 22
[—a]f R™—— ~4
Iy N L
1 . i [~a] (3.17)
R ¢ 2 1
7 i .
5
II
Hn ] n
=1, - a -a + & ZQNk:
T g g
1

Observa@o 12.« & premissa maior dB. O mesmo procedimento de redog
€ usado para remover segmentoaximos deste tipo resultantes de uma
aplicagdo de L ~ (como declarado na defirip de segmentoaimo). X,

pode ocorrera esquerda der

e Redu@o Auxiliar 1

[—A)

il

£ - T (3.18)
R L

Observago 13. O mesmo procedimento de redong usado para elimi-
nar segmentos aximos deste tipo resultantes de uma aplaagde | . e
que $0 premissa menor de uma apliéa;de E- (como apresentado na

definido de segmento&mimo).
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e Redu@o Auxiliar 2

3.19

II |
=1, - a —-a + o ~a
L 1
Observag@o 14. O mesmo procedimento de redong usado para elimi-

nar segmentos aximos deste tipo resultantes de uma aplémage L. e
que €0 premissa menor de uma apliéxde E- (como apresentado na

definido de segmento&mimo).

e Redu@o Auxiliar 3

[~ A AP A

11 1
jj 7 ~a" (3.20)
Al A :
1 1
I1,, I,

I =1L, - A ~A+ A A

1 1

o Redu®es Permutativas Auxiliares

I, [ﬁ]l [%]Z
2
a? A T 4 I (3.21)
g It af? R 1.
R | 1 ?
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Observa@o 15.~ & premissa menor de e I3 & uma top-6rmula da

forma~ ~, —.

[@]i[ﬁ]j [a]i [5]1'
@ T ' II Y 3 Y
T I I d R—7— R——

" (3.22)

Observa@o 16.~ & premissa menor de e 13 & uma top-6rmula da

forma~ ~, —.

o Ll o]
Jra 72, e 1T, 72 I1; (3.23)
gl ¢ 13 dra L.
1 €

Observag@o 17.~ & premissa menor de e I3 & uma top-6rmula da

forma~ ~, —.

Definicao 21. (Reduéo imediatabf) Uma deriva@oIl’ € uma redu@o imediata

dell, sell’ & obtida ddI susbstituindo uma s@lovore dell por sua reduéo.

Definicao 22. (Sedencia de Redwipp) Uma derivagoIl se reduz dl’, , se existe

uma segéncia de derivagesll,, ..., II,,n > 1, tal que:

e II;,; € umaredugo imediata ddl; (i < n);

o I, =1I;

63



E importante observar que a primeira apresémate £/ em dedudo nat-
ural reo permitiria algumas das redigs ora definidas, como podemos verificar

nos seguintes exemplos:

[a]" o]
Hl H2 HQ
ar v >> I, Y y—oT
Y YT a? T
T T

Na derivaéo em questo, tefamos, possivelmente, uma viofxde uma das
restriges anteriormente impostas sobre a aplocada regra E?, sendo que a
redu@o imediata apresentad@amseria uma derivap no sistema apresentado
no captulo 2, a saberé possvel quer nao fosse ?-fechada, propriedade esta que
€ uma exi@ncia para que a aplicag da regra E?, em sua va&osanterior, seja
valida.

Como pde ser notado, a referida res&griio ocorre nesta nova véis da
regra E?; mais especificamente, com o uso de umatude descartg adequada
e com a implement@&p do conceito darvores plaugseis nenhuma restrigo
imposta sobre a premissa menor para que se verifique, calawu rao, uma
aplica@o desta regra de elimirag.

Assim, as reduiles permutativas podem ser utilizadas sem moddesgigni-
ficativas, minimizando as complicdes nos procedimentos relativos a estas r@elsic
gue, normalmente, geram muitas dificuldades na elahorde estratgias com-
pletas para a normalizag de sistemas em de@a;natural.

Outra conseiggncia do sistema adotado neste trabaha de permitir que
derivagges possam ser unidas, fundidas sem que apksaignalidas das regras
de infeéncia surjam decorrentes destafss ou seja, a transitividade presente
em LEI & conservada no sistema em deftupaturaNV D ¢7. O exemplo a seguir

demonstra a situag:
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a) Tl g B—ad
B B —al a o al
ol 67 — « 67 — « >B a
AV (@ AG) (87— a)l (7= a) ﬁi‘)‘,
(37 = a)! (5= o)

Como se observa, na derigaia direita, qued a redugo imediata da derivag
da esquerda, a premissa— o da aplicaéo daregra de introdag I!' nao depende
somente de ocaencias dedrmulas ?-fechada, o que, na \@rsanterior do sis-
tema em dedwp natural, Ao seria permitido.

Nesta nova ved®, a aplicago em questo da regra |€ valida e correta se-
gundo a axiomatizap descrita, quando da apreseatade LEI, pois a ocoéncia
de ! atendea nova restrigo proposta para a regra. Logo, com as modifieac
adotadas, as reddes rao perturbam a corretude das derdeg em\N D¢7.

Outra observaip neceswiaé que para que a nova resiigseja @alida, pro-
porcionando a corretude das novas regras relativas as plausibilidades "®e 1",
que as deperi@hcias, ou seja, as fifeses das quais uma odacia de dbrmula
em uma deriva@o depende,do sejam alteradas. E tal propriedd@debtida com
a defini@o da fun@o de descartg, que mariém essa rel@p, hipbteses das quais
uma ocoréncia de brmula depende, constante em uma defwea¢io importando
qual seja a sd@ncia de redu#p realizada.

Caso addissemos o procedimento convencional para o descarte ate$eg

tefiamos a seguinte derivag resultante da redag acima:

(B)" B — o

ol
o

f—a

u
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Nesta derivago, a ocorencia da brmulaa! tem mais deper&hcias do que a
premissa da aplicaQ da regra I!, o queao permite que cheguemasconclugo
(8 — «)!, enquanto que a redag obtida quando do uso da fé@m;de descarte
3§, ho primeiro exemplo, @ modifica as reldes de deper@hcia, de forma que
é posével derivarmos a concl@e em LEI a partir da transitividade da reédagde
consedjéncia bgicab, ;;: 5,0 — al kg alea! B (8 — «)!, que equivale a
deriva@o apresentada no exemplo em destaque.

Na poxima se@o, apresentaremos uma desmongwagara o teorema da

normaliza@o fraca.
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3.3 Normaliza@o Fraca

Nesta sego, forneceremos uma prova direta (atitta) do teorema da normaliZex;
fraca para LEI, utilizando para isto das redesg definidas na sag anterior. O es-
guema de prova, coma jmencionado anteriormente, seguar mesma estrutura
proposta por Massi [10].

Inicialmente, alguns lemas $&r demonstrados.

Lema 1. Sejall uma derivaéo emN D ¢7 dea a partir deT’, T" I a, tal

DLEI
qued(Il) = n e todo o0 segmentoawimo de graw: que contribui para o grau de
IT &€ do tipo (a.1). Eréio, IT se reduz a uma derivag I’ de« a partirdeA C T,

Ak a, tal qued(Il') < d(II).

NDLEr

Demonstrago. A prova segue como em Prawitz [19] e decorre da obsaoved
reta dos procedimentos de redoglefinidos para os referidos segmentéasimos.

A prova é realizada por interédio de uma induo na soma dos comprimen-
tos dos segmentosarimos de grau igua d(II), escolhendo-se um segmento
maximo que o contenha nenhum outro segmenfxximo acima dele nem acima
(ou que contenha) de alguma forma que ocorra ao lado do segmarimones-
colhido. O

Lema 2. Toda deriva&o 11 tal qued(II) = 0, reduz-se a uma derivag normal
IT.
Demonstrago. Sell & normal, erdioIl’ = I1. Sell ndoé normal, er#io o resul-

tadoé obtido usando como valor de in@agpara uma derivag I1:

k = a soma dos comprimentos dos segmentasimos ddl.
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Escolha um segmentoarimo o em I, tal que @o exista outro segmento
maximo acima dele ou acima de (ou que contenha) wnadla que ocorre ao
lado daultima formula deo.

Sejall; a redu@o dell que elimina o segmentoarimoo. E facil ver, a partir
das reduges auxiliares 3.18, 3.19, 3.20, 3.21, 3.22 e 3.23 que o valor dedadug

dell; &€ menor que o valor de indag dell. O resultado e@doé imediato. [

Lema 3. (Derivagio critica) Sejall uma deriva@o del' i, ., 3, tal que:

1. r(IT) @ umaregra de elimindp, cuja premissa maior & alltima ocoréncia

de Hrmula dolnico segmento aximo emiI;

2. ed(IT) > 0.

Entioll se reduz aumaderivagll’deA C T' H g, tal qued(IT") < d(II).

DrEr

Demonstraéo. A prova se d& por indu@o no comprimento di, /(IT).

1. Sea édotipo (a.l) - o resultad®obtido diretamente da redies.

21 Xy Y
2. Seaédotipo (b.1),di=7V0 a a
1o Y
.
IT se reduz aI*:
) 5
e S @ S a %
A T T
T u

Sed(Il) < d(IT), entoIl* = II'. Sed(I1*) = d(II), enBo pelo menos uma
das subarvores ddl determinada por uma das premissas menérésm a

forma do lema.

Suponhamos que as duas srkeres tenham a forma do lema, os outros

casos 8o similares. Efdo, pela hiptese indutiva:
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2 .
a Yy > ¥> (i=2,3)

tal qued(I1;) < d(II). Podemos e@b considerall’ como

> I, 1I4
H/E”}/\/ﬁ T T
B

De forma que, certamenté(Il') < d(II). Para os casos das redeg per-

mutativas de E e E?, ou seja:

a$ 7
.
II=3za ~v
g 'Y
T
ou ,
H [ﬁd’
1
M=a? o
v X
=
o estragégiaé similar.
. Sea € do tipo (a.2), efdo
[-A]"
X
L,
A X,
R ™7
que se reduz a
o 21
R—3 ~
* L 7
= [
Iy
L
~
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onde todas as partes Heda forma

2y

a e’

4

foram substitidas por

Osnicos segmento aximos qu epodem ocorrer €if sao todos dos tipo
(@.1) e (b.2) e os do primeiro tipém a forma dev. O resultadce obtido

enfo do lema 1.

O
Teorema 7. Sejall uma deriva@o del’ ,, .. «, en@o II se reduz a uma
derivag@o normalll’ deA C I' kyp, ., .

Demonstragéo. A prova segue como em [10], por indugno par ordenadon, h),
considerando a ordem lexicddica, onden € o grau da deriva&p Il e h 0 seu

comprimentd (IT). Abaixo podemos verificar todos 0s casos pass:

e Ser(Il) € uma aplicago de uma regra de introdag ou de qualquer das

regras do absurdo, € o resultado segue da btpse indutiva.

e Ser(II) & uma eliminago, en&oll & da forma:

Iy I1,
II= o e Oy

&)
Usando a hiptese indutiva, cadd,, (1 < i < n) se reduz a uma derivag

normalll,. Considere: a seguinte derivap:
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Iy I,
M=o ... Oy

g

SeY. e normal, erioIl’ = X. SeX. ndoé normal, erdoIl’ & obtida dex

usando o lema lem-red-aux

3.4 AFormade uma Prova Normal e suas Consélgncias

Nesta sego, estenderemos a propriedade da&@ubifila para o sistema em dedac
naturalN"D.¢7, sendo que @m da nog&o usual de subfmula, tamém incluire-
mos a relago entre premissa e conchusdas regras J e E;, 1 < j < 7, que
nada mais & do que vel@es reescritas uma da outra. A aogde suldrmula

pretendida pode ser formalizada como se segue:

Teorema 8. Toda ocoréncia de umadrmula em uma derivé@p dea a partir

del’ emNDrer, I'

NDLEr

«, & subbrmula dea ou de algumadrmula deT’,
com excego das hifpteses descarregadas por apliées de alguma das regras
de redu@o ao absurdo (- e L) e das ocoréncias del. que ocorrem imediata-

mente abaixo de tais hijpeses.

Antes de provarmos o enunciado acima, apresentaremos algumasoesfinic

necesariasa sua demonstrag.

Definicao 23.(Ramar) Um ramo em uma derivapIT emN D¢z € uma segencia

de Hrmulasay, . .., a, tal que:

e «; € uma top-6rmula emll que réo & descarregada por uma aplicag de
Ev,Edou E’e
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e (;, parai < n, NnAo &€ premissa menor de uma apliéagde E-, E- ou
E~, tamlkem réio &€ premissa maior de\E, EJ ou E?, e«; 11 € a ocoréncia
de Hrmula imediatamente abaixo dg; ou «; &€ a premissa maior de uma
aplicagdo de E/, EJ ou E?, e ;1 € uma hifptese descarregada eimpela

referida aplicago;

e «, OU & uma premissa menor de uma apligagde E-, E- ou E~, ou a
formula final dell, ou uma premissa menor de uma aplidgage E/, E3

ou E? onde rao descarta qualquer hiptese.

Partindo da nago de ramo em uma derivag arbitariall, normal, em\V D¢z,
podemos observar um paudr estrutural em tal derivag. Da mesma forma que

observado por Prawitz [19], podemos utilizar a seguinte dé@fnic

Teorema 9. Considerell uma deriva@o normal emN D,er €0 = ay,...,q,

um ramo ddl. Assim, temos que:

e uma E-parte de (possivelmente vaziay, . . ., a;_, na qual todadrmula
€ premissa maior de uma regra de elimidage coném a brmula imedi-
atamente subségnte emy como suldrmula ou como consé&@ncia de

alguma aplicaéo de E,;, paral <:¢ <7,

e uma parte rmimac; deo queé consegiéncia de uma regra de eliminag,

sei # 1, ou premissa de uma regra de introdag de_| -, ou del .., caso
1 # n,

e uma l-parte des (possivelmente vaziay,, 1, . . ., «,, na qual todadrmula
€ premissa maior de uma regra de introdace coném a brmula imedi-

atamente precedente emcomo suldrmula ou como premissa de alguma

aplicaggo de L;, paral <i < 7.
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Demonstrago. A prova segue diretamente da normal&agraca paraV D s7.
O

Como em Prawitz [19], atribuiremos uma ordem aos ramos. . , o,, de uma

deriva@olI arbitraria:

1. 01 € 0 ramo que termina com armula final dell, que se& denominado

ramo principal,

2. se a premissa maior de uma apli@agla regra E> pertence a;, enfio 0
ramo que termina com a premissa menor desta mesma @ulieagramo

Oit+1-
E da podemos seguir com o prifgo da subbrmula.

Teorema 10. (Principio da Subbrmula) Toda ocoréncia de umadrmula em
uma dedu@o normal den a partir deI" emAN D¢z, oué subbrmula dea, ou de
alguma brmula que ocorre e, ou reescrita por alguma das regras; lou E;,

excetuando-se as oc@mcias descartadas por aplicags das regras do absurdo.

Demonstragéio. Considere uma derivag normall de« a partir del’ emND¢7,
umramoo = ay,...,q,...,qa, dell e q; a formula mMnima des. A prova se
dai por indu@o na ordem dos ramos flle Sea suficiente mostrar que para cada
j, 1 < j < n, considerando as exd@gs indicadas no com@lio, a brmulasc; €
subrmula dea ou de algumadrmula del’, ou € obtida atragés de alguma das

regras l; ou E;, paral <: <7.

e (j=n) «, € aBrmulafinal ddI. Trivial.

e (j =n) a, & premissa menor de uma apliaGagde E-, E— ou E~.
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Neste caso, a premissa maior da referida agicae alguma das elimindes
citadas tem necessariamente uma dasipeissformas:«,, — 3, -, Ou
~ «,; € pertence a um ramo de ordém- 1. Pela hifptese de indu#o
gualquer uma das formas apresentaalaabbrmula, ou rescrita por.} ou

por E.;, dea ou de algumadrmula der".

e (ijjin)Peloteorema %, & subbrmula, ou rescrita por.] ou por E,;, de

a,. O resultado segue dos itens anteriores (j = n).

e (j=1) Primeira possibilidadey, & descartada por alguma apliaagle regra
E—, E- ou E~ que, obviamente tem conchus que pertence a um ramo de
ordem menor do que K. Pela lofese indutiva, o caso éssatisfeito. Se
«; naoé descartada, € «o; pertence d'; ou entio &€ descartada por uma

aplicag@o de alguma das regras de regm@o absurdo.

e (1jii)Peloteorema %, & subbrmula, ou rescrita por.] ou por E,;, de

a1. O resultado segue do item anteriores (j = 1).

]

Asregrasl; e E;, paral < i < 7, perturbam o controle das s@bmulas que
podem ocorrer uma determinada derdagormal em\V D¢z, ja que premissas
e concludes de aplicages de cada uma dessas regras guardam pouc@aelag
estrutural, e, em prifpio, tornariam o espaco de busca de prova muito maior do
gue sistemas quein coném regras dessas natureza.

Contudo, mesmo com tais regr&spossvel ter um controle das oc@mncias
compaiveis com a derivaéo que representa a redaxde consdigncia entrd” e
a. Assim, o universo debfmulas padseis de ocorrer em uma dada deri@ac

normal emN D¢, conhecidas as hipieses e concl@s, € finito e conhecido.
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Assim, o sistemaV' D¢ € suscavel a processos de normaliZay; cujas for-
mas normais possuem propriedades interessantes para o desenvolvimento de pro-
cedimentos de busca de prova, que podem, posteriomente servir de substrato para

a elaborago de provadores aut@ticos de teoremas para LEI.
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Capitulo 4

Normalizacao Forte

Aborda-se agora a possibilidade de se verificar que qualquaérsegq adotada
nos procedimentos de redigtermina@ sempre, sem que se gere umaigegia
infinita de tais passos, nunca alcangando uma déovagrmal.

A confirmag@o desse resultado astontida no seguinte enunciado:

Teorema 11. (Normalizago Forte) Todas as sé&gncias de redu§p para qual-
quer deriva@o emN D¢z S0 finitas e terminam em uma derigagequivalente

gue esh na forma normal.

Assim definimos o objeto desse @o: A normaliza@o forte paraVD¢7.

Existem para o teorema acima enunciado, dua®esgle ratodos para a
elabora@o de provas do mesmo, a sabeétauos siréticos e nétodos sem@nticos.

Em provas sei@nticas de normalizag forte, define-se uma propriedagte
queé aplicavel a um determinado sistema formal, e prova-se qiéséilida para
uma derivago arbitaria no sistema em comento, aattal sistem& fortemente
normalizvel. Podemos encontrar trabalhos nos quads abservadas as mais
diversas propriedades com o intuito de garantir a norma@azégrte. O conceito
de Validade Forte [20], convertibilidade [26] e a computabilid&iiédram alguns

dos utilizados com este fim.

76



No entanto, nas provas santicas, reside uma peculiaridadé&orexiste, via
de regra, uma manipulag sinftica das derivdies; ou seja, propriedades estrutu-
rais importantes, que seriam congencia da normalizap forte, o conseguem
ser percebidas, pois o estudo exclusivo da propriedadgue r&o necessaria-
mente tem rela@o com o caater sinético das derivaies, obscurece umaaise
estrutural mais detalhada.

No caso das provas séticas, tais propriedadeam$io ocultadas pela defirég
e manipulago da propriedadé’, pois os netodos de provas desenvolvidos li-
dam diretamente com a estrutura de tais deGgac Dentre as possibilidades a
serem consideradas, existengtodos que se baseiam em um mapeamento das
sediéncias de red@p em um sistema auxiliar, que sabidamente satisfaz a norn@aizac
forte ([10], [16], [?]). Outro método sinhtico do qual se digge baseia-se no fato
da exiséncia de uma posgel pior sediéncia de redugo, a qual levaria em conta
todas asdrmulas ndiximas (segmentosawimos) que existem e que podem sur-
gir em uma derivago, de forma que uma prova, condicionadsuposigo de que
qualquermpior sediéncia de redu@o termina, pode ser formulada.

Neste cajiulo apresentamos uma rég depior sediéncia de redugo para
aND,e7, € mostramos que se a pior §éqcia de reduio para uma deriva
IT termina, erdo qualquer sa@ncia de redwo parall termina em umainica
formal normal.

A idéia da pior se@gncia de redwp foi proposta por Martin &f [?], e Massi
[10], a pior segéncia de redwp foi formalmente definida, e, no mesmo trabalho,
foi apresentada uma prova para a normabpaiprte para oaculoC’, que con-
tinha somente\, —, < eV como $mbolos primitivos e que as conchess de
redu@o ao absurdo poderiam ser transformadas em cdeduamicas.

O trabalho foi estendido por Alves [18], que apresentou uma prova de norndalizag

forte, baseada na pior d#&qncia de reduiip, para adgica intuicionista.
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A pior seqiéncia de redugo parall, pode ser compreendida intuitivamente
como aquela sé@ncia de reduio que leva em conside@t todas 0s posgis

segementos aximos que podem se geradas a partir daqualasigtentes erfi.

4.1 Pior Sediéncia

Usaremos o sistem& D z; como definido no segundo dago; ou seja, com to-
das as constantegdicas tratadas comansbolos primitivos, com suas respectivas
regras de introd@#p e eliminago (excetal ). Em rela@oa prova de normalizaép
forte apresentada por Massi [10], apresentaremos algumas mdakcdrimeira-
mente, @0 se faz nece&so que a concl@ de aplicago da regra do absurdo,
classico ou paraconsistente, seja uiianiula abmica. No referido trabalho, o
autor lidou com o sistema C’ como proposto por Prawdziio qual somente,,

—, V e L, foram tratados comdmbolos primitivos.

Partiremos dos resultados obtidos em Alves [18], no qual foi apresentado uma
prova de normaliza&ip forte para um sistema em dedagatural para abica
intuicionista, no qual suas defidigs para as reddes envolvendo/ e 3 seio
utilizadas.

Como uma primeira defin@p, considerdl uma derivago emND,¢7 que
naoé normal. Logo, a aplicé&p de regra de inféncia que co®m um segmento
maximo e quee a aplicago de regra que ocorre mais abaixo e naadlireita em
IT seé& denotada por ).

Define-se erdto, para uma derivag I1, a formula maxima principal FA(),
gue sed escolhida de forma a preservar os todos 0s segmeaiBws existentes

e aqueles que potencialmente podem surgir.

Definicao 24. e FOrmulas Maximas Principais para as Reddes Operacionais

78



a; A ay € F(IT). Logo, para(m = 1,2) em # n, temos que:

ay N ao, sell,, € normal;
FP(II) =

FPp(11,), sell,, ndoé normal.

1,
m 7
a a—f

o

13

a — [ & F(II) e rao ocorre descarte pela regra-t em destaque.

Logo, temos que:

a — (3, sell; € normal,
FP(II) =

FP(I1,), sell; ndoé normal.

[o]f
I,
1 6 %
a a—f
g
1,
a — (e F(Il) e [a] & descartada pela regra+ em destaque. Logo,

temos que'P(Il) = o — £.

11, ]’ [as)?
n I II
wVas 7 Y (n=2,3)
Y ”
11,



as V az € F(II), e tantoay comoay sdo descartados. Logo, para

(m = 2,3) em # n, temos que:

as V as, sell,, € normal;
FP(II) =

FPp(11,,), sell,, ndoé& normal.

H1 [053]]
@2 Iy 1l
asVag 7y v
~ J
114

asVag € F(I1), e o descarté realizado somente na segunda subdeéeac

(a3 € descartado). Logo, temos que:

(
as V as, sell; ell; sAo ambas normais;

FP(I) = ¢ FP(I1;), sell; ndoé normal;

FP(Il;), sell;&normal ell; ndo oé.

\

I, (]’

asVag € F(I1), e o descarté realizado somente na primeira subderi@iag

([a2] & descartado). Logo, temos que:

§
as V as, sell; ell, sAo ambas normais;

FP(II) = ¢ FP(Il,), sell, ndoé normal;

FP(II;), sell, & normal ell; nao oé.
\
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11,
Q2 I, II3
M=ayVas v v
/y 1
114

ay V ay € F(IT), e nenhum descarterealizado. Logo, temos que:

§
a1 V ag, sell; ell; sAo ambas normais;

FP(II) = FP(Il;), sell; ndoé normal;

FP(II;), sell; &normal ell; ndo oé.

\
I

o

a

Vol

(ag7)

IT;
Vxa? & F(II). Logo, temos qué'P(I1) = Vzal.

Jxa & F(IT) e rBo ocorre descarte pela regralem destaque. Logo,

temos que:
Jxa, sell; & normal,
FP(II) =
FP(I1;), sell; naoé normal.
10.
W japy
oy T,
dra v
fy KA
113
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11.

12.

13.

14.

Jra & F(II) e [of] & descartado pela regraFem destaque. Logo,
temos que’'P(I1) = Jza.

11
a o,
al oy
,y (2
13
a? & F(II) e nAo ocorre descarte pela regra’Eem destaque. Logo,
temos que:
«?,  sell; & normal;
FP(II) =

FP(I1;), sell; ndoé normal.

I3
a? @ F(Il) e [a] & descartado pela regra’®em destaque. Logo, temos
queFP(Il) = a?.

IT,

o 1L
al >> Q
o 11,
I,

a! & F(IT). Logo, temos qué'P(I1) = «!.

IT
L
« 22

R )

11,
« € premissa maior de, e X, pode ocorrera direita dea. Logo,

temos que:
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FP(II;), sell, ndoé normal er descartaq;
FP(I) =

«, Ccaso contario.

15. :
I [aa]" [ao]’
L 11, 113
I=asVag v vy
Y
114

as V az € F(II), e tanto[ay] como|a;] sdo descartados. Logo, temos
que:

as V ag, sells & normal,
FP(II) =

FP(Il3), sell; ndoé normal.

16.

asVag € F(I1), e o descarté realizado somente na segunda subdeéeag
([a2] € descartado). Logo, temos que:

(
as V a3, sell; ell; s4o ambas normais;

FP(I) = ¢ FP(I1;), sell; ndoé normal;

FP(II;), sell; &normal ell; ndo oé.

17.
I o]
L I, 1l
[M=asVag v ol
84
I,

asVagz @ F(I1), e o descarté realizado somente na primeira subderigiag

([a1] € descartado). Logo, temos que:
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)
as V as, sell; ell, sAo ambas normais;

FP(Il) = FP(Il,), sell, nAoé normal;

FP(II;), sell, & normal ell; nao oé.

\

18.
IT;

L Uy Il
M=wVa v v

Y
114
ay V a3 € F(II), e a aplica@o em destaquedo descarta nenhum

conjunto de hipteses. Logo, temos que:

(
as V as, sell; ell; sSAo ambas normais;

FP(I) = ¢ FP(I1;), sell; ndoé normal;

FP(Il;), sell;énormal ell; ndo oé.
\

Redu@es Permutativas

[a]'
H1 H2
a? oy
Y b3
R T

~ & premissa maior de, e X3 pode ocorrera direita devy. v & F'(II). Logo,

temos qud’ P(II) = ~.

[a]'[B)
1 T, II5
aVvVi vy v
9 B
R T

~ & premissa maior de, e X3 pode ocorrera direita devy. v & F'(II). Logo,

temos qud’ P(II) = ~.

84



~ € premissa maior de, e X3 pode ocorrera direita de. v &€ F(II). Logo,
temos qué ' P(I1) = ~.

Redu@es para as regras especiais

wle =

|
Ea
I,
Observa@o 18. Neste passo, “I” denota uma aplicag de |-, e “E”

denota uma aplicégp deregra k-, 1 < n <5.

(3 & F(II). Logo, temos qué P(IT) = .

Redu@es do Absurdo Paraconsistente

a & F(IT). Logo, temos que:

«, sell; & normal,
FP(II) =

FP(II,), caso contario.

Observa@o 19. a &€ premissa maior de. O mesmo crério de escolha
para F' P(I1) & usado emtrmula F'(IT) que seja resultante de uma apliéex;
de L ~.
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e Reduéo Auxiliar 1

« & F(IT). Logo, temos qué& P(II) = «.

Observago 20. A & premissa menor de. O mesmo crério de escolha
para F' P(I1) & usado emtrmula F'(IT) que seja resultante de uma apliéex;

de L ~, neste casad pode ser substitda por .

e Reduéo Auxiliar 2

« & F(IT). Logo, temos qué& P(II) = «.

Observag@o 21. A & premissa menor de. O mesmo crério de escolha
para F' P(I1) & usado emtfrmula F'(IT) que seja resultante de uma apliéex;

de L ~ e premissa menor dé—.

e Redu@es Permutativas Auxiliares

« & F'(IT). Logo, temos qué' P(I1) = a.
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Observa@o 22.~ é premissa menor deell; &€ uma top-6rmula da forma

~ ’)/, —|’y

AL
dra vy
g R
R 1

« & F(II). Logo, temos qué'P(II) = «.

Observa@o 23.~ & premissa menor deell; &€ uma top-brmula da forma

~ "}/1 —l’y

4.2 Normalizacgo Forte

A prova que segué uma exteréo daquela apresentada em [18], cuegnsid-
era todos os conectivos de um@aulo que realiza adbica intuicionista, como
definido em [19], ao qual se adicionam o0s conectivos para as plausibilidades, a
credula “?” e a ética “!", e mais as reduies do absurdo, tantoassico como
paraconsistente. Portanto, tal extemgarante @io © a normalizago forte para
ND,e7 mas tamem uma prova prova de normaliZaxgforte via pior se@gncia
para o @lculoC [19], no qual todos as constantégicas &o tratadas como prim-
itivas e no qual &o se obriga que as condiies de aplicdaes de quaisquer das
redu@es ao absurdal(., e 1.) sejam abmicas.

Além disso, dada a tradag entre um fragmento de LEI e agica modal
S5 [8], temos que 0 mesmo procedimento de normalizdgrte se aplica a esta
Gltima, bem como a n@p dearvore plausvel, mutatis mutandis Dessa forma,

garante-se, atré@g do nétodo apresentado, a finitude de qualquetigegia de
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redu@o e, como cordrio, a unicidade da formal normal (Church-Rosser) para
qualquer dosalculos citados.
Antes de apresentarmos o enunciado do teorema objeto desida;agea

proposto o seguinte lema:

Lema 4. Sejall uma derivag@o réo normal en\N D¢z, eIl; uma sularvore de

I tal que:
e r(II;) & alguma premissa de cuja premissa maioe F'(II);
e II; & eliminada na reduip de 7' P(II).

Ento: Ip(I1;) < Ip(11).

Demonstrago. Observa-se pelas defidies del” P(11) e pior sediéncia de red#p,
gue em todos os casos glie satisfizer as condags do lema, a pior ségncia
parall; representa um segmento inicial da pior igtria de redwp parall.
Portantalp(I1;) < ip(II). Mas comoF (IT) nao pertence &l;, pois para se com-
pletar a pior se@gncia de redup parall é necesario eliminarF(I1), ip(I1;) <
Ip(IT). O

O lema 4 acima tanémé apresentado por [10], gan o enunciado engloba
somente as constantes@dé
Define-se er@o o0 enunciado base para a formaléaado teorema da normaliZag

forte:

Teorema 12. Admita quelp(Il) < w para toda derivago IT emkh, Sell

P
se reduz imediatamente [& (I1 D@'D IT"), endo Ip(Il) > Ip(I') e existe uma

Drer:

derivag@o IT* tal quell >P> I ell’ >P> IT*.

Demonstragéo. A prova se da por induéo emip(II).
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Antes de prosseguirmos na demonsimago teorema , e considerando a natag

ja apresentada, que defilese reduz imediatamente atésvda pior seiggncia de
P
>> . o

alle, I1° 4 TI°, o seguinte lema se faz necase provar.

Lema 5. Sell° 0 11y, enBo ip(11;) < Ip(I1°) e existell], tal quell® > II; e

P
I, >0 I3

Demonstrago. A prova da-se por indugo no comprimento d&l° o> I1;, € a

mesma apresentada em [10] e [18]. ]

Dado o lema acima, podemos retornar a prova do teorema.

A considerar, temos duas situess: oull’ = I1° ouIl’ £ II°.

Sell’ = I1°, o lemma est provado pois, pela defirdig de pior sedgncia de
redu@o, p(I1°) < Ip(Il), eIl° = II*.

Casall’ # I1°, enfio, segundo cada possibilidade pA(&l), temos os seguintes
casos a analisar. Neste trabalho, destacaremos aperi&sdompara a plausibil-
idade cedula, de forma que para os demais conectivos, a mesmagiirpbde

ser utilizada. Assim:

1. Sell tem a forma:

1
o
a? oy
5
1,

Considerando que:

o a? & F(I);

e nenhuma ocoémcia dex € descartada pela apliéazdestacada de.

Para cada posgel redu@o imediatd1’ dell, devemos considerar os seguintes

subcasos:
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(@)

ondell, ° I1].
Observamos pelo lema 4 qlie atende a hiptese indutivajp(11;) <

Ip(IT). Portanto:
P P

o existell tal quell, ; II¥ ell! i I7;
o Ip(Il}) < Ip(1Ly)

Assim, consider@l# como tendo a seguinte forma:

De forma que, pela ppria defini@qo de pior sedgncia de redw#p,
Il >0 [1#, I’ > [T# e, utilizando-se do lema &(11') < Ip(10).
(b)
I
a I
a? oy

f)/

I3
ondell, e IT,.
Neste caso, temos duas possibilidades:

e Sell; € normal, er#o:

11,
=3
I1;
IT;,
I’ =
I1;
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P
, de forma quél D@P IT.

Nota-se claramente quE &> I1°. Pela definido de pior seggncia,

temos quép(11°) < Ip(I1). Pelo lema 5, existd* tal que:I1° >
P

> I#, T1° > [1# e [p(I1°) < Ip(I1°). Logo, I § II° > [1#
P

' PP e F # ’ o
ell' ¢ II” > 117 elp(Il') < Ip(11°) < Ip(11).

e Sell; naoé normal, neste cadd’ tem a seguinte forma:

I,
P
a a—pf
p
I3
P
>
I, G TIS.
Considere tamém que:
1T
A
a a—pf
&
15
P
, H/ DZ.I> H/O.

Nota-se claramente quE ot 11'°. Pela defini@o de pior seggncia,

temos quép(11°) < Ip(IT). Pelo lema 5, existH* tal que:II° >
P

> TT#, T > > TT# e Ip(IT°) < Ip(11°). Logo,TT § II° > TT#
P

) PP o g # / o
elll  II"” > 17 elp(Il') < Ip(11°) < Ip(11).

I
@ 1],
a? oy
"Y/
I3

ondell; IT5.
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P P
3 >> >>
o existell” tal quell; 4 II¥ eIl § I7;

e Ip(IT}) < ip(ILy)

Assim, considerél” como tendo a seguinte forma:

#
113 11,
m#* = ao? vy
2
I
De forma que, pela ppria defini@o de pior seggncia de reduip,

1> #, I > IT# e, utilizando-se do lema 4y(11') < Ip(I1).

Com este caso, ilustramos @étndo empregado para a prova da normaépac
forte. Aplicando analogamente o mesmo procedimento para as déitidjs
conclui-se a prova para todo o sistel@ ¢z, e utilizando-se dél*, podemos
verificar a propriedade de conflacia para as ségncias de red@p posseis

sobre o conjunto de redoes definidas.

4.3 Concluso

Apresentou-se com este trabalho uma nova forndwligpara LEI em ded@p nat-
ural, formula@o esta que permitiu que se congse um sistema fechado sob
os procedimentos de redam definidos, obtendo-se uma caracte@mapara as
deriva@es normais no referido sistema, bem como a demodstrdg pringpio
da subbrmula.

Em sedéncia, estendeu-se as provas anteriores de nornidifargte, com o
objetivo de confirmar que os procedimentos de radwgpnforme definidos, eram
suficientes para que se garantisse que qualquer que foss&acagle redudes

escolhida, sempre terminaria em uma dei@agormal, que tanémé Gnica.
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A intengao final do trabalho seria a de unificar esses resultados culminando
com uma prova de decibilidade para LEI, no entanto, algumas dificuldades foram
encontradas quando da manip@agos conectivos que permitem redes per-
mutativas.

Aidéia de uma prova de decibilidade baseada em teoria da prova decorreria da
finitude dos ramos em uma derigaznormal e da propriedade da suohula. O
principal problema encontrado decorre da dificuldade de se controlar &glecac
confguas das regrakV, £3 e E?, como no exemplo a seguir:

Como pode ser observado, as premissas menores das referidaaplidac
sofrem variago em seu grau. De forma que, ao construirmos uma daovac
partindo da concli® da mesma atsuas hipteses podemos nos defrontar com
situag@o similar, o que pode levar a um loop interénel, impossibilitando re-
sponder se a relag entre o conjunto de hipeses especificadas e a conatus
pretendida pertence a LEI.

Ainda assimg trivial observar que existe um sistema com ummero menor
de constantegbicas, a saber: o fragmenfo,, —,!,V, -, ~}, queé completo,
desde que as demais constantes podem ser definidas a partir deste conjuntoe de
seus axiomas correlatos. Ou seja, para o conjunto apresentado, a decidibilidade
pode ser obtida atré&g da observa@p de que qualquer ramo de uma der@gor-
mal deste fragmento e/ D <7, em cada aplicaép de regra de inféncia, modi-
fica de forma controlada (E-part&rinula nmnima e I-parte) o grau daéfmulas
que os componhem.

Em resumo, os resultados obtidos neste trababo s

e Um sistema em ded@&g natural, correto e completo em ré&lag axionatica

de LEI, queé passrel de ser normalizado;

e Alidéiacombinada da fudp de descarteao regulafy e dasarvores plauseis

pode ser tamdm utilizada em sistemas modais com a constaged o
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(possibilidade) tratada comadnsbolo primitivo, obtendo, assim, sistemas

com boas propriedades estruturais;

e A exten&o de uma prova de normalizagforte paraV'D.s7, baseada na
nocao de pior seggncia de reduio que complementa o resultado apresen-

tado anteriormente para os sistemag 0] e 7 [18] de Prawitz.

4.3.1 Trabalhos Futuros

Para o sistema/D.¢7, modificaes podem ser apresentadas a fim de se obter
um controle adequado das combideas entre aplicaes da regrag'Vv, E7 e £

que perturbam o bom comportamento dos ramos em uma d&oivalgjetivando,
assim, uma demonstrag da decidibilidade para LElI com todos as constantes
l6gicas tratadas comangbolos primitivos.

Vale ressaltar que a prova de normal&adorte apresentada ainda possui
um caéter condicional, desde gueassumido como finito o comprimento da
pior sedjéncia de reduip para uma derivap qualquer erdVD,¢7. Em [18],

a nog@o de ordinal natural?], & utilizada com o intuito de retirar essa corgdic
sobre o comprimento da pior d&ncia de redwo, garantindo que de fato a pior
seqiencia de redwp, aquela que considera todos 0s segment8mMOS exis-
tentes e que podem surgir em deéowia das red@gs, termina.

As regras de inféncia relativags plausibilidadesdo acarretariam, em prito,
problemas com uma pdssl adaptago da definigo de ordinal natural citada,
dada a similaridade estrutural com as regras para as constantes de primeira ordem
3, V).
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