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Capitulo

Introducao

Na matematica e na computacgao, defini¢oes indutivas sao largamente utilizadas
para a definicao de conjuntos. Intuitivamente, podemos dizer que uma definicao
indutiva é capaz de condensar a definicao de um conjunto que nao necessariamente
sao finitos através de um conjunto finito de regras de inferéncias. As regras de
inferéncias sao usadas para a obtencao de novos elementos a partir da presenca
ou auséncia de outros elementos no conjunto definido. Intuitivamente, as regras
de inferéncias podem ser entendidas como um tipo de receita para construcao de
novos elementos do conjunto pretendido. Tecnicamente, os elementos cuja presenca
é exigida na regra de inferéncia sao chamados de premissas positivas e os elementos

cuja auséncia ¢é exigida sao chamados de premissas negativas.

Smullyan (SMULLYAN, 1961) foi o pioneiro em tentar capturar a nogao
de definibilidade indutiva para isso ele propos um formalismo denominado
sitstemas formais elementares. Nesse formalismo, Smullyan propoe um método de
representacao para as definicoes indutivas através de regras e uma "logica"para
extrair o conjunto gerado através das regras de inferéncias positivas. O conjunto
gerado pelas regras de inferéncias é o menor conjunto obtido pela aplicagao das

regras. Ele formalizou o conjunto gerado através da nocao de derivacao.

Moschovakis estudou a definibilidade indutiva em estruturas abstratas
(MOSCHOVAKIS, 1974). Neste trabalho, Moschovakis codifica a defini¢ao indutiva de
um predicado P em uma férmula de primeira ordem ¢. Quando o predicado P tem
ocorréncia positiva em ¢ entao o predicado ¢ dito indutivo e o conjunto gerado pode

ser obtido através do menor ponto fixo de [,. Neste trabalho, ele estuda diversas



propriedades da classe dos predicados indutivos.

Aczel(ACZEL, 1977) estudou as defini¢oes indutivas positivas com uma 6bvia
correspondéncia com os programas logicos positivos. Aczel propos diversas maneiras
de descrever a semantica de uma definicao indutiva positiva através dos sistemas
formais elementares. Todas elas sao equivalentes com a maneira de como a semantica
dos programas logicos positivos é definida em (KOWALSKT; EMDEN, 1976) através do

menor ponto fixo de um operador monotono associado a definicao indutiva.

Mas nem sempre um SFE ¢é a escolha natural e suficiente para todas as aplicagoes.
Algumas aplicagoes precisam de regras com premissas positivas e negativas, ou seja,
de sistemas formais avanc¢ados (SFA). Os SFA foram introduzidos em (LANGE;
GRIESER; JANTKE, 2003) durante o seu estudo sobre o impacto das regras do
tipo A < not B;, onde A e B; sao atomos e not representando um tipo de
negacao conceitualmente proxima da negagao por falha na definicao de linguagens
formais. Lange e seus colaboradores perceberam que as definicoes de linguagens
formais podiam ser drasticamente simplificadas com a utilizacao de regras deste
tipo. Recentemente, este tipo de inferéncia tem encontrado bastantes aplicagoes
em inteligéncia artificial, devido a sua capacidade de suportar inferéncias mais

especulativas, principalmente em:

» Programacao logica com a negagao por falha(CLARK, 1978).

» Logica Default(REITER, 1980).

As investigagbes em programacao légica com a negacao resultaram em
duas principais direcoes de pesquisas: a abordagem estratificada e abordagem
nao-monotonica (motivada pela pesquisa em logica ndo-monotonicas). A abordagem
estratificada resultou em diversos conceitos de estratificacao cada vez mais refinados
de programas normais'. Esta direcdo culminou na seméantica bem-fundada que
pode ser aplicada a classe de todos os programas normais (até mesmo para os
programas nao estratificados). A abordagem nao-monotonica propos diversas
maneiras de representar a negac¢ao por falha em formalismo nao-monotonico (logica
autoepistémica(MOORE, 1985) e logica default(REITER, 1980)). Esta abordagem

culminou na inauguracao de um novo paradigma de programacao logico denominado

!Programas légicos com a negacio



Answer Set Programming (ASP)(MAREK; TRUSZCZYNSKI, 1999; NIEMEL4, 1999)

que pode ser aplicada a todos os programas normais.

Em programagao légica com a negacao, a abordagem estratificada através da
seméantica bem-fundada obteve certo consenso entre a comunidade de programacao
logica e diversas caracterizacoes alternativas foram obtidas para esta semantica. Mas
utilizacao do ASP vem ganhando impulso nos tltimos anos devido a sua utilizagio

em ambientes mais ricos do que da programacao logica usual.

Temos certas ressalvas a serem feitas em relacao as duas abordagens que sao
aplicadas aos programas nao estratificados. Acreditamos que alguns programas sao
realmente mal formados e nao deveriam nem ser considerado. Veremos no capitulo
de apresentacao das abordagens nao estratificadas sao divergentes. Mostrando que
os programas estratificados sao o ultimo ponto seguro para a programacao logica.

Na verdade, os programas nao estratificados sao impredicativos.

Vamos propor para os sistemas formais avanc¢ados(SFA) o conceito de
estratificacao relevante. Os SFA que admitem a estratificacao relevante serao
denominados SFA relevantemente estratificados. Mostraremos que o conceito de
estratificacao relevante coincide com todas as abordagens estratificadas e nao
estratificadas em programacao légica. A nossa abordagem visa restaurar a
predicatividade da definicao do conjunto gerado para um SFA. A predicatividade
é uma caracteristica das defini¢coes que visa evitar o problema do circulo vicioso.
O circulo vicioso acontece quando indiretamente um termo é definido em funcao
dele mesmo, este problema foi extensivamente estudado por Poincaré. Ele apontou
que a impredicatividade era a origem de diversos paradoxos matematicos e as
defini¢oes predicativas deveriam ser sempre buscadas. Ha precedentes para esta
busca, nos trabalhos de Russel em teorias dos conjuntos que resultou na formalizagao
das teorias dos tipos stmples. Entendemos que apenas a simples consideracao das
circularidades negativas introduzem um circulo vicioso na definicao do SFA. Logo,

tais circularidades devem ser evitadas para nao contaminar o conjunto gerado para

um SFA.

Na logica default(REITER, 1980), dois problemas principais tém sido objetos de
investigagdo desde o seu inicio em 1980 . A falta de extensdo (o equivalente ao
conjunto gerado), chamado de problema da coeréncia, e o surgimento de extensoes
indesejadas para algumas teorias, chamado de problema das extensoes andmalas

(HANKS; MCDERMOTT, 1987). Na dissertacdo sugerimos que os dois problemas



tém origem na circularidades das teorias, isto é, em algumas teorias defaults
ha uma dependéncia reciproca entre as premissas negativas de regras default.
Argumentamos na dissertacao que estas circularidades sao indesejaveis do ponto
de vista técnico, causando os problemas apontados acima, e mais, profundamente,
que estas circularidades revela uma mé formacao das teorias defaults. Nosso conceito
de estratificagdo para teorias defaults (generalizando o conceito de estratificacdo em
programacao logica intensamente estudada no final da década de 80) (APT; BLAIR;
WALKER, 1988; PRZYMUSINSKI, 1988; PRZYMUSINSKA; PRZYMUSINSKI, 1988, 1990;
BIDOIT; FROIDEVAUX, 1991b; GELDER; ROSS; SCHLIPF, 1991), ao evitar a ocorréncia
de circularidade, e a proposicao da ldgica default estratificada, ineditamente proposta
nesta dissertacao, atacam simultaneamente os problemas da coeréncia e extensoes

andmalas em teorias defaults.

H& precedentes para esta abordagem que parcialmente propuseram e utilizaram
0s conceitos que lancamos mao para construir nossa proposta. Embora David
Etherington (ETHERINGTON, 1987) tenha proposto o conceito de teorias ordenadas
(evitando a circularidade) para resolver o problema da coeréncia - ele propde um
critério suficiente para garantir a existéncia de extensoes - ele nada propds para
o problema das extensoes anomalas. Vale ressaltar que o problema das extensoes
an6malas se manifesta mesmo em teorias que sao ordenadas segundo os critérios
de Etherington. O problema aqui nao é a falta, mas o excesso de extensoes. Por
outro lado, Cholewinski (CHOLEWINSKI, 1995a, 1995b, 1996) propoe o que ele chama
de Stratified Default Logic. Novamente a intencao nao foi resolver o problema das
extensoes anomalas, mas propor métodos eficientes para a computacao de extensoes.
Alias, a proposta dele de estratificacdo é bastante precaria do ponto de vista do
conjunto a ser gerado por uma teoria default uma vez que deixa de fora teorias com
conjuntos gerados perfeitamente bem definidos. Podemos dizer que nos beneficiamos
diretamente dos trabalhos dos que nos precederam. Utilizamos a estratificagao nos
moldes propostos pelo Etherington e calculamos a extensao conforme proposto por

Marek e Truczszsinski.

Interessante observar que 20 anos ap6s o problema das extensoes anomalas ter
sido detectado (HANKS; MCDERMOTT, 1987) o problema ainda persista até hoje
em logica default. Parte disto explica-se porque encontrou-se uma solucao para
o problema em programacao logica através do Answer Set Paradigm, proposto

pioneiramente em (GELFOND; LIFSCHITZ, 1988), mas que ganhou um grande impulso



no final da década de 90 (MAREK; TRUSZCZYNSKI, 1999; NIEMEL4, 1999), e que
hoje ocupa a cena da éarea de programagao logica(LIFSCHITZ, 2002; COSTANTINT,
WATSON, 2007; FABER; LEE, 2008).

Argumentamos na dissertacao que esta solucao nao é satisfatoria, o problema sé
é resolvido gracas a limitagao da linguagem da programagao logica (apenas clausulas
de Horn, estendidas com a negagao por falha), e mostramos como resolver o problema
em teorias que utilizam a linguagem da légica de primeira ordem sem restrigoes.
A solugao é a Loégica Default Predicativa que propomos na dissertacao, que foi

desenvolvida em parceria com o orientador da dissertacao, Marcelino Pequeno.

No capitulo 2, vamos apresentar algumas definicoes importantes sobre ordens ,

boa ordens e operadores e seus pontos fixos.

No capitulo 3, vamos apresentar os diversos estudos sobre as definicoes
indutivas positivas que culminou nos sistemas formais elementares e em diversas

caracterizacoes do conjunto gerado por eles.

No capitulo 4, vamos apresentar os SFA’s, definir Os critérios para a boa
formacdo de SFA e apresentar uma metodologia de construgdo para o conjunto

gerado para um SFA.

No capitulo 5, vamos apresentar varias propostas de estratificacao em
programagcao logica com a negac¢ao e mostraremos que o conjunto gerado por nossa
abordagem em SFA quando aplicada em programas normais coincide com o conjunto

gerado em todas as abordagens estratificadas.

No capitulo 6, vamos apresentar a Ldgica Default Predicativa que foi obtida
através da generalizacao do conceito de estratificacao do SFA’s. Esta logica default
ataca simultaneamente os dois principais problemas da légica default: problema da
coeréncia e problema das extensoes anémalas. Faremos uma breve comparagao com
as abordagens anteriores que atacaram os problemas da coeréncia e o problema das

extensoes anomalas.



Capitulo

Preliminares

Neste capitulo, n6s vamos rever a definicao de varios conceitos importantes que
serao utilizados ao longo do trabalho. Na primeira secao, veremos as principais
definicoes relacionadas com os diversos tipos de relacdes de ordens. As relacoes
de ordens serao importantes para definir a estratificacao. Na secao 2, veremos as
definicoes relacionadas com as boas ordens e os niimeros ordinais. A boa ordem seré
utilizada para definir o conjunto gerado para SFA e a extensao da logica default
predicativa . Na secao 3, veremos as definicoes dos operadores e seus pontos fixos.

Apresentaremos alguns resultados importantes sobre os operadores monétonos.

2.1 Relacoes e Ordens

Nesta secao, vamos ver a definicao de alguns conceitos de relacdes de ordem.
A notacao utilizada é a padrao. Os simbolos U, N denotam as operacoes de uniao
e intersec¢ao de conjuntos. O simbolo \ denota a operagdo de complemento de
conjunto. O conjunto das partes de X, isto é, o conjunto de todos os subconjuntos,

serd denotado por 2%

Definicao 2.1.1. (Rela¢ao) Uma relagao bindria R em A é um subconjunto de A

x A. Se o par (a,b) € R podemos denotar por a R b.

Definicao 2.1.2. (Tipos de relagoes) Seja R uma relagdo bindria em X.

i. A relagio R em X é reflexiva se (z,z) € R , para todo z € X.

1. A relagcio R em X € irreflexiva se (r,z) ¢ R, para todo xz € X.
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7.

v.

A relagio R em X é anti-simétrica se para todo z,y € X , (x,y) € R e (y,x) €

R implica que z=y.

A relagao R em X € transitiva se para todo z,y,2 € X , (r,y) € R e (y,2) € R
implica que (z,z) € R.

A relagao R em X € total se para todo z,y € X, (z,y) € R ou (y,xz) € R.

Defini¢ao 2.1.3. (Relagdes de ordem e conjuntos ordenados)

i.

0.

V1.

V12

Seja < uma relagao bindria em X € uma relacdo de ordem parcial se <X €

refleciva, transitiva e anti-simétrica.

Seja < uma relacao bindria em X é uma relagcao de ordem parcial estrita se

< € wrreflexiva,transitiva e anti-simétrica.
Um relagao de ordem parcial X em X € uma ordem total se = € total em X.

Um relacao de ordem parcial estrita < em X é uma ordem total estrita se <

é total.

. Seja X um conjunto e =X uma relagao bindria em X. O par <X,2X> ¢

denominado conjunto parcialmente ordenado se =X é uma relacao de ordem

parcial.

Seja X um conjunto e =< uma relagao bindria em X. O par <X,<X> €

denominado conjunto totalmente ordenado se < é uma relacao de ordem total.

Seja <X,=<X> um conjunto parcialmente ordenado. O conjunto ¥ C X € uma

cadeia se < € total em Y.

Definigao 2.1.4. (Elementos de um conjunto ordenado)

i.

Seja <X,=> um conjunto parcialmente ordenado. Seja Y C X e x € X entdo
z € dito um limite inferior(superior) de Y se para todo y € Y, z < y(y < z).

Seja <X,<X> um conjunto parcialmente ordenado. Seja Y C X e x € limite
superior(inferior) de Y, entao z é dito infimo(supremo) de Y se para todo

limite superior(inferior) ©’ de Y, © < z'(z’ < ).
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111, Seja <X,=<> um conjunto parcialmente ordenado. Seja C C X ex € C, z €
denominado elemento <-minimal(mazximal) de C se para todo y € C, y < z(x

= y) entdo z=y.

1. Seja <X,=X> um conjunto parcialmente ordenado. Seja C C X ex e Céxé

denominado <-menor(maior) elemento de C se para todo y € C, z < y (y <

v. Uma relacao de ordem parcial estrita = em X € dita bem-fundada em X se

para todo subconjunto Y de X tiver um elemento <-minimal
O infimo de X é tnico, se ele existe, e denotaremos por inf(X). Semelhantemente,
o supremo de X é tnico, se ele existe, e denotaremos por sup(X).

Definicao 2.1.5. Um conjunto parcialmente ordenado <X,<> ¢é denominado

reticulado completo se para todo Y C X, existe inf(Y) e sup(Y).

Definicao 2.1.6. Seja <X,<> um reticulado completo e X C L. X é direcionado

se para todo subconjunto finito de X tem um limite superior em X.
Seja <X, <> um reticulado completo. sup(X) é representado por T e denominado
elemento topo. inf(X) é representado por L e denominado elemento base.

Exemplo 2.1.1. <2%,C> ¢ um reticulado completo. O infimo de X C 2% ¢ dado
por NX e supremo de X € dado por UX. O elemento topo é S e o elemento base ().

2.2 Boa Ordem e niimeros ordinais
| ]

Nesta secao, vamos rever a definicao de boa ordem e nimeros ordinais.

Definicao 2.2.1. Seja = um rela¢do bindria em conjunto X. Dizemos que =< € uma

boa ordem se:

1. =< € uma ordem total.

1. todo subconjunto nao vazio Y de X possui um menor elemento.
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Se =< é uma boa ordem em um conjunto X entao o par <X,=<> é denominado

um conjunto bem ordenado.

Agora vamos definir uma classe particular de conjuntos bem ordenados
denominado ntmeros ordinais. Existe uma associacao entre um conjunto bem
ordenado e um ordinal da seguinte maneira: todo conjunto bem ordenado é
isomoérfico a um nimero ordinal. A abordagem que vamos utilizar leva em
consideracao os ordinais que sao definidos através da relacao de inclusao entre seus
elementos. Freqiientemente, os ordinais definidos dessa maneira sao denominados

ordinais de Von Neumann.

Definicao 2.2.2. (Nidmeros Ordinais)

t. Um conjunto x é chamado transitivo se y € x, entao y C .

1. Um conjunto x é chamado um ndmero ordinal(de Von Neumann), ou apenas

ordinal, se © € lransitivo e para todo y,z € x, y C z ou 2 C y.

O conjunto @) é um ordinal. Ele corresponde ao nimero ordinal 0. O conjunto
{0} é um ordinal. Ele corresponde ao nimero ordinal 1. O conjunto consistindo de
todos os ordinais finitos, ou seja, {0, {0}, { 0, {0}}, ... } ¢ um ordinal. Ele é o

menor ordinal infinito e é denotado por w.

Teorema 2.2.1. (Propriedades basicas dos ordinais)

i. Todo ordinal é um conjunto bem ordenado com a relagao de inclusao.
1. Todo ordinal o, « = {f: 8 C « e € um ordinal}.

t12. Todo conjunto bem ordenado <X,=X>, existe um inico ordinal o tal que

<X,=X> € isomorfico a <a,C>. Ainda mais, tal isomorfismo € unico.

Nos vamos usar o < 3 representando o C (3, e @ < [ representando o C . Para

quaisquer dois ordinais a e 3, a < f ou 8 < a.

Definicao 2.2.3. Se a é numero ordinal, o ordinal sucessor de o € o ordinal o+ 1
= aU{a}, que é o menor ordinal maior que . Um ordinal é dito um ordinal limite
se ele nao € o sucessor de nenhum ordinal. O menor ordinal limite infinito € w. 0
é um ordinal limite finito. O ordinal sucessor de w é w + 1 = w U {w}. O prézimo

sucessor ordinal limite w.2=w+w.
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Para todo ordinal n € w, nés temos w.n. Tomando a unido de todos w.n (o

supremo de qualquer conjunto de ordinais), nés temos o ordinal w.w = w?.

Teorema 2.2.2. (Principio da Indu¢ao Transfinita) Seja o um ordinal e seja Z

C a um subconjunto de o possuindo estas duas propriedades:
. Ve Z
1. Para todo < «, se {y:v < B} C Z entio B € Z.
Entao 7 = «.

Todo ordinal é um ordinal sucessor ou um ordinal limite, a inducao transfinita
geralmente é aplicada de uma maneira diferente(mas equivalente) levando em conta

este fato.

Teorema 2.2.3. (Principio da Inducao Transfinita) Seja o um ordinal e seja 7

C a um subconjunto de o possuindo estas trés propriedades:

1. 0€ 7.
11. Para todo < «, tal que B+ 1< «, se B € Z entao S+ 1€ Z.

tt. Para todo A < a ordinal limite, {£ : £ < A} C Z entdo \ € Z.
Entao Z = «.

Os teoremas 2.2.2 e 2.2.3 sao aplicados da seguinte maneira. Assuma que uma
propriedade P vale para algum ordinal «. Nos vamos denotar P(3) se um ordinal
f < « tem a propriedade P. Defina Z = {8 : § < a}. Aplicando o principio da
inducao transfinita ao conjunto Z temos um método para provar que para todo

ordinal menor ou igual a a tem a propriedade P.

Teorema 2.2.4. Seja P uma propriedade qualquer, e seja o > 0 um nimero ordinal.

Assuma que:
i. P(0)
1. Para todo <, B+1<aeP(B), entio P(G+1).

1i. Para todo \ < « ordinal limite, e para todo & < X nds temos P(£), entao nds
temos P(\).

Entao, para todo 5 < «, P(3) vale.
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2.3 Operadores e Ponto Fixo

Nesta secao vamos discutir alguns elementos da teoria de operadores em X, ou

seja, um mapeamento de 2% em 2%,

Definicao 2.3.1. (Tipos de Operadores)

i. Um operador em X é um mapeamento F : 2% — 2%,

1t. Um operador F é chamado mondtono se para todo X1, Xs C X, X7 C X,
implica F(X;) C F(X3).

ttt. Um operador F € chamado anti-mondtono se para todo X1, Xy C X, X1 C X,
implica F(Xs) C F(X).

w. Um operador F é compacto se para todo X1 C X,
F(Xl) = U{F(XQ) . XQ Q Xl,XQ éﬁmto }

Defini¢ao 2.3.2. (Ponto Fizo) Seja F um operador em X entdo um conjunto Y C
X ¢é denominada um ponto fixo de F se F(Y)=Y e um pré-ponto fizo se F(Y) C Y.

Teorema 2.3.1. (Teorema Knaster-Tarski)(TARSKI, 1955) Seja F : 2% «— 2% um
operador mondtono. O operador F possui o menor ponto fizo denotado por Ufp(F).

O menor ponto fixo € dado por:

p(F) ~ (Y : F(Y) C Y},

Demonstragao. Seja G = {Y|F(Y) C Y} e g=(|{Y : F(Y) C Y}. Para mostrar
que g € G. Temos que g C x, para todo x € G, entao pela monotonicidade de F,
temos que F(g) C F(x), para todo x€ G. Assim F(g) C x, para todo x € G, e entao
F(g) C g. Portanto g € G.

Para mostrar que g é um ponto fixo de F. Temos que mostrar g C F(g). Temos
que F(g) C g implica em F(F(g)) C F(g) que implica em F(g) € G. Portanto, g C
F(g), entdo g é um ponto fixo de F.

Seja G* = {Y | F(Y)=Y } e g’= |JG’. Como g ¢ ponto fixo, logo g’ C g. Por
outro lado, G’ C G e entdo g C g’. Assim nos temos que g=g’ e portanto Ufp(F) =
(WY :F(Y)CY}. O
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Teorema 2.3.2. (Teorema Knaster-Tarski)(TARSKI, 1955) Seja F : 2% «— 2% um

operador mondtono. A seqiéncia F', para um ordinal o:

FO=90
Fotl = F(F).
F* = U{F*: a < A}, para um ordinal limite )

atinge um ponto fixo em algum ordinal. Seja cl(F) o menor ordinal tal que

F* = Fo*l denominado ordinal de fechamento. Entao
P~ ifp(F)

A prova de lfp(F) seque-se de (a) e (e). A prova de (a),(b) e (¢) usa inducio

transfinita.

1. Para todo a+ 1, FoT C Ifp(F):
Se a é um ordinal sucessor, entao pela hipotese de inducao temos que
Fe C lfp(F), e pela monotonicidade de F temos que F(F*) C F(lfp(F))e
a propriedade do ponto fizo temos que F(lfp(F)) = lfp(F). Logo,

Fett = F(F) C F(ifp(F)) = ifp(F).

Se a + 1 ¢é ordinal limite, entio F* = |J{FP : B < a+ 1} C Ifp(F), pela

hipotese de inducao.

1. Para todo o, F* C Fot!;
Se o é um ordinal sucessor, entio pela hipdtese de inducdo temos que F@~1 C
F*, e pela monotonicidade de F temos que F(F*™1) C F(F*). Logo,

Fo=F(F*') C F* = F(F®) = FotL,

Se a+ 1 ¢ ordinal limite, pela hipdtese de indugao temos que

U{F?: B <a} CU{F?: 8 <a+1}. Logo,

Fo=|J{FP:B<al CU{F?: B <a+l}=Fot,
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0.

Para todo o, 3, o < 3 implica que F* C FP:

Se 3 € um ordinal sucessor, entao o < 3 — 1 e entao pela hipdtese de indugao
temos que F* C FP~1 C FB. Se a+1 ¢é ordinal limite, pela hipdtese de inducdo
temos que

FeCU{F7:v< B} =F~

Para todo o, 3, a < B e F* = F®, entdo F* = FP:
Temos que F* C F*tY C FP por (c). Portanto F* = F*t!' = F(F%) e entdo
F* é um ponto fizo. Assim, F* C lfp(F'), por (a).

FEziste um ( tal que B <y implica que F7 = lfp(F):

Seja o 0 menor ordinal de cardinalidade maior que a cardinalidade de X.
Suponha que F° # Ifp(F), para todo 6 < . Defina h:a — L por h(5)=F?.
Entdo, por (d), h ¢ injetiva, o que contradiz a escolha de . Assim FP =

Ifp(F), para algum B < «, e o resultado seque a partir (a) e (c).



Capitulo

Sistemas Formais Elementares

3.1 Definigoes Indutivas

Na matematica e na computagao, defini¢oes indutivas sao largamente utilizadas
para a definicdo de conjuntos através da recursao. Intuitivamente, podemos dizer
que uma defini¢ao indutiva é capaz de condensar a definicao de um conjunto através
de regras de inferéncias. As regras de inferéncias sdo usadas para a obtencao de
novos elementos a partir da presenca ou auséncia de outros elementos no conjunto
definido. Intuitivamente, as regras de inferéncias podem ser entendidas como
um tipo de receita para construcao de novos elementos do conjunto pretendido.
Muitos trabalhos foram desenvolvidos para obter uma representacao natural da
definicao indutiva positiva.  Primeiramente, veremos os trabalhos realizados
por Smullyan(SMULLYAN, 1961) na proposi¢ao dos sistemas formais elementares.
Seguido do trabalho de Moschovakis(MOSCHOVAKIS, 1974) sobre a representacao
da inducao elementar sobre estruturas abstratas. Finalizando com o trabalho
realizado por Aczel(ACZEL, 1977), uma extensao dos sistemas formais elementares.

Encerrando com um breve estudo sobre as definicoes indutivas nao mondtonas.
3.1.1 Sistemas Formais Elementares - Smullyan

Na época de Smullyan, a nocao de "‘formal"’ aplicada a sistemas na matematica,

1 )

e a nogao de "‘mecanico" aplicada as operagoes (procedimentos) precisavam ser
mais bem compreendidas. Intuitivamente, a nocao de operacao mecanica era
definida como uma operagao realizada por algum modelo de computagao(maquina

de computagao). Nesse ponto, a nogao de sistema formal e opera¢do mecanica
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se interconectavam. Se a nocao de operacao mecanica fosse definida em funcao
de algum modelo de computagao (por exemplo, maquina de Turing), a nogao de
sistema "‘formal"’ seria definida como o conjunto de teoremas gerados pelo modelo
de computacao em questao. Alternativamente, Post define diretamente um sistema
formal, para capturar a nocao de formal, e a definicao de operacao mecanica passa
a ser obtida através do sistema de Post, ou seja, uma operacao mecanica é uma
operagao realizada pelo sistema de Post. Seguindo essa abordagem Smullyan define
os sistemas formais elementares para servir de base para o estudo de sistemas

"formais"’ na matematica.

Os sistemas formais elementares (SFE) foram introduzidos em (SMULLYAN, 1961)
para explicar a nogao de definibilidade indutiva. Freqiientemente, na matematica

um conjunto W é definido através de regras:

» As regras que definem os elementos iniciais de um conjunto W denominadas

axiomas.

!

» As regras da forma "‘se tais e tais elementos estao em W entao tal e tal

combinagao estao em W'’ também chamadas de regras indutivas.

» Uma regra final (também chamada de "‘regra de fechamento"’) "'nada mais

estd em W, a nao ser o que pode ser obtido através das regras'’.

A regra final precisava ser mais bem definida. Os sistemas formais elementares

"

proviam uma "‘l6gica"’ do que é ser realmente obtido através das regras.

Considere o simples exemplo da defini¢gdo um conjunto de string S C ¥ = {a, b}*,
que alternam a’s e b’s, ou seja, as strings de S nao tem nenhuma ocorréncia de dois

a’seb’s.

Exemplo 3.1.1. Seja X={a,b}*. As regras que definem S REGRA 1. a € S
REGRA 2. be S

REGRA 8. abe S

REGRA J. ba € S

REGRA 5. Sexa € S (x € U), entio zab € S

REGRA 6. Sexb e S (z € U), entio zba € S

REGRA 7. Nenhum outro elemento estd em S, a nao ser que ele possa ser obtido

através das regras 1-6.
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Podemos converter o sistema de regras informais para um sistema formal da
seguinte maneira: Primeiramente, vamos abreviar x € S para S(x). Vamos abreviar

a regra Se condi¢aol entao condicao? para condicao2 < condicaol.

Vamos substituir a regra 7 por uma definicao precisa do que é ser obtido através
das regras. Um elemento X é dito ser obtido pelas regras se e somente se pode ser
obtido através de um ntumero finito de aplicagoes das seguintes regras:

Ry. Substituir a variavel X por qualquer string de U.
Ry. Se S(X;) ¢ derivado entao S(X3) é derivado pela regra S(Xs) «— S(X).

O sistema formal obtido para a definicao de S é:

S

a

2]

b

w2

jon

o
S—

(
(
(ab)
(
(

S(xab) « S(xa), onde x € X

~—~~ o~ M~ /o~~~ o~
w

~— S N N N
w2

6). S(xba) < S(xb), onde x €

O conjunto gerado pelas regras pode ser obtido como o menor conjunto fechado
sobre as regras ou como o conjunto obtido por todos os elementos que sao derivados

pela aplicacao das regras Ry e R,.

Basicamente, o SFE proposto por Smullyan ¢ um sistema de regras positivas
onde os termos (as premissas) sdo padroes em (X U X)*, onde ¥ é um alfabeto e X

é um simbolo para representar o conjunto definido.

Apesar da estrutura simples do SFE proposto por Smullyan, a semantica
proposta por ele pode ser estendida e aplicada em sistemas baseados em regras
positivas. Na verdade, um SFE pode ser entendido como um sistema de

representacao das inferéncias indutivas positivas.
3.1.2 Definicoes Indutivas Positivas

A representacao e a caracterizacao das definicoes indutivas positivas em
estruturas abstratas foi objeto de estudo em (MOSCHOVAKIS, 1974). Ele mostrou
que a formula ¢ associada a uma defini¢ao indutiva positiva de um predicado P tem
um comportamento mondtono e poderia ser utilizada para definir uma seqiiéncia de

conjuntos definidos indutivamente e a uniao destes conjuntos descrevia a definicao
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do predicado P. Isso representou um avango na teoria das definicoes uma vez que
algumas relagoes que sao geradas pelas defini¢cdes indutivas positivas nao podem ser

definidas na linguagem de primeira ordem.

Considere o seguinte exemplo. Suponha que noés temos um banco de dados de
uma empresa aérea com a relacao binaria R (representando as rotas) tal que se um
par (A,B) estd em R indica que existe um voo entre A e B. Agora vamos supor
que desejamos definir todos os pares A,B tal que existe um voo direto entre eles.
Podemos representar este predicado pela seguinte formula em primeira ordem com

duas varidveis livres.

to(x,y) = R(x,y)

Podemos definir também um predicado que contenha o par (x,y) representando

que existe um voo entre x e y com exatamente uma escala.
t1($7 y) = HZR(*T’ Z) N R(Zv y)

O predicado representando no maximo uma escala pode ser representando pela

disjuncao dos predicados anteriores

Tl(xvy) = to(l’,y) \ tl('ray)

Para um k fixo podemos escrever um predicado que represente um voo com no

maximo k escalas:
te(z,y) = 321, .., Iz R(x, 21) A R(z1, 22) A ..o A R(z,y),

da mesma maneira podemos definir 7, = \/._, t; para representar um v6o com no

j<k
méaximo k escalas.

Mas para computar o fecho transitivo de R serd necessario representar todos os

voos com todos o niimero de escalas possiveis.

\/keN Uk
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Mas claro que essa formula nao é uma férmula de primeira ordem devido ao
uso de disjuncoes infinitas. O argumento anterior nao é uma prova formal da nao
expressibilidade em primeira ordem, mas com ele podemos ter uma idéia da limitacao

da linguagem de primeira ordem.

Podemos formalizar o banco de dados aéreo como um grafo G=(V,E). O conjunto
de vértices V sao as cidades do banco de dados e o conjunto de arestas E sao as

listas de vbos entre as cidades.

O fecho transitivo de um grafo nao pode ser representado na linguagem de
primeira ordem, mas podemos definir como o fecho transitivo como menor predicado

Te C V? que satisfaz as seguintes propriedades:

> (x,y) € Tg se (x,y) € E.

» (x,y) € T se para algum vértice z,(x,z) € E e (z,y) € Tg.

podemos codificou as seguintes regras em uma férmula de primeira ordem da

seguinte maneira:
p((z,y), Te) = E(z,y) A 32(E(x, 2) V Ta(z,9))
podemos definir o fecho transitivo explicitamente através da seguinte formula:
TeTqg = VS{Vylp(y,S)=1y€S]=2€S}

O dnico problema dessa definicao explicita é que ela recorre a linguagem de
segunda ordem. O ideal seria uma abordagem que se torna claro a existéncia da
inducao na definicao de Tz e nao recorre-se a linguagem de segunda ordem. O
predicado T pode ser obtido por uma seqiiéncia de predicados indutivamente gerado
pela formula ¢. Os predicados indutivamente gerados I serao definidos da seguinte
maneira:

Tell o o U,., 1)

j<n ¢

e através deles definir predicado T da seguinte maneira:

Te = UnIZ
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Moschovakis(MOSCHOVAKIS, 1974) mostrou que todas as defini¢oes indutivas
positivas poderiam ser caracterizadas da maneira descrita acima. Ele mostrou que
os predicados definidos por inducao positiva tém ocorréncia positiva na formula
de primeira ordem que codifica as regras da defini¢do indutiva ¢(Z, P). As formula
positivas tém um comportamento mondtono que garante que processo descrito acima

possa ser utilizado.

Uma definicao indutiva de um predicado P é dita positiva quando a formula de
primeira ordem associada a defini¢do ¢(Z, P) é positiva, ou seja, nenhuma ocorréncia
de P deve aparecer no escopo de um nimero impar de ocorréncia do simbolo de

negacao —. Por exemplo, o predicado T ocorre positivamente em ¢((x,y), T¢):

v((2,9), Te) = E(z,y) A 3z(E(z, 2) V Ta(2,9))

Definicao 3.1.1. (Propriedade Mondtona das Fdrmulas Positivas) Seja S uma
varidvel de sequnda ordem que ocorre positivamente em ¢(S). Seja P,P’ sao relagdes

sobre A, entdo
Se P C P’ e ¢(P) entao p(P").

Podemos associar a cada férmula positiva ¢(5) um operador I'y,, que é definido

da seguinte maneira:

Lo (5) = {Tle(T, 5)}-

Para cada ordinal o, podemos definir o conjunto I3 por recursao transfinita da

seguinte maneira:

I3 =To(Upea 1)
e assim definir o conjunto gerado por I' denotado por I por :
Ir=y 51 g
vamos adotar as seguintes notacoes:

I = I I3f = U, I

@ @

I,= Iy
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Pela propriedade monoétona das féormulas positivas ¢ temos que o operador I', é
monoétono. O Teorema de Knaster-Tarski garante que I', tem o menor ponto fixo.
O menor ponto fixo I', equivale a interseccao de todos os conjunto fechados com
relacao a I',(isto é, I',(S) C 5),

Ir = N{S|T(S) C S} = 1fp(T)

A intersec¢ao de todos os conjuntos fechados com relagao a I', equivale ao menor

conjunto fechado que é a caracterizacao de uma definicao indutiva.

O Teorema de Knaster-Tarski, garante também que lfp(I',) = Fg((])), para o
menor ordinal 3(ordinal de fechamento). Os conjunto I'} para a < 3 sdo chamados

de camadas. O ordinal 3 é chamado de ordinal de fechamento.

A seguir, vamos considerar a aplicacdo desta abordagem na definicdo de fecho

transitivo de P relativo a Q).

Exemplo 3.1.2. Seja P C A,QQ C AxA dados. Considere o fecho transitivo de P

com relacao a @),

R(z) & existe uma seqiéncia yi, Yo, - .., Yn tal que Py) e
QY1,Y2), Q(Y2,Y3), -+, QYn-1,Yn) € T =11 0U T =y,

codificado pela sequinte formula:
p(x,5) = Plx) A (Fy)[S(y) A Qy, )]
E fdcil verificar que R = I, por inducao em & que
r € I% = R(z)
e entao por inducao em n > 1 que
P(y) AQr,y2) Ao AQ(Yn-1,Yn) = Yn € 15%.

Assim R € indutivo em P, Q. Perceba que estd inducdo nao tem pardmetro, e que

ela termina em w pPassos.

A seguir, vamos considerar uma definicao indutiva que nao termina em w passos.
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Exemplo 3.1.3. Seja < um ordem total em A e queremos tomar um segmento

micial bem ordenado de <, representado por
W(z) < nao existe seqiiencia infinita x > x1 > Ty > T3 > ...
codificado pela sequinte formula:
P(x,8) = (Vu)|u <x=uedl]
facilmente podemos mostrar que W = I, por indugio em & que
x €I = W)

se x € IS, entdo pela definicio Vu)lu < z = u € I;g], entao pela hipdtese de
inducao (Yu)[u < x = u € W(u)], que imediatamente que W(z). Por outro lado,

& Iy = Fu)ur <xVu &Iy

e usando a mesma implicacdo em uy; nds podemos encontrar us < uy tal que us &

Iy, entao podemos construir uma infinita seqiéncia descendente comegando em z e

W (z). Assim,
W(z) <z el

Nao ¢ dificil verificar que o ordinal de fechamento dessa inducdo € precisamente o

ordinal do maior segmento inicial bem ordenado de <.

O teorema de Knaster-Tarski garante a nés que quando estamos tratando com
uma definicao indutiva positiva entao uma definicao altamente nao construtiva como
a do menor ponto fixo(definida como a interseccao de uma grande, possivelmente
nao enumeravel, familia de conjuntos de fechados) pode ser convertida em uma
defini¢do construtiva(iterar sobre um operador até o ponto fixo ser alcangado;
quando o universo for enumerével, o ponto fixo serd alcancado em um ordinal
enumeravel).  Conseqiientemente, o estudo das definigoes indutivas positivas

mostrou-se intimamente relacionado com o estudo de operadores e seus pontos fixos.

No estudo de Moschovakis, um predicado P definido por uma definicao indutiva

positiva ¢ pode ser obtido das seguintes maneiras:
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» o menor conjunto que sastifaz p(equivale a defini¢cio de P em segunda ordem).

» através da interseccao dos predicados que sao fechados em relacao ao operador
Iy.

» através do menor ponto fixo do operador I',.

» através da aplicagdo sucessiva do operador I', a partir do (.

3.1.3 Sistemas Formais Elementares - Aczel

Aczel(ACZEL, 1977) propos a representagao das definigoes indutivas positivas
atraveés sistemas formais elementares(SFE). Aczel consegue diversas maneiras de
descrever a semantica de uma definicao indutiva positiva através dos SFE’s. A
seguir, veremos diversas caracterizacoes do conjunto indutivamente gerado I(®)
para um ®(SFE).

Definicao 3.1.2. . Uma regra é um par (X,z), onde X é um conjunto chamado
de premissas e © € uma conclusao. A regra pode ser escrita como x <= X. A
conclusio de uma regra v serd denotada por c(r) e o conjunto de premissas
serd denotado por p(r). A regra tem a sequinte leitura "‘A partir da geracao

de todas as expressoes de X podemos gerar a expressao x'’.

1. Se ® € um conjunto de regras, entio um conjunto A € fechado se todas as
regras em ® cujas premissas estao em A entao suas conclusoes também estao
em A. Em outras palavras, A € fechado se para toda regra v <= X e X C A

entao x € A.

15i. Se @ € um conjunto de regras, entao I(¢), o conjunto indutivamente gerado

por O:
I(®) = {A: A € fechado}
Preposigao 3.1.1. I(®) € o menor conjunto fechado.

Demonstracao. Seja x <= X € & e X C I(P), temos que mostrar que x € I(P). Se
X C I(®), entao para todo conjunto fechado A; X C A. Logo, para todo A fechado,
x € A. Assim, = € 1(®D). O

Os conjuntos indutivamente gerados podem ser obtidos através da nocao de

"‘derivagao"’.
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Definicao 3.1.3. (Derivacao) Uma seqiiéncia aq, ..., a, € uma derivacdo de a em
d. Se:

1. Ay — G

1. para todo 1 < 1 < n, existe uma regra a; — X em ®, tal que X C {aq,...,a;1}.

Definicao 3.1.4. Para um ® finitdrio, temos que

Cn® ={b: se existe uma derivagdo de b em ®}

Preposicao 3.1.2. Para um ® finitdrio,

Cn® = I(P)

Demonstracio. Para mostrar que Cn® C I(®). Considere um a, € Cn” . Seja
ai,...,a, uma derivagao de a,, em ®. Por hipoétese de inducao, para todo i, 1 <'i
< n-1, a; € I(¢). Seja a, obtido por uma regra a,, < X, onde X C {ay,...,a,_1}.
Logo, a, € I(®) (I(®) ¢é fechado). Para mostrar I(®) C Cn®. Basta mostrar que
Cn?® é fechado. Temos que mostrar que se a < z1,...,2, € P e xq,...,2, € Cn®
entdao a € OnP. Se x1,...,2, € Cn? implica que cada z; tem uma derivacdo. A
concatenacao da derivagao de cada x; concatenado com a é uma derivagao de a em
®. Logo, a € Cn?. ]

A seguir, vamos considerar um exemplo de uma defini¢do indutivamente definida

em P.

Exemplo 3.1.4. Seja > um relacao bindria em um conjunto A. Um segmento
inicial bem-fundado de < € o conjunto W(<) de a € A tal que nao eziste uma
seqiiencia infinita descendente de a, > a1 > .... A relagio é bem-fundada se

A=W(<). W(<) pode ser indutivamente definido da sequinte maneira:

Seja ®,, o conjunto de regras a < (< a), para todo a € A, onde (<a) = {x €
A iz <a}.

Para mostrar que W(<) = I(®). Temos que mostrar 1(®,) C W(<). Basta
mostrar que W(<) é fechado. Por indugdo, assuma que para todo ag < a, (< ag) €
I(®,) entdo (< apg) € W(<) . se (< a) € I(D,) entdo temos a regra a <= (< ag) em
O, e (< ap) € I(D,). Por hipétese de indugio, (< ag) € W(<). Portanto (<a) €
W(<).
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Por outro lado, para mostrar (W(<)) C I(®,). Se a & I(P,). Temos que

encontrar uma seqiéncia a > ag > a1 > ... para mostrar que a € A. Se a € I(P,)
entio (<a) C I(®,). Portanto, ag < a tal que ag ¢ I(P,). Repetindo podemos

encontrar que a; < ag tal que a; & I(PD,).

Aczel mostrou que as definicoes indutivas também poderiam ser associados com

operadores da seguinte maneira:

Definigao 3.1.5.  i. Seja ® um conjunto de regras em A (isto é, X U {z} C A
para toda regra ¥ <= X € ®) podemos definir um operador mondtono I' : 24 —

24 da sequinte maneira:
FS)={zlr<=XepeXCS}
1. Para o operador mondtono I', se X C A é ®-fechado se I'(X) C X.
112. Para I o operador mondtono. O conjunto indutivamente gerado por ' é:
IT) ={X CA:T'(X) CX}.

Entao Y C A é fechado se T(Y) CY. Logo, I(®)=I(T).

Para um operador monétono I', existe uma caracterizacao de I(®P) usando

iteracoes transfinita I'* de I' para todos os ordinais A da seguinte maneira:

M =, " UT (U, ")

podemos definir I = |, ['*, onde A é um ordinal qualquer.

Se denotarmos ., T* por I'* entdo
M =TAUT (<)
O conjunto I'* podem ser definidos diretamente por transfinita recursao por

<N =) _ T(D%)

p<A

ou alternativamente por
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r<o — @
F<>\+1 — FA U F<F<)\>

= Uu</\ ['#, para um ordinal limite A

A seqiiéncia de conjuntos I'* forma uma cadeia crescente e atinge um ponto fixo
em algum ordinal de fechamento cl(I') (isto é, cl(I') é o menor ordinal « tal que
['* =T2*1). O ponto fixo alcangado por essa seqiiéncia de conjuntos ¢ denominado

ponto fixo indutivo de I'. O ponto fixo indutivo de I' ¢ o menor ponto fixo de I'.

Preposicao 3.1.3. Para um operador mondtono I' : 24 — 24

i. I(T)-T>

1. I(T') é o menor ponto fixo de T.

Note que a definicao de I'* nao exige que o operador I" seja mondtono. Portanto
a mesma construcao pode ser estendida para defini¢oes indutivas nao monoétona.

Vamos analisar separadamente algumas abordagens para estes tipos de definicoes.

Aczel caracterizou alternativamente o conjunto [(®) através de Aarvores
bem-fundadas. Essa caracterizacao pode ser aplicadas a conjunto de regras

arbitrario ®.

Definicao 3.1.6. Uma drvore bem-fundada T € um conjunto de finitas seqiiéncias

de tamanho > 0 tal que:

1. Eriste exatamente uma seqiiéncia de tamanho um em T. Ela é chamada de

raiz (ar) da drvore.
1. Se (a1,...,an41) € T entdo (ay,...,a,) €T.

1. T ¢ bem-fundada no sentido que nao eriste uma seqiéncia infinita aq,as, . ..
tal que (ay,...,a,) € T para todos n > 0. Alternativamente, a relagio <r é

bem-fundada, onde
(a1,...,am) <7 (b1,...,b,) sse n=m+1

e a; = b; para i=1...m. O tamanho da drvore |T| serd a cardinalidade do maior

segmento inicial de <7 iniciado em ar.
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Definicao 3.1.7. Se ® ¢ um conjunto de regras, uma drvore T € drvore de derivacao
de a. Se

1. a—ar

1. para toda seqiéncia (ay,...,a,) €T, se ay < T(ay, an) € P, onde

T, ) =102 (a1, ..., an,a) € T}.
Preposigao 3.1.4.  i. I(®)={ a : a tem uma drvore de derivagao}.

1. Se ® € um conjunto de regras em A com um operador mondtono correspondente

[:24 — 24 entdo para todos os ordinais \,
' = {a € A: tem drvore de derivacio de tamanho < \}.

O conjunto indutivamente gerado I(®) para um conjunto arbitréario de regras ®

pode ser caracterizado através de teoria dos jogos da seguinte maneira:

Primeiramente, vamos definir as regras de um jogo G(®,a) entre dois jogadores
I e II que fazem movimentos alternadamente quando possivel. O jogo comeca por
IT escolhendo ag = a. Se depois de n pares de movimentos o jogador II escolher a,
entao o jogador I deve responder escolhendo o conjunto X, tal que a, < X,, € ¢ e
entao o jogador II deve responder escolhendo a, 1 € X,,. Se o jogador nao conseguir

mover-se entao ele perde. Se o jogo continua indefinidamente, o jogador I perde.

Preposigao 3.1.5. a € I(P) sse o jogador I tem uma estratégia vencedora para o

jogo G(®,a).

Seja W o conjunto dos elementos para os quais o jogador I possui uma estratégia
vencedora. Seja a <= X € ® com X C W. Para cada x € X, existe uma estratégia
vencedora o, em G(®,x). Logo, podemos definir uma estratégia vencedora para o
jogador I em G(®,a). O jogador I comega escolhendo X e o jogador II escolhe x €
X entao o jogador I segue a estratégia vencedora o,. Portanto a € W. Assim, W é

fechado. Por indu¢do podemos mostrar que [(P) C V.

Por outro lado, a € W. Seja ¢ uma estratégia vencedora para o jogador I em
G(®,a). Seja T o conjunto de possiveis finitas seqiiéncias de movimentos do jogador
IT quando o jogador I segue 0. Observe que T é um arvore de derivacao para a.
Logo, a € [(D).
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3.1.4 Conjunto Gerado por uma Boa Ordem

Marek e Truszczynski(MAREK; TRUSZCZYNSKI, 1997) estudaram o efeito do
acréscimo de regras de inferéncias monoétonas na légica proposicional. Ele obteve
uma caracterizacao para o conjunto gerado para o seu sistema que combinava
regras de inferéncias monoétonas e logica proposicional. Podemos aproveitar a
caracterizagdo obtida por eles para caracterizar [(®) somente desconsiderando as

regras de inferéncia que envolvem logica cléssica.

Primeiramente, podemos observar que nao é necessario todo o conjunto de regras
® para obter Cn®, precisamos apenas de ® C @ tal que Cn® = {x : 2 +— X € '}.
Podemos obter o conjunto de regras ®' como o limite de uma seqiiencia de uma
construcao do conjunto das regras que sao apliciveis. Uma boa ordem < em & é
usada para determinar a proxima regra a ser aplicada. Quando mais nenhuma regra
puder ser aplicada, a construcao termina. O resultado obtido pela construcao é o

conjunto @’

Definicao 3.1.8. Seja ® um conjunto de regras. Seja = uma boa ordem em .

Vamos construir ilerativamete o conjunto de regras gerado pela boa ordem =,

GR<, da sequinte maneira:

i. sea =0 entio GR, =0

#. caso contrdrio do € a <-menor regra aplicdvel no conjunto ®\(U,., GR¢), ou
seja,

plda) € c(Ueeo GRe) €
Entao GRy = (Ugeo, GRe) U{da}

4i. caso contrdrio, se nao existe regra d € ®\(U,., GR¢) tal que

p(d) € c(Ueco GRe)
entdo a construgdo pdara,GR,_ = (U£<n GRy)

Teorema 3.1.1. Seja um conjunto de regras ®. Para toda boa ordem < em ® nds

temos:

1. O conjunto GR,_ consiste precisamente de todas as regras x <= X € @ tal que
X C Cn®.

ii. Cn® = ¢(GR,.).
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Demonstracao. Por hipotese de inducao, temos que para todo ordinal £ < «, para

todo regra d € GR,, temos que p(d) € Cn® e c¢(d) € Cn®.

Seja a+ 1 é sucessor ordinal. Seja d,,1 a menor regra aplicavel € ®\GR,,. Logo,

p(das1) € GR,. Pela hipotese de indugao, p(da,1) € Cn®. Assim, c¢(dyyq) € Cn®
Para mostrar que Cn® C c(GR,.). Seja ay, ..., a, uma derivagao de a, € Cn®.
Por hipétese de indugdo, {ai,...,a, 1} C GR,._.

Logo, existe uma regra a, <= A, onde A C {ay,...,a,-1} € GR,_. Logo, para
certo ordinal «, a regra a, < A é =<-menor regra aplicavel em ®\ U5<a GRe, ou
seja, {a1, ... an-1} C U, GRe. Logo, a, <= A € GR, .. Assim, a, € ¢(GR,_). O

Podemos definir um algoritmo para computar o conjunto gerado por SFE & da

seguinte maneira:

Conjunto Gerado SFE(?, <)
Entrada: Um SFE ® e uma boa ordem =;
Saida: O conjunto gerado pela boa ordem <.

A=10

R:=10

faga
r:= a =-menor regra r do conjunto ®\ R aplicavel em A
R:=RU{r}
A=A U{c(r)}

enquanto(r # ()

retorne A;

Exemplo 3.1.5. Seja ®:
(

(1) p=gq
(2) g<=r
3) r<=0
(4) a<b
k(5) b<=a

Note que neste SFE ®, nds temos uma recursio positiva (a depende de b e b

depende de a). Mas isso nao vai gerar nenhum problema.
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Seja uma boa ordem =X qualquer das regras. Por exemplo,
(p<=q)=3(r<)=(g<r)(a<=b)=2(b<a)
GRy ={r<0}

GRy =GRyU {g<= 1}

GRy =GRi U {p<=gq}

Note que qualquer boa ordem pode ser usada.

Um fato interessante ¢ que a construgao de G R, nao depende de uma boa ordem
particular, e que o resultado da construcdo sera sempre Cn®. Toda boa ordem =

gera o mesmo conjunto GR,_, mas nao necessariamente o ordinal n é o mesmo.

1<
Sumarizando os resultados, o conjunto indutivamente gerado I(®) por um
conjunto de regras ® finitario representando um sistema formal elementar (SFE)

pode ser obtido de varias maneiras alternativas como:

i. o menor conjunto fechado.

ii. o conjunto formado pelos elementos que possuem uma derivacao em .
iii. o menor ponto fixo de um operador I" associado a ®.
iv. o ponto fixo indutivo de I'.

v. o conjunto formado pelos elementos que possuem uma arvore de derivacao em

o.

vi. o conjunto formado pelos elementos para os quais o jogador I possui uma

estratégia vencedora.

vii. o limite de uma construgao obtida por uma boa ordem < em .

Interessante notar que nenhuma das caracterizacoes anteriores nao podem
ser transportadas para as defini¢oes indutivas nao mondétonas com resultados
satisfatorios. A tunica caracterizacao que pode ser utilizada para inducgoes indutivas
nao monoédtonas é a caracterizacao através de ponto fixo indutivo de I', mas nao
obtém resultados expressivos. A maioria das caracterizagoes estao apoiadas na
monotonicidade de ® e no Teorema de Knaster-Tarski. A abordagem proposta por

Marek e Truszczynski é uma caracterizagao que pode potencialmente ser exportada



3.2. Defini¢goes Indutivas nao monotonas 30

para um conjunto de regras ndao monotonas. A seguir, faremos um breve estudo

sobre as defini¢cdes indutivas nao mondtonas.

3.2 Definicoes Indutivas nao monétonas
]

Na matematica, podemos encontrar alguns conjuntos que sao construidos a
partir de regras de inferéncias a partir da auséncia de outros elementos no conjunto
(portanto modelando um operador nao-monotoénico). A seguir, analisaremos alguns

estudos sobre as defini¢oes indutivas ndo monotonas em estruturas abstratas.
3.2.1 Defini¢oes Indutivas Inflacionarias

Moschovakis(MOSCHOVAKIS, 1974) realizou também um estudo sobre as
definicoes indutivas nao monétonas. Ele considerou quando a féormula de primeira
ordem ¢ associada a um predicado P nao eram positivas e o operador I';, associada
nao monoétono. O operador I', poderia ter nenhum ou miltiplos pontos fixos
minimais. Para superar este problema, Moschovakis definiu uma seqiiéncia de

iteracoes transfinitas S* obtidas através de I' da seguinte maneira:

SO =0
Sotl — S*yUT,(5%)
SN = UperS® para um ordinal limite A
A seqgiiéncia S* forma uma cadeia crescente e atinge um ponto fixo denominado
ponto fixo inflacionario definido por ¢. Note que no ponto fixo S, = S, UT'(S,), e

assim I'(S,) € S,. Em outras palavras, S, é um pré-ponto fixo de I',. Em geral,

S, nao é ponto fixo de I', e nem mesmo é um pré-ponto fixo minimal.

Exemplo 3.2.1. Considere o predicado P(z) definido pela sequinte formula (v =
aN=P(b))V(Ax = bA=P(a)). Podemos codificar o predicado P da sequinte maneira:

o(x,P)=(x=aN-P()V(xr=0bA-P(a))
O ponto fizo inflaciondrio serd:
SO =10

St=S°UT(S%) =0UT(0) ={a,b}
52 — Sl
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O ponto fizo inflaciondrio do predicado P é {a,b}. FEle nao € ponto fizo e € maior

que os dois pontos fixos {a} e {b} desta formula

Exemplo 3.2.2. Vamos considerar agora a sequinte definicao dos numeros pares E

através da sequinte formula nao mondtona:

oz, B) = (z=0)V (Jy(z = s(y) A ~E(y)))
O ponto fizo inflaciondrio de E = N

Uma caracteristica positiva do ponto fixo inflacionario é a sua simplicidade.
Uma caracteristica negativa é que o conjunto indutivamente definido pelo ponto

fixo inflacionario, embora tnico, possui propriedades matematicas fracas.
3.2.2 Defini¢oes Indutivas Interativas

E bastante comum encontrarmos definicdes de conjuntos indutivas sobre
conjuntos bem-fundados. Neste tipo de defini¢oes, a presenca de um elemento
¢ definido em fungdo da presenga (auséncia) de elementos menores no conjunto
definido. Assim, checar se um elemento a pertence ao conjunto sera necessario checar
alguma propriedade de um predecessor a. Podemos construir o conjunto, aplicando

a definicao do elemento minimal e depois iterando para os préoximos niveis.

Para ilustrar este principio. Considere a definicao dos niimeros pares por inducao

sobre os naturais:

» n=0 é par.

» se n nao é par entao n+1 é par, caso contrario n+1 nao é par.

Podemos considerar esta definicao dos pares como uma definicao iterativa se
separarmos a definicdo em uma seqiiéncia de definicoes nao indutivas (livre de
recursoes) compativeis com a ordem sobre os ntimeros naturais. A seguinte lista
descreve a separacao da definicao dos nimeros pares em pequenas defini¢oes livre

de recursoes:
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(0) par(0) =t

(1) par(1) = - par(0)
(2)  par(2) = = par(l)
(n+1) par(n+1) := - par(n)

O estudo logico da indugdo iterativa foi iniciado em (KREISEL, 1963) e
estendido em estudos posteriores da chamada Defini¢ao Indutiva Iterativa(DII) em
(FEFERMAN, 1970),(BUCHHOLZ; FEFERMAN; SIEG, 1981) e (DENECKER, 1998). As
definicoes indutivas Iterativas é usada para definir conjuntos de ntmeros naturais

através da inducao interativa.

Para representar a definicao indutiva iterativa de um conjunto de nimeros
naturais, cada nimero esta associado a um indice de nivel. O indice de nivel pode
ser entendido como indice da subdefinicao que determina se um ntmero pertence
ou nao no conjunto definido. Intuitivamente, a codificacdo terd a informacao de
como um elemento pode ser definido e em qual instante ele pode ser definido.
Embora a intuicao da definicao iterativa seja simples, a maneira como a idéia é
implementada na abordagem DII nao é diretamente percebida. Uma definicao
indutiva nao pode ser codificada através de uma simples formula. A codificagao
torna-se complexa porque o indice de nivel de cada elemento definido devem ser
explicitamente codificado. A definicdo indutiva iterativa é descrita por uma finita
formula parametrizada ¢(n,z, P, H), onde n representa o indice do nivel, x é um
ntimero natural, P é predicado unario variando sobre os nimeros naturais com
somente ocorréncias positivas em ¢, e H é relacao definida representada como uma
relagao binaria variando sobre as tuplas (x,n) de um nimero natural x e seu indice
de nivel n. A formula ¢(z,n, P, H) codifica que n é o indice de nivel de x, e x
pode ser derivado(usando a defini¢do indutiva com indice de nivel n) a partir do
conjunto P e a tnica meta variavel H(a,p) representando que o nivel de p é a e p é
definido verdadeiro. O conjunto H é caracterizado por dois axiomas que expressam
que a cada nivel «, o conjunto {p|H (o, p) é verdade} satisfaz o principio da defini¢do

indutiva positiva. O primeiro axioma expressa que H é fechado sobre ¢:

VnVa(p(P(o)/H(n,0)) — H(n,x))
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Acima, ¢(P(0)/H(n,o) (onde o é um termo arbitrario) denota a formula obtida a

partir ¢ pela substitui¢do de cada expressao P(o) por H(n,o).

O segundo axioma é um axioma de segunda ordem expressando que para cada n,
o subconjunto {x | (x,n) € H} de N é o menor conjunto de niimero naturais fechado

sobre :
VnVPNz(p — P(x) — Vz(H(n,z) — P(z))].

Para ilustrar como a codificacao é tediosa em DII. Vamos considerar a definicao
dos nimeros pares como uma definicdo indutiva interativa, ou seja, associamos a

definicao de cada nimero natural n um indice de nivel n da seguinte maneira:

(0) par(0) < t

(1) par(l) < = par(0)

(n+1) par(n+1) < = par(n)

A codificacao da definicao iterativa é disjuncao infinita:
{N=0 A X=even(0)}V
VN =n+1AX =even(n+ 1) A —~H(n,even(n))|n € N}

Aplicando os axiomas, podemos reduzir a disjuncao infinita para uma férmula

finita usando a quantificagao nos naturais
{N=0A X=even(0)}V
VN =n+1AX =even(n+ 1) A —~H(n,even(n))|n € N}
= IMIN =s(M)ANX = s(M)AN—-H(M, M)]
O resultado finito da codificacao em DII é:
(n=0A2=0)V3Iy(n=s(y) Az =s(y) A~H(y,y))

A formula expressa que (x,n) pode ser derivado se x e seu indice de nivel n sao

iguais e se x = 0 ou se o predecessor de x nao é par.

Existe uma correspondéncia entre o formalismo de DII e a seméantica dos modelos

perfeitos para programas localmente estratificados. A estratificacdo da definicao
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indutiva e a aplicacao do formalismo de DII é o tratamento correto para defini¢coes

indutivas iterativas.

A nossa abordagem para as regras com premissas negativas, ou seja, nas
regras que dependem da auséncia de outros elementos sera baseada também em
estratificacao denominada estratificacao relevante. O conjunto gerado sera obtido
iterativamente utilizando o método da boa ordem. No préximo capitulo, veremos a

nossa abordagem para sistemas formais avangados.



Capitulo

Sistemas Formais Avancados

Basicamente, um sistema formal avangado(SFA) é um sistema formal com regras
de inferéncia com premissas positivas e negativas. As regras com premissas negativa
sao inferéncias a partir do que nao é gerado(da auséncia de informacao). A
inferéncia com premissas negativas é uma ferramenta poderosa e bastante util para
diversas aplicagoes. Recentemente, este tipo de inferéncia tem encontrado bastantes

aplicagoes em inteligéncia artificial, especialmente em:
i. Logicas nao-monotonicas.

ii. Programacao logica com negacao por falha.

4.1 Sistemas Formais Avancados - SFA

Os sistemas formais avancados(SFA) foram introduzidos por (LANGE; GRIESER;
JANTKE, 2003) durante o seu estudo sobre o impacto das regras do tipo A < not
Bi, onde A e B; sao atomos e not representa um tipo de negacao conceitualmente
proxima da negagao por falha na definicao de linguagens formais. Mesmo com
a utilizacao restrita da negacao na abordagem deles, as defini¢coes de linguagens
formais tornavam-se drasticamente simplificadas. A nossa abordagem vai propor
uma utilizacdo menos restrita da negacao que serd representada através das

premissas negativas.

Definicao 4.1.1. (Sistema Formal Avangado)
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i. Um regra r € uma tripla (2,X,Y) em A (sex € A e {X}U{Y} C A), onde z é
a conclusao da regra denotado por c(r). X € conjunto das premissas positivas

denotado por p*(r). Y é conjunto das premissas negativas denotado por p~(r).

A regra pode ser escrita como x < X;Y. Podemos omitir """ quando o

conjunto p~(r) for vazio. A regra de um SFA tem a sequinte leitura "‘A partir
da geracao de todas as expressoes de X e da nao geracao de nenhuma erpressao

de Y podemos gerar a expressao x'"’.

1. Um sistema formal avancado ® é um conjunto de regras (€,X,Y).

Em muitas aplicagoes, a utilizacao da inferéncia a partir da auséncia de
informagao é a escolha natural. A seguir, vamos mostrar alguns exemplos de

utilizagao dos SFA para definir certos conjuntos.

Exemplo 4.1.1. Considere a definicao do conjuntos dos nimeros pares através do

SFA ®:
(0)
(s(X))=0;(X)
Nesta definicao, um nimero natural pertence é par se o seu predecessor nao é e
0 é par.

Exemplo 4.1.2. Considere a definicio do predicado primo' SFA ®:

soma(0,X,X)
soma(s(X),Y,s(Z)) «— soma(X,Y,Z)
composto( s(s(0)) , s(s(0)) , s(s(s(s(0)))) )
composto( s(X) , Y, Z ) < composto(X,Y, W), soma(W,Y,Z)
composto( X , s(Y) , Z ) «— composto(X,Y, W), soma(W,X,Z)
composto( s(0) , s(0) , s(0) )
primo(X) — 0 ; composto( _, _ ,X).
Nesta definicao um niimero natural X pertence ao predicado primo se o predicado

composto(_, ,X) nao é gerado. A idéia dessa defini¢do ¢ um namero é primo se ele

nao é composto.

!Note que tomamos a liberdade de utilizar uma linguagem mais rica pra definir os primos
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Smullyan (SMULLYAN, 1961) fez o estudo sobre sistemas formais elementares
para mostrar como os sistemas formais poderiam ser mais uma opcao para se definir
conjuntos computaveis. Entretanto, a adicao das premissas negativas em um sistema
formal traz profundas conseqiiéncias do ponto de vista formal e computacional. E

trivial se notar trés fatos:

i. Um conjunto é gerado por um SFE sse é recursivamente enumeréavel.
ii. O conjunto complemento de um SFE pode ser gerado por um SFA.

iii. Existem conjuntos que sao gerados por SFE, mas seus complementos nao.

Portanto, existem conjuntos que sao gerados por SFA, mas que nao sao

recursivamente enumeraveis.

Desta forma, SFA’s formam uma entidade matematica bem mais complexa do
que os SFE’s, enquanto podemos dizer que os SFE sao locais e cumulativos, os
SFA’s sao globais e nao cumulativos. Uma regra em um SFE depende no maximo
de um niimero finito de outras regras para sua aplicabilidade (as regras que derivam
suas premissas); e uma vez uma regra é aplicada, a aplicagao subseqiiente de outras
regras nao afeta as regras ja aplicadas. Ja a aplicabilidade das regras nos SFA’s
pode depender de todo o SFA, pois depende do que é gerado e também do que
nao é gerado. E aplicacao de uma regra em um estégio parcial pode ser anulada
posteriormente se as premissas negativas forem derivadas posteriormente ou mesmo
se as premissas positivas nao mais sao derivadas, como dissemos, o processo nao é

cumulativo.

Isto traz uma ordem de complexidade e dificuldade muito grande para que se

defina o conjunto gerado por um SFA.

Observe que as definicoes para SFE através de conjuntos fechados, pontos
fixos, nocao de prova, etc. nao generalizam para SFA’s. E como o operador de
conseqiiéncia imediata nao é monotonico, o teorema de Knaster-Tarski nao se aplica
para SFA’s.

Para um SFA ® | o operador de conseqiiéncia imediata associado I" é dado por:

['S)={zjlzr<=X;YecpeXCSeY &S}
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Dizemos que um conjunto Y pertence a um conjunto S, se para algumy € Y, y
e S.

Assim, um conjunto S sera fechado em relagao a um SFA, se I'(S) C S.

Os exemplos abaixo mostram como os conceitos de conjunto fechado minimal,
ponto fixo, ponto fixo minimal, nada disso funciona como definicao de conjunto

gerado para SFA.

Exemplo 4.1.3. ® = { (1) b < (;a}
{a} € fechado e minimal, pois T'(0) = {b}.
{a} nao € ponto fixo, pois T'({a}) = 0.

Observe que o conjunto gerado que intuitivamente esperamos é {b}, que é na

verdade o tinico ponto fixo minimal e também um conjunto fechado minimal.

Por este exemplo, pode-se chegar a conclusao que o conjunto gerado nao
corresponde a conjuntos fechados minimais, mas talvez corresponda a pontos fixos
minimais.

O exemplo abaixo mostra que pontos fixos minimais de I' também nao sao
adequados.

Exemplo 4.1.4. 2 Considere o SFA ® formado pelas sequintes regras:
a<0b;0
b<=a;l
c<=0;a
d<=0;b

{a,b} é ponto fixo minimal, pois I'({a,b}) = {a,b}, e I'({a}) = {b,d}, T({b}) =
{a,c} eT(0) = {c,d} (a propdsito, também € fechado minimal).

O conjunto que queremos gerar ¢ {c,d} que é ponto fixo minimal também.

Um terceiro exemplo mostra como pontos fixos minimais e conjuntos fechados

minimais nao correspondem entre si.
Exemplo 4.1.5. & = {(1) a < 0;a }.
{a} € fechado e minimal, pois T'({a}) =0, eT( 0 ) = {a}. Este operador nao tem

pontos fixos.

2Note que tomamos a liberdade de escrever um conjunto unitario sem as chaves.
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Vale ainda observar mais um exemplo:

Exemplo 4.1.6. ® = { (1)a<=0;b, (2)b < 0;a }

{a} e {b} sao pontos fixros minimais de T.

Qual o conjunto que deveria ser gerado nestes dois ultimos exemplos? Na nossa
concepc¢ao ambos sao SFA’s mal formados, a tinica regra do exemplo 4.1.5 nao tem
sentido, "‘na auséncia de ’a’ derive-se 'a’", qual o proposito desta regra? O mesmo
vale as duas regras do exemplo 4.1.6, cada regra faz sentido em si mesmo, mas o
que significam quando estao juntas, o que se pretende gerar? Vamos argumentar na
dissertacao que tais sistemas mal formados nao sao estratificados e, portanto, nao

geram conjuntos.

Estes exemplos ja nos deixam antever que circularidade é uma questao central
em SFA. A aplicabilidade de uma regra em um SFA nao pode depender dela mesma.
A derivacao de suas premissas negativas deve se dar sem a participacao desta regra.
Por exemplo, ha circularidades tanto no exemplo 4.1.5, onde a regra (1) deriva sua
propria premissa negativa, como também no exemplo 4.1.6, onde a regra (1) ao ser
aplicada barra a regra (2) e desta forma garante a ndo derivagdo de sua premissa
negativa. A circularidade se da no fato da regra (1) ser relevante para a nao derivacao

de sua propria premissa negativa.

Embora poucos argumentem que mesmo SFA’s como o do exemplo 4.1.5 deva
gerar algum conjunto, muitos argumentam que os dois pontos fixos sao os conjuntos
gerados pelo SFA do exemplo 4.1.6. Nossa posicao, via sistemas estratificados, é
contraria a este ponto de vista que encontra muitos defensores em programacao
logica. Analisaremos com mais detalhes as propostas em programacao logica no

ultimo capitulo da dissertacao.

Depois de escrever um SFA bem formado, um que nao apresente ciclos, como
descobrir o conjunto gerado por ele? A nossa investigacao tem mostrado que a
construcao do conjunto gerado nao estid relacionado com o senso comum, mas
estd diretamente relacionado com a capacidade de estratificacdo das regras com
premissas negativas. O papel da estratificacao é atrasar a aplicagdo de uma regra
até que as informacoes suficientes estejam disponiveis para a sua aplicacao segura.
Por aplicacao segura entendemos que as regras que serao aplicadas em estagios
posteriores nao sao capazes de derivar nenhuma premissa negativa da regra. Entao

precisamos definir quais sao as informacodes suficientes para a aplicagdo segura de



4.1. Sistemas Formais Avanc¢ados - SFA 40

uma regra e, a partir disto, definir o conjunto gerado por SFA como o conjunto

obtido por uma seqiiencia de aplicagoes seguras das regras.

Chamaremos de relevancia a relagdo que se estabelece quando uma regra pode
potencialmente derivar a premissa negativa de uma outra regra. A partir da relacao
de relevancia vamos definir uma estratificacao das regras. Proporemos também um
método para encontrar uma seqiiéncia de aplicacoes seguras das regras baseado no

método de Marek e Truszczynski para caracterizar o conjunto gerado por elas.

Entendemos que a estratificacao relevante vai nos permitir definir o conjunto
gerado para um SFA eliminando as circularidades que causam o circulo vicioso na
definicao do conjunto gerado e tornando a sua definicdo impredicativa. A nossa
abordagem visa restaurar a predicatividade da definicao do conjunto gerado através

da estratificacao relevante a seguir a definicao da estratificacao relevante.
4.1.1 Estratificacao relevante

A estratificacao dos SFA’s serd obtida através da relagao de relevancia entre
as regras de um SFA. Um regra é relevante para outra se ela pode derivar
potencialmente as premissas negativas da outra regra. Todas as regras relevantes
para uma regra de um estrato, deve aparecer nos estratos anteriores. Uma regra de
um SFA & pode derivar potencialmente um x € ®, se a regra é relevante para x
em SFE trans(®). A relagdo de relevancia em um SFE também sera definida. Uma
regra é relevante para outra em SFE, se a regra é usada em uma derivacao minimal
de uma das premissas positivas da outra. A seguir, definiremos formalmente cada

um destes conceitos.

Definicao 4.1.2. Seja ® um SFE. Uma derivacao aq, ..., a, para a, € minimal em

D sse para todo 1 < 1< n, ay,...,q;_1, 011, ..., AN Nao € uma derivacao de a, em P

Definigao 4.1.3. (Relevincia em um SFE) Seja ® um SFE. Dizemos que uma regra
r € D € relevante para um dtomo a € U sse r € usada em uma derivacao minimal

de a em ©.

Definicao 4.1.4. (Relag¢io de Relevincia em um SFE) Seja ® um SFE. Seja <g
relacdo bindria de ordem entre as regras. Seja ry = x1 < X1 e 19 = Ty «— Xy regras

em O.
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ry <grT9, sSe 1 € relevante para algum y, € Xo,

<g € uma relagao de relevincia entre as regras.

Definigao 4.1.5. (Transformacio de SFA em SFE) Seja um SFA ® um SFE

correspondente denotado por trans(®), tal que:
r— Xetrans( P ) ssex— X;Yed.

Se uma regra r € ® denotaremos por v’ correspondente em trans(®).

Defini¢ao 4.1.6. (Relevincia em um SFA) Seja ® um SFA, dizemos que uma regra
r € ® ¢é relevante para um dtomo a em ® sse a regra correspondente r’ € trans(®)

é relevante para a em trans(®).

Defini¢ao 4.1.7. (Relagio de relevincia em um SFA) Seja ® um SFA. Sejam ri
=uxl — X1;Yler2 =122« X2; Y2 regras em P .

Dizemos que r1 <g 12 sse r1 é relevante para y2 € Y2 em trans(®).

Exemplo 4.1.7. Considere o sequinte SFA ®, formado pelas sequintes regras:

(0)  par(0)
(1) par(1) — 0 ; par(0)
(2) par(2) — 0 ; par(1)

(n+1) par(n+1) «— O ; par(n)

A regra (0) é relevante para par(0) em trans(®y). Logo, (0) <g (1). As regras (0)
e (1) sao relevantes para par(1) em trans(®y). Logo, (0) <gr (2) e (1) <r (2). No
caso geral, temos que {(0),...,(n)} sao relevantes para par(n) em trans(®,). Logo,

para todo 1< 1 < n,(i) <g (n+1).

Exemplo 4.1.8. Considere o sequinte SFA ®y formado pelas sequintes regras:

(1) b+~ a
(2) a<b
(3) ¢c—0;a

(4) a+—b;c
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Nao temos nenhuma regra € relevante para a em trans(®y). Logo, nenhuma regra é

menor que a regra (3). A regra (3) é relevante para c. Logo, (3) <gr (4).

Exemplo 4.1.9. Considere o sequinte SFA ®3 formado pelas sequintes regras:

(1) a+« ;b
(2) b~ ;c
(3) ¢ ;a

A regra (2) € relevante para b em trans(®s). Logo, (2) <g (1). A regra (1) é
relevante para a em trans(®s3). Logo, (1) <gr (3). A regra (3) € relevante para ¢ em
trans(®s). Logo, (8) <gr (2). Temos que (2) <, (1) <g (3) <r (2).

Exemplo 4.1.10. Considere o sequinte SFA ®, formado pelas sequintes regras:
(1) a+« ;b
(2) b ;a

A regra (2) € relevante para b em trans(®y). Logo, (2) <gr (1). A regra (1) é
relevante para a trans(®y). Logo, (1) <gr (2). Temos que (1) <gr (2) <r (1).

Definigcao 4.1.8. Um SFA ¢ relevantemente estratificado se somente se a relagdo

de ordem <g € uma ordem parcial estrita bem-fundada.

Exemplo 4.1.11. Considere os sequintes SFA’s:

®, € relevantemente estratificado.
b, ¢ relevantemente estratificado.
®3 ¢ nao relevantemente estratificado.

b, € nao relevantemente estratificado.

4.1.2 Conjunto Gerado para um SFA relevantemente estratificado

O conjunto gerado, I(®), pode ser obtido através de uma seqiiéncia de aplicacoes
seguras das regras de ®. A seqiiencia segura sera construida através de uma boa

ordem = compativel com a relacao ordem de <g, ou seja, uma extensao linear da
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ordem <g. A boa ordem serd usada para determinar a proxima regra segura que

pode ser aplicada. Quando nenhuma regra puder ser aplicada, a construcao péara.

Vamos adotar a seguinte notacao, dizemos que um conjunto Y pertence a um

conjunto S, se para algumy € Y,y € S.

Definigao 4.1.9. (Conjunto Gerado por SFA relevantemente estratificado) Seja
S=<U,D> um SFA relevantemente estratificado. Seja = uma boa ordem em P

compativel com <g, ou seja, uma extensao linear da ordem <g.

Vamos construir iterativamente o conjunto de regras gerado pela boa ordem =,

GR<, da sequinte maneira:

1. se =0 entio GR, =0

i, caso contrdrio do, é a 2-menor regra aplicdvel no conjunto ®\(U,., GRe), ou
seja,
5+ (da) € c(Ugea GR)
p(da) & cUseo GR)
Entao GR, = (Ug, GRe) U{do}

#it. caso conlrdrio, se nao existe regra d € ®\(U,., GR¢) tal que
pH(d) € c(Ueco GRe)

p(d) & c(Ueco GRe)
entdo a construgao pdra,GR,. = (U, GR)

O conjunto ¢(GR<) é chamado conjunto gerado pela boa ordem =.

O seguinte lema vai garantir que a ordem de escolha das regras preserva a relacao
de relevancia entre as regras, ou seja, se uma regra r é relevante para uma regra ry

e ambas foram escolhidas entao a regra r; devera ser escolhida antes da regra rs.

Lema 4.1.1. Seja ® uma SFA relevantemente estratificado, Seja < uma extensao
linear de <gr para ® e r¢ e r, € GR< sao regras escolhidas no §-ésimo e n-ésimo

passo entao
serg < 1Ty entao § < 1.

O seguinte teorema estabelece que se uma regra é escolhida em um estagio &, ela

continua sendo aplicada em GR<.
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Teorema 4.1.1. Seja ® um SFA relevantemente estratificado e = uma extensao

linear de <g para ® entao a sequinte condicao € vdlida

para toda regra v — ¥ <= X;Y € GR< temos que Y & ¢(GR<).

Podemos definir um algoritmo para computar o conjunto gerado por SFA da

seguinte maneira:

Conjunto Gerado SFA Relevantemente Estratificado(®, <)

Entrada: Um SFA & relevantemente estratificado e < compativel com a ordem <g,
ou seja, uma extensao linear de <g;

Saida: O conjunto gerado pela boa ordem =.

A:=10
R:=10
faca
r:= a =-menor regra r do conjunto ®\ R aplicavel em A
=R U {r}
A=A U{c(r)}

enquanto(r # ()

retorne A;

Exemplo 4.1.12. Considere o SFA ®1 e =< uma boa ordem compativel com <g de

P, temos que:

GR, . = {par(0),par(2) « —par(1), par(4) « —par(3),...}

¢(GR,.) = {par(0),par(2),par(4),... }.

Considere o SFA ®5 e < uma boa ordem compativel com <g de o temos que:

GR,. = {c+—0;a}
¢(GRy.) = {c}

No préximo capitulo, vamos fazer uma comparagao com o nossa abordagem com

as principais abordagens para a semantica para programas normais:

1. Semantica Estratificada
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ii. Semantica Estavel

iii. Seméantica Bem-Fundada

No capitulo seguinte, apresentaremos cada semantica para programas normais
através dos sistemas formais avancados. Mostraremos que a nossa abordagem
coincide com todas as semanticas para programas normais estratificadas e com as
semanticas para programas nao estratificados. A nossa abordagem é consensual

entre todas as abordagens para programas normais.



Capitulo

Programas Lo6gicos Normais

5.1 Programacgao Légica com a negagao
]

Nesta secao, vamos apresentar diversas abordagens estratificadas para a
programagcao logica com a negagao. Vamos mostrar que a nossa abordagem coincide
com todas as abordagens estratificadas para programas normais. A seguir, vamos
fazer uma breve apresentacao dos programas normais, mostraremos como é uma

regra de um programa normal e como ela pode ser mapeada em uma regra de um

SFA.

Os programas normais foram introduzidos por Clark(CLARK, 1978). Um
programa normal P é um programa logico contendo regras do tipo A «— —B,
onde A e B sao atomos e — representa certo tipo de negacao, que tem natureza

nao-monotonica, denominada negacao por falha.

Definicao 5.1.1. Um programa normal é um conjunto de regras normais. Uma

regra normal € uma regra da forma
A<= Ay,... A, By,...,mB,,

onde A, Ay,...,An, B1,..., By sio dtomos deBy (Base Herbrand). O dtomo A é
conclusao da regra e serd denotado por c(r). Ay, ..., A, sao as premissas positivas e
serd denotado por p™(r). By,..., B, serao as premissas negativas e serd denotado
por p~(r). O conjunto das premissas serd denotado por p(r) =pT(r)Up~(r). Uma

regra € chamada fato se o conjunto da premissas € vazio.
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Note que o mapeamento para um SFA é quase direto. As premissas positivas
de uma regra normal equivalem as premissas positivas de uma regra de um
SFA. Semelhantemente, as premissas negativas de uma regra normal equivalem as

premissas negativas de uma regra de um SFA.

Seja P um programa normal, nos denotaremos por fecho(P), a instanciagao de

todas as regras sem nenhum variavel livre.

Definigao 5.1.2. (Operador de Conseqiiéncia Imediata) Seja P um programa

normal. O operador de conseqiiéncia imediata denotado por Tp(I) serd:

TP(I) :{AZA@Al,...,An,ﬁBl,...,_\Bm€P7
Al,...,An,E[6Bl,...,_|Bm¢I}

A introdugdo da negagao por falha(NF) trouxe dois dilemas para a comunidade

de programacao logica:

i. A interpretagdo dos programas positivos proposta por Kowalski e Van
Emden(KOWALSKI; EMDEN, 1976) como o menor ponto fixo do operador de
conseqiiencia imediata Tp nao poderia ser aplicada aos programas normais.
Nos programas normais, 7Tp tem um comportamento nao-monotonico e o

menor ponto fixo do operador T pode nao existir.

ii. A capacidade de fazer inferéncias a partir da auséncia de informacoes é uma
ferramenta poderosa, util e natural para diversas aplicacoes praticas e nao

deveria ser desconsiderada.

Clark introduziu a primeira seméantica para os programas normais denominada
completion e com ela introduziu também o primeiro grande erro da programagao
logica com a negacao. A partir dele, os programas normais passaram a ser associados

com logica e uma visao erronea foi sendo perpetuada.

Clark propds interpretar um programa loégico como uma teoria de primeira
ordem, chamada completion de um programa. A sua abordagem é matematicamente
elegante e fundamentada na idéia natural que no discurso comum nés usamos

implicacoes, quando nés realmente queremos dizer sao equivaléncias.
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Infelizmente, a semantica de Clark possui sérios problemas. A completion
consegue apenas ser adequada para programas livres de recursdo (APT; BEZEM,
1990) e falha em prover uma semantica para os programas que envolve recursao

mesmo quando se trata de programas positivos.

Recursao Positiva:  pode ser ilustrada pelo programa p < p, no qual o

predicado p depende positivamente dele mesmo.

Recursao Negativa: pode ser ilustrada pelo programa p < — p, no qual o

predicado p depende negativamente dele mesmo.

Note que a visao limitada dos programas normais através de uma teoria de
primeira ordem nao levou uma reflexao profunda sobre estes problemas. A recursao
negativa deveria ser rejeitada por causa da sua impredicatividade, mas a recursao
positiva nao deve causar nenhum problema. O problema das recursoes positivas
na semantica completion foi apontada em (PRZYMUSINSKI, 1989; GELDER; ROSS;
SCHLIPF, 1991).

Exemplo 5.1.1. Vamos considerar o sequinte programa:
aresta(a,b)
aresta(c,d)
aresta(d,c)

encontrado(a)

encontrado(X) < encontrado(Y) , aresta(Y,X)

A completion do predicado "‘encontrado"’ é:
encontrado(X) < (X = a V 3.Y (encontrado(Y') A aresta(Y, X)))

O resultado esperado seria obter que — encontrado(c) e — encontrado(d) mas
este resultado nao pode ser obtido pela completion do predicado encontrado. O
problema é causado pela presenca da clausula simétricas aresta(c,d) e aresta(d,c).

Para obtermos — encontrado(c) temos que mostrar
—3.Y (encontrado(Y') A aresta(Y, X))

e para isso temos que mostrar
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— encontrado(d).

Interessante notar que a semantica nao consegue sair dessa armadilha criada pela

definicao que precisa de recursoes positivas.

Denecker e seus colaboradores (DENECKER; BRUYNOOGHE; MAREK, 2001)
defendem a tese que os programas logicos devem ser entendidos como uma
representacao natural de uma defini¢cao indutiva nao através de ferramentas logicas.
No6s compactuarmos com essa visao e propormos a nossa visao particular de um
programa logico através dos SFA relevantemente estratificados. A seguir, vamos

apresentar as diversas semanticas de programacao logica de uma maneira particular.

5.2 Abordagens Estratificadas

5.2.1 Programas Estratificados

Apt, Blair e Walker (APT; BLAIR; WALKER, 1988) introduziu a classe dos
programas normais estratificados. Um programa normal é estratificado se ele satisfaz
alguns tipos restrigcoes sintaticas que tem por objetivo evitar as recursoes negativas,
ou recursoes pela negacao, na definicao dos predicados. Por exemplo, o programa
P = {p < —p} ndo é estratificado, porque o predicado p é definido pela negacio
do predicado p. O programa P = {p < —¢q,q < p} nao é estratificado, porque o

predicado p é definido pela negacao de q que por sua vez é definido pela negacao de

pP-

Defini¢ao 5.2.1. (Definicao de um predicado) Seja p um predicado de um programa
l6gico. Entao:

def(p) o conjunto de regras que definem o predicado p, ou seja, um
conjunto de regras com o predicado p como conclusao. Um predicado p
depende (negativamente)positivamente de um predicado q, quando q é premissa

(negativa)positiva em def(p).

Definigao 5.2.2. (Programa normal estratificado) Um  programa normal €
estratificado se def(p) nao depende da negativamente do predicado p, ou seja, tem

como premissa negativa o proprio predicado p.

Em outras palavras, um programa normal é estratificado sse nao existe nenhuma

recursao negativa envolvendo a definicao de um predicado. A classe de programa
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estratificado é muito restrita. Alguns programas que tem a recursao negativa na
definicao de um predicado pode nao ter uma recursao negativa quando considerado

a instanciacao fechada de todas as regras ( fecho(P) ). Por exemplo,

Exemplo 5.2.1. Considere o sequinte programa P, que define o predicado par:

(1) par(0)
(2) par(s(X)) < = par(X)

O programa P; nao é estratificado, uma vez que na regra(2) o predicado par
depende negativamente do proprio predicado par. Tal ciclo nao existe quando

consideramos o fecho(P;).

Um programa normal estratificado pode ser definido de uma maneira alternativa.
Um programa normal é estratificado se ele admite uma estratificacao. A seguir

vamos definir uma estratificagao:

-

Definicao 5.2.3. (Estratificacio) Considere um programa P = Py U ... U P, ¢

chamada uma estratificacdo de P se para todo i, 1 < i <n, cada estrato P; depende

» depende positivamente dos predicados definidos em U§:1 P,

» depende negativamente dos predicados definidos em U;;ll P;.

Py pode ser considerado vazio. Por conveniéncia, quando um predicado usado em P
nao é definido, pode ser assumido que eles sao definidos(por wm conjunto vazio de

regras) em P.

A seguir, vamos definir o conjunto gerado por cada estrato P; em funcao de um

conjunto de atomos I.

Definicao 5.2.4. Seja P; um estrato e [ um conjunto de atomos, o conjunto gerado
pelo estrato P; e pela interpretacao I serd denotado por T(P;, 1), e serd definido da

sequinte maneira:

T(P,I) =IU{A:A<=Ay,...,A,,"B1,...,m By, € fecho(P;),
Al,...,An,€T<.Pi,I) €Bl,...,_|Bm¢I}
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Agora podemos definir o conjunto gerado por um programa normal

iterativamente utilizando T'(P;, I).

Definicao 5.2.5. Considere um programa estratificado P e seja Pi,..., P, um

estratificacao de P.

[O - (Z);
Ii = T(P,I;-1),0<i<n

O congunto gerado € Ip = 1I,.

Exemplo 5.2.2. Considere o sequinte programa P:

(1) ¢ <

(2) p <=-4q

Seja P = {q < r} U{p < —q} uma estratificacao mazimal de P. Entdao I, = ()
€ [2 = [P = {p}

5.2.2 Programas Localmente Estratificado

Przmunsisnski(PRZYMUSINSKI, 1988) introduziu a classe dos programas
localmente estratificados. Um programa P é localmente estratificado quando nao
existe recursoes negativas na definicao dos atomos de P, ou seja, a definicao de um
atomo ¢ independente do seu complemento. Por exemplo, o programa do exemplo
5.2.1 que define o predicado par nao é estratificado, porque a definicao do predicado
par depende da negacao do predicado par. Mas o mesmo programa ¢ localmente
estratificado, porque cada &tomo depende da negagao de um outro atomo. Por
exemplo, considere par(s(X)) < — par(X), apesar da regra depende negativamente
dela pela negacao, quando consideramos o fecho do programa a dependéncia negativa

desaparece, por exemplo par(1) <= = par(0).

Defini¢ao 5.2.6. (Definicao de um dtomo) Seja a um dtomo.Entdo:
def(a) o conjunto de regras que definem o dtomo a, ou seja, o conjunto das regras v
com o dtomo a como conclusdo. Um dtomo depende (negativamente)positivamente

de um dtomo b, quando b é premissa (negativa) positiva em def(a).
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Definicao 5.2.7. (Programa localmente estratificado) Um programa normal €
localmente estratificado se def(a) nao depende da negativamente do dtomo a, ou
seja, tem como premissa negativa o proprio dtomo a. Ou equivalentemente, um

programa € localmente estratificado quando fecho(P) é estratificado.

Podemos definir um programa localmente estratificado de maneira alternativa.
Um programa é dito localmente estratificado se ele admite uma estratificacao local

. A seguir vamos definir uma estratificacao local:

Definigao 5.2.8. (Estratificagcao Local)

» a estratificacao local para um programa P é uma funcao estrato que associa

a cada dtomo de Bp em um ordinal contdvel.

» o funcgao de estratificacao local estrato, € definida também para a negacao dos

dtomos de Bp da sequinte maneira estrato(—a) = estrato(a) + 1

» uma regra de P € localmente estratificada com relagao a funcao de estratificacao
local estrato se para todo A<= Ay, ..., Ay, B1,...,— By, € fecho(P),

estrato(A) > estrato(A;),1 <i<n,
estrato(A) > estrato(—B;),1 < i <m,

» um programa € localmente estratificado com relagio a uma fungdo de

estratificacao local estrato, se todas as suas regras também sao.

» cada regra A <= Ay, ..., Ay, By, ..., 2By € Pestrato(a)-

Definicao 5.2.9. Seja P um programa localmente estratificado.  Seja P =
Py, ..., P, uma estratificacao local de P. Entao o conjunto gerado pode ser obtido

da sequinte maneira:

EO :T(P(b@)
By =T(P, Ei-1),0<i<n

E,, € o conjunto gerado.

Exemplo 5.2.3. Considere o sequinte programa P que define o predicado par:
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(1) par(0)
(2) par(s(X)) <« = par(X)

No sequinte programa, a estratificacao local estrato pode ser definida da sequinte

maneira:
estrato( par(X) ) = 2*X
estrato( — par(X) ) = 2*X + 1

Note que essa estratificacao local torna todas as regras localmente estratificada e

que
par(0) < par(1) < par(2) < ...

O congunto gerado é {par(0),par(2),...}

Apesar da classe dos programas localmente estratificado ser mais abrangente
que a classe dos programas estratificados. Alguns transformacoes sintaticas
simples podem fazer um programa localmente estratificado deixar de ser localmente

estratificado. Considere o seguinte programa:

Exemplo 5.2.4. Considere o sequinte programa P:

(1) par(0)
(2) par(Y)) < sucessor(X,Y) , = par(X)
(3) zero(0) =
(4) sucessor(X,s(X)) <«
Este programa € obtido através de transformacoes sintdticas simples do programa

do exemplo 5.2.1. O programa nao € localmente estratificado. Observe uma instincia
fechada da regra (2)

par(0) < sucessor(0,0) , = par(0)

Nao podemos definir uma funcdao de estratificacao local para esse programa, uma vez

que pela estratificacao local temos que
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estrato( — par(0) ) = estrato ( par(0) ) + 1
e para a regra tornar localmente estratificada temos que
estrato( par(0) ) > estrato( = par(0) )
Logo,
estrato( par(0) ) > estrato( par(0) ) + 1
Nao podemos definir uma funcao de estratificacao local.

A seguir vamos analisar duas propostas de adaptacao da estratificacao
local : estratificacao fraca introduzida por Przymunsinska e Przymunsinski
(PRZYMUSINSKA; PRZYMUSINSKI, 1988, 1990) e estratificacao efetiva introduzida
por Bidoit e Froidevaux (BIDOIT; FROIDEVAUX, 1991b).

A idéia central de uma extensao da estratificacao local é desconsiderar as regras
com premissas falsas( Como descobrir-las 7 ). A resposta para essa pergunta é
dada de maneira diferente nos dois conceitos de estratificacao : estratificacao fraca

e estratificacao efetiva.
5.2.3 Programas Fracamente Estratificado

Przymunsinska e Przymunsinski (PRZYMUSINSKA; PRZYMUSINSKI, 1988, 1990)
introduziu a classe dos programas fracamente estratificado como uma extensao da
classe dos programas localmente estratificados. A idéia central desta abordagem
é separar os atomos em componentes. Cada componente agrupa os atomos com
dependéncia mutua pela negacao. Podemos definir uma relagdo de ordem entre as
componentes através da negacao. A componente minimal representa os atomos que
nao dependem negativamente de nenhum outro. A unido da componente minimal
serao usados para identificar as regras com premissas falsas, ou seja, as regras nao

usaveis. A seguir, as definicdes que caracterizam a estratificacao fraca.

Definicio 5.2.10. (PRZYMUSINSKA; PRZYMUSINSKI, 1988)

t. Seja P um programa. O grafo de precedéncia Gp associado ao programa P
serd definido da sequinte maneira: Os vértices sao os dtomos de Bp e existe
uma aresta positiva(negativa) de A para B em Gp sse existe uma regra r em
fecho(P) tal que c(r) = A e B estd em p*(r)(B estd em p~(1)).
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7.

V1.

V1L,

A relacao de dependéncia (ou prioridade) < e < entre os dtomos de Bp da

sequinte maneira. Para toda regra A «— Ay, ..., A,,—B1,...,7B,,, temos que

(a) A < A;, para todo 1 < i <n.

(b) A < B, , para todo 1 <i <m.
O relacionamento transitivo para < e < serd:

(a) se A< BeB<C, entio A< C.
(b) se A< B eB<C, entio A<C.
(¢c) se A< BeB<Couse A<BeB<C, entao A<C.

A relacao de equivaléncia ~ entre os dtomos de Bp € definido da sequinte

maneira.:
A~B=(A=B)V(A<BAB<A).

As classes de equivaléncia sao denominadas componentes do grafo Gp e uma

componente € trivial se ela consiste apenas de um unico dtomo de Bp.

A relacao < € introduzida entre as componentes do grafo de dependéncia Gp

da sequinte maneira:
Ci < Oy sse C 7é Cy,dA € C1,dB € CQ(A < B)

A relagao < induz uma ordem parcial. Uma componente Cy é minimal se nao
existe nenhuma componente Cs tal que Cy < Cf.

O menor estrato S(P) de P é a unido dos componentes minimais de Gp.

A menor camada L(P) de P é um subprograma consistindo das regras que a

conclusao pertence ao menor estrato S(P) de P.

Exemplo 5.2.5. (GELFOND; LIFSCHITZ, 1988) Considere o sequinte programa P:

p(1,2) <
q(X) <= p(X,Y), = q(Y).
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O fecho de P é:

(1) p(1,2) <«

(2) a(1) <= p(1.2), - q(2)
(3) a(1) <= p(1.1), = q(1)
(4) a2 < p(22), - q2)
(5) a2) <= p(21), —q(1)

Note que o programa P nao € localmente estratificado. A relacdo de dependéncia

< e < entre 0s dtomos de Bp sdo:

q(1) < q(2),9(2) < q(1),
q(1) < p(1,2),q(1) < p(1,1),9(2) < p(2,2),9(2) < p(2,1).

O programa P tem 5 componentes:

Cl - {Q(1)7Q(2)}7 C? = {p(],?)}, C13 - {p(],l)}, C4 = {p(?,,?)}, C15 - {p(g,l)}

O menor estrato S(P) de P ¢ dado pela unidao das componentes minimais de P:

S(P):{p(la2)717(171):17(272)717(2:1)}:

A menor camada L(P) de P é um conjunto de regras R tal que para toda r € R, ¢(r)
€ S(P), e serd dada por :

L(P) = {p(1,2)=}.

Intuitivamente, dada um programa P, a interpretacao de um programa
fracamente estratificado ¢ obtido da seguinte maneira. Primeiramente, o menor
estrato S(P) e a menor camada L(P) de P sao identificadas. O conjunto dos atomos
de S(P) que sdo gerado por L(P) e os que ndo sao gerados sdo usado para simplificar
o programa inicial. O processo é iterado considerando um novo menor estrato e um

nova menor camada de um programa transformado.

A transformacao do programa P vai levar em consideracao dois conjuntos:
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i. Um conjunto dos atomos M de S(P) que sdo gerados pela menor camada L(P).

ii. Um conjunto dos atomos N de S(P) que nao sao gerados pela menor camada
L(P).

A seguir vamos definir a transformacao de um programa que correspondem as

transformagoes Davis-Putman(DAVIS; PUTNAM, 1960) para conjunto de regras.

Definicao 5.2.11. Seja P um programa normal e M,N subconjuntos de dtomos. A

transformacao do programa serd dada por duas operacoes:

i. A operacio de redu¢io( P, M , N ) remove todas as premissas positivas
que estao em M de cada regra e as premissas negativas que estao em N de
cada regra.(Em outras palavras, deleta as premissas que sao desnecessdrias

considerando M gerado e N nao gerado)

1. A operacao de simplificacao( P, M , N ) remove as regras que tem alguma
premissa positiva em N ou alguma premissa negativa em M.(Em outras
palavras, deleta as regras que nao serao usadas considerando M gerado e N

nao gerado).

Exemplo 5.2.6. Considere o sequinte programa P:

(1) p(1,2) <«

(2) q(1) <= p(1.2), - q(2)
(3)  q(1) <= p(1.1), = q(1)
(4) a2) <= p(22), - q2)
(5) a(2) <= p(21), - q(1)

Seja Py o programa obtido por Redug¢ao( P, p(1,2) , 0 ) serd:

(1) q(1) q(2)

= -
(2) a(1) <= p(11), ~ q(1)
(3) a(2) <= p(2.2), - q(2)
(4) a(2) < p(2.1), ~ q(1)
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Seja Py o programa obtido por Simplificacao( Py , O , {p(1,1),p(2,2),p(2,1)} )

serd:

(1) q(1) <= —4q(2)

Este € o programa obtido pela sequinte transformagao
Simplificagao ( Redugao( P, p(1,2),0 ), 0, {p(1,1),p(2,2),p(2,1)} ).

Seja P um programa. O conjunto M de atomos de S(P) que sdo gerado por
L(P) e o conjunto N de atomos de S(P) que nao sao gerados por L(P). O programa

transformado por M e N serd dado pela seguinte transformacao:
Simplificagao( Reducao(P, M , N) , M | N)

No exemplo anterior, o conjunto M de atomos de S(P) que sao gerados por
L(P) ¢ {p(1,2)} e o conjunto de atomos de S(P) que nao gerados em L(P) é
{p(1,1),p(2,2),p(2,1)}. O programa Simplificacao( Reduc¢ao(P, M , N) , M , N)

sera:

q(1) <= —q(2).

Observe que a reducgao do programa P retirou as regras irrelevantes (3),(4) e (5)
de P.

A construgao do conjunto gerado pela interpretacao fraca é obtida da seguinte
maneira. Seja o programa P = Py e My = () e Ny o conjunto de 4tomos que nao sao
definidos em P(ou seja, que nao ocorrem em P). Seja P; = Simplificacao( Redugao
( Py, My, Ny ), My, Ny ), encontre o menor estrato S(P;) e a menor camada
L(P) de P;. Seja M, o conjunto de atomos de S(P;) que sao gerado por L(Py) e
N; & o conjunto de atomos de S(P;) que nao sao gerados em L(P;) . Obtenha o
novo programa P, = Simplificacao( Redugao ( P, , My , N1) , M; , Ny). Continue
0 processo até o programa Py seja vazio. Neste caso, My U ... U M1 é o conjunto
gerado pela estratificacao fraca, ou, caso contrario, se S(Fy) for vazio ou o conjunto

gerado por L(Py) for vazio entdo o programa nao ¢ fracamente estratificado.

A seguir, as definigoes que caracterizam a estratificacao fraca.
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Definicao 5.2.12. i. Seja P é um programa normal e seja Py = P, My = (), Ny
€ o conjunto de dtomos nao definidos em P. Mp € o conjunto gerado pela
estratificacao fraca de P. Vamos definir o ordinal n. Para todo o < 1, temos

que:

M = U6<a M;
N = U6<a Ns
P, 1 = Simplificacao( Redugao( Py, M*, N*), M*, N®)
Sat1 = S(Pat1), Lav1 = L(Pat)
Myi1 € 0 conjunto de dtomos de Soiq1 que sao gerado por Loy,
Nyy1 € 0 conjunto de dtomos de Soi1 que nao sao gerados por Layq.
» Se o programa P,.1 € wazio, entdo M> € conjunto gerado pela
estratificacao fraca de P en = o+ 1.

» Caso contrdrio, se S, € vazio ou M, € vazio entdo o programa nao tem

um conjunto gerado e n = a.

O ordinal n € chamado de largura de P e é denotado por 6(P). Para 0 < «
< 0(P), o conjunto S, € chamado de a-ésimo estrato de P e o programa L, é

chamado de a-ésima camada de P.

11. P € fracamente estratificado sse

(a) todos os estratos S,(a < §(P)) consiste apenas de componentes triviais

ou, equivalentemente,

(b) todos as camadas L,(av < 0(P)) sao programas l6gicos positivos.

Nota: As duas definicoes de programas fracamente estratificados nao sao
equivalentes.
Seja P={A < = A}. O menor estrato de S(P) de P é {A} ¢é consiste de apenas
componentes triviais. Pela definicao 1, P é fracamente estratificado. Mas a menor
camada de L(P) de P é {A < = A} ndo é um programa positivo. Pela defini¢ao 2,

P nao é fracamente estratificado.

Exemplo 5.2.7. Considere o programa do exemplo 5.2.5:
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My=0

NO = {p(L 1),]?(2, 1),]7(2, 2)}

P, = Simplifica¢io ( Redugao(P,My,Ny), My , Ny ) serd o sequinte programa:

(1) p(1,2) <

(2) q(1) <= p(1,2), - q(2)

St={p(1,2)}
Ly ={p(1,2) <}
My = {p(1,2)}
Ny =0

Py = Simplificacao ( Reducao(Py,M,,Ny), My , Ny ) serd o sequinte programa:

(1) q(1) < —q(2)

P3 = Simplificagao ( Redugao(Ps,Ms,Ny), My , Ny ) = ()

(1) q(1) <
Sy = {Q(l)}
Ly ={q(1)}
Mz = {q(1)}

N3 =10
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Py = Simplificacao ( Redugao(Ps,Ms,N3), M3 , N3 ) = ()

A construcao do conjunto gerado por P pdra, entdo o conjunto gerado serd:
Mp = M() UM1 UM2 U M3 - {p(1,2)7(](1)}

O programa P € fracamente estratificado, {S1,52,53} € a estratificacao fraca para

P, porque Sy, S5 sao componentes triviais e Ly, Ly sdo programas positivos.

Alguns programas simples, sem funcoes, podem ser exibidos que nem sao

localmente e nem fracamente estratificado mas fazem sentido ou em outras palavras

"

exibem um "‘bom comportamento"’. Por exemplo,

Exemplo 5.2.8. Considere o sequinte programa P:

B< A (1)
A< B (2)
C«=-A (3)

A< B —~C (4)

Neste exemplo, P tem apenas uma componente minimal {A,B,C}. A camada inicial
L(P) de P € o proprio programa P e ele nao é um programa positivo. Logo, P nao é
fracamente estratificado. Podemos dizer que este programa tem uma interpretacao
bem definida, os dtomos A e B nao serdo gerados porque um € definido em funcao

do outro. Pela regra (3), podemos gerar C. A interpretacao deste programa deveria

ser {C}.

5.2.4 Programas Efetivamente Estratificados

Bidoit e Froidevaux(BIDOIT; FROIDEVAUX, 1991a) definiram uma classe de
programas estratificados mais abrangente que a classe de programas fracamente

estratificados.

Na estratificacdo fraca de um programa P, o menor estrato S(P) de P é usado
para transformar o programa (remover algumas dependéncias entre atomos de Bp
e as regras de P). O processo é iterado até programa resultante ficar vazio. Se

todas as camadas de P (conjuntos de regras transformadas de P) sao programas



5.2. Abordagens Estratificadas 62

logicos positivos ou cada estrato consiste apenas de componentes triviais entao o
programa é fracamente estratificado e tem uma interpretacao fraca. A idéia chave
da estratificacdo fraca é remocao de dependéncias desnecessarias. A remocao das
dependéncias desnecessarias é possivel quando substituimos os 4tomos de Bp pelas

componentes do grafo de dependéncia Gp de P.

Na estratificacao efetiva, estamos interessados em descobrir quais sao as regras
"efetivas"’ do fecho ( P ). As regras "‘efetivas"’de fecho(P) sdo um subconjunto

"efetivas"’ do

das regras de fecho(P) sem possiveis dependéncias. Se as regras
fecho(P) formam um programa estratificado entao o programa é dito efetivamente
estratificado. As transformacoes do programa sao obtidas considerando o conjunto
de atomos definidos em fecho(P) denotado por Def(P) e o conjunto dos atomos
indefinidos no fecho(P) denotado por Undef(P). Dados os dois conjuntos podemos
transformar o programa. O processo de transformacao do programa é definido
pelo operador EFT. O operador pode ser aplicado sucessivamente até que nenhuma

transformacao seja possivel, ou seja, o programa final tenha se tornado efetivo.

A seguir vamos definir o conjunto Def(P), PotDef(P) e UnDef(P) que serao

essenciais para a definicao da transformacao EFT:

Denotaremos por P um subprograma de P com regras sem premissas negativas.
Intuitivamente, um dtomo A é definido em P se A pode ser gerado pelo programa
P*. Um atomo A é potencialmente definido se A pode ser gerado a partir das regras

de P ignorando as premissas negativas das regras em P.

Definicao 5.2.13. Seja P um programa. O conjunto de atomos Definidos denotado
por Def(P). Formalmente definido como Def(P) = Defh ,onde

Defp =10

Defi™ = Defs, U{c(r) : 3r € PY,¥YB € p(r), B € Def}.

1=1,...,00

Definicao 5.2.14. O conjunto de dtomos potencialmente definidos denotado por
PotDef(P). Formalmente definido como PotDef(P) =,_, . PotDefp ,onde
PotDef} = Def(P)

PotDefpt = PotDefi U {c(r) : VB € Prem(r)*, B € Defs}.

Definigao 5.2.15. O conjunto de dtomos indefinidos denotado por UnDef(P).
UnDef(P) = Bp - PotDef(P).

A seguir vamos definir o operador EFT como a composicio de duas

transformagoes ( Simplificagdo e Redugao ) da seguinte maneira:
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Definicao 5.2.16. Seja P um programa. O operador efetivo denotado por EFT é
definido por :

EFT(P) = Simplificacao( Redugao( P, Def(P), UnDef(P)) , Def(P), UnDef(P)).

O operador EFT ¢é iterado até que nao seja possivel nenhuma transformacao, ou
seja, o programa final é formado somente por regras efetivas. A seguir uma seqiiéncia

de aplicacoes sucessivas do operador EFT da seguinte maneira:
Definigao 5.2.17. A seqiiéncia EFTY(P) ¢é definido por:

EFT(P)(P) =P

EFT(P)™Y(P) = EFT(EFT(P)), para todo i > 0

No6s denotaremos por EFT>(P) o programa EFT(P) tal que EFT'(P) =

EFT™(P).
Definicao 5.2.18. Seja P um programa. Entao, P € efetivamente estratificado se
somente se existe um i tal que EFT(P) é estratificado.

O conjunto gerado pela estratificacdo efetiva serda dado por EFT>°(P).

Exemplo 5.2.9. Considere o sequinte programa P:

B« A (1)
A< B (2)
C<«<-A (3)

A< B ~C (4)
(1) Def(P) =0 ; PotDef(P) = {C} ; UnDef(P) = {A,B}. Assim EFT(P) = {C} ¢

um programa estratificado e o programa P € estratificado. O conjunto gerado é {C}.

5.3 Abordagens Nao Estratificadas

Temos duas abordagens principais que podem ser aplicadas aos programas
normais nao estratificados: a seméantica estivel e a semantica bem-fundada. As

duas abordagens sao divergentes em relagao aos programas nao estratificados. Este
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fato corrobora com a nossa visao que a estratificacdo elimina as circularidades
indesejaveis que causam o circulo vicioso na definicaio do conjunto gerado.
Reforcando a nossa tese que a definicao do conjunto gerado através da estratificacao

é uma definicao predicativa.
5.3.1 Seméantica Estavel

A semantica estaveis, introduzida em(GELFOND; LIFSCHITZ, 1988), é uma
extensao da seméantica estratificada para a classe dos programas normais nao
estratificados. A seméantica estavel tem uma caracterizacao por ponto fixo simples e
elegante e é intimamente relacionada com a logica autoepistémica(MOORE, 1985)
como foi apontado em(GELFOND, 1987; MAREK; TRUSZCZYNSKI, 1991). Uma
definicao equivalente da semantica estavel foi também obtido baseado na légica
default(REITER, 1980) em (BIDOIT; FROIDEVAUX, 1991a) e (?7). Mais recentemente,
a semantica estavel foi utilizada para a fundacao de um paradigma de programacao

denominado ASP(Answer Set Programming).

A interpretacao de um programa normal dada pela semantica estavel é
denominada interpretacao estavel. A interpretacao estivel pode ser obtida como
a extensdo de uma teoria default(obtida pelo mapeamento das regras do programa
normal em regras default). Entendemos que o motivo dessa correspondéncia é que
as duas semanticas sao obtidas por operadores idénticos. A seguir, mostraremos a
equivaléncia entre os operadores Gelfond-Lifschitz e operador de Reiter da légica
default.

Um conjunto de &tomos I é o conjunto estavel de um programa P, quando
I é o conjunto gerado pelo programa P!. O programa P! é obtido reducao
Gelfond-Lifshitz no programa P e o conjunto de dtomos I. A seguir vamos definir a
reducao Gelfond-Lifshitz.

Definigao 5.3.1. Seja P um programa e I um conjunto de dtomos de Bp. A redug¢ao
Gelfond-Lifschitz P! ¢ aplicada no programa fecho(P) em dois passos:
i. Elimine todas as regras r — A < Ay,..., A,,-B1,...,0B,, tal que B; € I,

para todo 1 < i < m.

1t. Elimine das regras restantes todos os dtomos que aparecem com a negacao.
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Agora, o programa I/ é um programa positivo, o conjunto gerado pelo programa
I pode ser obtido de varias maneiras alternativas. Vamos considerar que o

programa gerado pelo programa I17 serd obtido pelo Ifp(IT7).

A seguir vamos definir o operador Gelfond-Lifschitz que definir o conjunto gerado

pela reducao de Gelfond-Lifschitz e um conjunto de atomos I.

Definicao 5.3.2. Seja P um programa e I um conjunto de dtomos. O operador

Gelfond-Lifschitz GLp € definido a sequir:
GLp(I) = fp(P").

Definicao 5.3.3. Seja P um programa e I um conjunto de dtomos. I € um conjunto
estdvel sse GLp(I) = 1.

Exemplo 5.3.1. Considere o sequinte programa P:

p(1,2) <
q(X) = p(X,Y), = q(Y).

Vamos mostrar que o conjunto I = {p(1,2),q(1)} € um conjunto estdvel. O programa
Pl é:

(1) p(1,2) <=
(2) q(1) <= p(1,2)
(3) q(2) <= p22)

O menor ponto firo de PT é {p(1,2),q(1)}. Logo I é um conjunto estdvel.

A semantica estavel para um programa normal P pode gerar mais de um conjunto

estével, ou seja, temos mais de um conjunto gerado. Considere o seguinte exemplo:

Exemplo 5.3.2. Considere o sequinte programa P:

a< b

b< —a.

O congunto I} = {a} e Iy = {b} sao conjuntos estdiveis de P.
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A semantica estavel gera uma interpretacao estavel tnica para todos
os programas estratificados concordando com as interpretacdes obtidas pelas
semanticas estratificadas. Mas nao pode ser aplicada para todos os programas

normais. Por exemplo:

Exemplo 5.3.3. Consideremos o sequinte exemplo:

b<= —-a
a<=-b
P~ "D

p<=—a

Este programa tem um conjunto estavel unico I = {p,b}. Mas este conjunto
estavel é totalmente inesperado. Primeiramente, as duas primeiras clausulas nao
dao nenhuma preferéncia para a ou b, mas b é gerado. Para a geragao de p, temos
que garantir que a nao é gerado, e apoiado nisso, temos b é gerado. A seméantica
estavel permite que uma regra contribua para a sua propria aplicacao. Esse conjunto
estavel fere a visao construtiva da interpretacao de um programa logico a partir do
(). Acreditamos que este problema estd relacionado com o circulo vicioso presente

na definicao do conjunto estavel que torna a definicao impredicativa.

Outra fato interessante da semdantica estavel é que o operador definido pela
semantica estavel GLp é equivalente ao operador definido por Reiter para a légica
default. A seguir vamos mostrar definir o operador de Reiter para programas

normais e depois vamos mostrar a equivaléncia entre os operadores.

Seja P um programa normal, o operador I'p é definido a seguir: ['p ¢ 0 menor

conjunto de dtomos tal que:

i. para toda A < Ay,...,A,,—~By,...,7B,, € fecho(P), se A;,..., A, € I'pe
Bi,...,B,, &1, entao A € I'p.

I é uma extensao sse I'p([) = 1.
Esta ¢ "‘a semantica de Reiter"’ para programas normais.

Teorema 5.3.1. (PEQUENO; VERAS; TAVARES, 2007) Seja I1 um programa normal
e para todo conjunto de dtomos I, entdo GLp(I) =T'p(I)
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Demonstragao. Para mostrar que I'p(I) C GLp(I) é suficiente mostrar que GLp(I)
satisfaz a condigao (1) da defini¢do de I'p(1).

Suponha A < Ay,..., A,,~B1,...,7 B, € fecho(P). Assuma que Ay,..., A4, €
GLp(I) e By,...,B,, € I. Portanto, A < Ay,...,A, € Pl. Togo, A €
Ifp(P") entdo A € GLp(I). Para mostrar o contrario, é suficiente mostrar
que GLp('p(I)) C Tp(I),GLp(I) = Ifp(P"). Seja A <« Ay...,A, € Pl e
Ay, ..., A, € Tp(I). Temos dois casos:

i. A< A;..., A, € P, entao pela condicao (1) de I'p(]), entao A € I'p(I).

ii. A< Ay,...,A,,—~B,...,~B,, € P, portanto, pela construcdo de P!, temos
que By,...,B,, € I. Portanto, pela condi¢do (1) da defini¢ao de I'p(I), A €
Cp(1). ]

Podemos dizer que a semantica estavel gera os mesmos conjuntos da seméantica
default de Reiter para programas normais. Por um lado, temos que logica default
gera extensoes andmalas mesmo para teorias estratificadas. Por outro lado, a
semantica estavel nao gera conjunto estaveis andémalos para a classe de programas
estratificados. Acreditamos que o bom comportamento da seméntica estavel na
classe dos programas estratificados nao se da pela propria seméantica, mas sim
pela restricao de linguagem. Realmente, Vladimir Lifschitz argumentou o seguinte
durante a anélise do "“Yale Shooting Problem"’:

"‘Paradoxicalmente, a limitacdo da linguagem de programacao logica

bl

desempenha um papel positivo no caso do "‘Yale Shooting Problem"’ eliminando
algumas més escolhas representacionais disponiveis na légica default quando certas

acoes sao descritas."’

Entendemos que o problema nao estd nas escolhas representacionais (
representacdo das regras), mas em como a semantica default de Reiter manipula

tais escolhas representacionais.
5.3.2 Seméantica Bem-fundada

A semantica bem-fundada, introduzida por (GELDER; ROSS; SCHLIPF, 1991),
é uma alternativa de extensao da semantica estratificada para toda a classe de
todos os programas normais. A semantica bem-fundada tem um comportamento

regular com relacdo a recursao negativa. Assim, os conjuntos gerados pela
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semantica bem-fundada sao considerados naturais e intuitivos para a classe de
todos os programas normais. A semantica bem-fundada tem diversas caracterizagoes

equivalentes.

Os conjuntos gerados pela seméantica bem-fundada serdo denominados
interpretacao bem-fundada. Na semantica bem-fundada, alguns atomos sao
considerados indefinidos( nao podem ser gerados e nem nao gerados). Para os
programas estratificados, os conjuntos bem-fundados serao totais, ou seja, nenhum

atomo é indefinido.

A interpretacao bem-fundada de um programa normal P ¢é definido
iterativamente em cada passo, encontramos um conjunto de atomos bem-fundados
e um conjunto de dtomos infundados com relacao a conjunto de atomos fundados
anteriores e o conjunto de atomos infundados anteriores. O conjunto dos atomos
bem-fundados representam os dtomos que sao gerados por P. O conjunto de atomos

infundados representam os atomos que nao sao gerados por P.
A seguir vamos definir um conjunto infundado A com relagao a um conjunto de

atomos T e um conjunto de atomos F.

Definicao 5.3.4. Seja P um programa normal, T , F subseteqBp. Um conjunto
A C Bp € um conjunto infundado de P com relacdo a T e F se cada dtomo p € A

satisfaz umas das sequintes condicoes:

Para cada regra r = a < ay, ..., a4y, by, ..., by, € fecho(P) cuja conclusdo c(r)

€ p umas dessas condicoes valem:
t. Alguma;, € F, 1 <i<noualgumb, €T, 1 <i<m.
11. Alguma; € A, 1 <i<n

Um dtomo que torna as condigées (1) ou (2) verdadeiras é chamada testemunha de

descarte para a cldusula r (com relagao a S e T).

Seja P um programa, T um conjunto de atomos bem-fundados e F um conjunto
de atomos infundados. Intuitivamente, o conjunto formado pelas condigoes (1) e (2)

¢ um conjunto de atomos que nao podem ser gerados. Note que:

A condigao(1) garante que a regra que gera p € A nao sera aplicada uma vez

que uma das suas premissas positivas nao sao geradas e uma das suas premissas
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negativas sdo geradas. A condigdo(2) garante que a regra que gera p € A nao sera

aplicada uma vez que uma das suas premissas positivas estao em A.

Exemplo 5.3.4. Considere o sequinte programa:

Os atomos {p(d),q(a),q(b),q(c)} é um conjunto infundado com relagdo S = ()
e T = (. Em particular, {q(c)} é infundado devido a condi¢ao (1) porque nao
existe regra que possa gerar q(c). O conjunto {p(d),q(a),q(b)} é conjunto infundado
considerando condi¢do (2) porque p(d) ndo pode ser gerado antes que q(a) e q(b)
sejam gerados. Nem podemos gerar q(a) sem antes gerarmos p(d) e q(b) nao pode
ser gerado sem antes gerarmos ((a). Neste exemplo, q(c¢) nunca podera ser gerado

e em {p(d),q(a),q(b)} nenhum pode ser gerado primeiro.

Em contrate, o conjunto {p(a) , p(b)} ndo é um conjunto infundado mesmo
que exista uma dependéncia mitua entre eles, porque a dependéncia ¢ através da

negacao.

Definicao 5.3.5. O maior conjunto infundado de P com relacao a T e F, denotado

por Up(T, F), € a unido de todos os conjuntos infundados com relag¢ao a T e F.
Vamos definir uma seqiiéncia possivelmente transfinita resultante da combinacao

de duas transformacoes. O limite dessa seqiiéncia sera a interpretagao bem-fundado.

Definicao 5.3.6. Seja P um programa e T e F conjuntos de dtomos de Bp. As

transformacoes Tp, Up e Wp sao definidas da sequinte maneira:

. Tp(T,F) ={a:r =a < ay,...,an,7by,...,7b, € fecho(P),ay,...,a, €
T,by,...,by € F}.
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1. Up(T, F) € o maior conjunto infundado de P com relagio a T e F.

Note que Tp trata as premissas positivas e negativas simetricamente, ou seja,
para a aplicagao da regra com a premissa negativa — p ¢é exigido que p € F, nao

apenas que p € T

Definicao 5.3.7. Seja o um ordinal. O conjunto T,,F,, T e F'* subconjuntos de

Bp sao definidos recursivamente como:

t. Inicialmente, temos:

S S
[
s =

1. Para um ordinal sucessor o =y + 1,

Ty = Tp(Ty, F).

Fy1 =Up(T, F).

ttt. Para um ordinal limite o infinito,

T, = U5<QT5.

F, = Uﬁ<a Fg.

1. Finalmente, temos:

T =, To.

F~ =], Fa.

A seqiiéncia de T e T sao monotonas. Pelo teorema Knaster-Tarski temos que
T é o menor ponto fixo do operador Tp e F°° é 0 menor ponto fixo do operador Up.

A base Herbrand é contavel, entao para algum ordinal contavel temos que T =T,
e F*°* =F,.

Definicao 5.3.8. O conjunto bem-fundada de um programa P é dada pelo menor
ponto fixo do operador Tp, ou pelo limite T da seqiiéncia descrita acima; todo

atomo gerado por P pertence ao conjunto bem-fundado.
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A seméantica bem-fundada gera um interpretacao bem-fundada total que
concorda com todas as semanticas estratificadas para a classe dos programas

estratificados.
A seguir vamos considerar alguns exemplos motivacionais para a semantica

bem-fundada:

Exemplo 5.3.5. Considere o sequinte programa P que representa uma versao
abstrata do "‘Yale Shooting Problem"’:

barulho(T) < carregada(T),atirou(T)

carregada(T) < succ(S,T), carregada(S), — atirou(S)
atirou(T) < engatilhada(T)

vivo(T) <= = barulho(T)

engatilhada(1)

suce(0,1)

carregada(0)

Considere o programa dado pelo fecho(P):
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(1)
(2)
(3)
(4)
(5)
(6)
(7)
(8)
(9)
(10)
(11)
(12)
(13)

barulho(0) < carregada(0),atirou(0)
barulho(1) <= carregada(1),atirou(1)
carregada(1) <= succ(0,1), carregada(0),
carregada(1) < succ(1,1), carregada(1),
carregada(0) <= succ(0,0), carregada(0),
carregada(0) <= succ(1,0), carregada(1),
atirou(1) < engatilhada(1)

atirou(0) <= engatilhada(0)

vivo(0) <= — barulho(0)

vivo(1) < = barulho(1)

engatilhada(1)

suce(0,1)

carregada(0)

J

atirou(0)

atirou(1)

]

atirou(0)

]

J

atirou(1)

Este programa € estratificado e admite a sequinte estratificacdo:

O  conjunto

(
S2 ={(7),(8)}
93 ={(3),(4),(5),(6)}
Sy ={(1),(2)}
S5 = {(9), (10)}
padrio  pela  estratificacio ¢

o conjgunto M =

{carregada(0),engatilhada(1),atirou(1),carregada(1),barulho(1),vivo(0),succ(0,1)}.

M € o 1inico conjunto estdvel para o programa P.

A semdntica bem-fundada obtém o sequinte resultado:
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Th=0eF,=0

Ty = {carregada(0),engatilhada(1),succ(0,1)}

Fy = {succ(0,0),succ(1,0),succ(1,1),atirou(0),engatilhada(0),barulho(0)}
Ty = {atirou(1),carregada(1),vivo(0)}

=0

Ty = {barulho(1)}
Py =0

T, =0

Fy = {vivo(1)}

O conjunto bem-fundado dado UogigTi € igual a M.

Exemplo 5.3.6. Considere o sequinte programa P:

(1) B« A
(2) A< B
(3) C<=-A

(4) A<:B7_'C

A semdntica bem-fundada obtém o sequinte resultado:

To=0eFy=0
T, =10

F — {AB)
T, = {C}

F, =1

O conjgunto bem-fundado dado UOSngTi concorda com a estratificacao fraca.

A seguir veremos como a seméantica bem-fundada comporta-se com programas

que envolvem a recursao negativa através do seguinte exemplo:
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Exemplo 5.3.7. Consideremos o sequinte programa P:

b<=—a
a<=—b
p<="p

p<=—a

A semantica bem-fundada do programa P temos que T = () ¢ F>* = (. O conjunto

bem-fundado é () e todos os dtomos estao indefinidos.

A nossa ressalva sobre a semantica bem-fundada é sobre a definicao
impredicativa dos conjuntos infundados. Apesar da seméantica bem-fundada ter
outras caracterizacoes construtivas para programas normais nao estratificados
(PRZYMUSINSKI, 1989; GELDER, 1989). Entendemos que essas caracterizagoes tiram
proveito da limitacao da linguagem e nao podem ser generalizados para ambientes

mais ricos como da logica default com resultados satisfatorios.

5.4 Comparacao com as outras abordagens
]

A nossa estratificacao quando aplicada em programacao légica serd denominada
estratificagao relevante e o programa com essa estratificacao serd denominado
relevantemente estratificado. A seguir, vamos apresentar os seguintes resultados

relacionando as abordagens estratificadas.

Teorema 5.4.1. Todo programa fracamente estratificado € relevantemente

estratificado.

Teorema 5.4.2. Seja P um programa fracamente estratificado. Entao a conjunto
gerado pela estratificacao fraca e a conjunto gerado pela estratificacdo relevante

coincidem.

Teorema 5.4.3. (PRZYMUSINSKA; PRZYMUSINSKI, 1990) Todo  programa

(localmente) estratificado € fracamente estratificado.

Teorema 5.4.4. (PRZYMUSINSKA; PRZYMUSINSKI, 1990) Seja P um programa
(localmente) estratificado. Entdo a conjunto gerado pela estratificacio (local) e a

conjunto gerado pela estratificacao fraca coincidem.
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Como corolario, temos que a nossa abordagem concorda também com a

estratificagao (local).

A classe dos programas relevantemente estratificados é estritamente maior que

a classe dos programas fracamente estratificados.

Exemplo 5.4.1. Considere o sequinte programa P:

B« A (1)
A< B (2)
C<«<=-A (3)

A< B —-~C (4)
P ndo € fracamente estratificado, mas € relevantemente estratificado.

Teorema 5.4.5. Todo programa relevantemente estratificado € efetivamente

estratificado.

Teorema 5.4.6. Seja P um programa relevantemente estratificado.  FEntdao a
conjunto gerado pela estratificacao efetiva e a conjunto gerado pela estratificacao

relevante coincidem.

Teorema 5.4.7. (BIDOIT; FROIDEVAUX, 1991b) Seja P um programa efetivamente
estratificado. Entdao a conjunto gerado pela estratificacdao efetiva e a conjunto gerado

pela semdntica estdvel e pela semdntica bem-fundada coincidem.

Como corolario, temos que a nossa abordagem também concorda com a

semantica estavel e com a semantica bem-fundada.

A classe dos programas relevantemente estratificados é estritamente menor que

a classe dos programas efetivamente estratificados

Exemplo 5.4.2. Considere o sequinte programa P:

A
A<= -A

O programa P € efetivamente estratificado, mas nao é relevantemente.



Capitulo

Logica Default Localmente

Estratificada

Nesta capitulo, introduziremos a Ldgica Default Localmente Estratificada que foi
obtida através da generalizacao do conceito de estratificagdo dos SFA’s para um

ambiente mais rico como da logica default.

A Légica Default Localmente Fstratificada ataca simultaneamente os dois
problemas principais da logica default: o problema da coeréncia e o problema das

extensoes anomalas em teorias defaults.

Acreditamos que os dois problemas citados tém a sua origem na circularidade das
teorias. A utilizacao do conceito de estratificacao é crucial para evitar a circularidade

e com isso resolver os dois problemas.

H4 dois importantes precedentes para esta abordagem que parcialmente
propuseram e utilizaram os conceitos que lancamos mao para construir nossa
proposta. Etherington(ETHERINGTON, 1987) desenvolve um método sintatico para
evita-la circularidade de teorias default para garantir a existéncia de extensoes.
Vale ressaltar que ele nada propoe para o problema das extensdes anémalas que
continuam se manifestando em teorias ordenadas segundo os seus critérios. A
nossa estratificacao é construida seguindo os moldes propostos de Etherington.
Choleswinski (CHOLEWINSKI, 1995a, 1995b, 1996) propde o que ele chama de
Stratified Default Logic. Novamente a intencao nao foi resolver o problema das
extensoes anomalas, mas propor métodos eficientes para a computagao de extensoes

de Reiter. Alids, a proposta deles de estratificacao é bastante precaria do ponto
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de vista do conjunto a ser gerado por uma teoria default uma vez que deixa de
fora teorias com conjuntos gerados perfeitamente bem definidos (teorias ordenadas).
Choleswinski propoe um método de geracao de extensoes através de uma ordenacao
dos default que concorde com a sua estratificacao, baseado no método de Marek
e Truszczynski. Vamos utilizar o método proposto por ele, mas utilizando a
estratificacdo proposta por Etherington. Podemos dizer que nos beneficiamos
diretamente dos trabalhos dos que nos procederam. Finalmente, mostraremos que

a nossa abordagem resolve o problema das extensoes anomalas.

Acreditamos também que a eliminacao das circularidades das teorias default
através de um critério sintatico vai resolver o problema do circulo vicioso da definicao
da extensao. A construcao da extensao pautada na ordem definida pelo critério

sintatico tornara a definicdo da extensao construtiva e predicativa.

O problema da coeréncia e das extensoes andmalas foi atacado na logica
default anteriormente através da Well-Behaved IDL(Ldgica Default Inconsistente
Bem Comportada) (PEQUENO; MARTINS; PEQUENO, 1996; MARTINS, 1997).
Nesta abordagem o problema das extensoes anomalas é resolvido através da
diferenciacao da parte normal e nao normal da justificativa de um default e uma a
logica paraconsistente chamada LEILdgica da Inconsisténcia Epistémica)(PEQUENO;
BUCHSBAUM, 1991) e para resolver o problema da coeréncia de IDL(PEQUENO,
1990) foi utilizado um critério sintatico baseado no método de Etherington para
identificacao de ciclos indesejaveis. Uma comparagao mais efetiva é uma tarefa
dificil de ser realizada devido o fato das duas logicas estarem baseadas em logicas
subjacentes diferentes mas a medida do possivel vamos apontar as principais

diferencas e semelhancas entre as duas abordagens.

6.1 Preliminares
]

A logica default introduzida por Reiter provou ser o formalismo nao-monotonico
mais proeminente. Nele, a inferéncia nao-monotonica é representada por um
conjunto de regras inconclusivas denominadas regras default. As regras default
tém um padrao de inferéncia baseados na presenca e na auséncia de informagoes.
Nos vamos estudar as teorias default sobre uma linguagem de proposicional £. Uma
teoria default é formada por um conjunto de férmulas proposicionais e um conjunto

de regras default.

Um regra default seminormal d é uma expressao da seguinte forma
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d = oe:”;/\ﬂ,
onde «, 3 e v sao formulas proposicionais arbitrarias. « ¢ denominado pré-requisito e
sera denotada por Pre(d), 8 é denominado justificativa e sera denotada por Jus(d)
e 7 é denominada a conclusdo e serd denotada por Cons(d). Um default tem a

!

seguinte interpretacao "‘se vocé acredita em «, e é consistente acreditar em [ e 7,

ou equivalentemente, =(3 A 7) nao é derivado entao acredite em ~".Um default

1 a:M~yAG
Y

seminorma pode ser entendido como v < a; (8 A7)

Uma teoria default A é um par (W,D), onde W é um conjunto de sentencas de
primeira ordem e D é um conjunto de regras default. O conjunto W representa o
conjunto de fatos assumidos verdadeiros e D representa regras que contribuem com

informacoes plausiveis mas nao necessariamente aplicaveis.

Uma extensao E de uma teoria default E é o conjunto gerado através de W e dos
defaults.

6.2 Teorias Estratificadas

Nesta segao, vamos apresentar o método sintatico desenvolvido por Etherington
para evitar a circularidade das teorias default. O método de Etherington serd
importante para a nossa abordagem porque através dele vamos identificar as teorias

estratificadas e também garantir a existéncia de extensoes.

Etherintgon fez um estudo bem aprofundado sobre a existéncia de extensoes
em uma teoria default em (ETHERINGTON, 1987). Nesse estudo, ele identifica os
critérios para existéncia de extensao. O resultado de Etherington torna-se especial

por caracterizar a classe de teorias bem formadas em teoria default.

A existéncia de mais de uma extensao em teoria default é considerada natural
porque algumas crencas nao podem ser assumidas ao mesmo tempo, por razoes de
inconsisténcia na extensao obtida. Consideramos este motivo para a existéncia de

mais de uma extensao. Considere o seguinte exemplo,

Exemplo 6.2.1. A teoria default A = (W, D):
W =1

D= 45
A teoria default tem duas extensoes

By = {A} ¢ B, = {-A}.
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Mas algumas teorias nao tinham nenhuma extensao, mesmo quando W era

consistente. Por exemplo,

Exemplo 6.2.2. A teoria default A = (W, D):
W =10
D= {4}

E outras teorias geravam mais de uma extensao por nao por motivo de
consisténcia, mas sim pela impossibilidade de resolver o conflito entre as regras.

Por exemplo,

Exemplo 6.2.3. A teoria default A = (W, D):
W=90

D= {:A/I\L;B,%}

A teoria default tem duas extensoes

E1 = {A} (& EQ = {B}

Note que no exemplo 6.2.2 e 6.2.3, podemos ver que existe um problema
dependéncia circular entre as regras. No exemplo 6.2.2, = A depende da auséncia

=A. No exemplo 6.2.3, A depende da auséncia de B e B depende da auséncia de A.

Etherington estava preocupado em entender o porqué de algumas teorias
nao terem nenhuma extensao e mais de uma extensao sem ser por motivos de
consisténcia. Mais além de apontar a existéncia de teorias incoerentes (ou seja,
teorias sem extensoes) e teoria com extensoes sem ser por motivos de consisténcia.
Ele queria descobrir as condicoes suficientes para garantir um bom comportamento

das teorias default.

Ele percebeu que o problema da nao existéncia de extensoes nao estava
restrito apenas as teorias nao-normais, mas o problema ocorria também em teorias

seminormais:

Exemplo 6.2.4. A teoria default A = (W, D):

W=90

_ :AN=B :BA-C :CA—-A
D= {#50=, 55, 50

A teoria default nao tem ertensoes.
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Ele identificou que no caso das teorias default (seminormais) sem extensdo
a aplicagdo de uma regra default contribui a sua nao aplicacao através de uma
dependéncia circular através da auséncia. Neste casos, a aplicacao de uma regra
default permite a aplicacdo de um outra regra default. Contudo, a aplicacao de
quaisquer duas regras resulta derivacao da parte nao normal da justificativa de pelo
menos uma das regras. No exemplo 6.2.4, A depende da auséncia de B, B depende da
auséncia de C e C depende da auséncia de A. Portanto, se inferirmos A bloquearmos
C que permite inferir B que invalida A, e similarmente para B e C. No problema da
extensoes "‘irreais'’; a aplicacdo de uma regra contribui para a sua propria aplicacao
por causa de uma dependéncia circular nao resolvida. O conflito é resolvido gerando
mais de uma extensao, mas nao pela inconsisténcia, mas sim pela impossibilidade
de resolver o conflito. No exemplo 6.2.3, A depende da auséncia de B e B depende
da auséncia de A. Se inferirmos A bloquearmos B e se inferirmos B bloquearmos A.

Logo, nao é possivel dar nenhuma preferéncia para A ou B.

O método de Etherington sera importante para a nossa abordagem porque
através dele vamos identificar as teorias estratificadas e também garantir a
existéncia de extensoes. As seguintes defini¢cbes caracterizam o método sintatico

de Etherington.

Definicao 6.2.1. (ETHERINGTON, 1987)

Seja A = (D,W) uma teoria default seminormal fechada. Sem perda de
generalidade, assumimos que todas as formulas estio na forma clausal. A relagdo

parcial, < e <, entre os literais, sao definidos da sequinte maneira:

. Sea € W, entdo o = «y,...,qy, para algum n > 1. Para todos o, 0 €

{oa, ..., o}, se a; # aj, entdo ~oy; < a;.

1. Se d € D, entdio § = a:%/w. Seja ar,...,0p, Bi,....Bs € V1,...,Y literais da

forma clausal de o, 3, e v. Entao:

(0’) Se o € {alv"'7a7”} e /6] S {ﬁla"')ﬁs}) entao a; < /8]
(b) Se Yi € {717 S a’yt})ﬂj € {617 S 768} €% ¢ {ﬁl)‘ .. 765}7 entao Y < 5]
(c) B = Bi A...\Bm, para algum m > 1. Para cada i < m, [; =

(Bit, -y Bim,), onde m; > 1. Assim se 3, Bix € {Bi1,- - Bmmm} €
Bij # Bik, entdo =3 ; < Bix
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te. O relacionamento transitivo para < and <:

(a) sea < (e <~, entdo a < 7.
(b) sea < B e <, entdo a < 7.

c) sea<fef<yousea<fef<r, entdoa <.
Y Y Y

Embora a definicao seja complexa, a intuicao para a < e a < (3 é se existe
um maneira de « participar de alguma inferéncia de 3 na teoria default. A intuicao
por tras da parte (1) e (2¢) é que uma disjuncdo de n literais pode ser interpretado

como uma implicagao em um dos literais. Por exemplo,

(a1,...,00) = [(moqg Ao A e Aoy A A og) — o).

Na parte(2b), a conjun¢ao de uma justificativa ndo deve ser implicada pela sua
conclusao isto é refletido pela relagdo <. Na parte (2b), a negagdo —y; aparece uma

vez que nao acreditar v; tornar 7; consistente.

Note que aqui ele estd estabelecendo uma ordem entre os literais que serao

importante para definir uma relacao de relevancia entre as regras.

Nas defini¢coes seguintes, n6és vamos assumir que as foérmulas estdo na forma

clausal, isto ¢, como um conjuncao de disjuncoes de literais. Nos vamos definir as

fungoes CLAUSULAS(.) e LITERAIS(.) da seguinte maneira:

B=F11V.-e.VBim) A o ABma V.oV Bomy),

entao
CLAUSULA(A) = {(8i1 V...V fim )1 <i < m},
LITERAIS(ﬁ) = {ﬁi,j|1 <i<m,1<5< mi}.

Definicao 6.2.2. Para uma teoria default seminormal, A = (D,W) e para
quaisquer dois defaults di,ds € D,

oq - N Q9 . N
dy = 17N 61<d2: 272 62886

el 2

existe v € LITERAIS(v1) ey € LITERAIS(vs) tal que
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¥ <a?v

Uma regra default que deriva a negacao de uma justificativa de uma outra regra
default, é estritamente menor do que ela. Note que a extensao que serd calculada
seguindo a ordem < serd uma seqiiéncia de aplicacoes seguras das regras, ou seja,
uma regra que pode ser aplicada ndo ira derivar a excec¢ao (a negagio da justificativa)

de uma outra regra ja aplicada.

Definicao 6.2.3. Uma teoria default seminormal, A = (D,W), é localmente

estratificada sse <q € uma relacao de ordem parcial estrita bem-fundada em D.

Exemplo 6.2.5. A teoria default A = (W, D):
W=>0

D = {dl — :A/AﬁB,dQ _ :B%ﬁA}

Os literais tém os sequintes relacionamentos:

{B < A},{A < B}.
Logo, temos que di < dy < d;.

A relacao de ordem entre os default < nao € estrita.

Exemplo 6.2.6. A teoria default A = (W, D):
W=40

D= {dl — :A/;l—\B7 d2 — :B/gﬂC'7 dg — :C’/g'—\A}

Os literais tém os sequintes relactonamentos:

{B < A}, {C < B},{A < C}.
Logo, temos que di < d3 < dy < dj.

A relagao de ordem entre os default < nao é estrita.

Exemplo 6.2.7. A teoria default A = (W, D):

W=90

_ __ :AN-B __ :BA=D d3=:C—DA-A
D_{dl— A 7d2_ B ) : C=D

nao € estratificada. Os literais tém os sequintes relacionamentos:
{B<A},{D < B},{C <D,-D<-C,A<~-C,A<D}.
Entao temos que d; < d3 < dy < d.

Importante notar o fato que a teoria ser estratificada é somente uma condicao
suficiente para a existéncia de extensoes. Teorias nao estratificadas podem

ter circularidade potencialmente nao resolvidas mas, por alguma razao, estas
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circularidade nem sempre interferem. A teoria do exemplo 6.2.7 nao é estratificada,
mas tem um extensao Th({B,C — D}). A circularidade poderia causar problemas,
se C fosse adicionado em W e assim teoria resultante nao teria extensoes.
Acreditamos que existam condicoes mais fortes para identificacao de circularidade
potencialmente nao resolvida para teorias seminormais mas possivelmente nao serao

decidiveis

Embora David Etherington (ETHERINGTON, 1987) tenha proposto o conceito
de teorias estratificadas(evitando a circularidade) para resolver o problema da
coeréncia - ele nada propos para o problema das extensoes anoémalas. Vale ressaltar
que o problema das extensoes andmalas se manifesta mesmo em teorias que sao
estratificadas segundo os critérios de Etherington. O problema aqui nao é a falta,

mas o0 excesso de extensoes.

A Well-Behaved IDL(PEQUENO; MARTINS; PEQUENO, 1996) define um critério
de boa formacao para as teorias IDL através de uma adaptacao do método sintatico

proposto por Etherington para identificar as circularidade indesejaveis.

Na teoria do exemplo 6.2.1 traduzida para IDL gera apenas uma extensao que
comporta as duas crencas mas ¢ nao inconsistente. Na teoria do exemplo 6.2.3
traduzido para IDL gera duas extensoes, cada extensao suportando uma das crencas.
Na Well-Behaved IDL, a teoria do exemplo 6.2.3 serd considerada ciclica e sera
desconsiderada. Um resultado importante pode ser estabelecido em Well-behaved
IDL, se a teoria é ordenada ( ou seja, sem ciclos) entao ela tem uma tnica extensao
IDL. Em (MARTINS, 1997), uma caracterizacao construtiva equivalente para a
extensao Well-Behaved IDL é apresentada baseada na ordem entre os defaults de
IDL. A well-behaved IDL ataca os dois problemas da logica default : problema da
coeréncia através da adaptacao do método de Etherington de identificagao de teorias
ciclicas para IDL e o problema das extensoes anomalas através da diferenciacao
da parte normal e nao normal da justificativa do default associado com a logica

paraconsistente LEL

A nossa abordagem vai resolver os dois problemas principais da logica default
por um outro caminho sem lancar mao de uma logica paraconsistente e continuando
utilizando a linguagem original da logica default. Vamos definir as extensoes da
logica default predicativa através de uma boa ordem = entre os default. Método
proposto por Marek e Truszczsinki(MAREK; TRUSZCZYNSKI, 1997) e utilizado por
Choleswinski (CHOLEWINSKI, 1995a, 1995b, 1996).
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6.3 Loégica Default Estratificada

Choleswinski (CHOLEWINSKI, 1995a, 1995b, 1996) propde o que ele chama de
Stratified Default Logic. Novamente a intencao nao foi resolver o problema das
extensoes anomalas, mas propor métodos eficientes para a computagao de extensoes
de Reiter. Alids, a proposta deles de estratificacao é bastante precaria do ponto de
vista do conjunto a ser gerado por uma teoria default uma vez que deixa de fora

teorias com conjuntos gerados perfeitamente bem definidos (teorias ordenadas).

Nesta secao, vamos adotar as seguintes notagoes: para uma formula fechada ¢ |

o conjunto de atomos de L presentes em ¢ denotaremos por Var(yp).
A seguir, a definicao de estratificagao proposta por Choleswinski:

Definigao 6.3.1. Seja D um conjunto de default seminormais. A fung¢ao rank que

associa um ordinal a todo default de D é uma funcao estratificacao para D se para
todo d,d’ € D, onde

a:BNy o, i fAY
— il ed =2
Y Y

d=
as sequintes trés condicoes devem ser satisfeitas:

. Se Var(y) N Var(y') # 0 entao rank(d) = rank(d’),e
it. Se Var(B) N Var(y') # 0 entao rank(d) > rank(d’),e
its. Se Var(a) N Var(y') # 0 entao rank(d) > rank(d’).
A estratificacio € chamada forte se rank(d) > rank(d’), se Var(3) N Var(y')

# 0.

Definicao 6.3.2. Uma teoria default seminormal A=(D,W) ¢é (fortemente)

estratificada se

1. W ¢é consistente, e
i. Var(W) N Var(c(D)) =0, e

1i. existe uma fungao de estratificacao (forte) para D.
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Exemplo 6.3.1. Seja A=(D,W) uma teoria default, onde W = 0 e D = {d;,ds},

onde

_igq AP 1P Ag
=0 ey =1
q -p

dy

Nao eziste uma fungao de estratificacao forte para D, pela condigao (i) da
definicao 6.3.1 implica que rank(d,) < rank(dy) e rank(ds) < rank(d;). Note que a

teoria € ordenada, mas nao admite uma estratificacao forte.

A extensao para uma teoria fortemente estratificada é definida através da boa
ordem =< compativel com a funcao de estratificacao rank, ou seja, uma extensao
linear da ordem definida pela funcao rank entre os default. O conjunto serd
definido utilizando o método proposto por Marek e Truczszsinski em (MAREK;

TRUSZCZYNSKI, 1997).

Definigao 6.3.3. Seja A=(W,D) uma teoria default seminormal fortemente
estratificada e =< uma extensao linear da ordem dos defaults definida pela func¢ao

rank

Vamos construir iterativamente o conjunto de defaults gerado pela boa ordem =,

GR<, da sequinte maneira:

Para todo ordinal 0 < o < n:

t. Se a=0 entao GRy =)

. . . oy N .
11. caso contrdrio, seja d, = 7—6 o =-menor default do conjunto

g
D\(Ug<o GRe) aplicdvel, ou seja,

WU Cons( ., GRe) Fa e

WU Cons(Ug., GRe) i =(v A B)
entio GRy = e, GRe U{da}

. ~ . YA )
1i. caso contrdrio, ndo existe default d, = aanp no conjunto D\(U,., GR)
Y
aplicavel, ou seja,
WU Cons( ., GRe) Fa e

WU Cons(U,., GRe) I =(v A B),
entao a construgao pdra en = o e GR< = U§<a GR;.
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A teoria Th(W U Cons(GR,)) ¢ chamada de teoria gerada pela boa ordem <

Um resultado importante é estabelecido por Choleswinski para as teorias default

seminormais fortemente estratificadas através do seguinte teorema:

Teorema 6.3.1. Seja  (D,W) wuma teoria default seminormal fortemente
estratificada e < uma boa ordem de D compativel com a estratificacio forte

rank entao a sequinte condi¢ao

a:y ANy
Y

para todo d = € GR< temos que W U Cons(GR<) I/ =~(B N 7).

¢ valida e Th(W UCons(GR<) € uma extensao para (D, W).

A existéncia de extenstes para uma teoria default seminormal fortemente
estratificada segue diretamente do teorema anterior. Outra conseqiiéncia imediata

do teorema anterior é a seguinte:

Corolario 6.3.1. Seja  (D,W) wma teoria default seminormal fortemente
estratificada entao (D,W) tem uma exstensdo. Para cada =< uma boa ordem

de D compativel com a estratificacdo forte rank temos que
S = Th(W U Cons(GR<))

¢ uma extensao para (D, W).

Ele demonstrou ainda que toda extensao de uma teoria seminormal fortemente
estratificada pode ser gerada por boa ordem = compativel com funcao de
estratificacao forte rank. Realmente, Choleswinski nao define uma nova légica
default mas sim métodos eficazes de célculo de extensoes para certa classe de teorias
default.

6.4 Loégica Default Localmente Estratificada

A Légica Default Seminormal Localmente Estratificada é uma restricao da logica
default de Reiter que ataca simultaneamente os dois problemas principais da légica
default: o problema da coeréncia e o problema das extensoes andomalas em teorias
defaults.
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Acreditamos que os dois problemas citados tém a sua origem na circularidade
das teorias. Podemos resolver os dois problemas utilizando a ordem parcial <, entre
os default D de uma teoria (W,D) localmente estratificada para definir as extensoes

dessa logica default.

A extensao para uma teoria default localmente estratificada é definida através
da boa ordem =< compativel com a ordem parcial <4, ou seja, uma extensao linear
dessa ordem. O conjunto sera definido utilizando o método proposto por Marek e

Truczszsinski em (MAREK; TRUSZCZYNSKI, 1997) e utilizado por Choleswinski.

Defini¢ao 6.4.1. Seja A=(W,D) wuma teoria default seminormal localmente
estratificada e < € uma boa ordem obtida através de uma extensao linear da ordem

parcial <4 entre os default.

Vamos construir iterativamente o conjunto de defaults gerado pela boa ordem =,

GR<, da sequinte maneira:

Para todo ordinal 0 < o < n:

t. Se a=0 entao GRy = ()

.. . . a YN )
it. caso contrdrio, seja d, = ,y—ﬁ o =-menor default do conjunto

7
D\(U¢co GRe) aplicdvel, ou seja,

WU Cons(U;.,GRe) F e
WU Cons(U., GRe) Y ~(3 A §)
entdo GRy = e, GRe U{da}

L . . a:yNg
tit. caso contrdrio, nao existe default d, = ———

no conjunto D\(U,., GR)
aplicdvel, ou seja,

WU Cons(U,.,GRe) e

WU Cons(U., GRe) 1 ~(1 A B),

entao a construgao pdra en = o e GR< = U§<a GRe.
A teoria Th(W U Cons(GR,)) ¢ chamada de teoria gerada pela boa ordem <

Um resultado importante serd estabelecido nesta dissertacao para as teorias

default seminormais localmente estratificadas através do seguinte teorema:
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Teorema 6.4.1. Seja  (D,W) wuma teoria default seminormal fortemente
estratificada e < uma boa ordem de D compativel com a ordem parcial <q4

entao a sequinte condi¢ao

a:yNy

5 € GR< temos que W U Cons(GR<) I/ =~(B N 7).

para todo d =
¢ valida e Th(W UCons(GR<) é uma extensao de Reiter para (D,W).

A existéncia de extensOes para uma teoria default seminormal fortemente
estratificada segue diretamente do teorema anterior. Obtermos também como

conseqiiéncia imediata da nossa abordagem o seguinte corolério.

Corolario 6.4.1. Seja  (D,W) wma teoria default seminormal fortemente
estratificada entao (D,W) tem uma exstensio. Para cada =< uma boa ordem

de D compativel com a estratificacdo forte rank temos que
S = Th(W U Cons(GR<))
é uma extensio para (D, W).

A "yolta"’ do teorema nao sera valida na logica default localmente estratificada,
ou seja, nem todas as extensoes de Reiter serao geradas por uma boa ordem =
compativel com a ordem parcial <, entre os default. As extensoes de Reiter que nao
sao geradas por uma boa ordem =< compativel com <, sao as extensoes andmalas.
Com isso, estamos propondo uma variante da logica default que nao tem o problema

das extensoes andmalas.

6.5 Problemas das Extensoes Anomalas
[ ]

O problema das extensdes andémalas foi primeiramente apontado por Hanks
e McDermott (HANKS; MCDERMOTT, 1987) através do famoso Yale Shooting
Problem. Com este problema, eles queriam mostrar o problema no uso de logicas
nao-monotonicas na formalizacao de problemas em dominios temporais. Ele

verificou o surgimento de uma seqiiéncia de eventos considerada anémala.

Morris(MORRIS, 1988) e Marcelino Pequeno(PEQUENO, 1994) apresentam
problemas que nao envolvem dominios temporais, mas que tem o mesmo padrao

do Yale Shooting Problem e geram resultados indesejados. Vale ressaltar que o
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Computa Extensao A(A, <)

Entrada: Uma teoria default seminormal A localmente estratificada e uma boa
ordem = obtida através de uma extensao linear da ordem parcial <g;

Saida: A extensao gerado pela boa ordem =.

A=W

R:=10

faga
r:= o =-menor default d do conjunto D\R aplicavel em A
R:=R U {r}

enquanto(r # ()

retorne Th(W U Cons(R));

problema das extensoes andmalas se manisfeta mesmo em teorias que sao ordenadas
segundo o critério de Etherington. Marcelino Pequeno(PEQUENO, 1994) afirma que
a razao para o comportamento andémalo estd na nao priorizagao da derivacao da
excecao (negagao das justificativas) das regras default. Na dissertagao, sugerimos
que este problema pode ser resolvido para teorias estratificadas modificando a
maneira como as extensoes sao calculadas. A seguir, alguns exemplos de teorias

default localmente estratificadas com o problema das extensdes anomalas.

Exemplo 6.5.1. Considere a sequinte exemplo de teoria default(MORRIS, 1988):

i. BIRD(Tweedy)
5. BIRD(Tweety) — ANIMAL(Tweety)

1wi. WING(Tweety) — FLY(Tweety)

ANIMAL(Tweety) : =FLY (Tweety) AN =W ING(Tweety)

v —FLY (Tweety)

BIRD(Tweety) : WING(Tweety)
WING(Tweety)

tem duas extensoes, mas uma delas € andomala:
E, =Th(W U{WING(Tweety)})
Ey =Th(W U{=FLY (Tweety)}
Na primeira extensao, a partir (1) e (5), nds temos WING(Tweety) e com (3) nds
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temos FLY(Tweety) que blogqueia (4). Portanto, temos uma extensio que Tweety
é um pdssaro com asas e voa. Na sequnda extensdo, a partir (1) e (2), nds temos
ANIMAL(Tweety). Aplicando (4), nds temos = FLY(Tweety) e pela contrapositiva
de (3), nds temos = WING(Tweety). Isto bloqueia a aplicagao de (5). Portanto,

esta extensao € andmala onde Tweety € um pdssaro sem asas € nao vVoa.

Os seguintes relacionamentos entre os literais desta teoria:

» BIRD(Tweety) < ANIMAL(Tweety)

» “ANIMAL(Tweety) < ~BIRD(Tweety)
» WING(Tweety) < FLY (Tweety)

> —FLY (Tweety) < ~-WING(Tweety)

> ANIMAL(Tweety) < ~FLY (Tweety)

» WING(Tweety) < ~FLY (Tweety)

» BIRD(Tweety) < WING(Tweety)
Pela transitividade:
» WING(Tweety) < ~WING(Tweety)

Temos o sequinte relacionamentos entre os default:

BIRD(Tweety):WING(Tweety) < ANIMAL(Tweety):~FLY (Tweety) A=W ING(Tweety)
WING(Tweety) d —FLY (Tweety)

A teoria € localmente estratificada e temos apenas uma boa ordem =< compativel
com a ordem <, entre os defaults:

BIRD(Tweety):WING(Tweety) < ANIMAL(Tweety):~FLY (Tweety) \ =W IN G(Tweety)
WING(Tweety) — —FLY (Tweety)

GR. — BIRD(Tweety) : WING(Tweety)
= WING(Tweety)

A dinica extensdo é: Ey = Th(W U cons(GR,.))

Note que a extensao andémala € eliminada.
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Exemplo 6.5.2. Considere o  sequinte exemplo de  teoria  default
A=(W,D)(PEQUENO; VERAS; TAVARES, 2007):
O simbolo proposicional P representa pingtitm e V representa voa.

W=90

_ VAP P :P—=2V
D= { V. P’ P>V

tem duas extensoes, mas uma delas € anémala:

E,={P,P— -V}

E2 = {V, P _\V}

Na primeira extensao, concluimos que o animal € um pingiim e nao voa. Na
sequnda extensao, concluirmos que o animal voa e pela contrapositiva que ele nao é

pingtitm. A sequnda extensao € considerada andmala.

Os literais tém os sequintes relacionamentos:
(P <V}, {P<=V,V <=P)}.
e pela transitividade {P < —P}.

Temos o sequinte relacionamentos entre os default:

P—-V
P—-V

P
» ?<d

P
> f<d

VAP
14

A teoria A € localmente estratificada.

Qualquer boa ordem = compativel com <, pode ser utilizada para calcular o
ertensao:

< P—-V < VAP

P
P = P>V =V

GR():@

GRy, =GR, U {£=2V

P—=V

A construcao pdra e temos:
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P P — AV
Gan - {?7 PV }
A dnica extensio é: Ey = Th(W U cons(GR,.))

Note que a extensao anémala € eliminada.
Considere a seguinte base de conhecimento:

» Animais (An) nao voam(Vo) a ndo ser que sejam Passaros (Pa);
» Passaros voam a nao ser que sejam pingiiins (Pg);
» Animais de bicos (Bi) sdo passaros a ndo ser que sejam ornitorrincos (On);

» Animais de bico sao animalis.

A questao é: dado que temos um animal de bico, o que esperamos deste animal,

que ele voe ou nao?

Exemplo 6.5.3. Considere a seguinte teoria default representando a base de
conhecimento:

W = {Bi, Bi — An}
D : An — =VoA-Pa : Pa — VoA—-Pg :Bi—>Pa/\—|On}

An — Vo Pa—Vo Bi — Pa
A teoria default tem duas extensoes, mas uma delas é anémala:

E, =Th(WU{Pa — Vo,Bi — Pa})
Ey =Th(WU{An — =Vo, Pa — Vo})

Na primeira extensao, temos que o animal tem bico, € um pdssaro e voa. Na

sequnda extensao, temos que animal tem bico, mas nao voa e nao € um pdssaro.

FEsta extensao é andmala.

Os literais tém os sequintes relacionamentos:
{An < -Vo,Vo < =An, Pa <Vo,-Vo < =Pa, Bi < Pa,~Pa < —Bi},
{Pa < =An,Pa < —=Vo,Pg < —Pa,Pg < Vo,0n < —Bi,On < Pa,Pa <
—Pa,—~Pa < —Bi}

Temos o sequinte relacionamentos entre os default:
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> :Bi—PaA-0On < :An—-VoA-Pa
Bi—Pa An—-Vo

A teoria € localmente estratificada.

Qualquer boa ordem = compativel com <, pode ser utilizada para calcular a

extensao:
:Bi—PaA—-0On ~ :An——-VoA—-Pa < :Pa—VoA—-Pg
Bi—Pa — An——=Vo — Pa—Vo
GRO - (Z)

GRl GRO U :Bi—PaA—-0On

Bi—Pa

GR2 — GRl U { Pa—>Vo/\—\Pg}

Pa—Vo

A construcao pdra e temos:

GR, =

: Bi — PaA—=On : Pa— VoA-Pg
Bi — —=Pa Pa— Vo

A dinica extensao é: By = Th(W U cons(GR,.))

Note que a extensio anémala € eliminada.

Exemplo 6.5.4. Considere a sequinte exemplo de teoria default(MORRIS, 1988):

i. Holds(Alive, Sp)
5. Holds(Loaded , res( Load, s))
1i. Holds(Loaded, s ) — — Holds(Alive,res(Shoot,s))

w. Holds(Loaded, s ) — Ab(Alive,Shoot,s)

Holds(f,s) : Holds(f,res(e,s)) N —~Ab(f,e,s)
Holds(F,res(e,s))

S1 = res(Load, Sy),5 = res(Wait, S1) e S5 = res(Shoot, Ss)

Considere a instanciacao de alguns fatos e default:
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(1)  Holds(Alive, Sy)

(2°)  Holds(Loaded, Sy)

(3°)  Holds(Loaded, Sy) — —Holds(Alive, res(Shoot, S))
(4°)  Holds(Loaded, Sy) — Ab(Alive, Shoot, Sa)

(5) Holds(Alive, Sy) : Holds(Alive, S1) A = Ab(Alive, Load, Sy)
Holds(Alive, Sy)
(5) Holds(Loaded, Sy) : Holds(Loaded, Sy) A = Ab(Loaded, W ait, Sh)
Holds(Loaded, Sy)
(57)
., Holds(Alive, Sy) : Holds(Alive, Sy) A = Ab(Alive, Wait, Sy)
(57) Holds(Alive, Ss)

Holds(Alive, Sy) : Holds(Alive, S3) A = Ab(Alive, Shoot, S5)
Note que esta teoria € ordenada e tem duas extensoes, mas uma delas € andmala:

Holds(Alive, S3)

A extensao intuitiva comeca a partir (1) aplicando (5) obtendo
(6) Holds(Alive, Sy). A partir (2°) e (5°) nds temos
(7) Holds(Loaded, S3) e a partir (6) e (57°) nds temos
(8) Holds(Alive,Ss). A partir (7) e (4’) nds temos
(9) Ab(Alive, Shoot, Sy) que blogqueia a aplicagcio de (57), e a partir (7) e (3°) nds
temos (10) —~Holds(Alive, S3).

A extensio andmala: nds similarmente obtemos (6) e (2°). A partir
de (6) aplicando (57°) nds obtemos também (8); a partir de (8) e (57) nds
obtemos (11) Holds(Alive,Ss). A partir (11) e (3°) pela contrapositiva obtemos
(12) —Holds(Loaded,res(Wait,S1)). Entao a arma torna-se misteriosamente

descarregada durante o evento Wait. Entao agora (5°) nao pode ser mais aplicada.

Temos os sequintes default:

Holds(Alive,Sy): Holds(Alive,S1)A—~Ab(Alive,Load,So)

> dl = Holds(Alive,S1)

> d, = Holds(Loaded,S1):Holds(Loaded,S2) A= Ab(Loaded, W ait,S1)
2 = Holds(Loaded,S2)

> ds = Holds(Alive,S1):Holds(Alive,S2) A\—Ab(Alive,W ait,S1)
3 — Holds(Alive,S2)

> d, = Holds(Alive,S2): Holds(Alive,S3) A\—~Ab(Alive,Shoot,S2)
4 =

Holds(Alive,S3)

Temos os sequinte relacionamentos entre os defaults:

» d2 <4 d4
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Qualquer boa ordem = compativel com <4 pode ser utilizada para calcular a

extensao. Vamos utilizar o sequinte boa ordem =<:
dy 2dy 2 d3 =2 dy

GRy =10

GR, = GRy U {ds}

GRy = GR, U {dy}

GRy = GRy U {ds}

A construcao pard e temos:

Gan - {dl, dg, dg}

A dinica extensio é: By = Th(W U cons(GR,.))

Note que a exlensao andémala € eliminada.



Capitulo

Conclusao e Trabalhos Futuros

Na dissertacao perseguimos o problema de como determinar o conjunto gerado
por um sistema formal avancado (SFA). Fomos guiados por dois principios: gerar
o conjunto a partir do conjunto vazio, de preferéncia iterativamente, e evitar o

problema da circularidade.

Estes dois principios nos levaram a nocao de estratificacio que ja havia
sido intensamente estudada em programacgao logica. Noés propomos a noc¢ao
de estratificacao relevante que generaliza as diversas nocoes de estratificacao
apresentadas em programagao logica (estratificacdo, estratificacao local, e

estratificagao fraca).

De posse da estratificacao, calculamos entao, a partir do vazio e iterativamente,
o conjunto gerado pelo SFA, segundo uma técnica desenvolvida em (MAREK;
TRUSZCZYNSKI, 1997), utilizando-se de uma boa ordenacdo que respeite a
estratificacao. O método de calcular o conjunto gerado por boa ordenacao foi
escolhido por permitir se calcular o conjunto gerado tanto em sistemas formais
elementares (SFE), em sistemas formais avancados (SFA), como também em logica

nao monotonica, sendo assim uma técnica uniforme utilizada em toda a dissertacao.

O conjunto gerado por estratificacao goza de diversas propriedades comuns aos
conjuntos gerados dos SFE’s: é um conjunto fechado minimal; ¢ um ponto fixo

minimal; ele é calculado iterativamente e cumulativamente, etc.

A grande contribuicao da dissertacao estd em generalizar o conceito de
estratificacao para o dominio das logicas nao monotonicas. Como a estratificacao

relevante nao generaliza para este dominio de linguagem mais expressiva, lancamos
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mao de uma ordenagdo proposta em (ETHERINGTON, 1987), que equivale a uma
estratificacao local. Novamente embebemos a estratificacdo em uma boa ordenacgao
e calculamos as extensoes em légica nao monotonica utilizando o método de Marek

e Truszczynski, e criamos assim, a Logica Default Estratificada.

A Logica Default Estratificada resolve, como mostramos, dois dos principais
problemas relacionados as loégicas nao monotonicas: a existéncia de extensoes para

teorias defaults e a nao geracao de extensoes anomalas.

Ao aplicarmos o conceito de estratificacio para o dominio mais amplo das
logicas nao monotonicas obtendo resultados significativos reforcamos a idéia de que
evitar circularidade seja fundamental no uso de inferéncias a partir da auséncia
de informacoes. O conjunto geral por estratificacao é consensualmente aceito em
programacao logica, e também o é, em logica nao monotdnica, as extensoes geradas

em ldgica default estratificada sao um subconjunto das extensoes da logica default.

Entretanto, alguns autores em programacao loégica, na realidade a grande
maioria, tém proposto métodos para calcular o conjunto gerado por programas
nao estratificados. No capitulo 4 da dissertacao fizemos um apanhado das diversas
semanticas propostas, as mais difundidas sendo a seméntica bem-fundada e a
semantica de modelos estaveis. Tais semanticas se tém a qualidade de coincidir
com a semantica estratificada para programas estratificados, tém a deficiéncia de
nao generalizar para légicas nao monotodnicas, ou se generalizam, nao generalizam
de maneira satisfatoria, mostrando que estes métodos nao traduzem principios gerais
para a inferéncia a partir da auséncia de informacoes. Por exemplo, a seméantica de
modelos estaveis é uma particularizacao da logica default de Reiter para a linguagem
mais restrita da programacao logica. Se obtém bons resultados em programacao
logica, nao deixa de ser a mesma logica default que apresenta os problemas apontados

nesta dissertacao.

Pretendemos realizar estudos mais avancados esta estratificagao da logica default
e determinar quais sao as propriedades e metas-propriedades dos sistemas logicos

nao-monotonicos sao validos na logica default estratificada.

Pretendemos ainda desenvolver um sistema de raciocinio default baseado na
logica default estratificada no estilo de outros sistemas ja desenvolvidos como, por
exemplo, DeReS (Default Reasoning System) desenvolvido por Cholewinski e seus

colaboradores.
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Exploraremos a conexao existente entre a logica default estratificada e ASP e
tentaremos mostrar que diversos resultados obtidos com a estratificacao na légica

default podem ser transportados para ASP.

Realizaremos um estudo amplo sobre a complexidade e a expressibilidade da
teorias default estratificadas. Mostrando em que classe de complexidade descritiva

enquadra-se essa nova logica.

Finalmente, este trabalho motiva a adocao definitiva do conceito de estratificacao
para as logicas nao-monotdnicas e todas as implicagoes decorrentes deste fato.

Marcando o inicio de uma nova visao dos sistemas formais ndo-monotonicos.



Apéndice

Prova dos Teoremas

A.1 Provas do capitulo 4

Definicao A.1.1. (Sistema Formal Avangado)

i. Um regra r é uma tripla (z,X,Y) em A (sex € A e {X}U{Y} C A), onde z é
a conclusio da regra denotado por c(r). X € conjunto das premissas positivas
denotado por p*(r). Y € conjunto das premissas negativas denotado por p~(r).
A regra pode ser escrita como v < X;Y. Podemos omitir """ quando o
conjunto p~ (1) for vazio. A regra de um SFA tem a sequinte leitura "‘A partir
da geracao de todas as expressoes de X e da nao geracao de nenhuma erpressao

de Y podemos gerar a expressao r'"’.

1. Um sistema formal avancado ® é um conjunto de regras (¢,X,Y).

Definicao A.1.2. Seja ® um SFE. Uma derivacao aq, ..., a, para a, € minimal em

® sse para todo 1 < 1< n, ay,...,q;_1, 011, ..., an nao € uma derivacao de a, em P

Definigao A.1.3. (Relevincia em um SFE) Seja ® um SFE. Dizemos que uma
regra r € D € relevante para um dtomo a € U sse r é usada em uma derivacao

manimal de a em O.

Definigao A.1.4. (Relag¢ao de Releviancia em um SFE) Seja ® um SFE. Seja <g
relacao bindria de ordem entre as regras. Sejari = x1 <= X1 e ry = x5 <= X5 regras

em O.
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ry <g ra, sery € relevante para algum ys € Xy no SFE P,

<gr € uma relacao de relevincia entre as regras de um SFE.

Definigao A.1.5. (Transformacio de SFA em SFE) Seja um SFA ® um SFE

correspondente denotado por trans(®), tal que:
z— X € trans( P ) ssex— X ;Y e

Se uma regra v € © denotaremos por r’ correspondente em trans(® ).

Definigao A.1.6. (Relevincia em um SFA) Seja ® um SFA, dizemos que uma regra
r € ® € relevante em um SFA para um dtomo a em ® sse a regra correspondente 1’

€ trans(®) é relevante para a no SFE trans(®).

Definicao A.1.7. (Relacdo de relevincia em um SFA) Seja ® um SFA. Sejam ri1
=zxl «— X1;Y1er2 =122« X2; Y2 regras em P .

Dizemos que 11 <g 12 sse rl ¢ relevante para y2 € Y2.

Um SFA é relevantemente estratificado se somente se a relacao de ordem <pg é

uma ordem parcial estrita bem-fundada.

Vamos definir o conjunto gerado por SFA relevantemente estratificado atraves de
um boa ordem < em ®. A boa ordem =< serd uma extensao linear da ordem parcial
estrita bem-fundada <gz. Qualquer boa ordem = que satisfaca essa propriedade

poderé ser usada.
Vamos adotar a seguinte notacao, dizemos que um conjunto Y pertence a um

conjunto S, se para algumy € Y,y € S.

Definigao A.1.8. (Conjunto Gerado por SFA relevantemente estratificado) Seja
O=<U,D> um SFA relevantemente estratificado. Seja < uma boa ordem em ®

compativel com <pg, ou seja, uma extensao linear da ordem <g.

Vamos construir iterativamente o conjunto de regras gerado pela boa ordem =,

GR<, da sequinte maneira:

i. sea =0 entao GR, =0
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it. caso contrdrio do, é a 2-menor regra aplicdvel no conjunto ®\(U,., GRe), ou
seja,
P (da) € c(Ugeo GRe)

P (da) & (Uecq GRe)
Entao GRy = (Uge, GRe) U {da}

#it. caso contrdrio, se nao existe regra d € ®\(U,., GR¢) tal que
pT(d) € c(Ugco GRe)

p(d) & c(Ueco GRe)
entdo a construgao pdra,GR,. = (U, GR)

O conjunto ¢(GR<) é chamado conjunto gerado pela boa ordem =.

Vamos adotar a seguinte notacao GR,_1 = U£<a GR:

Lema A.1.1. Seja ® uma SFA relevantemente estratificado, Seja = uma extensao
linear de <gr para ® e r¢ e ry, € GR< sao regras escolhidas no §-ésimo e n-€simo

passo entao
serg < Ty entao § <.

Seja re = ¢ <= X¢;Ye ey = x, <= X3 Y,. Suponha por absurdo que n < &.
Sem perda de generalidade assuma que £ € o primeiro ordinal maior que n tal que a
regra escolhida &-ésimo passo é menor que a regra escolhida no n-ésimo passo. Pela

definicao de GR<, temos que
Xe € ¢(GRe—1) e Ye & ¢(GRe_4).

€ GR<77 g GR<§

Se a regra ¢ nao foi escolhida no passo n entdo X € ¢(GR,—1) ouY; €
C(GRn_l).

t. SeYe € ¢(GR,_1). Pela definicio de GR<, temos que GR,_1 C GR¢_1 entdo
Ye € ¢(GRe_1). Uma contradigio com o fato de r¢ ter sido escolhido no passo
€YV d ofGRe ).
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1. Xe & ¢(GR,_1) e X¢ € ¢(GR¢_1). Por hipdtese, temos que todas as regras
em GRe_1\GR, sao maiores ou iguais a r,. Por outro lado, algumas dessas
regras sao relevantes para re em trans(® ), porque participam de uma derivagdo
minimal de X¢. Como re < 1y, pela transitividade as regras relevantes para
re sao menores que r,. Uma conlradicao, temos regras r que v > 1, e 1 < 1.

Logo, ® ndo é relevantemente estratificado.

O seguinte teorema estabelece que se uma regra é aplicada em um estégio i, ela

continua sendo aplicada no estagio final.

Teorema A.1.1. Seja & um SFA relevantemente estratificado e < uma extensao

linear de <gr para ® entao a sequinte condicao € vdlida
para toda regra v — x <= X;Y € GR< temos que Y & ¢(GR<).

Seja re = v¢ <= X¢;Ye € GR< a regra escolhida no §-ésimo passo para GR<.

Suponha por absurdo que y, € Y tal que y, € c¢(GR<). Seja a regra y, <
X, Y, € GR< € n-ésima regra escolhida para G R<.

1. Sen <. Pela definicao de GR<, GR, C GR¢_1. Portanto, y, € GR, entao
Yy € GRe_1. Portanto, r¢ nao pode ser escolhida no {-ésimo passo. Uma

contradicao com o fato de r¢ ter sido escolhida no §-ésimo passo.

1. Sen > . Pela definicao de GR<, temos que GR._1 C GR,_,. Portanto, se
Y, & ¢(GR,_1) entio Y, & c(GR¢_1). Logo, X, & c(GR¢_1), caso contrdrio,
a regra T, seria escolhida no §-ésimo passo. Podemos assumir sem perda de
generalidade que existe uma deriva¢do minimal para X, em trans(®). Logo,

ry < re. Pelo Lema A.1.1, temos que n < &. Uma contradi¢ao com o fato de

n > E.

A.2 Provas do capitulo 5

Teorema A.2.1. Todo programa fracamente estratificado € relevantemente

estratificado.

Demonstracao. Vamos mostrar que a estratificacao fraca preserva a estratificagao

relevante. Vamos assumir que as diferencas entre a programacao logica com a
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negacao e os SFA’s s2o apenas sintdticas. Vamos mostrar por indugao na construcao
da estratificacao fraca, que o programa Py, k < 7 conserva a relevincia entre os
estratos definidos, ou seja, todas as premissas negativas apagadas de P, estao nos

estratos So, ..., Sop_1.

Para k—0, temos que My—0 e Ny— todos os predicados nao definidos em P. A
operacao de redugao remove as premissas positivas em M, e as premissas negativas
que estao em Ny. A operacao de simplificagao remove as regras com premissas
positivas em N, e as negativas em M,. As regras removidas pela operacao de
simplificagao formam o estrato Sy. Todas as regras em Sy sao irrelevantes para o

novo programa obtido P;. O estrato S; seréd vazio.

Hipotese de indugao, para todo k < n, o programa P, conserva a relacao de
relevancia entre as regras, ou seja, as premissas negativas apagadas nao foram
geradas pelos nos estratos anteriores Sy,..., S _1 e faziam parte de um estrato
minimal, ou seja, ndao tinham nenhuma regra menor do que elas quando elas foram

colocadas em um estrato.

Seja k = n+1. Seja S(Pg) o estrato minimal de Py e seja L(P;) o subprograma
que define os atomos de S(P;). O programa L(Py) é positivo, entdo as premissas
negativas que foram apagadas nao foram geradas pelos estratos anteriores e nem
serao geradas pelos estratos posteriores. Seja M., sdo atomos que estao em S(Fy)
e foram gerados pelo programa L(Pg) e Nii1 sdo os atomos que estdo S(Py) e ndo
foram gerados pelo programa L(P;). Asregras de L(P) correspondente no programa
P formam o estrato So;,. A operacao de redugao elimina as premissas positivas que
estao em My, e elimina as premissas negativas que estao em Nj.;. Todas as
regras relevantes para essas operacoes estao nos estratos anteriores Sy, [dots, Sop. A
operacao de simplificacao elimina as regras que tém premissas negativas em My,

ou premissas positivas em Ny, ; formando o estrato Soxy1

Teorema A.2.2. Seja P um programa fracamente estratificado. Entao a conjunto
gerado pela estratificagao fraca e a conjunto gerado pela estratificacao relevante

coincidem.

Demonstragao. Temos que mostrar que |J, M, = ¢(GR,.).

(=) Por hipotese de indugdo, para todo ordinal o < &, (UM, € ¢(GR,.) e
U Nk ¢ C(GRn_j>.
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Seja o um ordinal sucessor. Se A € M, entao existe uma regra r tal que
r=A— Ay, Ay € L(Py) e {Ar, o An} € U Me
r=A«— Ay,...,A,,~B1,...,B, € Pe{A,..., A} € UggaMg e {B1,...,Bn} &
Ug<a N&'

Por hipétese, a regra r serd escolhida em algum ordinal 3, r € GRg

(<) Por hipotese de indugao, para todo ordinal £ < «, ¢(GR¢) € U5<5(P) Mg e
p~(GRe) ¢ U,6<6(P) Npg.

Seja a + 1 um ordinal sucessor, temos que mostrar que GR,.1 C Mp. Basta
mostrar que a regra d, + 1 é a menor regra aplicavel em GR,, entao c¢(d,+1) € Mp.
Seja p~(GRa) C Uecy Ne = NP e pt C Uecs Me = MP. Seja Ps é o programa
obtido pela simplificagio e redugio com M” e NP. Temos que c(d, + 1) € S(P;s) e
regra correspondente a d, + 1 estda em L(Pg) e ¢(d, + 1) € Mp.

Teorema A.2.3. Todo programa relevantemente estratificado P ¢é efetivamente

estratificado.

Demonstracao. Seja Py U P, U...U P, U... uma estratificacao relevante minimal
de P. Por hipotese de indugdo, temos que para todo «, Def(EFT*(P)) = Def(P,)
e Undef(EFT*(P)) = Undef(P,). Para n=0, temos mostrar que Def(EFT°(P)) C
Def(Py) e UnDef(EFT?(P)) C UnDef(R)

» Se p € Def( EFT?(P)) é obtido através de um subprograma positivo de P
C Py, entao p € Def(F).

» Se p € UnDef( EFT°(P)) entdo p nao é obtido através do programa P
retirando todas as premissas negativas. Logo, as regras que geram p sao
irrelevantes para qualquer outra regra, pela minimalidade da estratificacao
entao todas as regras que geram p estao em F,. Entao elas nao podem ser

aplicadas a partir de () entdo p € UnDef(F).

De maneira analoga podemos mostrar que P, temos que Def(F) C
Def(EFT?(P)) e UnDef(FPy) C UnDef(EFTY(P)).

Seja a4+ 1 um ordinal sucessor.
EFT**(P) = Simplificagio ( Redugio ( FEFT*(P) , Def(EFT*(P)) ,
UnDef(EFT*(P)) ) , Def(EFT*(P)) , UnDef(EFT*(P) )). Pela hipotese
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de inducdo, temos que Def(EFT“(P)) = Def(P,) e UnDef(EFT*(P)) =
Undef(P,). Temos que mostrar que Def(EFTY(P)) C Def(Pyi1) e
UnDef( EFT®+(P)) C UnDef(Pyy,).

» Se p € Def( EFT**(P)) é obtido através de um subprograma positivo de
EFTT(P)" C Py, entao p € Def(Pai1)-

» Se p € UnDef( EFT*"'(P) ) entao p nao é obtido através do programa
EFT*T(P) retirando todas as premissas negativas. Logo, as regras que geram
p sao irrelevantes para qualquer outra regra que estd no proximo estrato, pela
minimalidade da estratificagao entao todas as regras que geram p estao em

P,.1. Entao elas nao podem ser aplicadas a partir de Def(PyU. ..U P,) entao
p € UnDef(P,41). O

De maneira andloga podemos mostrar que P,.;, temos que Def(P,.;) C
Def(EFT*T(P)) e UnDef(P, 1) C UnDef(EFT*(P)).

Corolario A.2.1. Seja P um programa relevantemente estratificado. Entdo a
conjunto gerado pela estratificacao efetiva e a conjunto gerado pela estratifica¢ao

relevante coincidem.

A.3 Provas do capitulo 6

Definicao A.3.1. (ETHERINGTON, 1987)

Seja A = (D,W) uma teoria default seminormal fechada. Sem perda de
generalidade, assumimos que todas as formulas estao na forma clausal. A relacdo

parcial, < e <, entre os literais, sao definidos da sequinte maneira:

1. Se v € W, entdo o = ay,...,qp, para algum n > 1. Para todos a;, o €

{oa, ..., o}, se a; # aj, entdo ~oy; < a;.

1. Sed € D, entao 6 = a:,%m‘ Seja o,y 0, By, Bs €Y1, .. Y literais da

forma clausal de o, B, e v. Entao:

(a) Se a; € {on,...,co.} e B; €{b1,...,0s}, entdo a; < ;.
(b) Sevi € {1, ;.05 €{Br,...,0Bs} evi €{0u,..., 05}, entao —y; < f;.
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(c) B = By A ...\ B, para algum m > 1. Para cada i < m, [; =
(Bits---, Bim,), onde m; > 1. Assim se (5, Bix € {Bi1,---, Bmmn} €
Bij # Bik, entdo =B;; < Bik

11t O relacionamento transitivo para < and <:

(a) se a < B e <+, entio a < 7.
(b) sea < fBef <, entio a < 7.

c) sea<fef<yousea<pfefB<ry, entioa <.
Y Y Y

Definigao A.3.2. Para uma teoria default seminormal, A = (D,W) e para
quaisquer dois defaults dy,dy € D,

aq A\ Q9 . N
dy = 17N 51<d2: 272 62336

il 2

eriste v € LITERAIS(v1) ey € LITERAIS(72) tal que

v <a?v'

Definicao A.3.3. Uma teoria default seminormal, A = (D,W), € localmente

estratificada sse <, € uma relacao de ordem parcial estrita bem-fundada em D.

Definigao A.3.4. Seja A=(W,D) wuma teoria default seminormal localmente
estratificada e =X € uma boa ordem obtida através de uma extensao linear da ordem

parcial <4 entre os default.

Vamos construir iterativamente o conjunto de defaults gerado pela boa ordem =<,

GR<, da sequinte maneira:

Para todo ordinal 0 < o < n:

1. Se a=0 entao GRy = ()

.. . . a:yN )
1. caso conlrdrio, seja d, = 7—6 o =-menor default do conjunto

v
D\(Ug<o GRe) aplicdvel, ou seja,
Wu Cons(J,.,GRe) Fae
WU Cons(Ue. GRe) ¥ ~(7 A )
entio GRy = e, GRe U{do}
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L . . a: YNNG
ttt. caso contrdrio, nao existe default d, = ———

no conjunto D\(U,., GR)
aplicavel, ou seja,

WU Cons(J.,GRe) Fa e

WU Cons(U., GRe) i ~(x A ),

entao a construgao pdra en = o e GR< = U§<a GRe.
A teoria Th(W U Cons(GR,)) é chamada de teoria gerada pela boa ordem <

Vamos adotar a seguinte notacao GR,_1 = U£<a GR:

Lema A.3.1. Seja A=(W,D) uma teoria default seminormal estratificada e < uma
boa ordem obtida através de uma extensao linear de <4 para D e d¢ e d, € GR< sao

defaults escolhidos no &-ésimo e n-ésimo passo entao

se de < d, entao & <.

g ye N P a2 A By

ed, =
n T

Sem perda de generalidade assuma que & € o primeiro ordinal maior que n tal que

Seja de = Suponha por absurdo que n < £ .
o default escolhido no §-ésimo passo ¢ menor do que d,. Pela definicio de GR<,

temos que
WU Cons(GRe_1) F ag e WU Cons(GRe_1) I —=(ve A Pe).
Se o default de nao foi escolhido no n-ésimo passo. Entao:

WU Cons(GR,—1) I/ ae ou W U Cons(GR,—1) F —(7e A Be)

t. Se WU Cons(GR,_1) F —(7e A\ B¢) entdo pela defini¢io de GR<, GR,_1 C
GRe_1 que implica que W U Cons(GRe¢_1) b = (8¢ N ag). Logo, de ¢ GR<.
Uma contradi¢ao, com o fato de d; € GR<.

1. Se WU Cons(GR,_1) I/ oz e W U Cons(GR¢_1) F ag. Por hipdtese, temos
que todos os default em GRe_1\GR, sio maiores ou iguais a d,. Por outro
lado, alguns desses default sao usado em uma derivacao de ag. Portanto,
estes defaults sao estritamente menores ou iguais que de que por sua vez
¢ estritamente menor d,, pela transitividade estes defaults sao estritamente
menores que d,. Um contradicdo, existe um default d tal que d > d,; e d < d,,

logo A nao € estratificada.
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Teorema A.3.1. Seja A=(W,D) uma teoria default estratificada e < uma extensdo

linear de < para D entao a sequinte condi¢ao

a:yAp

para todo default = € GR< temos que W U Cons(GR<) i/ ~(y A 3) €

Y
valida e Th(W UCons(GR<) é uma extensao de Reiter para (D, W).

ae e N Be

Suponha por absurdo que para algum d¢ =
Ve

o default escolhido no

&-ésima passo GR<. Temos que,
WU Cons(GR<) F =(ye A Be).
ou equivaletemente
WU Cons(GR<) F =y V 0.
Como de € GR<
WU Cons(GR<) - 7,

entao
WU Cons(GR<) - =0k,

Sem perda de generalidade, podemos supor que GR, é o menor ordinal n tal que

WU Cons(GR,) F —f.

t. Sen < & Pela definicio de GR<, GR,) C GR¢_1. Logo, W U Cons(GR,) F
=y entdo W U Cons(GRe_1) F —ye. Portando, o default de ¢ GR<. Uma
contradicao com o fato que de € GR<.

Qp @ Yo N . . :
M foi escolhida no n-ésimo passo.

1. Sen > & Entao a regra d, =
In

Por hipdtese, temos um literal § € LITERAIS(7y,) N LITERAIS(=3¢). Como

0 < e entao dy < d¢. Pela Lema A.3.1, temos que n < £. Uma contradi¢ao

com o fato que n > €.

Pelo Teorema 3.65, pagina 75, de (MAREK; TRUSZCZYNSKI, 1997). Temos que
Th(W U cons(GR<)) é uma extensao para A.
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