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“Quantas noites cortei?

É importante dizer

Que é preciso amar, é preciso lutar

E resistir até morrer.

Quanta dor cabe num peito

Ou numa vida só?

É preciso não ter medo.

É preciso ser maior.”

(Leandro Roque de Oliveira)



RESUMO

O conceito de largura em árvore (“treewidth”) foi introduzido por Robertson e Seymour.

A largura em árvore de um grafo G é o mı́nimo k tal que G pode ser decomposto em uma

Decomposição em Árvore (DEA) com cada subconjunto de vértice com no máximo k+ 1

vértices.

Resultados recentes demonstram que vários problemas NP-Completos podem ser resol-

vidos em tempo polinomial, ou ainda linear, quando restritos a grafos com largura em

árvore pequena.

Em nossa pesquisa bibliográfica, focamos a atenção no cálculo de limites inferiores para

a largura em árvore e descrevemos, em nossa dissertação, alguns dos resultados já dis-

pońıveis na literatura.

Nós percebemos que formulações lineares-inteiras para a determinação da largura em

árvore são limitadas na literatura e não há estudos dispońıveis sobre os poliedros associ-

ados a elas.

A Formulação por Ordem de Eliminação (EOF) foi proposta por Koster e Bodlaender.

Ela é baseada na eliminação ordenada de vértices e na relação entre a largura em árvore

de um grafo e suas cordalizações.

Como resultado de nosso estudo, apresentamos uma simplificação da formulação EOF, de-

monstramos que o poliedro associado a simplificação é afim-isomórfico ao da formulação

EOF, verificamos a dimensão do poliedro associado à simplificação, apresentamos bre-

vemente um rol de facetas muito simples desse poliedro e, em seguinte, introduzimos,

analisamos e demonstramos ser faceta algumas desigualdades mais complexas.

PALAVRAS-CHAVE: Largura em árvore. Formulação por Ordem de Eliminação.

Facetas e Combinatória Poliédrica.



ABSTRACT

The concept of treewidth was introduced by Robertson and Seymour. Treewidth may be

defined as the size of the largest vertex set in a tree decomposition.

Recent results show that several NP-Complete problems can be solved in polynomial time,

or linear, when restricted to graphs with small treewidth.

In our bibliographic research, we focus attention on the calculation of lower bounds for

the treewidth and we described, in our dissertation, some of the main results already

available in the literature.

We realized that linear-integer formulations for determining the treewidth are very limited

in the literature and there are no studies available on the polyhedra associated with them.

The Elimination Order Formulation (EOF) has been proposed by Koster and Bodlaender.

It is based on orderly disposal of vertices and the relationship between the treewidth of a

graph and its chordalizations.

As a result of our study, we present a simplification of EOF formulation, we show that

the polyhedron associated with this simplification is affine isomorphic to the EOF formu-

lation. We determine the dimension of the polyhedron associated with the simplification,

we briefly present a set of very simple facets and we introduce, analyze and demonstrate

be a facet, some more complex inequalities.

KEYWORDS: Treewidth. Elimination Order Formulation. Facets and Polyhedral

Combinatorics.



LISTA DE ILUSTRAÇÕES
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1 INTRODUÇÃO

1.1 Largura em Árvore e organização do texto

O conceito de Largura em Árvore (“treewidth”) foi introduzido por Robertson e Sey-

mour [1, 2] em sua série de artigos sobre menores de grafos.

A largura em árvore de um grafo G é o mı́nimo k tal que G pode ser decomposto em

uma Decomposição Em Árvore (DEA) com cada subconjunto de vértices com no máximo

k + 1 vértices.

Para problemas computacionalmente complexos, e.g. problemas NP-Completos, é

importante saber para quais instâncias estão dispońıveis algoritmos eficientes. Vários

problemas NP-Completos podem ser resolvidos em tempo polinomial, ou ainda linear,

quando restritos a grafos com largura em árvore pequena, veja em [3, 4]. De acordo com

Bodlaender [5], grafos com lárgura em árvore limitada ocorrem com frequência em proble-

mas práticos como: Sistemas especialistas, Resistência de redes elétricas, Processamento

de linguagem natural, etc.

Determinar a largura em árvore de um grafo arbitrário é um problema NP-Dif́ıcil [4],

assim o que podemos esperar é obter bons limites. Obter limites superiores é relativamente

simples, por exemplo, escolhendo uma triangulação para G e avaliando o número-clique

de G menos uma unidade (ω(G) − 1) [6]; entretanto, obter bons limites inferiores vem

sendo uma tarefa mais desafiadora.

Determinar bons limites inferiores para largura em árvore de um grafo tem diversas

aplicações como: Limites inferiores podem ser usado como subrotinas para algoritmos

de Branch-And-Bound; Na resolução de problemas combinatórios, um limite inferior alto

para largura em árvore pode indicar a inviabilidade no tempo de computação utilizando

DEA; Limites inferiores podem indicar a qualidade de limites superiores por um “gap”

reduzido.

Técnicas conhecidas para achar limites inferiores simples podem ser encontradas em

Koster et al [7], Ramachandramurthi [8] e Lucena [9]. Foi demonstrado, também, que

todo limite inferior pode ser modificado de forma a ser tomado como o máximo limite

inferior sobre todos os subgrafos ou menores de grafo [10, 11].

Contudo, estudos sobre a largura em árvore com abordagens de Programação Linear

Inteira (PLI) são limitados na literatura. Observando essa carência, nós apresentamos

novos resultados sobre formulação por Ordem de Eliminação, em inglês “Elimination

Order Formulation” (EOF). Determinamos a dimensão e demonstramos novas classes de

facetas para o poliedro associado a esta formulação.

No Caṕıtulo 2, apresentamos brevemente a notação em Teoria dos Grafos utilizada e

as definições espećıficas para a compreensão desde trabalho. Além disso, apresentamos
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algumas definições e proposições clássicas em Combinatória Poliédrica que serão utilizadas

no Caṕıtulo 4.

No Caṕıtulo 3, exploramos os limites inferiores dispońıveis na literatura, finalizamos

ao apresentar a formulação linear inteira denominada formulação por ordem de eliminação

a qual é o alvo do nosso estudo poliédrico.

No Caṕıtulo 4, apresentamos uma simplificação da formulação EOF, demonstramos

que o poliedro associado a simplificação é afim-isomórfico ao da formulação EOF. Veri-

ficamos a dimensão do poliedro associado à simplificação, apresentamos brevemente um

rol de facetas muito simples desse poliedro e, em seguida, introduzimos, analisamos e

demonstramos ser faceta algumas desigualdades mais complexas.

Finalmente, no Caṕıtulo 5, listamos nossas conclusões e propomos alguns trabalhos

futuros.
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2 FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA

Nesta caṕıtulo iremos expor alguns conceitos básicos, notações e propriedades utiliza-

das no restante do texto, contudo, para sermos objetivos, assumimos que o leitor possui

alguma familiaridade com Teoria dos Grafos, Combinatória Poliédrica e Teoria da Com-

putação.

2.1 Conceitos em Teoria dos Grafos

A notação que adotamos em Teoria dos Grafos provém de (Diestel [12]).

Vamos denotar por G = (V (G), E(G)) um grafo simples, n = |V (G)| o número de

vértices de G e m = |E(G)| o número de arestas de G. Denotamos, também, Ē(G)

o conjunto de não-arestas de G, ou seja, Ē(G) = {uv : u, v ∈ V (G) e uv /∈ E(G)} e

m̄ = |Ē(G)|.

Um grafo direcionado ou digrafo D = (V (D), A(D)) consiste em um grafo onde as

arestas são orientadas, e são ditas arcos. Um arco (u, v) ∈ A(D) é representado por uma

seta partindo de u em direção a v e o denotamos por conveniência, também, por uv.

Um grafo orientado D = (V (D), A(D)) difere de um digrafo apenas por não possuir

arcos simétricos, ou seja, temos no máximo um dos arcos uv e vu em A(D).

Para o grafo G = (V,E) e um conjunto de vértices W ⊆ V , o subgrafo de G induzido

por W é denotado por G[W ] = (W, {uv ∈ E | u, v ∈ W}).

Um passeio em um grafo simplesG é uma sequência finita e não-nula P = [v0, v1, . . . , vn]

tal que para 1 ≤ i ≤ n, ei = v(i−1)vi é uma aresta em G. O tamanho (comprimento) de

um passeio é o número de arestas contidas nele.

Um caminho é um passeio que não contém vértices repetidos. Sejam u, v ∈ V , u 6= v.

Um uv-caminho é um caminho que começa em u e termina em v. Sejam P,Q dois uv-

caminhos. P e Q são disjuntos em vértices se eles não possuem vértices internos em

comum.

Se C = [v0, v1, . . . , vn] é um passeio com todos os vértices distintos, exceto por v0 = vn,

dizemos que C é um ciclo.

A vizinhança de um vértice v em G será denotada por NG(v) e para S ⊆ V (G) temos

NG(S) =
(
⋃

v∈S NG(v)
)

\ S. O grau de um vértice v em G é denotado por dG(v).

Quando G estiver impĺıcito iremos suprimi-lo nos subscritos em nossa notação.

Um buraco é um ciclo induzido de tamanho pelos menos 4. Denotamos por Cn o

ciclo induzido com n vértices. Um grafo é completo se todos os vértices deste grafos são

adjacentes entre si. O grafo completo com n vértices é denotado por Kn. Uma clique de

um grafo G é um subconjunto S ⊆ V (G) tal que G[S] é um subgrafo completo de G. O

número clique de G, denotado por ω(G), é o tamanho da maior clique em G.
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Uma partição de um conjunto S é uma famı́lia de subconjuntos não-vazios, também

ditos partes ou classes, Π = {Si : i ∈ I}, tais que ∪i∈ISi = S e Si ∩ Sj = ∅, para todo

{i, j} ⊆ I.

Um grafo G é bipartido se seu conjunto de vértices pode ser particionado em dois

subconjuntos X e Y tais que toda aresta tem uma extremidade em X e outra em Y . Se

todo vértice de X é adjacente a todo vértice em Y , então G é um grafo bipartido completo

e é denotado por Kr,s com r = |X| e s = |Y |.

Uma relação binária R é uma ordem parcial sobre um conjunto U se : R é reflexiva,

ou seja, para todo u ∈ U temos (u, u) ∈ R; R é antisimétrica, ou seja, para todo uv ∈ U

se (u, v) ∈ R e (v, u) ∈ R, então u = v; e R é transitiva, ou seja, para todo u, v, w ∈ U se

(u, v) ∈ R e (v, w) ∈ R, então (u, w) ∈ R. Seja R uma ordem parcial sobre U e u, v ∈ U

com (u, v) ∈ R, dizemos que u precede v ou, equivalentemente, v sucede (ou é posterior)

a u. Se (u, v) /∈ R e (v, u) /∈ R, dizemos que u e v são incomparáveis. Podemos usar a

notação aRb significando que (a, b) ∈ R.f

Iremos representar uma ordem parcial ρ sobre V através da sequência ρ = 〈S1, . . . , Sk〉.

Os termos dessa sequência são subconjuntos de V multuamente disjuntos. Os vértices em

Si, para i ∈ {1, . . . , k}, são incomparáveis entre si. Se Si precede Sj na sequência, então

todos os vértices em Si precedem os vértices em Sj. Seja S = ∪i∈{1,...,k}Si. Os vértices em

V \ S são incomparáveis entre si e sucedem os vértices em S.

Seja ρ uma ordem parcial sobre V . Se para todo a, b ∈ V temos aRb ou bRa dizemos

que ρ é uma ordem total. Usamos a notação v ≺ρ w para expressar (v, w) ∈ ρ. Quando

a ordem ρ estiver impĺıcita denotaremos simplesmente v ≺ w.

Dizemos que uma ordem (total) ρ∗ respeita uma ordem parcial ρ, quando ρ ⊆ ρ∗.

Seja δ uma ordem dos vértices de G tal que se dG(v) ≤ dG(w), então v ≺δ w, ou

seja, os vértices são ordenados pelo valor de seu graus em ordem não-decrescente e vamos

denotar por δk(G) o k-ésimo vértice nessa ordem.

Definição 2.1.1 (Contração). Uma contração (de arestas) é uma relação entre um grafo

G = (V,E), uma aresta e = uv ∈ E e um novo grafo G′ = (V ′, E ′), denotado por G/e.

Para obtermos G/e a partir de G, nós substituimos os vértices u e v por um novo vértice

ve que é feito adjacente a todos os vizinhos de u e v em G, ou seja, V ′ = (V \{u, v})∪{ve}

e E ′ = {wt ∈ E : {w, t} ∩ {u, v} = ∅} ∪ {vew : uw ∈ E − e} ∪ {vew : vw ∈ E − e} .

Definição 2.1.2 (Menor). Um menor de G é um grafo H, obtido por operações de:

eliminação de vértices e/ou arestas e contrações de arestas sobre G.

Definição 2.1.3 (Grafo Cordal). Um grafo é cordal se, e somente se, não contém qualquer

buraco.

Definição 2.1.4 (Cordalização). Um grafo H = (V,E ′) é uma cordalização de um grafo

G = (V,E) se G é subgrafo gerador de H e H é cordal. E ′ \ E é dito uma triangulação
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2.2 Conceitos em Combinatória Poliédrica

Nesta secão, apresentamos algumas definições e proposições bem conhecidas em Com-

binatória Poliédrica. Um material mais profundo sobre Combinatória Poliédrica pode ser

obtido em [14].

Seja m > 0, S = {x1, . . . , xm} ⊆ R
m e α1, . . . , αm ∈ R. Uma combinação linear

∑m

i=1 αixi é dita uma combinação afim se
∑m

i=1 αi = 1, ou ainda, combinação convexa se
∑m

i=1 αi = 1 e αi ≥ 0, para i = 1, . . . ,m.

O fecho afim (convexo) de S é definido como o conjunto de todas as combinações afins

(convexas) de elementos de S e o denotamos por aff(S) ( conv(S)).

O conjunto S é dito linearmente indepedente (LI) se
∑m

i=1 αixi = 0 implica que αi = 0

para i = 1, . . . ,m. Caso contrário, ele é dito linearmente dependente (LD).

O conjunto S é dito afim indepedente (AI) se
∑m

i=1 αixi = 0 e
∑m

i=1 αi = 0 implicam

que αi = 0, para i = 1, . . . ,m. Caso contrário, ele é dito afim dependente (AD).

O Lema 2.2.1 afirma que podemos utilizar um conjunto afim-independente em R
n para

obter um conjunto afim-independente em R
n+1 de mesma dimensão.

Lema 2.2.1. Se S = {s1, . . . , sn} é um conjunto afim-independente, então para qualquer

y ∈ R
n temos que o conjunto S+ = {(s⊤i , yi)

⊤ : i = 1, . . . , n} é afim-independente.

Demonstração. Vamos determinar as soluções para o sistema a seguir:















∑

i=1,...,n

αi

(

si

yi

)

= 0

∑

i=1,...,n

αi = 0
(2.1)

Como S é um conjunto afim-independente, temos que a única solução para α no

subsistema
∑n

i=1 αisi = 0 e
∑n

i=1 αi é α = ~0.

O posto (resp. posto-afim) de S um conjunto não vazio é o maior número de vetores

linearmente independentes (resp. afim independentes) em S e o denotamos por rank(S)

(resp. arank(S)).

Para a ∈ R
n \{0} e a0 ∈ R o conjunto {x ∈ R

n : a⊤x = a0} e chamado hiperplano.

Um hiperplano define um semiespaço {x ∈ R
n : a⊤x ≤ a0}. Um poliedro é definido como

a intersecção de um número finito de semiespaços ou equivalentemente ao conjunto de

soluções de um sistema finito de inequações lineares.

Mais precisamente, P é um poliedro, se existem uma matriz A ∈ R
m×n e um vetor

b ∈ R
m tal que P = {x : Ax ≤ b}. Observe que algumas inequações em Ax ≤ b

podem atuar conjuntamente como equações. Vamos definir o sistema Mx = d como o

sistema de equações presentes em Ax ≤ b e para enfatizar essas equações vamos escrever

P = {x : Ax ≤ b,Mx = d}.
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A dimensão de um conjunto S é definido como dim(S) = arank(S) − 1 (o conjunto

vazio possui dimensão −1).

Seja P = {x : Ax ≤ b,Mx = d} ⊆ R
n um poliedro. Podemos determinar a dimensão

de P como dim(P ) = n− posto(M) [15], onde posto(M) é o número máximo de colunas

linearmente independentes de M .

Um poliedro P ⊆ R
n possui dimensão plena se dim(P ) = n. Caso um poliedro possua

dimensão plena, não existe qualquer equação a⊤x = a0, com a 6= 0, que seja satisfeita em

todos os pontos de P [15].

Uma desigualdade a⊤x ≤ a0, a 6= 0, é válida para um poliedro P se P ⊆ {x : a⊤x ≤

a0}. Se a⊤ ≤ a0 é válida para P , o conjunto F = {x ∈ P : a⊤x = a0} é dito uma face de

P . Uma face é denominada própria se ∅ 6= F ⊂ P . Uma face de dimensão k é dita uma

k-face.

A face F é denominada faceta se dim(F ) = dim(P )− 1 e dizemos que a desigualdade

a⊤x ≤ a0 induz faceta em P .

Para um poliedro de dimensão plena se duas desigualdades a⊤x ≤ a0 e b⊤x ≤ b0

induzem a mesma faceta, então elas diferem por um múltiplo positivo como pode ser

visto no teorema seguinte.

Teorema 2.2.2 (Mart́ı e Reinelt [15]). Seja P um poliedro de dimensão plena e a⊤x ≤ a0

uma desigualdade válida tal que sua face F = {x ∈ P : a⊤x = a0} seja própria. As

seguintes proposições são equivalentes.

a) F é faceta de P .

b) dim(F ) = dim(P )− 1.

c) Se F ⊆ {x ∈ P : b⊤x = b0} onde b⊤x = b0 é desigualdade válida para P , então

(a⊤, a0) = α(b⊤, b0), para α ≥ 0.

Uma transformação afim f : U → W consiste de uma transformação linear (Ax)

seguida de uma translação por um vetor (b), ou seja, f(x) = Ax+ b.

Dois poliedros P ⊆ R
n, Q ⊆ R

m são ditos afim-isomórficos se existem transformações

afins f : Rn → R
m, g : Rm → R

n que definem uma bijeção entre os pontos dos dois

poliedros. Ou seja, se existem

f : x 7→ Fx+ F0, F ∈ R
m×n, F0 ∈ R

m,

g : y 7→ Gy +G0, G ∈ R
n×m, G0 ∈ R

n,

tais que

f(x) ∈ Q, ∀x ∈ P

g(y) ∈ P, ∀y ∈ Q

g(f(x)) = x, ∀x ∈ P

f(g(y)) = y, ∀y ∈ Q
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Intuitivamente, dois poliedros são afim-isomórficos se podemos obter um a partir do ou-

tro atráves de transformações afins como translação, rotação, escala, reflexão ou projeção

ortogonal. O afim-isomorfismo é uma relação de equivalência entre dois poliedros. Se dois

poliedros são afim-isomórficos, nós podemos relacionar de forma imediata suas desigual-

dades válidas (resp. faces, facetas) atráves das proposições a seguir, as demonstrações

podem ser vistas em [16].

Proposição 2.2.3. Se x1, . . . , xp ∈ P são afim independentes, então f(x1), . . . , f(xp) ∈ Q

são afim independentes.

Proposição 2.2.4. P e Q possuem a mesma dimensão.

Proposição 2.2.5. Se a desigualdade π⊤x ≤ π0 é válida para P , então a desigualdade

π⊤Gy ≤ π0 − π⊤G0 é válida para Q.

Proposição 2.2.6. Se R = {x ∈ P : π⊤x = π0}, então f(R) = {y ∈ Q : π⊤Gy =

π0 − π⊤G0}.

Proposição 2.2.7. Se R é uma k-face de P , então f(R) é uma k-face de Q.

Proposição 2.2.8. Se π⊤x ≤ π0 induz faceta de P , então π⊤Gy ≤ π0 − π⊤G0 em Q.
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3 LIMITES INFERIORES

Neste caṕıtulo, iremos apresentar alguns limites inferiores dispońıveis na literatura.

Tentamos, o tanto quanto posśıvel, fazer uma apresentação linear, passando de idéias

simples até as mais rebuscadas. Optamos, também, por não apresentar aqui todos os li-

mites inferiores que encontramos dispońıveis na literatura ora devido a baixa performance

do limite exclúıdo, ora para nos manter no âmbito da Teoria dos Grafos.

3.1 Baseados em graus

O parâmetro de Ramachandramurthi, γR(G), é um limite inferior para a largura em

árvore calculado utilizando o grau de vértices espećıficos e fundamentado pelos seguintes

lemas.

Lema 3.1.1 (Carvalho [17]). Seja D uma DEA de G = (V,E). Se W ⊆ V é uma clique

em G, então W deve estar contido em alguma mochila de D.

Lema 3.1.2. Se G = (V,E) é um grafo não completo com largura em árvore no máximo

k, então existem dois vértices u, v ∈ V , não adjacentes, com grau no máximo k.

Demonstração. Seja uma decomposição D = ({Xi : i ∈ I}, T = (I, F )) com largura em

árvore no máximo k. Suponha, sem perda de generalidade, que D seja uma decomposição

própria. Se a decomposição possui apenas uma mochila i, então o lema vale trivialmente,

pois Xi = V e |Xi| ≤ k + 1. Assim, todo vértice v ∈ V possui grau no máximo k e como

G não é completo, temos que existem ao menos dois desses vértices.

Se a decomposição possui ao menos duas mochilas, então existe uma mochila, i, que é

folha na árvore da decomposição e o seu vizinho j. Tome v ∈ Xi \Xj 6= ∅. Pela definição

de DEA temos que v não pode pertencer a qualquer outra mochila, pois não pertence a

mochila j. As arestas estão distribúıdas entre as mochilas da decomposição, logo todos

os vizinhos de v estão na mochila i com |Xi| ≤ maxk∈I |Xk| ≤ k + 1, portanto d(v) ≤ k.

Como toda árvore possui ao menos duas folhas, temos dois vértices não adjacentes

com grau no máximo k.

Baseado nisso, Ramachandramurthi definiu γR(G) como n − 1 se G é completo ou o

mı́nimo entre todos os pares de vértices não adjacentes do máximo grau dos vértices, caso

contrário. Formalmente,

Definição 3.1.3. Seja G = (V,E) um grafo. Nós definimos por γR(G) como

γR(G) :=







|V | − 1, Se G for clique

min
uv∈Ē

max(d(u), d(v)), c.c.
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Lema 3.1.4 (Ramachandramurthi [8]). Para todo grafo G = (V,E), temos

δ1(G) ≤ δ2(G) ≤ γR(G) ≤ tw(G)

É trivial o cálculo de δ1(G), δ2(G) e também é posśıvel calcular γR(G) em tempo O(n+

m).

3.2 Baseados na tomada de subgrafos e/ou menores

Os limites inferiores baseados em graus são senśıveis à vértices com baixo grau. Sabe-

se pelo Lema 3.2.1 (Lema 3.2.4), a seguir, que podemos utilizar uma decomposição ótima

de um grafo como base para construir decomposições para os seus subgrafos (menores)

de modo a não aumentar a lárgura em árvore. Logo, podemos utilizar da estratégia de

tomar subgrafos (menores) do grafo original e utilizar o máximo do limite inferior sobre

eles.

Lema 3.2.1. Seja G = (V,E) um grafo e W ⊆ V . Temos que tw(G[W ]) ≤ tw(G).

Demonstração. Seja D = ({Xi | i ∈ I}, T = (I, F )) a decomposição em árvore ótima para

G, podemos construir a decomposição ({Yi = Xi ∩W |i ∈ I}, T = (I, F )) para G[W ].

Definição 3.2.2 (Degeneração). Seja G = (V,E)

a) A degeneração de G, denotado por δD(G), é o máximo δ1(H) para qualquer H

subgrafo de G.

b) A δ2-degeneração de G, denotado por δ2D(G), é o máximo δ2(H) para qualquer H

subgrafo de G.

c) A γR-degeneração de G, denotado por γRD(G), é o máximo γR(H) para qualquer

H subgrafo de G.

Lema 3.2.3. Para qualquer grafo G = (V,E), tw(G) ≥ γRD(G) ≥ δ2D(G) ≥ δD(G).

Foi demonstrado por Koster, Wolle e Bodlaender em [7] que δD(G), δ2D(G) podem

ser computados em tempo O(nm) e que, para um grafo G = (V,E) e um dado k, é

NP -completo decidir se γRD(G) é no mı́nimo k.

Lema 3.2.4. Seja H = (W,E ′) um menor de G = (V,E). Temos que tw(H) ≤ tw(G).

Demonstração. Pela definição de menor (2.1.2), basta mostrar que as operações: eli-

minação de aresta; eliminação de vértice; contração de aresta. Não aumentam a lárgura

em árvore de um grafo.

Seja D = ({Xi | i ∈ I}, T = (I, F )) a decomposição em árvore ótima para G.



Caṕıtulo 3. LIMITES INFERIORES 19

Observe que a eliminação de arestas sobre G, obtendo H, não altera a usabilidade

de D como DEA para H, visto que as arestas restantes continuam distribúıdas entre as

mochilas da decomposição.

Suponha que realizamos apenas eliminações de vértices sobre G, obtendo H. Assim,

H é subgrafo induzido de G. Pelo Lema 3.2.1, podemos obter uma DEA D′ com largura

em árvore no máximo twD(G). Podemos ainda operar eliminações de arestas sobre H.

Logo, basta demonstrar que a largura em árvore de G não aumenta com a contração de

arestas.

Suponha a contração da aresta uv em E gerando o vértice x. Vamos construir uma

decomposição D′ para o menor obtido H. Vamos substituir a ocorrência de u ou v nas

mochilas (subconjuntos) por x e definir X ′
i = Xi se Xi ∩ {u, v} = ∅ e X ′

i = (Xi ∪ {x})−

{u, v} se Xi ∩ {u, v} 6= ∅. Como a cardinalidade das mochilas não aumentam, temos que

twD′(H) ≤ twD(G).

Assim, podemos calcular os limites inferiores baseados em graus como o máximo limite

sobre todos os menores de um grafo.

Definição 3.2.5. Seja G = (V,E) um grafo.

a) A degeneração por contração de G, denotado por δC(G), é o máximo de δ1(H) para

qualquer H menor de G.

b) A δ2-degeneração por contração de G, denotado por δ2C(G), é o máximo de δ2(H)

para qualquer H menor de G.

c) A γR-degeneração por contração de G, denotado por γRC(G), é o máximo de γR(H)

para qualquer H menor de G.

Lema 3.2.6. Para qualquer grafo G = (V,E), tw(G) ≥ γRC(G) ≥ δ2C(G) ≥ δC(G).

3.3 Baseados em grafos melhorados

Ainda buscando superar a fragilidade dos limites inferiores apresentados, iremos expor

uma condição que permite adicionar arestas ao grafo sem alterar a sua largura em árvore.

Identificar tais condições é interessante, já que nos permitem aumentar a densidade

do grafo e possivelmente aumentar o valor de nossos limites inferiores.

A seguir, temos o lema que detalha a condição sugerida.

Lema 3.3.1 (Em [18, 19]). Seja G = (V,E) um grafo com tw(G) ≤ k. Seja v, w dois

vértices não-adjacentes em G. Suponha que existe ao menos k + 1 caminhos disjuntos

em vértices de v até w. Então, o grafo obtido pelo acréscimo da aresta vw em G, G′ =

(V,E ∪ {vw}), possui largura em árvore no máximo k.
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Considere o seguinte procedimento, dado um grafo G = (V,E) e um inteiro k. En-

quanto existirem vértices v e w não-adjacentes ligados por pelo menos k + 1 caminhos

disjuntos em vértices, adicionamos a aresta vw no grafo G corrente. O grafo resultante é

denominado grafo (k + 1)-caminho melhorado.

Portanto, a largura em árvore de G é no máximo k se, e somente se, a largura em

árvore do (k + 1)-caminho melhorado de G tem largura em árvore no máximo k. Mais

estritamente, temos o seguinte resultado:

Teorema 3.3.2. Seja Gn o grafo (k + 1)-caminho melhorado de G = (V,E). Então,

tw(G) ≤ k ⇐⇒ tw(Gn) ≤ k. (3.1)

Baseado no Teorema 3.3.2, Clautiaux et al. [19] desenvolveram o Algoritmo LBP . O

algoritmo utiliza outro algoritmo X para calcular limites inferiores como subrotina.

Algorithm 1: LBP (X)(Grafo)

Entrada: G = (V,E): um grafo, X: Algoritmo para limites inferiores para tw(G)
Sáıda: low: limite inferior

1 low ← ⌈X(G)⌉;
2 repita
3 H ← (low + 1)-caminho melhorado de G;
4 lowH ← ⌈X(H)⌉;
5 changed← false;
6 se lowH > low então
7 low ← low + 1;
8 changed← true;

9 até not(changed);

Vamos argumentar a corretude do Algoritmo LBP (Algoritmo 1). Em cada iteração,

nós calculamos o limite inferior para a largura em árvore do grafo (low + 1)-caminho

melhorado de G. Como tw(H) ≥ ⌈X(H)⌉. Se ⌈X(H)⌉ for maior que low, temos que a

largura em árvore de H é maior que low. Assim, pelo teorema 3.3.2 temos que tw(G) >

low. Logo, podemos adicionar uma unidade a low.

3.4 Maximum Cardinality Search

O algoritmo Maximum Cardinality Search (MCS) foi introduzido por Tarjan e Yanna-

kakis [20] para o reconhecimento de grafos cordais. Ele é utilizado frequentemente como

heuŕıstica para limites superiores para a largura em árvore, contudo, pode ser utilizado

como mecanismo de cálculo para limites inferiores como demonstrado por Lucena [9,21].

O MCS é um algoritmo de percurso sobre grafos. O algoritmo inicia sem nenhum

vértice visitado. Ele, iterativamente, visita algum vértice não visitado, tendo como critério
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de escolha o vértice não visitado como o maior número de vizinho já visitados. Observe

que o algoritmo gera uma ordem sobre os vértices de G.

Essas ordens geradas pelo algoritmo MCS são denominadas MCS-ordens de G =

(V,E). Lucena demonstrou que qualquer MCS-ordem produz um limite inferior para

a largura em árvore de G.

Lema 3.4.1 (Lucena [9]). Suponha que o algoritmo “Maximum Cardinality Search” sobre

o grafo G = (V,E) visita um vértice v ∈ V tal que, no instante da visita, N(v) contém k

vértices já visitados. Então, tw(G) ≥ k.

Além disso, demonstrou o seguinte limite inferior.

Teorema 3.4.2 (Lucena [9, 21]). Para qualquer grafo G = (V,E) e MCS-ordem π de G,

a largura em árvore de G é limitada inferiormente por

MCSLB(G, π) = max
v∈V
|{vw ∈ E : w ≺π v}| (3.2)

Observe que MCSLB(G, π) é o máximo número de vértices já visitados adjacentes ao

vértice sendo visitado em cada iteração.

Uma heuŕıstica para limites inferiores pode ser baseada na geração de uma MCS-ordem

π e a avaliação de MCSLB. Infelizmente, a determinação da MCS-ordem que maximiza

MCSLB é um problema NP-Dif́ıcil.

3.5 Baseados em Esquemas Perfeitos

Esta seção apresenta os resultados teóricos que alicercam a formulação por Ordem de

Eliminação definida na Seção 3.6, cujo tratamento poliédrico é nosso principal objeto de

estudo.

Podemos utilizar relaxações dessa formulação para obter limites inferiores. Iremos

exibir duas caracterizações para os grafos cordais, sendo a última utilizada para gerar

cordalizações do grafo original.

A caracterização de grafos cordais exibida no Teorema 3.5.1 afirma que podemos cons-

truir uma DEA para um grafo cordal através da famı́lia de cliques maximais desse grafo.

Teorema 3.5.1 (Carvalho [17]). Um grafo G = (V,E) é cordal se e somente se admite

uma decomposição em árvore ótima D = (X, T ), onde X corresponde à famı́lia de cliques

maximais de G.

Observando conjuntamente os Teoremas 3.1.1 e 3.5.1, notamos que a decomposição

em cliques maximais é ótima para um grafo cordal. Portanto, a largura em árvore de um

grafo cordal é bem conhecida.
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Lema 3.5.2. Se G é um grafo cordal, então tw(G) = ω(G)− 1.

As cordalizações de um grafo podem ser utilizadas para obter limites superiores para a

largura em árvore. Além disso, existe uma cordalização “ótima” que determina a largura

em árvore do grafo original, como podemos ver no Teorema 3.5.4.

Lema 3.5.3. Sejam G um grafo e H uma cordalização de G, então tw(G) ≤ tw(H) =

ω(H)− 1.

Teorema 3.5.4 (Bodlaender [22]). A largura em árvore tw(G) é a mı́nima largura de

uma cordalização de G.

Vamos mostrar como obter uma cordalização de um grafo a partir de uma ordem sobre

os seus vértices.

Uma caracterização de grafos cordais de interesse algoŕıtmico envolve uma ordem

sobre os vértices do grafo. Um vértice v ∈ G é dito simplicial se NG(v) induz uma

clique em G. Uma ordem ρ = 〈v1, v2, . . . , vn〉 dos vértices de G é denominado esquema

de eliminação perfeito (esquema perfeito) se cada vi é um vértice simplicial do subgrafo

induzido G[{vi, . . . , vn}].

Os Lemas 3.5.5 e 3.5.6 sugerem que a partir de uma ordem qualquer dos vértices

podemos obter um grafo cordal ao garantir que cada vértice seja simplicial no subgrafo

induzido pelos vértices que o sucedem na ordem e isso pode ser feito por meio de acréscimos

de arestas ao grafo original.

Lema 3.5.5 ( Dirac [23] ). Todo grafo cordal G tem um vértice simplicial. Além disso,

se G não é completo, então ele tem dois vértices simpliciais não adjacentes.

Lema 3.5.6 (Carvalho [17]). G é um grafo cordal se, somente se, G admite um esquema

de eliminação perfeito. Além disso, qualquer vértice simplicial pode iniciar um esquema

perfeito.

Formalmente, podemos obter a partir de um grafo G = (V,E) um supergrafo cordal

H = (V,E ′) por acréscimos de arestas em G. H é dito cordalização de G e E ′ \ E é dito

uma triangulação do grafo G resultando em H. H é dito uma k-cordalização de G se é

uma cordalização cujo tamanho da maior clique é no máximo k. Seja ρ = 〈v1, . . . , vn〉

uma ordem dos vértices de G, definimos a vizinhança posterior de v em G, por ρ, como

N≺
ρ (v) = {w ∈ V : vw ∈ E, v ≺ρ w}.

O Algoritmo 2 gera uma cordalização minimal, denotado por Gρ = (V,Eρ), de G =

(V,E) que admite a ordem ρ como esquema perfeito. O conjunto minimal de arestas para
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4 ESTUDO POLIÉDRICO

Neste caṕıtulo, estudaremos o poliedro definido pela envoltória convexa dos pontos

inteiros da formulação EOF. Por simplicidade, nós denotaremos por PEOF esse poliedro.

Vamos apresentar uma simplificação de LPEOF . Demonstraremos que PEOF e o polie-

dro associado a essa simplificação são afim-isomórfico. Determinaremos a dimensão desses

poliedros e iremos apresentar várias classes de desigualdades que induzem faceta nesses

poliedros.

4.1 Uma simplificação para a formulação EOF

Observe as restrições de antisimetria (3.9) e orientação de arestas (3.11) em LPEOF.

Elas estabelecem funções entre as suas variáveis.

Por exemplo, a restrição xuv = zuv, para todo uv ∈ E, nos permite deduzir o valor

das variáveis xuv tendo conhecimento apenas das variáveis zuv, quando uv ∈ E. Assim,

podemos substituir as variáveis xuv na formulação pelas variáveis zuv , quando uv ∈ E.

A esse processo nós chamamos de eliminação das variáveis xuv utilizando a restrição

xuv = zuv. Podemos utilizar a mesma estratégia para eliminar exatamente uma variável

para cada par (zuv, zvu) utilizando a identidade zuv = 1− zvu.

Nossa simplificação, denotada por LP, consiste na formulação resultante do processo

de eliminação de variáveis.

Vamos formalizar essas idéias. Seja VPEOF o conjunto de variáveis do modelo LPEOF

e VP ⊂ VPEOF, tal que:

a) ω ∈ VP.

b) xuv ∈ VP, para todo uv ∈ Ē.

c) Exatamente uma entre as variáveis zuv e zvu pertence a VP, para todo {u, v} ⊆ V .

d) xuv não pertence a VP, para todo uv ∈ E.

Vamos definir LP como a formulação obtida a partir do seguinte processo sob a for-

mulação LPEOF. Para toda variável xuv com uv ∈ E substitua as ocorrências de xuv na

formulação pela variável zuv. Em seguinda, para cada variável zuv que não estiver no

conjunto VP, substitua suas ocorrências na formulação pelo valor 1 − zvu. Elimine da

formulação as restrições (3.11) e (3.9).

Vamos denotar a envoltória convexa dos pontos inteiros em LP por P .

Iremos demonstrar que os poliedros PEOF e P são afim-isomórficos.

Teorema 4.1.1. Os poliedros PEOF e P são afim-isomórficos.
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Demonstração. Vamos exibir duas transformações afins F : R
|VPEOF | → R

|VP | e G :

R
|VP | → R

|VPEOF | e demonstrar que elas definem bijeções entre os pontos de PEOF e P .

Para y ∈ PEOF, F (y) = s é uma cópia do vetor y restrita as variavéis que estão em

VP. Para s ∈ P , G(s) = y é uma cópia do vetor s acrescida das variáveis eliminadas

na simplificação. Tais variáveis anteriormente eliminadas são deduzidas utilizando as

restrições de antisimetria e orientação de arestas.

Iremos exibir a transformação F (resp. G) atráves das funções afins que determinam

cada uma das componentes de F (y) (resp. G(s)) existente em VP (resp. VPEOF).

Vamos denotar por F (y)xuv (resp. F (y)ω, F (y)zuv) o valor da variável xuv (resp. ω, zuv)

de F (y) e denotaremos de forma análoga os valores das variáveis em G(s). Também utili-

zaremos essa notação para diferenciar os valores da mesma variável em vetores distintos,

por exemplo yxuv e sxuv.

Vamos definir F conforme o sistema afim a seguir.















F (y)ω = ω

F (y)zuv = zuv, para todo zuv ∈ VP

F (y)xuv = xuv para todo xuv ∈ VP

Vamos definir G conforme o sistema afim a seguir.



















































G(s)ω = ω

G(s)zuv = zuv se zuv ∈ VP

G(s)zuv = 1− zvu se zuv /∈ VP

G(s)xuv = xuv se uv ∈ Ē

G(s)xuv = zuv se uv ∈ E e zuv ∈ VP

G(s)xuv = 1− zvu se uv ∈ E e zuv /∈ VP

Vamos demonstrar que essas transformações definem bijeções entre PEOF e P .

Primeiro, vamos demonstrar as contenções F (PEOF) ⊆ P e G(P) ⊆ PEOF.

Observe que a transformação F apenas copia os valores das variáveis de y que estão

no conjunto VP. Assim, pela forma que definimos a formulação LP, F (y) pertence a P .

Portanto, para todo y ∈ PEOF, temos que F (y) ∈ P .

Observe que G copia os valores das variáveis de s que estão no conjunto VP. Para as

variáveis em (VPEOF \VP), G calcula seus valores utilizando as restrições (3.9) e (3.11).

Portanto, para todo s ∈ P , temos que G(s) ∈ PEOF.

Agora, vamos demonstrar que as transformações F e G são inversas. Para tal vamos

mostrar que o valor das respectivas componentes em y e (G◦F)(y), e também s e (F◦G)(s),

são iguais.

Seja y ∈ PEOF, vamos analisar o valor das componentes do vetor (G◦F)(y).
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Para ω, temos G(F (y))ω = F (y)ω = ω.

Para zuv ∈ VP, temos G(F (y))zuv = F (y)zuv = zuv. Para zuv /∈ VP, temos G(F (y))zuv =

1− F (y)zvu = 1− zuv. Como zuv + zvu = 1, temos G(F (y))zuv = zuv.

Para uv ∈ Ē, temos G(F (y))xuv = F (y)xuv = xuv. Para uv ∈ E e zuv ∈ VP, temos que

G(F (y))xuv = F (y)zuv = zuv. Como xuv = zuv pela restrição de orientação de arestas, temos

G(F (y))xuv = xuv. Para uv ∈ E e zuv /∈ VP, temos que G(F (y))xuv = 1−F (y)zvu = 1− zvu.

Como xuv = zuv e zuv + zvu = 1, temos G(F (y))xuv = xuv.

Portanto, (G◦F)(y) = y.

Seja s ∈ P , vamos analisar o valor das componentes do vetor (F◦G)(s).

Para ω, temos F (G(s))ω = G(s)ω = ω. Para zuv ∈ VP, temos F (G(s))zuv = G(s)zuv =

zuv. Para uv ∈ Ē, temos F (G(s))xuv = G(s)xuv = xuv.

Portanto, (F◦G)(s) = s.

Observe que para escolhas distintas do conjunto VP, obtemos poliedros distintos e

afim-isomórficos entre si.

Algumas consequências do afim-isomórfismo entre poliedros são exibidas na Seção 2.2.

4.2 Introdução ao estudo poliédrico

Nas seções a seguir, nós iremos investigar o poliedro P e, através da relação de afim-

isomorfismo, iremos determinar a dimensão, desigualdades válidas e facetas do poliedro

PEOF.

Justificamos nossa preferência em trabalhar com poliedro P pelo menor número de

variáveis e a relativa flexibilidade que teremos na escolha de quais variáveis preservar em

VP.

No decorrer de nossas demonstrações, iremos adotar o conjunto VP que nos permita

maior naturalidade na interpretação das relações matemáticas em estudo. Por exemplo,

nas demonstrações de facetas, iremos adotar VP de modo a conter as variáveis existentes

na desigualdade em interesse.

Ainda buscando facilidar a exposição dos nossos estudos, em algumas desigualdades

para o poliedro P que exibiremos, é posśıvel que apareçam variáveis que foram eliminadas,

ou seja, não pertencem ao conjunto VP utilizado. Formalmente, deveŕıamos substituir

essas variáveis por expressões em função das variáveis em VP, utilizando as restrições

adequadas.

Por exemplo, seja {u, v, w} ⊆ V (G), um conjunto VP tal que zuv, zuw /∈ VP e zvw ∈ VP.

Como zuv, zuw /∈ VP, temos que zvu, zwu ∈ VP. Assim, a desigualdade zuv + zvw ≤ zuw + 1

é formalmente expressada por (1− zvw) + zvw ≤ (1− zwu) + 1.

Vamos particionar as soluções em PEOF na forma s = (ω, x, z)⊤, onde x corresponde

as variáveis do tipo xuv e z as variáveis do tipo zuv.





Caṕıtulo 4. ESTUDO POLIÉDRICO 30

Observe que podemos utilizar quaisquer majorantes para ω a fim de obter as variações

desejadas em ω, visto que ω possui apenas restrições de limite inferior.

4.3 Dimensão

Investiguemos a dimensão do poliedro P , ou equivalentemente, do poliedro PEOF.

Note que |VP | = 2m̄ +
(

n

2

)

+ 1. Nós mostraremos que P possui dimensão plena e,

portanto, a dimP = 2m̄+
(

n

2

)

+ 1.

Lema 4.3.1. P ⊆ R
|VP | possui dimensão plena.

Demonstração. Seja ≺ uma ordem qualquer. Iremos tomar VP contendo as variáveis zuv

tal que u ≺ v. Vamos demonstrar que se

P ⊆ H :=
{

s ∈ R
|VP | : π⊤s = π0

}

, (4.1)

então π = ~0 e π0 = 0, ou seja, P não está contido em nenhum hiperplano e, portanto, P

possui dimensão plena.

a) ∀uv ∈ Ē, πx
uv = 0.

Seja z dada pela ordem total p = 〈u, v, v3, . . . , vn〉, xrs = zrs para toda não aresta

diferente de uv. Obtemos duas soluções viáveis para P distintas apenas pela variável

xuv, onde xuv = 0 em uma e xuv = 1 em outra. Logo, temos que πx
uv = 0.

b) ∀uv (u ≺ v), πz
uv = 0.

Seja p1 = 〈u, v, v3, . . . , vn〉, e p2 = 〈v, u, v3, . . . , vn〉, xrs = zrs para rs 6= uv, com sz1

e sz2, dados respectivamentes pelas ordens p1 e p2

− Se uv ∈ Ē, defina s1
x
uv = s2

x
uv = 0, assim s1 e s2 ∈ P e diferem em apenas uma

componente, pois s2
z
uv = 0. Logo, π⊤(s1 − s2) = πz

uv = 0.

− Se uv ∈ E, observe que s1 e s2 ∈ P e diferem nas componentes xuv e zuv,

contudo uv ∈ E, assim xuv não está presente em P . Logo, πz
uv = 0.

Lema 4.3.2. dimPEOF = 2m̄+
(

n

2

)

+ 1.

Demonstração. Pelo Corolário 2.2, temos que dimPEOF = dimP . Já que P possui di-

mensão plena, conclúımos que

dimPEOF = |VP | = 2m̄+

(

n

2

)

+ 1 (4.2)
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4.4 Facetas básicas

Nesta seção apresentaremos uma coletânea de desigualdades que induzem facetas em

P .

Devido a simplicidade dessas desigualdades, nós iremos apresentá-las como um único

resultado no Teorema 4.4.1. Mostraremos que estas desigualdades são válidas para P . As

demonstrações de que elas induzem facetas podem ser obtidas no apêndice.

Teorema 4.4.1 (Facetas Básicas). As seguintes desigualdades são válidas e induzem

faceta em P.

(a) xuv ≥ 0 induz faceta, para todo uv ∈ Ē.

(b) zuv ≥ 0 induz faceta se, e somente se, uv ∈ E e N(v) \ {u} ⊆ N(u).

(c) zuv ≤ 1 induz faceta se uv ∈ E e N(u) \ {v} ⊆ N(v).

(d) zuv + zvw ≤ zuw + 1 induz faceta para todo {u, v, w} ⊆ V .

(e) xuv + xuw − 1 ≤ xvw + xwv induz faceta para todo uv, uw, vw ∈ Ē.

(f) zuv + xuw − 1 ≤ xvw + xwv induz faceta para todo uv ∈ E e uw, vw ∈ Ē.

(g) zuw + xwu ≥ xvw induz faceta para todo uv ∈ E e uw, vw ∈ Ē.

(h) zvu + xvw ≥ zvw induz faceta para todo uv, uw ∈ E e vw ∈ Ē.

Vamos argumentar a validade das desigualdades do Teorema 4.4.1.

As desigualdades nos itens (a) à (e) são viáveis, pois são restrições da relaxação linear

da formulação LPEOF.

Como xuv = zuv para uv ∈ E, a desigualdade no item (f) é equivalente a xuv+xuw−1 ≤

xvw+xwv, a qual é uma restrição da formulação LPEOF. Portanto, a desigualdade no item

(f) é válida.

Analisando as posśıveis atribuições 0-1 para as variáveis na desigualdade (g), perce-

bemos que a única atribuição que tornaria a desigualdade inválida é (zuw, xwu, xvw) =

(0, 0, 1). Contudo, essa atribuição não é posśıvel em PEOF, pois teriamos w precedendo

ambos u e v com xvu = xvw = 1 e, portanto, pela restrição 3.13, deveriamos ter xwu = 1;

o que é uma contradição.

Analisando as posśıveis atribuições 0-1 para as variáveis na desigualdade (h), percebe-

mos que a única atribuição que tornaria a desigualdade inválida é (zvu, xvw, zvw) = (0, 0, 1).

Contudo, essa atribuição não é posśıvel em PEOF, pois teriamos u precedendo ambos v e

w com xuv = xuw = 1 e, portanto, pela restrição 3.13, deveriamos ter xvw = 1; o que é

uma contradição.

As demonstrações de que essas desigualdades válidas induzem faceta em P estão dis-

pońıveis no apêndice (A).
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4.5 Facetas geradas por Caminhos Induzidos

Nesta seção e nas seguintes, apresentaremos desigualdades que foram desenvolvidas a

partir de observações sobre subgrafos espećıficos em G. Iremos demonstrar que elas são

válidas para P e verificaremos o fato de induzirem faceta.

Em cada uma dessas seções, apresentaremos essas observações e as desigualdades con-

sequentes. Além disso, iremos demonstrar que são válidas e que induzem faceta.

Seja P = [v1, v2, . . . , vq] um caminho em G e ρ uma ordem tal que v2 ≺ρ v1 ≺ρ vq.

Seja vi com i ∈ {3, . . . , q} o primeiro vértice posterior a v1 pela ordem ρ no caminho.

Pelo Teorema 4.2.2 temos que a aresta v1vi ∈ Gρ. Podemos descrever esta observação

pela desigualdade em 4.3.

Lema 4.5.1. Seja P = [v1, v2, . . . , vq] um caminho em G, a desigualdade

∑

3≤i≤q

xv1vi ≥ zv1vq + zv2v1 − 1 (4.3)

é válida para P.

Demonstração. Suponha que existe uma solução inteira s ∈ P para qual a desigualdade

é inválida. Analisando as atribuições 0-1 posśıveis para variáveis na desigualdade, ob-

servamos que a única atribuição que torna a desigualdade inválida é
∑

3≤i≤q xv1vi = 0

e zv1vq = zv2v1 = 1. Assim, temos que v2 ≺ρ v1 ≺ρ vq e não existe qualquer arco na

forma v1vi com i ∈ {3, . . . , q} em Cord(s). Portanto, temos uma contradição, já que pelo

Teorema 4.2.2 alguma aresta v1vi para algum i ∈ {3, . . . , q} está em Gρ.

Vamos denotar por F a face induzida pela desigualdade 4.3.

F :=

{

s ∈ P :
∑

3≤i≤q

xv1vi = zv1vq + zv2v1 − 1

}

(4.4)

.

Seja P = [v1, v2, . . . , vq] com q ≥ 3 um caminho induzido em G. Vamos definir

ρ(k) para k ∈ {2, . . . , q} como a ordem sobre V tal que os vértices em V (P ) precedem

todos os demais vértices de G e estão em ordem crescente dos seus indices, exceto pelo

vértice v1 que é imediatamente posterior ao vértices vk. Por exemplo, para q = 4 temos

ρ(4) = 〈v2, v3, v4, v1〉, ρ(3) = 〈v2, v3, v1, v4〉 e ρ(2) = 〈v2, v1, v3, v4〉.

Observe que se o vértice v1 for posterior a todos os demais vértices do caminho, não

existe nenhum arco partindo de v1 para qualquer outro vi, com i ∈ {3 ≤ i ≤ q}.

Observe também que se existe no máximo um vértice t ∈ V (P ) \ {v2} que preceda v1,

não existe nenhum caminho de v1 a qualquer outro vértice vi, com i ∈ {3 ≤ i ≤ q}, cujos

vértices internos precedam ambos v1 e vi, portanto, pelo Lema 4.2.2, v1vi /∈ Gρ. A Figura

6 ilustra essas observações.
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Para os vetores descritos nos itens 2 e 3, todas as variáveis xuv com um dos vértices

u ou v fora do caminho são definidas iguais a zuv. As variáveis xuv com ambos u e v no

caminho são definidas iguais a zuv, se forem arestas de Gρ, e 0, caso contrário. Portanto,

as restrições 3.11 e 3.12 são respeitadas.

Para os vetores descritos nos itens 2 e 3, vamos analisar a restrição 3.13 e mostrar que

ela é respeitada. Observe que, na ordem exibida no item 2, todos os vértices no caminho

precedem os vértices que estão fora do caminho.

Para os casos seguintes mostraremos que o segundo membro da restrição 3.13 é pelo

menos 1. Como o máximo valor do primeiro membro também é 1, a restrição está satis-

feita.

Sejam u, v, w ∈ V com u ≺ v ≺ w. Se |{u, v, w} ∩ V (P )| ≤ 2, temos w /∈ V (P ),

portanto xvw = 1. Se |{u, v, w} ∩ V (P )| = 3 e xuv = xuw = 1, então pelo Teorema 4.2.2

temos que vw ∈ Gρ. Logo, xvw = zvw = 1. Logo, a restrição 3.13 é respeitada.

Finalmente, vamos provar que os vetores descritos pertencem a face F , quando P é

caminho induzido.

Nos vetores descritos pela ordem no item 1, o vértice v1 é posterior aos demais vértices

no caminho. Assim, xv1vi = 0 para todo i ∈ {3 ≤ i ≤ q}, zv2v1 = 1 e zv1vq = 0, logo
∑

3≤i≤q xv1vi = zv1vq + zv2v1 − 1 = 0.

Nos vetores descritos pelas ordens no item 2, a única aresta em Gρ na forma v1vi com

v1 ≺ vi e i ∈ {3, . . . , q} é a aresta v1v2. Como v1 ≺ v2 e v1 ≺ vq, temos zv2v1 = 0 e

zv1vq = 1 e portanto
∑

3≤i≤q xv1vi = zv1vq + zv2v1 − 1 = 0.

Nos vetores descritos pelas ordens no item 3, para k < q, a única aresta em Gρ na

forma v1vi com v1 ≺ vi e i ∈ {3, . . . , q} é a aresta v1vk. Como v2 ≺ v1 e v1 ≺ vq, temos

zv2v1 = 1 e zv1vq = 1 e portanto
∑

3≤i≤q xv1vi = zv1vq + zv2v1−1 = 1. Para k = q não existe

aresta em Gρ na forma v1vi com v1 ≺ vi e i ∈ {3, . . . , q}, temos zv2v1 = 1 e zv1vq = 0 e

portanto
∑

3≤i≤q xv1vi = zv1vq + zv2v1 − 1 = 0.

Teorema 4.5.3 (Caminhos Induzidos). Seja P = [v1, v2, . . . , vq] com q ≥ 3 um caminho

em G, a face

F =

{

s ∈ P :
∑

3≤i≤q

xv1vi = zv1vq + zv2v1 − 1

}

(4.8)

é faceta se, e somente se, P é um caminho induzido em G.

Demonstração. Vamos demonstrar que se P é um caminho induzido em G, então F é

faceta. Suponha que

F = {s ∈ P :
∑

3≤i≤q

xv1vi − zv1vq + zv2v1 = −1} ⊆ H = {s ∈ P : π⊤s = π0}.
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Primeiro, vamos demonstrar que para todo rs ∈ Ē\{v1vi : i ∈ {3, . . . , q}} temos πx
rs =

0. Vamos exibir dois vetores viáveis s1 = (ω1, x1, z1) e s2 = (ω2, x2, z2) pertencentes a

face que se diferenciam apenas pelo valor da variável xrs.

a) Vamos demonstrar para r = v1.

Seja a ordem ρ = 〈v1, V (P ) − v1〉 definindo z1 e z2. Definimos x1 e x2 em função

de z1 e z2, respectivamente, pela equação (4.6). Observe que rs /∈ Gρ, portanto

podemos obter dois vetores viáveis distintos apenas por x1
rs = 0 e x2

rs = 1. Logo,

πx
rs = 0.

b) Vamos demonstrar para r 6= v1.

Seja a ordem ρ = 〈r, V (P )− v1, v1〉 definindo z1 e z2. Definimos x1 e x2 em função

de z1 e z2, respectivamente, pela equação (4.5). Observe que rs /∈ Gρ, portanto

podemos obter dois vetores viáveis distintos apenas por x1
rs = 0 e x2

rs = 1. Logo,

πx
rs = 0.

Agora, vamos demonstrar que para todo {r, s} ⊆ V e rs /∈ {v1vq, v2v1}, temos que πz
rs = 0.

Vamos exibir dois vetores viáveis s1 = (ω1, x1, z1) e s2 = (ω2, x2, z2) pertencentes à

face que se diferenciam pelo valor da variável zrs.

a) Vamos demonstrar para v1 /∈ {r, s}.

Suponha que rs ∈ E. Sejam as ordens ρ1 = 〈r, s, V (P )− v1, v1〉 e ρ2 = 〈s, r, V (P )−

v1, v1〉 definindo z1 e z2, respectivamente, pela equação (4.6). Assim, obtemos dois

vetores viáveis distintos apenas por zrs, com z1rs = 0 e z2rs = 1. Logo, πz
rs = 0.

b) Vamos demonstrar para v1 ∈ {r, s}.

− Vamos demonstrar para r = v1, s ∈ V (P ) \ {v2, vq}.

Observe que rs /∈ E, pois P é caminho induzido. Sejam as ordens ρ1 =

〈v1, s, V (P )\{v1, s}〉 e ρ2 = 〈s, v1, V (P )\{v1, s}〉 definindo z1 e z2, respectiva-

mente. Definimos x1 e x2 em função de z1 e z2, respectivamente, pela equação

(4.6). Observe que rs /∈ Gρ1 e rs /∈ Gρ2 , portanto podemos fixar x1
rs = x2

rs = 0.

Obtemos dois vetores viáveis distintos apenas por zrs, com z1rs = 0 e z2rs = 1.

Logo, πz
rs = 0.

− Se r = v1, s /∈ V (P ).

Suponha que rs ∈ E. Sejam as ordens ρ1 = 〈V (P )− v1, v1, s〉 e ρ2 = 〈V (P )−

v1, s, v1〉 definindo z1 e z2, respectivamente. Definimos x1 e x2 em função de

z1 e z2, respectivamente, pela equação (4.6). Obtemos dois vetores viáveis

distintos apenas por zrs, com z1rs = 0 e z2rs = 1. Logo, πz
rs = 0.

Suponha que rs /∈ E. Sejam as ordens ρ1 = 〈v1, s, V (P ) − v1〉 e ρ2 =

〈s, v1, V (P ) − v1〉 definindo z1 e z2, respectivamente. Definimos x1 e x2 em
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b) Se vi = v1, vj 6= vq. Sejam os caminhos P1 = [v1, vj, . . . , vq], P2 = [v1, . . . , vj].

Podemos descrever a desigualdade indutora da face F como combinação linear de

desigualdades válidas:

∑

k∈{j+1,...,q}

xv1vk ≥ zv1vq + zvjv1 − 1

∑

k∈{3,...,j}

xv1vk ≥ zv1vj + zv2v1 − 1

∑

k∈{3,...,q}

xv1vi ≥ zv1vq + zv2v1 − 1

c) vi = v1, vj = vq Observe que xv1vq = zv1vq , pois v1vq ∈ E, assim

∑

k∈{3,...,q}

xv1vk ≥ zv1vq + zv2v1 − 1 ⇐⇒ zv1vq +
∑

k∈{3,...,(q−1)}

xv1vk ≥ zv1vq + zv2v1 − 1

que pode ser expresso como combinação das seguintes desigualdades válidas:

zv1vq ≥ zv1vq

xv1vk ≥ 0 ∀k ∈ {3, . . . , q − 1}

0 ≥ zv2v1 − 1

zv1vq +
∑

k∈{3,...,(q−1)}

xv1vk ≥ zv1vq + zv2v1 − 1

Logo, se P não é caminho induzido em G, então F não é faceta.

4.6 Facetas geradas por Buracos

Nesta seção iremos introduzir uma famı́lia de desigualdades baseadas em buracos de

G. Demonstramos que as desigualdades nessa famı́lia são válidas para PEOF (P) e deter-

minamos as condições sob quais elas induzem facetas.

Podemos ver na Figura 9 algumas cordalizações para buracos de tamanho 4, 5 e 6,

respectivamente. Note que nessas cordalizações cada buraco de tamanho k foi subdivido

em ciclos de tamanho 3, através do acréscimo de k − 3 cordas. O Lema 4.6.1 demonstra

que as triangulações associadas a essas cordalizações são minimais.

Lema 4.6.1. Seja C = (V (C), E) um ciclo induzido em G e H uma cordalização de G

que admite ρ como esquema perfeito. Seja H[V (C))] = (V (C), E ′) o subgrafo induzido

pelos vértices de C na cordalização e F = E ′ \E a triangulação do ciclo na cordalização.

Temos que |F | ≥ |C| − 3.

Demonstração. Vamos demonstrar que para todo ciclo induzido C em G, temos |F | ≥

|C| − 3.
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(b) Para k , l /∈ V (C) seja

ρ = 〈V (C) \ (NC(k)∪NC(l)), NC(k) \NC(l), k , NC(l) \NC(k), l , NC(k)∩NC(l)〉.

(4.16)

(c) Para k /∈ V (C) e l ∈ V (C) seja

ρ = 〈V (C) \ (NC(k) ∪NC(l) ∪ {l}), NC(k) \NC(l), k , l , NC(l)〉. (4.17)

Demonstração. Primeiro, vamos demonstrar que os vetores descritos acima estão em P .

Observe que os vetores descritos têm suas variáveis z definidas por ordens. Assim, eles

respeitam as restrições 3.9 e 3.10.

Nos vetores descritos todas as variáveis xuv com um dos vértices u ou v não pertencen-

tes ao buraco são definidas iguais a zuv. As variáveis xuv com ambos u e v pertencentes

ao buraco são definidas iguais a zuv, se forem arestas de Gρ, e 0, caso contrário. Portanto,

as restrições 3.11 e 3.12 são respeitadas.

Vamos analisar a restrição 3.13 para os vetores descritos e mostrar que ela é respeitada.

Seja {u, v, w} ⊆ V . Para os casos seguintes mostraremos que se xuv = xuw = 1 temos

que xvw ou xwv são iguais a um. Assim, a desigualdade 3.13 é respeitada.

Lembramos que nas ordens exibidas os vértices em V (C) ∪ {k , l} precedem todos os

demais vértices de G.

Se w /∈ V (C) ∪ {k , l} ou w ∈ V (C) ∪ {k , l} e v /∈ V (C) ∪ {k , l}, temos que xvw ou

xwv são iguais a um pela Equação 4.14. Se w ∈ V (C) ∪ {k , l} e v ∈ V (C) ∪ {k , l}, temos

que u ∈ V (C), pois u ≺ v. Além disso, como xuv = xuw = 1 pela equação 4.14 temos

uv, uw ∈ Gρ, portanto vw ∈ Gρ. Assim, xvw ou xwv são iguais a um. Logo, a restrição

3.13 é respeitada.

Vamos demonstrar que nos vetores descritos se k l /∈ E temos que k l /∈ Gρ.

Nas ordens exibidas não existe um caminho de k a l em G com vértices internos

precedendo ambos k e l , pois a vizinhança de l em C é posterior a k . Logo, se k l /∈ E

temos que k l /∈ Gρ.

Finalmente, vamos provar que os vetores descritos pertencem a face F , quando para

todo a, b ∈ V \ V (C) temos |NC(a) ∪ NC(b)| ≤ 3, G[NC(a)] e G[NC(b)] são caminhos

induzidos em G.

Seja ρ uma ordem descrita no item (a). Nos vetores descritos pelo item (a), as variáveis

xuv = 1 correspondem a arestas em Gρ. Vamos demonstrar que o número de cordas

adicionadas a C em Gρ é exatamente |C| − 3.

Note que os vértices em C precedem os demais vértices do grafo. Assim, quando

o Algoritmo 2 tiver visitado cada vértice de C na ordem, nenhuma nova corda será

adicionada ao grafo até o fim da execução.
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Primeiro, vamos demonstrar que para todo wt ∈ Ē(G) \ Ē(C) temos πx
rs = 0.

Nós iremos exibir dois vetores viáveis s1 = (ω1, x1, z1) e s2 = (ω2, x2, z2) pertencentes

à face que se diferenciam apenas pelo valor da variável xrs.

a) Vamos mostrar para r ∈ V (C), s /∈ V (C).

Seja a ordem ρ = 〈r, V (C) − r, s〉 definindo z1 e z2. Observe que ρ pertence às

ordens descritas pelo Lema 4.6.3 no item (a). Definimos x1 e x2 em função de z1 e

z2, respectivamente, pela equação (4.14). Observe que rs /∈ Gρ, portanto podemos

obter dois vetores viáveis distintos apenas por xrs, com x1
rs = 0 e x2

rs = 1. Logo,

πx
rs = 0.

b) Vamos mostrar para r /∈ V (C), s ∈ V (C).

Seja a ordem ρ = 〈V (C) \ (NC(s) ∪ {s}), r, s, NC(s)〉 definindo z1 e z2. Observe

que ρ pertence às ordens descritas pelo Lema 4.6.3 no item (c). Definimos x1 e x2

em função de z1 e z2, respectivamente, pela equação (4.14). Observe que rs /∈ Gρ,

portanto podemos obter dois vetores viáveis distintos apenas por xrs, com x1
rs = 0

e x2
rs = 1. Logo, πx

rs = 0.

c) Vamos mostrar para r, s /∈ V (C).

Seja a ordem ρ = 〈V (C)\(NC(r)∪NC(s)), NC(r)\NC(s), r, NC(s)\NC(r), s, NC(r)∩

NC(s)〉 definindo z1 e z2. Observe que ρ pertence às ordens descritas pelo Lema

4.6.3 no item (b). Definimos x1 e x2 em função de z1 e z2, respectivamente, pela

equação (4.14). Observe que rs /∈ Gρ, portanto podemos obter dois vetores viáveis

distintos apenas por xrs, com x1
rs = 0 e x2

rs = 1. Logo, πx
rs = 0.

Agora, vamos demonstrar que para todo {r, s} ⊆ V temos que πz
rs = 0.

Nós iremos exibir dois vetores viáveis s1 = (ω1, x1, z1) e s2 = (ω2, x2, z2) pertencentes

a face que se diferenciam pelo valor da variável zrs.

a) Vamos mostrar para r, s ∈ V (C).

Sejam as ordens ρ1 = 〈r, s, V (C) \ {r, s}〉 e ρ2 = 〈s, r, V (C) \ {r, s}〉 definindo z1 e

z2, respectivamente. Observe que ρ1 e ρ2 pertencem as ordens descritas pelo Lema

4.6.3 no item (a) e que rs ∈ Gρ se, e somente se, rs ∈ E. Definimos x1 e x2 em

função de z1 e z2, respectivamente, pela equação (4.14). Se rs /∈ E podemos fixar

x1
rs = x2

rs = 0. Assim, podemos obter dois vetores viáveis distintos apenas por zrs,

com z1rs = 0 e z2rs = 1. Logo, πz
rs = 0.

b) Vamos mostrar para r /∈ V (C), s ∈ V (C).

Sejam as ordens ρ1 = 〈V (C) \ (NC(r) ∪ NC(s) ∪ {s}), NC(r) \ NC(s), r, s, NC(s)〉

e ρ2 = 〈V (C) \ (NC(r) ∪ NC(s) ∪ {s}), NC(r) \ NC(s), s, r, NC(s)〉 definindo z1 e
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z2, respectivamente. Observe que ρ1 e ρ2 pertencem às ordens descritas pelo Lema

4.6.3 no item (c) e que rs ∈ Gρ se, e somente se, rs ∈ E. Definimos x1 e x2 em

função de z1 e z2, respectivamente, pela equação (4.14). Se rs /∈ E podemos fixar

x1
rs = x2

rs = 0. Assim, podemos obter dois vetores viáveis distintos apenas por zrs,

com z1rs = 0 e z2rs = 1. Logo, πz
rs = 0.

c) Vamos mostrar para r, s /∈ V (C).

Suponha rs ∈ E. Sejam as ordens ρ1 = 〈V (C), r, s〉 e ρ2 = 〈V (C), s, r〉 definindo z1

e z2, respectivamente. Observe que ρ1 e ρ2 pertencem às ordens descritas pelo Lema

4.6.3 no item (a). Definimos x1 e x2 em função de z1 e z2, respectivamente, pela

equação (4.14). Assim, podemos obter dois vetores viáveis distintos apenas por zrs,

com z1rs = 0 e z2rs = 1. Logo, πz
rs = 0.

Para demonstrar que πz
rs = 0, quando r, s /∈ V (C) e rs /∈ E, nós iremos utilizar o

Lema 4.6.5 que será provado após o término dessa demonstração.

Lema 4.6.5. Para todo uv, wy ∈ Ē(C), temos πx
uv = πx

wy.

Vamos ao caso em que rs /∈ E. Sejam as ordens ρ1 = 〈V (C)\(NC(r)∪NC(s)), NC(r)\

NC(s), r, NC(s) \NC(r), s, NC(r)∩NC(s)〉 e ρ2 = 〈V (C) \ (NC(r)∪NC(s)), NC(s) \

NC(r), s, NC(r) \NC(s), r, NC(r) ∩NC(s)〉 definindo z1 e z2, respectivamente. Ob-

serve que ρ1 e ρ2 pertencem às ordens descritas pelo Lema 4.6.3 no item (b) e que

rs ∈ Gρ se, e somente se, rs ∈ E. Definimos x1 e x2 em função de z1 e z2, respec-

tivamente, pela equação (4.14). Podemos fixar x1
rs = x2

rs = 0. Assim, obtemos a

equação

π⊤(s1−s2) =
∑

w∈NC(r)\NC(s)
t∈NC(s)\NC(r)∪{s} π

z
wt+

∑

t∈NC(s)\NC(r) πz
rt+πz

rs+
∑

ij∈Ē(C) πx
ij−
∑

pq∈Ē(C) πx
pq = 0.

(4.18)

Podemos simplificar essa equação eliminando os oeficientes de π já demonstrados

nulos e o Lema 4.6.5. Assim, ficamos com

(|C| − 3)πx
uv − (|C| − 3)πx

uv + πz
rs = πz

rs = 0, para algum uv ∈ Ē(C). (4.19)

Assim, para todo r, s /∈ V (C) temos πz
rs = 0.

Seja α = πx
uv para algum uv ∈ Ē(C). Eliminando os coeficientes nulos em π e

utilizando o Lema 4.6.5 podemos expressar H como

F ⊆ H = {s ∈ P : α(
∑

uv∈Ē(C)

xuv) = π0}
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No caso 2, temos v = y, u ≺ w, v ≺ w. Usamos as ordens ρ1〈V (C)\{u, v, k, w}, u, v, k, w〉

e ρ2〈V (C) \ {u, v, k, w}, v, u, k, w〉 para obter a relação πx
uv = πx

wv.

No caso 3, temos v = y, u ≺ w ≺ v. Sabemos que πx
uv = πx

vu para todo uv ∈ Ē(C).

Assim, pelo caso 2, temos πx
uv = πx

wv = πx
vw.
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5 CONCLUSÃO

Neste trabalho, analisamos o problema de determinar bons limites inferiores para a

largura em árvore de um grafo e, particularmente, analisamos a formulação linear inteira

denominada formulação por Ordem de Eliminação e o poliedro descrito pelo fecho convexo

dos seus pontos inteiros. Com o objetivo de obter a melhor descrição posśıvel desse

poliedro através de desigualdades indutoras de faceta.

Conseguimos obter resultados parciais que contribuem com a determinação de decom-

posições em árvore utilizando a formulação por Ordem de Eliminação. Mostramos uma

simplificação para a formulação por Ordem de Eliminação com um número reduzido de

variáveis e de restrições.

Mostramos que o poliedro associado à simplificação que apresentamos é afim-isofórmico

ao poliedro da formulação por Ordem de Eliminação e demonstramos para um número

significativo de desigualdades que induzem facetas.

Trabalhos Futuros

Vamos apresentar algumas direções para dar continuidade ao trabalho desenvolvido e

obter novos resultados.

No tocante à determinação de facetas, percebemos que as desigualdades denominadas

fence [28] são válidas para o poliedro em estudo, contudo nem sempre induzem faceta.

Todavia, uma direção a ser examinada é a utilização da técnica de lifting [16] para a

partir delas determinar novas desigualdades que induzam faceta independentemente de

condições.

Outra direção a ser examinada é o desenvolvimento e implementação de algoritmos de

corte baseado nas desigualdades que apresentamos.
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REFERÊNCIAS 49

17 CARVALHO, L. E. X. Decomposição em Árvore de Grafos com Largura Limitada
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APÊNDICE A – DEMONSTRAÇÕES DE FACETAS BÁSICAS

Neste apêndice, vamos exibir as demonstrações relativas ao Lema 4.4.1.

Lema A.0.6. xuv ≥ 0 induz faceta, para todo uv ∈ Ē.

Demonstração. Seja uv ∈ Ē. Definimos F = {s ∈ PEOF : xuv = 0}.

Vamos demonstrar que F é faceta.

Suponha que

F = {s ∈ PEOF : xuv = 0} ⊆ H = {s ∈ PEOF : π⊤s = π0}.

Primeiro, vamos demonstrar que, para todo ab ∈ Ē(G) \ {uv}, temos πx
ab = 0.

Frequentemente, iremos exibir dois vetores viáveis s1 = (ω1, x1, z1) e s2 = (ω2, x2, z2),

pertencentes a face, que se diferenciam de forma proposital.

a) Vamos demonstrar para a = v, b = u.

Seja a ordem ρ = 〈v, u〉 definindo z1 e z2. Definimos x1
pq = x2

pq = z1pq para todo

pq 6= vu, e x1
vu = 1, x2

vu = 0. Assim, temos π⊤(s1 − s2) = πx
vu = 0.

b) Vamos demonstrar para a = u, b 6= v.

Seja a ordem ρ = 〈u, b, v〉 definindo z1 e z2. Definimos x1
pq = x2

pq = z1pq para todo

pq /∈ {vu, ub}, x1
vu = x2

vu = 0 e x1
ub = 1, x2

ub = 0. Assim, temos π⊤(s1−s2) = πx
ub = 0.

c) Vamos demonstrar para a 6= v, b = u.

Seja a ordem ρ = 〈v, a, u〉 definindo z1 e z2. Definimos x1
pq = x2

pq = z1pq para todo

pq ∈ Ē \ {vu, au}, x1
vu = x2

vu = 0 e x1
au = 0, x2

au = 1. Assim, temos π⊤(s1 − s2) =

πx
au = 0.

d) Vamos demonstrar para a = v, b 6= u.

Seja a ordem ρ = 〈v, b, u〉 definindo z1 e z2. Definimos x1
pq = x2

pq = z1pq para todo

pq ∈ Ē \ {vb} e x1
vb = 0, x2

vb = 1. Assim, temos π⊤(s1 − s2) = πx
vb = 0.

e) Vamos demonstrar para a 6= u, b = v.

Seja a ordem ρ = 〈u, a, v〉 definindo z1 e z2. Definimos x1
pq = x2

pq = z1pq para

todo pq ∈ Ē \ {uv, av}, x1
uv = 0, x2

uv = 0 e x1
av = 1, x2

av = 0. Assim, temos

π⊤(s1 − s2) = πx
av = 0.

f) Vamos demonstrar para {a, b} ∩ {u, v} = ∅.

Seja a ordem ρ = 〈a, b, v, u〉 definindo z1 e z2. Definimos x1
pq = x2

pq = z1pq para todo

pq ∈ Ē \ {ab} e x1
ab = 1, x2

ab = 0. Assim, temos π⊤(s1 − s2) = πx
ab = 0.
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Agora, vamos demonstrar que, para todo {a, b} ⊆ V , temos que πz
ab = 0.

a) Vamos demonstrar para {a, b} ∩ {u, v} = ∅.

Sejam as ordens ρ1 = 〈a, b, v, u〉, ρ2 = 〈b, a, v, u〉 deifinindo z1 e z2, respectivamente.

Definimos x1
pq = x2

pq = z1pq, para todo pq ∈ Ē \ {ab, ba}. Se ab ∈ Ē, definimos

x1
ab = x2

ab = 0 e x1
ba = x2

ba = 0. Assim, temos π⊤(s1 − s2) = πz
ab = 0.

b) Vamos demonstrar para a = v, b = u.

Sejam as ordens ρ1 = 〈u, v〉, ρ2 = 〈v, u〉 definindo z1 e z2, respectivamente. Defi-

nimos x1
pq = x2

pq = z1pq para todo pq ∈ Ē \ {uv, vu}. Definimos x1
uv = x2

vu = 0 e

x1
vu = x2

uv = 0. Assim, temos π⊤(s1 − s2) = πz
vu = 0.

c) Vamos demonstrar para a = v, b 6= u.

Sejam as ordens ρ1 = 〈v, b, u〉, ρ2 = 〈b, v, u〉 definindo z1e z2, respectivamente.

Definimos x1
pq = x2

pq = z1pq para todo pq ∈ Ē \ {vb, bv}. Se vb ∈ Ē, definimos

x1
vb = x2

bv = 0 e x1
bv = x2

vb = 0.Assim, temos π⊤(s1 − s2) = πz
ab = 0.

d) Vamos demonstrar para a = u, b 6= v.

Sejam as ordens ρ1 = 〈v, u, b〉, ρ2 = 〈v, b, u〉 definindo z1 e z2, respectivamente.

Definimos x1
vu = x2

vu = 0, x1
pq = x2

pq = z1pq para todo pq ∈ Ē\{vu, ub, bu}. Se ub ∈ Ē,

definimos x1
ub = x2

bu = 0 e x1
bu = x2

ub = 0. Assim, temos π⊤(s1 − s2) = πz
ub = 0.

Resta provar que π0 = 0.

Como F = {s ∈ P : xuv = 0} ⊆ H = {s ∈ P : πx
uvxuv = π0}, temos que π0 = 0.

Portanto, demonstramos que a desigualdade π⊤ ≤ π0 é um múltiplo não-nulo da

desigualdade xuv ≥ 0 para uv ∈ Ē, portanto F é faceta.

Lema A.0.7. zuv ≥ 0 induz faceta se, e somente se, uv ∈ E e N(v) \ {u} ⊆ N(u).

Demonstração. Vamos demonstrar que a desigualdade zuv ≥ 0 induz faceta se, e somente

se, uv ∈ e N(v) \ {u} ⊆ N(u).

Definimos F = {s ∈ PEOF : zuv = 0}.

Vamos demonstrar que se uv ∈ E e N(v) \ {u} ⊆ N(u), então F é faceta.

Suponha que

F = {s ∈ PEOF : zuv = 0} ⊆ H = {s ∈ PEOF : π⊤s = π0}.

Primeiro, vamos demonstrar que, para todo ab ∈ Ē, temos πx
ab = 0.

a) Vamos demonstrar para a /∈ {u, v} e bneqa.

Seja a ordem ρ = 〈a, v, u〉 definindo z1 e z2. Definimos x1
pq = x2

pq = z1pq para todo

pq ∈ Ē \ {ab} e x1
ab = 1, x2

ab = 0. Assim, temos π⊤(s1 − s2) = πx
ab = 0.
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b) Vamos demonstrar para a = u, b 6= v.

Seja a ordem ρ = 〈v, u, b〉 definindo z1 e z2. Como b /∈ N(u), temos que b /∈ N(v),

logo vb ∈ Ē. Definimos x1
pq = x2

pq = z1pq para todo pq ∈ Ē \ {vb, ub}, x1
vb = x2

vb = 0

e x1
ub = 1, x2

ub = 0. Assim, temos π⊤(s1 − s2) = πx
ub = 0.

c) Vamos demonstrar para a = v, b 6= u.

Seja a ordem ρ = 〈v, u, b〉 definindo z1 e z2, Definimos x1
pq = x2

pq = z1pq para todo

pq ∈ Ē \ {vb} e x1
vb = 1, x2

vb = 0. Assim, temos π⊤(s1 − s2) = πx
vb = 0.

Agora, vamos demonstrar que, para todo {a, b} ⊆ V com ab 6= uv, temos que πz
ab = 0.

Nós iremos exibir dois vetores viáveis s1 = (ω1, x1, z1) e s2 = (ω2, x2, z2) pertencentes

a face que se diferenciam pela variável zab.

a) Vamos demonstrar para a = u, b 6= v.

Sejam as ordens ρ1 = 〈v, u, b〉, ρ2 = 〈v, b, u〉 definindo z1 e z2, respectivamente.

Definimos x1
pq = x2

pq = z1pq para todo pq ∈ Ē \ {vb, tv, ub, bu}. Se ub ∈ Ē, temos que

vb ∈ Ē e definimos x1
vb = x1

bv = 0, x2
vtb = x2

bv = 0, x1
ub = x1

bu = 0 e x2
ub = x2

vb = 0.

Assim, temos π⊤(s1 − s2) = πz
ub = 0.

b) Vamos demonstrar para a = v, b 6= u.

Sejam as ordens ρ1 = 〈v, b, u〉, ρ2 = 〈b, v, u〉 definindo z1 e z2, respectivamente.

Definimos x1
pq = x2

pq = z1pq para todo pq ∈ Ē \ {vb, bv}. Se vb ∈ Ē, definimos

x1
vb = x2

bv = 0 e x1
bv = x2

vb = 0. Assim, temos π⊤(s1 − s2) = πz
vb = 0.

c) Vamos demonstrar para {a, b} ∩ {u, v} = ∅.

Sejam as ordens ρ1 = 〈a, b, v, u〉, ρ2 = 〈b, a, v, u〉, definindo z1 z2, respectivamente.

Definimos x1
pq = x2

pq = z1pq para todo pq ∈ Ē \ {ab, ba}. Se ab ∈ Ē, definimos

x1
ab = x2

ba = 0 e x1
ba = x2

ab = 0. Assim, temos π⊤(s1 − s2) = πz
ab = 0.

Como F = {s ∈ PEOF : zuv = 0} ⊆ H = {s ∈ PEOF : πz
uvzuv = π0}, temos que π0 = 0.

Portanto, provamos que a desigualdade π⊤ ≤ π0 é um múltiplo não-nulo da desi-

gualdade zuv ≥ 0 se uv ∈ E e N(v) \ {u} ⊆ N(u), portanto F é faceta se uv ∈ E e

N(v) \ {u} ⊆ N(u).

Resta provar que, se uv ∈ Ē ou N(v) \ (N(u) ∪ {u}) 6= ∅, então F não é faceta.

a) Mostraremos que se uv /∈ E, temos que F não é faceta.

Observe que as seguintes restrições são válidas para P .

xuv ≤ zuv, pois uv /∈ E

0 ≤ xuv, trivial

0 ≤ zuv

Portanto zuv ≥ 0 é dominada. Assim, ela não induz faceta.
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b) Caso uv ∈ E e ∃w ∈ N(v) \ (N(u) ∪ {u}), veremos que F não é faceta.

Primeiramente, p que a desigualdade zuv+xuw ≥ zuw é válida para o poliedro PEOF.

Suponha, por contradição, que exista uma solução inteira s ∈ PEOF tal que zuv +

xuw < zuw. A única atribuição 0-1 para as variáveis dessa desigualdade que a satisfaz

é (zuv, xuw, zuw) = (0, 0, 1), portanto v ≺ w ≺ v. Observe que uv, vw ∈ E, portanto

xvu = xvw = 1. Assim, pela restrição 3.13 temos que xuw = 1; uma contradição.

Logo, a restrição zuv + xuw ≥ zuw é válida PEOF.

Observe que a desigualdade −xuw ≥ −zuw também é válida, pois uw /∈ E, portanto

podemos expressar zuv ≥ 0 como

zuv + xuw ≥ zuw

−xuw ≥ −zuw

zuv ≥ 0

. (A.1)

Logo, se zuv ≥ 0 induz faceta, então uv ∈ E,N(v) \ {u} ⊆ N(u).

Lema A.0.8. zuv ≤ 1 induz faceta se, e somente se, uv ∈ E e N(u) \ {v} ⊆ N(v).

Demonstração. Provaremos que a desigualdade zuv ≤ 1 induz faceta se uv ∈ E,N(u) \

{v} ⊆ N(v).

Definimos F = {s ∈ PEOF : zuv = 1}.

Vamos demonstrar que se uv ∈ E e N(u) \ {v} ⊆ N(v), então F é faceta.

Suponha que

F = {s ∈ PEOF : zuv = 1} ⊆ H = {s ∈ PEOF : π⊤s = π0}

Primeiro, vamos demonstrar que, para todo ab ∈ Ē, temos πx
ab = 0.

Vamos exibir dois vetores viáveis s1 = (ω1, x1, z1) e s2 = (ω2, x2, z2) pertencentes a

face que se diferenciam apenas pela variável xab.

a) Vamos demonstrar para a /∈ {u, v} e b 6= a.

Seja a ordem ρ = 〈a, u, v〉 definindo z1 e z2. Definimos x1
pq = x2

pq = z1pq para todo

pq ∈ Ē \ {ab} e x1
ab = 1, x2

ab = 0. Assim, temos π⊤(s1 − s2) = πx
ab = 0.

b) Vamos demonstrar para a = v, b 6= u.

Seja a ordem ρ = 〈u, v, b〉 definindo z1 e z2. Como b /∈ N(v), temos que b /∈ N(u),

logo ub ∈ Ē. Definimos x1
pq = x2

pq = z1pq para todo pq ∈ Ē \ {ub, vb}, x1
ub = x2

ub = 0

e x1
vb = 1, x2

vb = 0. Assim, temos π⊤(s1 − s2) = πx
vb = 0.
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c) Vamos demonstrar para a = u, b 6= v.

Seja a ordem ρ = 〈u, v, b〉 definindo z1 e z2, Definimos x1
pq = x2

pq = z1pq para todo

pq ∈ Ē \ {ub} e x1
ub = 1, x2

ub = 0. Assim, temos π⊤(s1 − s2) = πx
vb = 0.

Agora, vamos demonstrar que para todo {a, b} ⊆ V , com ab 6= uv, temos πz
ab = 0.

a) Vamos demonstrar para {a, b} ∩ {u, v} = ∅.

Sejam as ordens ρ1 = 〈a, b, u, v〉, ρ2 = 〈b, a, u, v〉, definindo z1 z2, respectivamente.

Definimos x1
pq = x2

pq = z1pq para todo pq ∈ Ē{ab, ba}. Se ab ∈ Ē, definimos x1
ab =

x2
ba = 0 e x1

ba = x2
ab = 0. Assim, temos π⊤(s1 − s2) = πz

ab = 0.

b) Vamos demonstrar para a = u, b 6= v.

Sejam as ordens ρ1 = 〈u, b, v〉, ρ2 = 〈b, u, v〉 definindo z1 e z2, respectivamente.

Definimos x1
pq = x2

pq = z1pq para todo pq ∈ Ē \ {ub, bu}. Se ub ∈ Ē, definimos

x1
ub = x2

bu = 0 e x1
ub = x2

bu = 0. Assim, temos π⊤(s1 − s2) = πz
ub = 0.

c) Vamos demonstrar para a = v, b 6= u.

Sejam as ordens ρ1 = 〈u, v, b〉, ρ2 = 〈u, b, v〉 definindo z1 e z2, respectivamente.

Definimos x1
pq = x2

pq = z1pq para todo pq ∈ Ē \ {vb, bv, ub, bu}. Se vb ∈ Ē, temos que

ub ∈ Ē e definimos x1
vb = x1

bv = 0, x2
vb = x2

bv = 0, x1
ub = x1

bu = 0 e x2
ub = x2

vb = 0.

Assim, temos π⊤(s1 − s2) = πz
vb = 0

Como F = {s ∈ P : zuv = 1} ⊆ H = {s ∈ P : πz
uvzuv = π0}, temos que π0 = πz

uv.

Logo a desigualdade π⊤ ≤ π0 é um múltiplo não nulo da desigualdade zuv ≤ 1, se

uv ∈ E e N(u) \ {v} ⊆ N(v). Portanto, F é faceta se uv ∈ E,N(u) \ {v} ⊆ N(v).

Lema A.0.9. xuv + xuw − 1 ≤ xvw + xwv induz faceta para todo uv, uw, vw ∈ Ē.

Demonstração. Vamos demonstrar que a desigualdade xuv + xuw − 1 ≤ xvw + xwv induz

faceta, para todo uv, uw, vw ∈ Ē.

Definimos F = {s ∈ PEOF : xuv + xuw − xvw − xwv = 1}.

Suponha que

F = {s ∈ PEOF : xuv + xuw − 1 = xvw + xwv} ⊆ H = {s ∈ PEOF : π⊤s = π0}.

Primeiro, vamos demonstrar que, para todo ab ∈ Ē \ {uv, uw, vw}, temos πx
ab = 0.

a) Vamos demonstrar para |{a, b} ∩ {u, v, w}| = 0.

Seja a ordem ρ = 〈a, b, u, v, w〉 definindo z1 e z2. Definimos x1
pq = x2

pq = z1pq para

todo pq 6= ab e x1
ab = 1, x2

ab = 0. Assim, temos π⊤(s1 − s2) = πx
ab = 0

b) Vamos demonstrar para |{a, b} ∩ {u, v, w}| = 1.
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− Suponha que a = u. Seja a ordem ρ = 〈u, b, v, w〉 definindo z1 e z2. Definimos

x1
pq = x2

pq = z1pq para todo pq 6= ab e x1
ab = 1, x2

ab = 0. Assim, temos π⊤(s1 −

s2) = πx
ab = 0.

− Suponha que a = v. Seja a ordem ρ = 〈v, u, w, b〉 definindo z1 e z2. Definimos

x1
pq = x2

pq = z1pq para todo pq ∈ Ē \ {ab, vw}, x1
vw = 0, x2

vw = 0 e x1
ab = 1,

x2
ab = 0. Assim, temos π⊤(s1 − s2) = πx

ab = 0.

− Suponha que a = w. Seja a ordem ρ = 〈w, u, v, b〉 definindo z1 e z2. Definimos

x1
pq = x2

pq = z1pq para todo pq /∈ \{ab, wu, wv}, x1
wv = x2

wv = 0, x1
wu = x2

wu = 0,

x1
ab = 1 e x2

ab = 0. Assim, temos π⊤(s1 − s2) = πx
ab = 0.

− Suponha que b ∈ {u, v, w}. Seja a ordem ρ = 〈a, u, v, w, b〉 definindo z1 e z2.

Definimos x1
pq = x2

pq = z1pq para todo pq 6= ab e x1
ab = 1, x2

ab = 0. Assim, temos

π⊤(s1 − s2) = πx
ab = 0.

c) Vamos demostrar para |{a, b} ∩ {u, v, w}| = 2.

− Suponha que ab = vu. Seja a ordem ρ = 〈v, u, w〉 definindo z1 e z2. Definimos

x1
pq = x2

pq = z1pq para todo pq /∈ {vu, vw}, x1
vw = x2

vw = 0 e x1
ab = 1, x2

ab = 0.

Assim, temos π⊤(s1 − s2) = πx
ab = 0.

− Suponha que ab = wu. Seja a ordem ρ = 〈w, u, v〉 definindo z1 e z2. Definimos

x1
pq = x2

pq = z1pq para todo pq /∈ {wv, ab}, x1
wv = x2

wv = 0 e x1
ab = 1, x2

ab = 0.

Assim, temos π⊤(s1 − s2) = πx
ab = 0.

Agora, vamos demonstrar que, para todo {a, b} ⊆ V , temos que πz
ab = 0.

a) Vamos demostrar para |{a, b} ∩ {u, v, w}| = 0.

Sejam as ordens ρ1 = 〈a, b, u, v, w〉, ρ2 = 〈b, a, u, v, w〉, definindo z1 e z2, respectiva-

mente. Definimos x1
pq = x2

pq = z1pq para todo pq /∈ {ab, ba}. Se vt ∈ E, definimos

x1
ab = x2

ba = 1 e x1
ba = x2

ab = 0. Se ab ∈ Ē, definimos x1
ab = x2

ba = 0 e x1
ba = x2

ab = 0.

Assim, temos π⊤(s1 − s2) = πz
ab = 0

b) Vamos demostrar para |{a, b} ∩ {u, v, w}| = 1.

− Suponha que a = u. Sejam as ordens ρ1 = 〈w, u, b, v〉, ρ2 = 〈w, b, u, v〉,

definindo z1 e z2, respectivamente. Definimos x1
pq = x2

pq = z1pq para todo

pq ∈ Ē \ {wv,wu, ab}, x1
wv = x2

wv = 0, x1
wu = x2

wu = 0. Se ab ∈ Ē, definimos

x1
ab = x2

ba = 1 e x1
ba = x2

ab = 0. Assim, temos π⊤(s1 − s2) = πz
ab = 0.

− Suponha que a = v. Sejam as ordens ρ1 = 〈u, v, b, w〉, ρ2 = 〈u, b, v, w〉,

definindo z1 e z2, respectivamente. Definimos x1
pq = x2

pq = z1pq para todo

{p, q} ⊆ V .

Se vb ∈ E, temos πz
vb = 0.
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Se vb ∈ Ē, obtemos dois vetores viáveis distintos por zvb ∈ {0, 1} e xvb ∈ {0, 1}.

Assim, π⊤(s1−s2) = πz
vb+πx

vb−π
x
bv = 0. Como já demonstramos que, para todo

ab ∈ Ē \ {uv, uw, vw}, temos πx
ab = 0. Podemos simplificar π⊤(s1 − s2) = 0,

obtendo πz
vb = 0.

− Suponha que a = w. Sejam as ordens ρ1 = 〈u, v, w, b, 〉, ρ2 = 〈u, v, b, w〉,

definindo z1 e z2, respectivamente. Definimos x1
pq = x2

pq = z1pq para todo

{c, d} ⊆ V .

Se wb ∈ E, temos π⊤(s1 − s2) = πz
wb = 0.

Se wb ∈ Ē, obtemos dois vetores viáveis distintos por zwb ∈ {0, 1} e xwb ∈

{0, 1}. Assim, π⊤(s1 − s2) = πz
wb + πx

wb − πx
bw = 0. Como já demonstramos

que para todo ab ∈ Ē \ {uv, uw, vw} temos πx
ab = 0. Podemos simplificar

π⊤(s1 − s2) = 0 obtendo πz
wb = 0. Portanto, se wb ∈ Ē temos πz

wb = 0.

c) Vamos demostrar para |{a, b} ∩ {u, v, w}| = 2.

− Suponha que ab = wv. Sejam as ordens ρ1 = 〈u, w, v〉, ρ2 = 〈u, v, w〉, definindo

z1 e z2, respectivamente. Definimos x1
pq = x2

pq = z1pq para todo pq ∈ Ē \

{uv, vu, vw,wv}. Definimos x1
uv = x2

vu = 0, x1
vu = x2

uv = 0, x1
wv = x2

vw = 0,

x1
vw = x2

wv = 0. Assim, temos π⊤(s1 − s2) = πz
ab = 0.

− Suponha que ab = uv. Sejam as ordens ρ1 = 〈u, v, w〉, ρ2 = 〈v, u, w〉, de-

finindo z1 z2, respectivamente. Definimos x1
pq = x2

pq = z1pq para todo pq ∈

Ē \ {uv, vu, vw,wv}. Definimos x1
uv = x2

vu = 0, x1
vu = x2

uv = 0, x1
wv = x2

vw = 0

e x1
vw = x2

wv = 0. Assim, temos π⊤(s1 − s2) = πz
ab = 0.

− Suponha que ab = uw. Sejam as ordens ρ1 = 〈u, w, v〉, ρ2 = 〈w, u, v〉, de-

finindo z1 z2, respectivamente. Definimos x1
pq = x2

pq = z1pq para todo pq ∈

Ē \{uv, vu, vw,wv}. Definimos x1
uw = x2

wu = 0, x1
uv = x2

vu = 0, x1
wv = x2

vw = 0,

x1
vw = x2

wv = 0. Assim, temos π⊤(s1 − s2) = πz
ab = 0.

Agora, vamos demonstrar algumas relações entre os coeficientes não nulos em π.

a) Vamos demonstrar que πx
uv = πx

uw.

Seja a ordem ρ = 〈u, v, w〉 definindo z1 e z2. Definimos x1
pq = x2

pq = z1pq para todo

pq /∈ {uv, uw, vw}, (x1
uv, x

1
uw, x

1
vw) = (1, 0, 0) e (x2

uv, x
2
uw, x

2
vw) = (0, 1, 0).

Assim, π⊤(s1 − s2) = πx
uv − πx

uw = 0. Logo, πx
uv = πx

uw.

b) Vamos demonstrar que πx
wv = −π

x
uv.

Seja a ordem ρ = 〈u, w, v〉 definindo z1 e z2. Definimos x1
pq = x2

pq = z1pq para todo

pq ∈ Ē \ {uv, uw,wv}, (x1
uv, x

1
uw, x

1
wv) = (0, 1, 0) e (x2

uv, x
2
uw, x

2
wv) = (1, 1, 1).

Assim, temos que π⊤(s1 − s2) = −πx
uv − πx

wv = 0. Logo, πx
wv = −π

x
uv
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c) Vamos demonstrar que πx
uw = −πx

vw.

Seja a ordem ρ = 〈u, v, w〉 definindo z1 e z2. Definimos x1
pq = x2

pq = z1pq para todo

pq ∈ Ē \ {uv, uw, vw}, (x1
uv, x

1
uw, x

1
vw) = (1, 0, 0) e (x2

uv, x
2
uw, x

2
vw) = (1, 1, 1).

Assim temos que π⊤(s2 − s1) = πx
uw + πx

vw. Logo, π
x
uw = −πx

vw.

Utilizando as igualdades entre as componentes não nulas em π obtemos,

−πx
wv = πx

uv = πx
uw = −πx

vw

o qual nos permiti expressar H como,

Finalmente, temos

H = {s ∈ PEOF : πx
uv · (xuv + xuw − xvw − xwv) = π0} (A.2)

Assim, temos π0 = πz
uv e a inequação de H é multiplo da inequação F . Logo, F é

faceta.

Lema A.0.10. zuv + zvw ≤ zuw + 1 induz faceta, para todo {u, v, w} ⊆ V .

Demonstração. Vamos demonstrar que a desigualdade zuv + zvw ≤ zuw + 1 induz faceta,

para todo {u, v, w} ⊆ V .

Definimos F = {s ∈ PEOF : zuv + zvw − zuw = 1}.

Suponha que

F = {s ∈ PEOF : zuv + zvw − zuw = 1} ⊆ H = {s ∈ PEOF : π⊤s = π0}.

Primeiro, vamos demonstrar que, para todo ab ∈ Ē, temos πx
ab = 0.

a) Vamos demostrar para |{a, b} ∩ {u, v, w}| = 0.

Seja a ordem ρ = 〈a, b, u, v, w〉 definindo z1 e z2. Definimos x1
pq = x2

pq = z1pq para

todo pq ∈ Ē \ {ab} e x1
ab = 1, x2

ab = 0. Assim, temos π⊤(s1 − s2) = πx
ab = 0.

b) Vamos demostrar para |{a, b} ∩ {u, v, w}| = 1.

Suponha que a = u. Seja a ordem ρ = 〈u, b, v, w〉 definindo z1 e z2. Definimos

x1
pq = x2

pq = z1pq para todo pq ∈ Ē \ {ub} e x1
ub = 1, x2

ub = 0. Assim, temos

π⊤(s1 − s2) = πx
ab = 0.

Suponha que a = v. Seja a ordem ρ = 〈v, b, w, u〉 definindo z1 e z2. Definimos

x1
pq = x2

pq = z1pq para todo pq ∈ Ē \ {vb} e x1
vb = 1, x2

vb = 0. Assim, temos

π⊤(s1 − s2) = πx
ab = 0.

Suponha que a = w. Seja a ordem ρ = 〈w, b, u, v〉 definindo z1 e z2. Definimos

x1
pq = x2

pq = z1pq para todo pq ∈ Ē \ {wb} e x1
wb = 1, x2

wb = 0. Assim, temos

π⊤(s1 − s2) = πx
ab = 0.
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Suponha que b ∈ {u, v, w}. Seja a ordem ρ = 〈a, u, v, w〉 definindo z1 e z2. Definimos

x1
pq = x2

pq = z1pq para todo pq ∈ Ē \ {ab} e x1
ab = 1, x2

ab = 0. Assim, temos

π⊤(s1 − s2) = πx
ab = 0.

c) Vamos demonstrar para |{a, b} ∩ {u, v, w}| = 1.

Suponha a = u. Seja a ordem ρ = 〈u, v, w〉 definindo z1 e z2. Definimos x1
pq = x2

pq =

z1pq para todo pq ∈ Ē \ {ab} e x1
ab = 1, x2

ab = 0. Assim, temos π⊤(s1− s2) = πx
ab = 0.

Suponha a = v. Seja a ordem ρ = 〈v, w, u〉 definindo z1 e z2. Definimos x1
pq = x2

pq =

z1pq para todo pq ∈ Ē \ {ab} e x1
ab = 1, x2

ab = 0. Assim, temos π⊤(s1− s2) = πx
ab = 0.

Suponha a = w. Seja a ordem ρ = 〈w, u, v〉 definindo z1 e z2. Definimos x1
pq = x2

pq =

z1pq para todo pq ∈ Ē \ {ab} e x1
ab = 1, x2

ab = 0. Assim, temos π⊤(s1− s2) = πx
ab = 0.

Agora, vamos demonstrar que, para todo {a, b} ⊆ V com ab /∈ {uv, vw, uw}, temos

que πz
ab = 0.

a) Vamos demostrar para |{a, b} ∩ {u, v, w}| = 0.

Sejam as ordens ρ1 = 〈a, b, u, v, w〉, ρ2 = 〈b, a, u, v, w〉, definindo z1 e z2, respectiva-

mente. Definimos x1
pq = x2

pq = z1pq para todo pq ∈ Ē \{ab, ba}. Se ab ∈ Ē, definimos

x1
ab = x2

ba = 0 e x1
ba = x2

ab = 0. Assim, temos π⊤(s1 − s2) = πz
ab = 0.

b) Vamos demostrar para |{a, b} ∩ {u, v, w}| = 1.

Suponha que a = u. Sejam as ordens ρ1 = 〈u, b, v, w〉, ρ2 = 〈b, u, v, w〉, definindo z1

e z2, respectivamente. Definimos x1
pq = x2

pq = z1pq para todo pq ∈ Ē \ {ab, ba}. Se

ab ∈ Ē, definimos x1
ab = x2

ba = 0 e x1
ba = x2

ab = 0. Assim, temos π⊤(s1 − s2) = πz
ab =

0.

Suponha que a = v. Sejam as ordens ρ1 = 〈v, b, w, u〉, ρ2 = 〈v, b, w, u〉, definindo z1

e z2, respectivamente. Definimos x1
pq = x2

pq = z1pq para todo pq ∈ Ē \ {ab, ba}. Se

ab ∈ Ē, definimos x1
ab = x2

ba = 0 e x1
ba = x2

ab = 0. Assim, temos π⊤(s1 − s2) = πz
ab =

0.

Suponha que a = w. Sejam as ordens ρ1 = 〈w, b, u, v〉, ρ2 = 〈b, w, u, v〉, definindo z1

z2, respectivamente. Definimos x1
pq = x2

pq = z1pq para todo pq ∈ Ē \{ab, ba}. Se ab ∈

Ē, definimos x1
ab = x2

ba = 0 e x1
ba = x2

ab = 0. Assim, temos π⊤(s1 − s2) = πz
ab = 0.

Exibiremos algumas relações entre as componentes não nulas de π.

a) Vamos demonstrar que πz
uv = −π

z
uw.

Sejam as ordens ρ1 = 〈u, v, w〉, ρ2 = 〈v, w, u〉, definindo z1 z2, respectivamente.

Definimos x1
pq = x2

pq = z1pq para todo pq ∈ Ē. Observe que as únicas variáveis

distintas são (z1uv, z
1
uw) = (1, 1) e (z2uv, z

2
uw) = (0, 0).

Assim, temos π⊤(s1 − s2) = πz
uv + πz

uw = 0. Logo, πz
uv = −π

z
uw.
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b) Vamos demonstrar que πz
uw = −πz

vw.

Sejam as ordens ρ1 = 〈u, v, w〉, ρ2 = 〈w, u, v〉, definindo z1 z2, respectivamente.

Definimos x1
pq = x2

pq = z1pq para todo pq ∈ Ē. Observe que as únicas variáveis

distintas são (z1uw, z
1
vw) = (1, 1) e (z2uw, z

2
vw) = (0, 0).

Assim, temos π⊤(s1 − s2) = πz
uw + πz

vw = 0. Logo, πz
uw = −πz

vw.

c) Observe que πz
uv = −π

z
uw = πz

vw. Assim, πz
uv = πz

vw.

Finalmente, temos

H = {s ∈ PEOF : πz
uv · (zuv + zvw − zuw) = π0} (A.3)

Assim, temos π0 = πz
uv. Além disso, temo que inequação indutora de H é multiplo

não nulo da inequação indutora de F . Logo, F é faceta.

Lema A.0.11. zuv + xuw − 1 ≤ xvw + xwv induz faceta, para todo uv ∈ E e uw, vw ∈ Ē.

Demonstração. zuv + xuw − 1 ≤ xvw + xwv induz faceta, para todo uv ∈ E e uw, vw ∈ Ē.

Definimos F = {s ∈ PEOF : zuv + xuw − xvw − xwv = 1}.

Suponha que

F = {s ∈ PEOF : zuv + xuw − xvw − xwv = 1} ⊆ H = {s ∈ PEOF : π⊤s = π0}.

Primeiro, vamos demonstrar que, para todo ab ∈ Ē \ {uw, vw,wv}, temos πx
ab = 0.

a) Vamos demostrar para |{a, b} ∩ {u, v, w}| = 0.

Seja a ordem ρ = 〈a, b, u, v, w〉 definindo z1 e z2. Definimos x1
pq = x2

pq = z1pq para

todo pq ∈ Ē \ {ab} e x1
ab = 1, x2

ab = 0. Assim, temos π⊤(s1 − s2) = πx
ab = 0.

b) Vamos demostrar para |{a, b} ∩ {u, v, w}| = 1.

Suponha que a ∈ {u, v, w}. Seja a ordem ρ = 〈u, v, w, b〉 definindo z1 e z2. Definimos

x1
pq = x2

pq = z1pq para todo pq ∈ Ē\{uw, vw, ab}, x1
uw = 0, x1

vw = 0, x2
uw = 0, x2

vw = 0

, x1
ab = 1 e x2

ab = 0. Assim, temos π⊤(s1 − s2) = πx
ab = 0.

Suponha que b ∈ {u, v, w}. Seja a ordem ρ = 〈a, u, v, w〉 definindo z1 e z2. Definimos

x1
pq = x2

pq = z1pq para todo pq ∈ Ē \ {ab}, x1
ab = 1 e x2

ab = 0. Assim, temos

π⊤(s1 − s2) = πx
ab = 0.

c) Vamos demonstrar para |{a, b} ∩ {u, v, w}| = 2.

Suponha que ab = wu. Seja a ordem ρ = 〈w, u, v〉 definindo z1 e z2. Definimos

x1
pq = x2

pq = z1pq para todo pq ∈ Ē \ {ab, wv}, x1
wv = 0,x2

wv = 0, x1
ab = 1 e x2

ab = 0.

Obtemos dois vetores viáveis distintos apenas por xab ∈ {0, 1}. Logo, π
x
ab = 0.
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Agora, vamos demonstrar que, para todo {a, b} ⊆ V com ab /∈ {uv}, temos que

πz
ab = 0.

a) Vamos demostrar para |{a, b} ∩ {u, v, w}| = 0.

Sejam as ordens ρ1 = 〈a, b, u, v, w〉, ρ2 = 〈b, a, u, v, w〉, definindo z1 e z2, respectiva-

mente. Definimos x1
pq = x2

pq = z1pq para todo pq ∈ Ē \{ab, ba}. Se ab ∈ Ē, definimos

x1
ab = x2

ba = 0 e x1
ba = x2

ab = 0. Assim, temos π⊤(s1 − s2) = πz
ab = 0.

b) Vamos demostrar para |{a, b} ∩ {u, v, w}| = 1.

Suponha que a = u. Sejam as ordens ρ1 = 〈u, v, w, b〉, ρ2 = 〈u, v, b, w〉, definindo z1

e z2, respectivamente. Definimos x1
pq = x2

pq = z1pq para todo pq ∈ Ē \ {ab, ba}. Se

ab ∈ Ē, definimos x1
ab = x2

ba = 0 e x1
ba = x2

ab = 0. Assim, temos π⊤(s1 − s2) = πz
ab =

0.

Suponha que a ∈ {v, w}. Sejam as ordens ρ1 = 〈u, {u, v}, b〉, ρ2 = 〈u, v, b, w〉,

definindo z1 e z2, respectivamente. Definimos x1
pq = x2

pq = z1pq para todo pq ∈ Ē.

Caso ab ∈ E, obtemos dois vetores viáveis distintos apenas por zwb ∈ {0, 1}. Caso

ab ∈ Ē, obtemos dois vetores viáveis distintos por zab ∈ {0, 1} e xwb ∈ {0, 1}. Assim,

π⊤(s1 − s2) = πz
ab + πx

ab − πx
ba = 0.

Como já demonstramos que, para todo ab ∈ Ē \ {uw, vw,wv}, temos πx
ab = 0.

Podemos simplificar π⊤(s1 − s2) = 0 obtendo πz
wb = 0. Portanto, se wb ∈ Ē temos

πz
wb = 0.

c) Vamos demostrar para |{a, b} ∩ {u, v, w}| = 2.

Suponha que ab = uw. Sejam as ordens ρ1 = 〈w, u, v〉, ρ2 = 〈u, w, v〉, definindo z
1 z2,

respectivamente. Definimos x1
pq = x2

pq = z1pq para todo pq ∈ Ē \ {wu,wv, uw, vw},

x1
wu = x2

wu = 0,x1
uw = x2

uw = 0, x1
wv = x2

wv = 0, x1
vw = x2

vw = 0. Obtemos dois

vetores viáveis distintos apenas por zab ∈ {0, 1}. Logo, π
z
ab = 0.

Exibiremos algumas relações entre os componentes não nulos de π.

a) Vamos demonstrar que πz
uv = −π

x
uw.

Sejam as ordens ρ1 = 〈u, v, w〉, ρ2 = 〈v, u, w〉, definindo z1 e z2, respectivamente.

Definimos x1
pq = x2

pq = z1pq para todo pq ∈ Ē \ {vw,wv, uw,wu}, x1
uw = x1

uw = 1,

x1
vw = x1

wv = 1, x2
uw = 1, x2

wu = 0 e x2
vw = x2

wv = 0. Observe que as únicas variáveis

distintas são (z1uv, x
1
vw) = (1, 0) e (z2uv, x

2
vw) = (0, 1).

Assim, temos π⊤(s1 − s2) = πz
uv − πx

vw = 0. Logo, πz
uv = πx

vw.

b) Vamos demonstrar que πz
uv = −π

x
uw.
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Seja a ordem ρ = 〈u, v, w〉 definindo z1 e z2. Definimos x1
pq = x2

pq = z1pq para todo

pq ∈ Ē \ {uw, vw}, x1
uw = 0, x1

vw = 0, x2
uw = 1, x2

vw = 1. Observe que as únicas

variáveis distintas são (x1
uv, x

1
vw) = (0, 0) e (x2

uv, x
2
vw) = (1, 1).

Assim, temos π⊤(s1 − s2) = −πx
uw − πx

vw = 0. Logo, πx
uw = −πx

vw.

c) Vamos demonstrar que πx
vw = πx

wv.

Sejam as ordens ρ1 = 〈u, v, w〉, ρ2 = 〈u, w, v〉, definindo z1 e z2, respectivamente.

Definimos x1
pq = x2

pq = z1pq para todo pq ∈ Ē. Observe que as únicas variáveis

distintas são (z1vw, x
1
vw, x

1
wv) = (1, 1, 0) e (z2vw, x

2
vw, x

2
wv) = (0, 0, 1).

Assim, temos π⊤(s1 − s2) = πz
vw + πx

vw − πx
vw = 0. Como já demonstramos que

πz
vw = 0, podemos simplificar a equação obtendo πx

vw − πx
vw.

Finalmente, temos

H = {s ∈ PEOF : πz
uv · (zuv + xuw − xvw − xwv) = π0} (A.4)

Assim, temos π0 = πz
uv e a inequação indutora de H é multiplo da inequação indutora

de F . Logo, F é faceta.

Lema A.0.12. zuw + xwu ≥ xvw induz faceta, para todo uv ∈ E e uw, vw ∈ Ē.

Demonstração. zuw + xwu ≥ xvw induz faceta, para todo uv ∈ E e uw, vw ∈ Ē.

Definimos F = {s ∈ PEOF : zuw + xwu − xvw = 0}.

Suponha que

F = {s ∈ PEOF : zuw + xwu − xvw = 0} ⊆ H = {s ∈ PEOF : π⊤s = π0}.

Primeiro, vamos demonstrar que, para todo ab ∈ Ē \ {wu, vw}, temos πx
ab = 0.

a) Vamos demostrar para a = u, b 6= v.

Seja a ordem ρ = 〈u, v, w〉 definindo z1 e z2. Definimos x1
pq = x2

pq = z1pq para todo

pq ∈ Ē \ {ab} e x1
ab = 1, x2

ab = 0. Assim, temos π⊤(s1 − s2) = πx
ab = 0.

b) Vamos demonstrar para a = w, b 6= u.

Seja a ordem ρ = 〈w, u, v〉 definindo z1 e z2. Definimos x1
pq = x2

pq = z1pq para

todo pq ∈ Ē \ {ab, wu}, x1
wu = x2

wu = 0 e x1
ab = 1, x2

ab = 0. Assim, temos

π⊤(s1 − s2) = πx
ab = 0.

c) Vamos demostrar para a = v, b /∈ {u, w, v}.

Seja a ordem ρ = 〈v, w, u〉 definindo z1 e z2. Definimos x1
pq = x2

pq = z1pq para todo

pq ∈ Ē \ {ab} e x1
ab = 1, x2

ab = 0. Assim, temos π⊤(s1 − s2) = πx
ab = 0.
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d) Vamos demostrar para a /∈ {u, v, w}.

Seja a ordem ρ = 〈a, v, w, u〉 definindo z1 e z2. Definimos x1
pq = x2

pq = z1pq para todo

pq ∈ Ē \ {ab} e x1
ab = 1, x2

ab = 0. Assim, temos π⊤(s1 − s2) = πx
ab = 0.

Agora, vamos demonstrar que, para todo {a, b} ⊆ V com ab /∈ {uv}, temos que

πz
ab = 0.

a) Vamos demostrar para |{a, b} ∩ {u, v, w}| = 0.

Sejam as ordens ρ1 = 〈a, b, v, w, u〉, ρ2 = 〈a, b, v, w, u〉, definindo z1 e z2, respectiva-

mente. Definimos x1
pq = x2

pq = z1pq para todo pq ∈ Ē \{ab, ba}. Se ab ∈ Ē, definimos

x1
ab = x2

ba = 0 e x1
ba = x2

ab = 0. Assim, temos π⊤(s1 − s2) = πx
ab = 0.

b) Vamos demostrar para |{a, b}∩{u, v, w}| = 1. Suponha a ∈ {u, v, w} e b /∈ {u, v, w}.

Sejam as ordens ρ1 e ρ2 tais que v ≺ w ≺ u idênticas exceto pela permutação das

posições de a e b. Em ρ1, temos b sendo imediatamente posterior a a. Em ρ2, temos

b sendo imediatamente anterior a a.

Seja as ordens ρ1 e ρ2 definindo z1 e z2, respectivamente. Definimos x1
pq = x2

pq = z1pq

para todo pq ∈ Ē. Assim, π⊤(s1−s2) = πz
ab+πx

ab−πx
ba = 0. Como já demonstramos

que, para todo ab ∈ Ē \ {wu, vw}, temos πx
ab = 0. Podemos simplificar π⊤(s1 − s2)

obtendo πz
ab = 0.

c) Vamos demostrar para |{a, b} ∩ {u, v, w}| = 2.

Sejam as ordens ρ1 = 〈v, w, u〉, ρ2 = 〈w, v, u〉, definindo z1 e z2, respectivamente.

Definimos x1
pq = x2

pq = z1pq para todo pq ∈ Ē \ {ab, ba, wu}. Se ab ∈ Ē, definimos

x1
ab = x2

ba = 0, x1
ba = x2

ab = 0 e x1
wu = x2

wu = 0. Assim, temos π⊤(s1 − s2) = πz
ab = 0.

Provaremos que πx
vw = −πx

wu.

Sejam as ordens ρ1 = 〈v, w, u〉, ρ2 = 〈w, v, u〉, definindo z1 z2, respectivamente. De-

finimos x1
pq = x2

pq = z1pq para todo pq ∈ Ē \ {wu,wv}. Definimos x1
wu = 1, x2

wu = 0,

x1
wv = 0, x2

wv = 0 e x1
wu = 1 x2

wu = 0. Observe que as únicas variáveis distintas são

(z1wv, x
1
wv, x

1
wu) = (0, 1, 1) e (z2wv, x

2
wv, x

2
wu) = (1, 0, 0).

Assim, temos π⊤(s1−s2) = πz
vw+πx

vw+πx
wv = 0. Como já demonstramos que πz

vw = 0,

podemos simplificar a equação obtendo πx
vw = −πx

wu.

Provaremos que πx
uw = −πx

vw.

Sejam as ordens ρ1 = 〈v, u, w〉, ρ2 = 〈v, w, u〉, definindo z1 e z2, respectivamente.

Definimos x1
pq = x2

pq = z1pq para todo pq ∈ Ē \ {vw,wu, uw}. Definimos x1
vw = 1, x2

vw = 0,

x2
uw = x2

wu = 0 e x1
wu = 1 x2

wu = 0. Observe que as únicas variáveis distintas são

(z1wu, x
1
vw) = (0, 1) e (z2wu, x

2
vw) = (1, 0).

Assim, temos π⊤(s1 − s2) = πz
uw − πx

vw = 0. Como já demonstramos que πz
vw = 0,

podemos simplificar a equação obtendo πz
uw = πx

vw.
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Assim, temos π0 = πz
uv e que a inequação indutora de H é multiplo da inequação F .

Logo, F é faceta.

Lema A.0.13. zuv + xvw ≤ zvw induz faceta para todo uv, uw ∈ E e vw ∈ Ē.

Demonstração. Vamos demonstrar que a desigualdade zuv + xvw ≤ zvw induz faceta para

todo uv, uw ∈ E e vw ∈ Ē.

Definimos F = {s ∈ PEOF : zuv + xvw = zvw}.

Suponha que

F = {s ∈ PEOF : xuv = 0} ⊆ H = {s ∈ PEOF : π⊤s = π0}.

Primeiro, vamos demonstrar que, para todo ab ∈ Ē \ {vw}, temos πx
ab = 0. Iremos

dividir em casos.

a) Vamos demonstrar para a = u e b ∈ V (G) \ {u, v, w}.

Seja a ordem ρ =< u,w, v, b > definindo z1 e z2. Definimos x1
pq = x2

pq = z1pq para

todo pq ∈ Ē \ {ub}, x1
ub = 1 e x2

ub = 0. Assim, temos π⊤(s1 − s2) = πx
ub = 0.

b) Vamos demonstrar para a = w e b = v.

Seja a ordem ρ =< w, u, v > definindo z1 e z2. Definimos x1
pq = x2

pq para todo

pq ∈ Ē \ {wv}, x1
wv = 1 e x2

wv = 0. Assim, temos π⊤(s1 − s2) = πx
wv = 0.

c) Vamos demonstrar para a = w e b ∈ V (G) \ {u, v, w}.

Seja a ordem ρ =< w, u, v, b > definindo z1 e z2. Definimos x1
pq = x2

pq para todo

pq ∈ Ē \ {wb}, x1
wb = 1 e x2

wb = 0. Assim, temos π⊤(s1 − s2) = πx
wb = 0.

d) Vamos demonstrar para a ∈ V (G) \ {u, v, w} e b ∈ {u, v, w}.

Seja a ordem ρ =< a, u, w, v > definindo z1 e z2. Definimos x1
pq = x2

pq para todo

pq ∈ Ē \ {ab}, x1
ab = 1 e x2

ab = 0. Assim, temos π⊤(s1 − s2) = πx
ab = 0.

e) Vamos demonstrar para a ∈ V (G) \ {u, v, w} e b ∈ V (G) \ {u, v, w, a}.

Seja a ordem ρ =< a, b, u, w, v > definindo z1 e z2. Definimos x1
pq = x2

pq para todo

pq ∈ Ē \ {ab}, x1
ab = 1 e x2

ab = 0. Assim, temos π⊤(s1 − s2) = πx
ab = 0.

Agora, vamos demonstrar que, para todo a, b ⊆ V (G) com {a, b} 6= {v, u} e {a, b} 6=

{v, w}, temos πz
ab = 0.

a) Vamos demonstrar para a = u e b ∈ V (G) \ {u, v, w}.

Sejam as ordens ρ1 =< u, b, v, w >, ρ2 =< b, u, v, w > definindo z1 e z2, respec-

tivamente. Definimos x1
pq = z1pq e x2

pq = z2pq para todo pq ∈ Ē. Assim, temos

π⊤(s1 − s2) = πz
ub = 0.
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b) Vamos demonstrar para a = v e b ∈ V \ {u, v, w}.

Sejam as ordens ρ1 =< w, u, v, b >, ρ2 =< w, u, b, v > definindo z1 e z2, respec-

tivamente. Definimos x1
pq = z1pq e x2

pq = z2pq para todo pq ∈ Ē. Assim, temos

π⊤(s1 − s2) = πz
ub = 0.

c) Vamos demonstrar para a = w e b ∈ V (G) \ {u, v, w}.

Sejam as ordens ρ1 =< u, v, w, b >, ρ2 =< u, v, b, w > definindo z1 e z2, respec-

tivamente. Definimos x1
pq = z1pq e x2

pq = z2pq para todo pq ∈ Ē. Assim, temos

π⊤(s1 − s2) = πz
wb = 0.

d) Vamos demonstrar para a ∈ V (G) \ {u, v, w} e b ∈ V (G) \ {a, u, v, w}.

Sejam as ordens ρ1 =< a, b, u, v, w >, ρ2 =< b, a, u, v, w > definindo z1 e z2,

respectivamente. Definimos x1
pq = z1pq e x2

pq = z2pq para todo pq ∈ Ē. Assim, temos

π⊤(s1 − s2) = πz
ab = 0.

e) Vamos demonstrar para a = u e b = w.

Tomemos as ordens ρ1 =< v, u, w >, ρ2 =< u,w, v > definindo z1 e z2, respectiva-

mente, e definindo x2
pq = z2pq para todo pq ∈ Ē, x1

pq = z1pq para todo pq ∈ Ē \ {vw}

e x1
vw = 0. Observe que π⊤(s1 − s2) = πz

vu + πz
vw − πx

wv = 0. Como πx
wv = 0, temos

πz
vu = −πz

vw.

Seja um vetor viável s3 = (ω2, x3, z3) de forma que a ordem ρ3 =< w, u, v >

defina z3. Definimos x3
pq = z3pq para todo pq ∈ Ē \ {wv} e x3

wv = 0. Observe que

π⊤(s1 − s3) = πz
vu + πz

uw + πz
vw = 0. Como πz

vu = −πz
vw, temos que πz

uw = 0.

Resta mostrar as relações entre os coeficientes πz
vu, π

x
vw e πz

vw. No item anterior, vimos

que πz
vu = −πz

vw. Iremos provar que πz
vw = −πx

vw e, portanto, a faceta H é um múltiplo

de F . Logo, F é faceta.

Sejam as ordens ρ1 =< u, v, w >, ρ2 =< u,w, v > definindo z1 e z2, respectivamente.

Definimos x1
pq = z1pq e x2

pq = z2pq para todo pq ∈ Ē. Assim, temos π⊤(s1 − s2) = πz
vw +

πx
vw − πx

wv = 0. Como πx
wv = 0, conclúımos que πz

vw = −πx
vw.


