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Resumo

Apresentamos um problema com aplicacdo em alocacado de recursos em redes de comu-
nicagoes méveis, que denominamos de Problema da Atribuicao Conexa em Vetores (ACV).
Este problema tem como entrada um conjunto de simbolos I = {1,2,..., M}, um vetor v
indexado por J = {1,2,..., N}, e um valor de ganho p;; ao alocar i € I a posigao j de v.
Desejamos encontrar uma atribuicao dos simbolos ao vetor que tenha o maior ganho possivel,
sob a restricao de que simbolos repetidos sejam adjacentes no vetor. Demonstramos que ACV
é um problema NP-Dificil a partir de uma redugéao do Problema de Recoloragao Convexa
de Caminhos (RCC). Apresentamos um algoritmo aproximativo para um caso particular
deste problema (k-ACV). Propomos trés formulagoes de Programagao Inteira e comparamos
teoricamente suas relaxacoes lineares. Estudamos o poliedro & associado a formulacao mais
forte. Determinamos todas as desigualdades indutoras de facetas com lado direito igual a
1 e mostramos que elas, junto com as restricdes de nao-negatividade, descrevem & quando
M = 2 ou N = 2. Generalizamos essa classe de desigualdades validas, mantendo a pro-
priedade de que induzem facetas. Ao final, propomos 5 heuristicas para o problema e as

comparamos através de resultados de experimentos computacionais.

Palavras-chaves: Rede de Comunicagoes Moveis. Complexidade Computacio-

nal. Programacao Inteira. Combinatoéria Poliédrica. Heuristica.



Abstract

We present a problem with application in resource allocation in mobile networks, that we
name Connected Assignment in Arrays (CAA). This problem has as input a set of symbols
I={1,2,..., M}, an array v indexed by J = {1,2,..., N}, and a gain value p;; of allocating
1 € I to position j of v. We want to find an assignment of symbols to positions so as to
maximize the gain, under the constraint that repeated symbols are adjacent in the array.
We demonstrate that CAA is an NP-Hard problem by a reduction from the Convex Path
Recoloring Problem (CPR). We present an approximate algorithm for a particular case of
this problem (k-CAA). We propose three ILP formulations and theoretically compare their
linear relaxation. We study the polyhedron & associated with the tightest formulation.
We determine all facet-defining inequalities with right-hand side equal to 1 and show that
they suffice, together with the non-negativeness constraints, to describe & when M = 2 or
N = 2. We generalize this class of valid inequalities while keeping the property of being facet
inducing. Finally, we propose 5 heuristics for the problem and compare them by results of

computational experiments.

Key-words: Mobile communications network. Computational complexity. In-

teger Programming. Polyhedral Combinatorics. Heuristic.
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Capitulo 1

Introducao

Neste capitulo, introduzimos o Problema da Atribuigdo Conexa, ACV, de uma maneira
pouco formal. Apresentamos as motivagoes do problema, definimos propriedades bésicas e
mostramos os elementos que compéem uma instancia de ACV. Além disso, apresentamos
alguns trabalhos relacionados ao problema e definimos a organizacao do trabalho na tdltima
secao deste capitulo.

Alguns resultados apresentados neste trabalho foram publicados nos anais do Congresso
Nacional de Matemédtica Aplicada & Industria (CNMAI 2015) [1]. O artigo apresentado no
CNMAI tratou de demonstrar que ACV é NP-Dificil, resultado no Capitulo 3, e apresentar
resultados de testes computacionais com trés heuristicas propostas, identificadas no Capitulo
6 como Hi, Hs e Hy, duas delas baseadas na formulacao proposta em [2]. Nesta dissertacao,
expandimos tais resultados propondo duas outras formulacoes, duas novas heuristicas ampli-

ando os experimentos numeéricos e realizando um estudo do poliedro associado ao problema.

1.1 Motivagao

Nas tultimas décadas, os sistemas de comunicagoes celulares tém se tornado bastante
populares, a ponto de serem atualmente de fundamental importancia em uma sociedade mo-
derna. Esta crescente popularizacao tem tornado este mercado a cada dia mais competitivo
e, devido a esta tendéncia, varios servigos e novas tecnologias tém sido desenvolvidas. Para
enfrentar o constante aumento de trafego, muitas mudancas no nicleo da rede foram reali-
zadas e novas técnicas foram desenvolvidas. Algumas destas mudancas tratam-se do uso de
multiplas antenas nos nds da rede e da utilizagao de algoritmos de alocagdao de recursos de
radio. Estes algoritmos devem gerenciar da forma mais eficiente possivel tais recursos que,

de modo geral, sdo escassos e podem ser, por exemplo, intervalos de tempo para transmissao
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(time slots) ou faixas de frequéncia.

O Problema da Atribuicao Conexa em Vetores, ACV, que definimos no presente trabalho,
consiste de um problema de otimizacdo combinatéria com aplicacao dentro do contexto de
alocacao de recursos de rddio. Uma das técnicas utilizadas nesse contexto considera blocos de
frequéncia, ou faixas de frequéncia, de mesmo tamanho que sao disponibilizados aos clientes.
Por particularidades relacionadas ao projeto do sistema, se varios blocos sao alocados a um
mesmo cliente, entao eles devem ser adjacentes. O intuito principal é alocar os blocos de

frequéncia respeitando tal restricao de alocacao de modo a maximizar a taxa de transmissao

total.
Resumidamente, ACV tem como entrada um conjunto de simbolos I = {1,2,..., M}
que representa os clientes, um vetor v indexado por J = {1,2,..., N} que indica os blocos

de frequéncia, e uma fungao ganho p tal que p(i,j) (ou simplesmente p;;) define o ganho
ao alocar ¢ € I a posicao j de v. Desejamos encontrar uma atribuicdo conexa que tenha
o maior ganho possivel. Informalmente, uma atribuigdo é conexa se um simbolo repetido
define um tnico bloco (subintervalo) do vetor, composto exclusivamente por este simbolo.
Iremos nos referir a esta restricdo, como restricao de adjacéncia ou restricao de conexidade.
No Capitulo 3, definimos formalmente o problema ACV e mostramos que é um problema
NP-Dificil.

A Figura 1.1 mostra uma entrada do Problema ACV. A matriz mostrada representa a
fungao ganho p da instancia. Cada linha ¢ define os ganhos do simbolo ¢ nas posicoes de
v, e cada entrada (i,7) especifica o ganho de i na posigao j de v. Dessa maneira, podemos
concluir que I = {1,2,3,4} e J = {1,2,3,4,5,6}, isto é, consideramos a alocagao de 4
simbolos em um vetor de 6 posicoes.

Observe as atribuigdes da Figura 1.2. A atribui¢do A; aloca o simbolo 1 nas 4 primeiras
posicdes, o simbolo 3 na quinta e o simbolo 4 na sexta. O ganho desta atribuicao é a soma
dos ganhos dos simbolos nas respectivas posi¢coes em que foram alocados. Portanto, A; tem
ganho correspondente a soma 1+ 2+ 1+ 2+ 2+ 4, isto é, tal atribuicdo tem ganho igual a
12. Além disso, notamos que esta respeita a restricao de adjacéncia imposta pelo problema
e, sendo assim, representa uma solucao vidvel para a instancia considerada. A atribuicao
Ay é uma solugao invidvel, pois viola a restricdo de adjacéncia, e tem ganho de valor 15; as

atribuigoes Az e A4 tem valor 13 e sao solugoes timas para a instancia considerada.
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Figura 1.1: Matriz de ganho que representa uma instancia do Problema ACV.

Ar—[1]1]1]1]3]4]A—[3]3]2]1][3]4]

As— |3 [3]2]4]4[4]Ay— |3]1]2]4]4]4]

Figura 1.2: Exemplos de atribuicao para a instancia da Figura 1.1.

1.2 Trabalhos Relacionados

O problema matematico que denominamos ACV estd sendo definido neste trabalho. No
entanto, em [2], ACV é estudado diretamente dentro do contexto da aplicacao, isto é, no
campo da engenharia de telecomunicagoes. Naquele trabalho é desenvolvido um simulador
que modela um ambiente celular moderno e pode ser utilizado para gerar instancias “reais” do
problema. Além disso, sdo apresentadas variacoes de ACV e heuristicas para resolvé-las,
sendo também descritos modelos de programacao inteira.

Em [3] é estudado o problema da Recoloragao Convexa de Caminhos (RCC). Neste pro-
blema, é dado um caminho (grafo) com uma coloragao arbitraria nos vértices. O objetivo
é recolorir um nimero minimo de vértices de modo a obter uma coloragao convexa. Uma
coloracao é convexa se, para cada cor, o subgrafo induzido pelos vértices desta cor é co-
nexo. O referido trabalho apresenta um algoritmo aproximativo, faz um estudo poliédrico
do problema RCC e apresenta resultados de simulacoes computacionais.

Observe a semelhanca entre o problema ACV e o problema RCC. Relacionando as
posicoes do vetor aos vértices do caminho, vemos que sao equivalentes as restrigoes de cone-

xidade na atribuicao e de convexidade da coloracao.



1.3 ORGANIZAGAO DO TRABALHO 4

1.3 Organizagao do Trabalho

Antes de apresentarmos propriamente nosso estudo do problema, resumimos no Capitulo
2 os principais conceitos tedricos de Teoria dos Grafos, Problemas de Otimizacao e Poliedros
que serao utilizados neste trabalho.

No Capitulo 3, buscamos apresentar de maneira mais formal as defini¢oes e convengoes
utilizadas. Mostramos que o Problema ACV é NP-Dificil, mesmo que a matriz de ganho seja
uma matriz bindria, com no méximo duas entradas nao nulas por linha e uma tdnica entrada
nao nula por coluna. Ao final desse capitulo, apresentamos um algoritmo aproximativo
para o caso onde a matriz de ganho tem no maximo k entradas nao nulas por linha, que
denominamos k-ACV.

No Capitulo 4, propomos trés formulagoes de programacao inteira para o problema ACV:
Formulacao Z; Formulagao X; e Formulacdo XY. Ao final deste capitulo, mostramos que a
Formulacao X pode ser obtida a partir da aplicacado da Decomposicao de Dantzig-Wolfe &
Formulacgao Z e que um fortalecimento da Formulacao XY a torna equivalente a Formulagao
X.

No Capitulo 5, definimos o poliedro & associado & Formulacao X e estudamos suas
propriedades. Iniciamos por demonstrar que & tem dimensao plena; posteriormente intro-
duzimos uma classe de desigualdades validas com lado direito igual a 1 e mostramos que esta
define todas as facetas com coeficientes bindrios. Generalizamos esta desigualdade obtendo
uma classe de desigualdades mais ampla indutora de facetas. Ao final, caracterizamos a
envoltéria convexa para os casos onde M =2 ou N = 2.

No Capitulo 6, propomos 5 heuristicas para o Problema ACV e apresentamos uma
heuristica encontrada na literatura, Hg, que serd utilizada como referéncia de comparacao
nos testes computacionais. Algumas dessas heuristicas sdo baseadas nas formulacoes apre-
sentadas no Capitulo 4.

No Capitulo 7, mostramos os resultados de experimentos computacionais que foram rea-
lizados com as heuristicas propostas e os analisamos fazendo comparacao com os resultados
obtidos para a heuristica encontrada na literatura, H.

O Capitulo 8 trata das consideragoes finais deste trabalho e projeta as possibilidades de

estudos futuros relacionados ao problema ACV.



Capitulo 2

Conceltos Preliminares

Neste capitulo, introduzimos os principais conceitos abordados neste trabalho. Busca-
mos mostrar propriedades, teoremas e resultados gerais relacionados a Teoria dos Grafos,
Problemas de Otimizagao e Poliedros. As demonstracoes de teoremas e propriedades po-
dem ser consultadas em: [4] e [5], para Teoria dos Grafos; [6], [7] e [8], para Problemas de

Otimizagao; [9] e [6], para Poliedros.

2.1 Teoria dos Grafos

Um Grafo G é uma dupla que consiste de um conjunto de vértices V(G) e um con-
junto de arestas E(G), onde cada aresta é definida por dois vértices (ndo necessariamente
distintos), chamados de extremos. Um lago é uma aresta cujos extremos sao iguais. Ares-
tas multiplas sao arestas que tém os mesmos extremos. Dizemos que um grafo é simples
se nao tem lacos nem aresta multipla. Na Figura 2.1, temos um grafo G simples, onde

V(G) ={a,b,c,d} e E(G) = {ab,ad, bc, bd}.

0
N

Figura 2.1: Exemplo de Grafo Simples.

Dois vértices, u e v, sdo vizinhos (ou adjacentes) se sao extremos de uma mesma
aresta. Denotamos por N(u) a vizinhanga do vértice u, isto é, N(u) = {v € V(G) :

v é adjacente a u}. Dizemos que um grafo é completo se quaisquer dois vértices sao adja-
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centes.

O complementar G de um grafo simples G é um grafo simples com vértices V(G) e
arestas E(G) tais que uv € E(G) se, e somente se, uv ¢ E(G), para u,v € V(G),u # v.
Uma clique de um grafo é um conjunto de vértices dois-a-dois adjacentes. A cardinalidade
de uma clique maxima em um grafo G é chamada de niimero de clique e denotada por
w(G). Um conjunto independente (ou conjunto estavel) em um grafo é um conjunto de
vértices dois-a-dois nao adjacentes. A cardinalidade de um conjunto independente maximo
em um grafo é chamada de nimero de independéncia e denotada por a(G). No exemplo
anterior, o conjunto C' = {a,b,d} é uma clique de tamanho 3 e o conjunto I = {a,c} é um
conjunto independente de tamanho 2.

Um passeio em um grafo é uma sequéncia finita de vértices (v, ve, ..., vg) tal que v; é
adjacente a v; 1 para todo ¢ onde 0 < ¢ < k. Se nenhum vértice aparece mais de uma vez
na sequéncia, dizemos que o passeio é também um caminho. Se v; = v, e ndo ha mais
nenhuma repeticao na sequéncia de vértices, entao o passeio é um ciclo. O ciclo é dito par
se envolve um numero par de arestas, caso contrario, dizemos que o ciclo é impar.

Um grafo é conexo se, e somente se, existe um caminho (vy,ve, ..., vy) para todo par de
vértices v1 e v de V(G). Caso o grafo G nao seja conexo, chamamos G de grafo desconexo.
O grafo da Figura 2.1 trata-se de um grafo conexo, enquanto que o grafo mostrado na Figura

2.2 é um grafo desconexo.

©

Figura 2.2: Exemplo de Grafo Desconexo.

Um grafo G é bipartido se V(G) é a uniao de dois conjuntos independentes disjuntos,
U’ e U”, chamados de particoes de G. Se todo u' € U’ é adjacente a todos os vértices de U”,
dizemos que G é um grafo bipartido completo. E possivel mostrar que um grafo é bipartido
se, e somente se, nao possui ciclos impares (Teorema de Konig). Na Figura 2.3, temos um

grafo bipartido com partigoes U’ = {a,b,c,d} e U" = {e, f, g}
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U/
U//

© ©
US—0
R NC
@

Figura 2.3: Exemplo de Grafo Bipartido.

Um subgrafo de um grafo G é um grafo H tal que V(H) C V(G) e E(H) C E(G).
Entao, escrevemos H C G e dizemos que G contém H. Um subgrafo induzido por um
conjunto de vértices 7' C V(G) é um subgrafo cujo conjunto de vértices é T' e cujas arestas
sao exatamente aquelas de G com ambos os extremos em 7. Denotamos por G[T'] o subgrafo
de G induzido por T'. As figuras 2.4(a) e 2.4(b) ilustram estes conceitos. Considerando o
grafo G da Figura 2.4(a) e sendo T' = {a, ¢, d}, mostramos na Figura 2.4(b) o subgrafo de
G induzido por T.

G (b) Grafo G[T].

(a) Grafo G.

Figura 2.4: Exemplo de Subgrafo Induzido. A Esquerda Temos o Grafo G e & Direita o
Subgrafo de G Induzido Por T', onde T = {a, ¢, d}.

Um emparelhamento em um grafo G é um conjunto de arestas (que nao sao lagos) que
nao compartilham extremos. O problema do emparelhamento de peso maximo consiste
em, dados um grafo G e uma funcao peso w, que define o peso w, da aresta e € E(G),

encontrar um emparelhamento M em G tal que ) ., we seja 0 maximo possivel. Para grafos
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bipartidos, um algoritmo muito conhecido para este problema e também bastante utilizado
na préatica para resolvé-lo é o Algoritmo Hungaro [10] [11]. Algumas implementagoes
deste algoritmo tém complexidade O(N?3), onde N é o tamanho da maior particdo do grafo
bipartido.

Uma k-coloragao (de vértices) de um grafo G é uma rotulagao f : V(G) — %, onde
|| = k. Os rétulos sao usualmente chamados cores; os vértices de uma cor formam uma
classe de cor. Uma k-coloragao é prépria se vértices adjacentes tém rétulos diferentes.
Um grafo é k-colorivel se este tem uma k-coloragao prépria. O ntimero cromético x(G) é
o menor k tal que G é k-colorivel.

Um grafo G é perfeito se x(G) = w(G) para todo subgrafo induzido H de G. O teorema
forte dos grafos perfeitos indica que um grafo G é perfeito se, e somente se, ambos G e seu
complementar, G, ndo tém ciclos impares induzidos de tamanho pelo menos 5. Um ciclo
fmpar induzido em G de tamanho pelo menos 5 é chamado buraco impar e em G é chamado
de anti-buraco impar.

Uma subclasse dos grafos perfeitos sao os grafos cordais. Um grafo é cordal se todo
ciclo de quatro ou mais vértices tem uma corda, que é uma aresta que nao é parte do ciclo
mas conecta dois vértices deste ciclo.

Uma representagao em intervalos de um grafo é uma familia de intervalos, um atribuido
a cada vértice, de modo que dois vértices sao adjacentes se, e somente se, seus intervalos
se interceptam. Um grafo que tem uma representacao em intervalos é chamado grafo de
intervalos. A Figura 2.5(a) mostra um grafo de intervalo e na Figura 2.5(b) temos sua

representagao em intervalos. Podemos mostrar que todo grafo de intervalos é cordal.

(4] () .
b -
() ; —
d
(@ © y
0 f
(b)
(a) Grafo de Intervalos Representacao em Intervalos de G.

G.

Figura 2.5: Exemplo de Grafo de Intervalo e Sua Representacao em Intervalos.
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2.2 Problemas de Otimizacao

Um problema de otimizagao basicamente se compoe em trés partes: um conjunto de
instancias; um conjunto SOL(I) de solugbes vidveis para cada instancia I; e uma fungao
que atribui um nimero VAL(S) a cada solucao vidvel S. O nimero VAL(S) é o valor de
S. Quando o conjunto SOL(I) das solugoes vidveis associado a uma instancia I é vazio,
dizemos que a instancia é inviavel; caso contrario, a instancia é viavel.

Um problema de maximizagao consiste em encontrar uma solucao S de maior valor
no conjunto SOL(I). De forma andloga, um problema de minimizagao consiste em
encontrar uma solucao de valor minimo no conjunto de solugoes viaveis. Esta solucao S* a
ser encontrada é chamada de solucao étima, cujo valor é 6timo da instancia, isto é, OPT(I) =
VAL(S*).

Consequentemente, para problemas de maximizacao,
VAL(S*) > VAL(S),vS € SOL(I).
2.2.1 PPLs e PLIs

Muitos problemas de otimizacao podem ser modelados através de Programacao Li-
near. Basicamente, a partir de um conjunto de varidveis reais, defini-se uma funcao objetivo
linear neste conjunto de varidveis, a qual se deseja maximizar (ou minimizar), e representa-se
o conjunto de solugbes vidveis por meio de desigualdades lineares, chamadas de restrigoes.

Um Problema de Programacao Linear (PPL) convencional pode ser definido da seguinte

forma:
P
max z = Z cjxj (2.1)
j=1
Sujeito a:
P
Zaijxjgbi,izl,Q,...,q (2.2)
j=1
2;>0,j=12,...,p, (2.3)

onde cj, a;j e bj sao constantes reais conhecidas e x; sao as incoégnitas chamadas de varidveis
de decisao do problema. A funcao linear a ser maximizada em (2.1) é denominada fungao
objetivo, fun¢ao econémica ou fungao critério. As restri¢oes de nao negatividade (2.3) sao

chamadas de restricoes triviais.
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O conjunto de restrigoes que compoem o PPL define o poliedro que caracteriza a regiao de
viabilidade. E possivel demonstrar que, se existe solucao 6tima, entdo uma delas ocorre em
um dos vértices deste poliedro. O método Simplex, introduzido por Dantzig em 1947, explora
tal propriedade. Ele percorre vértices cada vez melhores (em relagao a funcao objetivo) até
achar o 6timo. Embora de complexidade de pior caso exponencial, esse algoritmo é um dos
mais conhecidos e mais comumente utilizados em Programacao Linear. Ressalta-se, porém,
que hé outros algoritmos (de pontos interiores) cuja complexidade é polinomial.

Quando nos problemas de programagcao linear for necessario que algumas ou todas as
varidveis de decisao assumam somente valores inteiros, estamos diante de um problema de
Programacgao Linear Inteira (PLI). De modo geral, um PLI pode ser representado pela

seguinte formulacao:

/ /!

V4 p
maxz =) ¢zj+ ) gy (2:4)
i=1 i=1
Sujeito a:
p, p//
Z%‘fﬂj + Z Qi +p¥i <bi,i=1,2,...,¢ (2.5)
Jj=1 J=1
v €Ly j =12, (2:6)
Y >0, =1,2,....9" (2.7)

Portanto, a mudanga bésica entre um PPL e um PLI é o uso de variaveis inteiras no
dltimo. De modo mais preciso, quando uma formulagao define algumas varidveis reais e
outras inteiras, chamamos de problema de Programacao Linear Misto (PLM).

Comumente, problemas combinatérios NP-Dificeis podem ser modelados como PLIs (ou
PLMs) e, neste caso, os métodos utilizados para resolvé-los sao mais complexos que o algo-

ritmo Simplex, que, na maioria das vezes, é a principal escolha na resolucao dos PPLs.
2.2.2 Relaxacao Lagrangeana
Seja (P) o seguinte problema de programacao inteira:

max cx (2.8)
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Sujeito a:
Az <b (2.9)
Dz <d (2.10)
zelm, (2.11)

onde ¢ € R", x € R, A uma matriz m x n, b € R™, D uma matriz p X n, d € RP.
Associamos as restrigoes (2.9) o vetor linha u = (ug,u2, ..., uny), tal que u > 0, conhecido

como vetor dos multiplicadores de Lagrange. Entao, para uw > 0, escrevemos o seguinte

problema:
Z(u) = maxcx + u(b — Ax) (2.12)

Sujeito a:
Dz <d (2.13)
xeZl, (2.14)

Este problema denominamos de relaxagao lagrangeana de (P).

Supomos que as restrigoes (2.9), (2.10) e (2.11) definem um conjunto nao vazio. Dessa
forma, podemos mostrar que .Z(u) > OPT(P), onde OPT(P) denota o valor de uma solugao
6tima de P. Esta propriedade nos diz que .Z(u) é uma cota superior de OPT(P). Visando

a busca da menor cota possivel, consideramos o problema abaixo, o qual chamamos de (D).
min % (u) (2.15)

Sujeito a:
u >0, (2.16)

Chamamos (D) de problema dual associado & relaxagao lagrangeana de (P). Se u* for
uma solucao étima de (D), teremos OPT (D) = £ (u™).

A seguir, mostramos o método do sub-gradientes, que pode ser utilizado para resolver
(D). Iniciamos por fazer algumas consideragoes e definigoes.

E possivel provar que .Z(u) é uma funcao convexa e afim por partes. Dizemos que um

0

vetor v € R™ é um sub-gradiente de uma funcao convexa f : R® — R, no ponto z" se

f(z) > f(2°) +~T(x — 2°) para todo = € R™. Definimos o sub-diferencial df(2°) de f em

2% como o conjunto de todos os sub-gradientes de f em .
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Se f ¢ diferencidvel em 2 entdo df(2°) = {V f(z")}, onde V f(2°) representa o gradiente
de f em 0. E possivel mostrar que b — AZ é um sub-gradiente de . em u°, onde Z é uma
solucdo 6tima para (2.12)-(2.14) quando u = u°.

Agora, definimos o método dos sub-gradientes. Partimos de um ponto u® > 0 arbitrério

e definimos uma sequéncia de pontos:

= uF 4 0, x 4%, onde 4 € 0.2 (uF)

k+1

Depois projetamos u no primeiro octante para obter multiplicadores nao negativos.

Em outras palavras, a i-ésima componente de u*! é dada finalmente por

w1 = max{0, w1}

Uma escolha do passo 6, para v* # 0 é:
7 -
O = pr—— 5> para0 <p <2,
7]
onde .Z ¢é uma cota superior de OPT(D) e £ é uma cota inferior de OPT (D). Estas cotas
sdo atualizadas durante as iteracdes do método, visando diminuir o salto .Z — .. Em geral,

sugere-se que p comece com valor 2 e seja dividido pela metada a cada p iteracoes sem que

Z(uF) diminua. Um valor recomendado para p é 30.

2.2.3 Algoritmos Aproximativos e Heuristicas

Uma vez que muitos problemas de otimizacao conhecidos sao NP-Dificeis, ndo héa es-
perancas de obter algoritmos polinomiais para eles (a nao ser que P=NP). Nessa situacao,
dentro de um contexto pratico, passa a ser viavel o uso de algoritmos polinomiais que en-
contrem solugoes proximas das solugoes dtimas. Se tal algoritmo polinomial garante uma
proximidade de solugao para qualquer instancia do problema, dizemos que o algoritmo é
aproximativo; caso contrario, chamamos genericamente o algoritmo de heuristica. A
seguir, definimos formalmente um algoritmo aproximativo.

Considere um problema de otimizagao em que VAL(S) > 0 para toda solugao vidvel S
de qualquer instancia do problema. Seja A um algoritmo que, para toda instancia vidvel [

do problema, devolve uma solucao vidvel A(I) de I. Se o problema é de maximizagao e
VAL(A(I)) > a-OPT(I)

para toda instancia I, dizemos que A é uma a-aproximacao para o problema. O fator o é um

numero que pode depender de I. Dizemos que « é a razao de aproximagao (approzimation
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factor) do algoritmo. Obviamente a é tal que 0 < a < 1, uma vez que o problema é de

maximizacao.

2.3 Poliedros
Um conjunto & C R™ é um poliedro se
P ={x e R": Az < b},

para alguma matriz A € R™*" e algum vetor b € R™.

Um poliedro & definido por uma matriz A e por um vetor b é denotado por (A, b).
Se & é um poliedro limitado (ou seja, existe um real « tal que todo ponto x € & satisfaz
|z|| < ), entdo &2 é chamado politopo.

Se a € R"\ {0} e a € R, entdo o poliedro {x € R" : a’z < a} é chamado de semi-
espago. Um conjunto de pontos que divide o espaco em dois semi-espagos, ou seja, um

conjunto da forma {z € R" : a”

x = a}, onde a é nao nulo, é chamado hiperplano.
Observando que cada uma das linhas da matriz A juntamente com a correspondente

entrada do vetor b define um semi-espago, segue imediatamente que (A, b) é intersecgao

de um numero finito de semi-espacos. Portanto, o conjunto de restricoes de um PPL define

um poliedro e, assim, o conjunto dos pontos vidveis dele correspondem aos pontos do poliedro

associado.

2.3.1 Faces

Seja S € R", a € R" ¢ @ € R. Uma inequacio a’

x < « é valida em relacao a S
se S C {x € R" : a’z < a}. Quando o conjunto S estd claro pelo contexto, dizemos
simplesmente que a inequacao ¢é valida.

Seja & C R™ um poliedro. Um conjunto F' C & é uma face de &, se existe uma

inequacao a’x < o valida em relacdo a 2, tal que
F=2n{z:a"z=a}

Dizemos que F' é uma face prépria se F # &; e F é nao-trivial se ) # F # . Se

T

alx < a é vélida em relagio a &2, entdo dizemos que Z N {z : a’z = a} é a face induzida

ou definida por a’z < a.
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2.3.2 Dimensao de um Conjunto e Facetas

Dados S = {v!,v%,...,0vP} CR" e oy, qa,...,q, € R, dizemos que o vetor v = >_F_, a0’
é uma;
e combinagao convexa de S, se >0, a; =1e a; >0, para todo i =1,2,...,p.

e combinacdo afim de S, se Zle a; = 1;

O fecho convexo (resp. afim) de um conjunto nao-vazio S C R", denotado por
CONV(S) (resp. AFIM(S)), é o conjunto de todas as combinagdes convexas (resp. afins)
de seus subconjuntos finitos. Se S = () entdo CONV (S) = AFIM(S) = 0.

Se S =2 NZ" onde & é um poliedro, entao CONV (L) é um poliedro. Além disso,
maximizar uma funcao linear sobre S é equivalente a maximizar tal fungao sobre CONV (.5).
Desta maneira, um PLI poderia ser resolvido como um PPL, caso soubéssemos determinar
o fecho convexo dos seus pontos vidveis.

Um conjunto de vetores S C R™ é dito afim-independente (Al) se

VS’ C S, finito: ZavU:O,ZaU:0:>a:0.
ves’ ves’

Caso contrério é dito afim-dependente (AD).

A dimensao de um conjunto F, denotada por DIM(F) é d se F' contém exatamente
d + 1 vetores afim-independentes. Em outros termos, DIM (F) = DIM(AFIM(F)).

Seja & C R™ um poliedro. Se DIM () = n, dizemos que & tem dimensao plena.
Podemos mostrar que as seguintes assertivas sao equivalentes:

(i) & tem dimensao plena;

(ii) & nao estd contido em nenhum hiperplano;

(i) ZC{zeR":a'r=a} =a=0,a=0.

Uma face nao-trivial F' de &2 é uma faceta se F' nao estda contida em nenhuma outra
face prépria de &. Equivalentemente, ' é uma faceta de & se, e somente se, DIM(F) =
DIM(Z) — 1. Consequentemente, temos que, para ser faceta, F' contém DIM () vetores
afim-independentes.

As desigualdades indutoras de facetas sao exatamente aquelas necessédrias e suficientes
para definir o poliedro. Dai a importancia de se estudar desigualdades indutoras de facetas
para o poliedro dado pelo fecho convexo de conjunto vidveis de PLIs. As caracterizacoes

acima fornecem as duas formas principais de se determinar facetas de um poliedro &.
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Particularmente, supondo que 22 C R"™ tem dimenséo plena e 77x < m é vélida para 22,
elas se traduzem como segue:

() F={r e P :7lo=m},m#0, é faceta de Z;

(ii) F possui n pontos afim-independentes;

(iii) FC{x e Z: ATz = X} & (AT, X)) = a(x?, m).
2.4 O Problema da Recoloracao Convexa - RCC

Dada a semelhanca entre ACV e o Problema da Recoloragao Convexa de Ca-
minho, RCC, apresentamos nesta se¢do alguns resultados e propriedades conhecidas para

este problema. Iniciamos por definir formalmente o Problema RCC.

Definigao 2.1. Uma coloragdo € convezxa se, para qualquer cor, todo subgrafo induzido por

esta cor € conexo.

Problema 2.2. Dado um par (P,C), onde P é um caminho e C : V(P) — € uma co-
loracdo arbitrdria de P, o Problema da Recoloracdo Convexa de Caminhos, RCC, consiste

em encontrar uma recoloragao convera C* de P que mude o menor nimero de cores, ou

seja, custo(C*) = |{v € V(P) : C(v) # C*(v)}| seja o menor possivel.

Na regiao superior da Figura 2.6, temos uma instancia do problema RCC. Tal instancia
consiste em um caminho com 6 vértices e uma coloragao arbitraria dos vértices. A regiao in-
ferior desta figura apresenta uma recoloragao convexa 6tima para esta instancia que mantém

a cor de 4 dos 6 vértices.

oo o
o0 -

Figura 2.6: Exemplo de Instancia do Problema RCC (Grafo Superior) e Sua Recoloragao
Convexa Otima (Grafo Inferior)

ORO

Moran e Snir demonstraram que o problema RCC é NP-Dificil [12] e apresentaram um
algoritmo 2-aproximativo para o mesmo [13]. Mostramos, a seguir, a formulacao apresentada
em [3] para o problema RCC. Para cada vértice i € V(P) e cor ¢ € €, consideramos uma

variavel de decisao bindria, x;., com o seguinte significado:

1, se o vértice i recebe a cor c,
Tip =
' 0, C.C.
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Para representar a instancia do problema, além do caminho P, consideramos as constan-

tes wj. para cada i € V(P) e ¢ € €, que seguem a defini¢ao abaixo:

Wiy = { 1, se o vértice ¢ tem a cor c,
0, C.C.

Observe que minimizar o custo de recoloracao corresponde a minimizar a quantidade de
cores que se modificam e, consequentemente, equivalente a maximizar o nimero de cores
mantidas. A formulacdo apresentada abaixo explora esta propriedade. Por simplicidade,
considere V(P) ={1,2,...,N} e E(P) = {(4,i+1):i=1,...,N — 1}. A restricao (2.17)
indica que todo vértice i de V(P) deve receber uma cor pela nova coloragao, e a restri¢ao
(2.18) garante que a coloragao obtida serd convexa. Note que a func¢ao objetivo maximiza o

numero de cores mantidas.

max E WieLic

1€V (P) c€¥
Sujeito a:
Y @i =1,Vi € V(P) (2.17)
cEC
Tpe — Tre + Tge < 1,Vp,geronde l <p<r<qg<N,Vee¥ (2.18)
zic €{0,1},Vie V(P) eVece ¥ (2.19)

Um caso especial muito conhecido do problema RCC ocorre quando cada cor aparece no
maximo 2 vezes na coloracao inicial C'. Este caso especial é conhecido como 2-RCC. Em
2009, Kanj e Kratsch mostraram que este caso particular permanece NP-Dificil [14]. Lima

apresentou em [3] um algoritmo 3/2-aproximativo para o problema 2-RCC.



Capitulo 3

O Problema ACV

Neste capitulo, apresentamos a definigdo formal do problema ACV, demonstramos que
este problema é NP-Dificil a partir de uma reducao do problema RCC e mostramos um

algoritmo aproximativo para um caso particular (k-ACV).

3.1 Definicoes

Definicao 3.1 (Atribuicdo Conexa). Dados um conjunto I = {1,2,..., M} de simbolos e
um congunto J = {1,2,..., N} de posi¢oes, uma atribui¢cdo conexa é uma fung¢ao A :J — I,
tal que para todo i € I, existe um intervalo [a;,b;] C J, onde A(k) = i se, e somente se,
k € [ai, b;]. Além disso, dizemos que i € I € atribuido por A se, e somente se, existe j € J

tal que A(j) = 1.

Problema 3.2. O Problema da Atribuicio Conexa em Vetores, ACV, consiste em, dado
um vetor v indexado por J = {1,2,..., N}, um conjunto I = {1,2,..., M} e uma func¢dao
p: I xJ= 7y, que define o ganho ao inserir i € I na posicio j € J do vetor v, encontrar

uma atribui¢ao conexa A : J — I dos simbolos de I em v que mazimize val(A), onde:
N
val(A) = Zj:l PA®)j-

Problema 3.3. O Problema de Decisdo da Atribuicao Conexa em Vetores, ACV-D, con-
siste em, dado um vetor v indexado por J = {1,2,..., N}, um conjunto I = {1,2,..., M},
uma funcao p : I x J = Z4 que define o ganho ao inserir ¢ na posi¢io j do vetor v e um
valor inteiro k, decidir se existe uma atribuicdo conexa A : J — I dos simbolos de I em v

tal que val(A) > k.

Pela definigdo do problema de otimizagdo ACV, observe que a tripla (N, M, p) define

perfeitamente uma instancia deste problema. Da mesma forma, a quadrupla (N, M, p, k) é

suficiente para definir uma instancia de ACV-D.
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3.2 Complexidade

A seguir, mostramos que ACV-D é NP-Completo a partir de uma reducao da versao de

decisao do problema RCC-D.

Problema 3.4. Seja k' um valor inteiro e (P, C) um caminho P com coloragao arbitrdria C.
O Problema de Decisdo da Recoloracao Convexa de Caminhos, RCC-D, consiste em decidir

se hd uma recoloragao convexa C' de (P,C) tal que custo(C") < k', onde custo(C") = |{v €

V(P): C(v) # C'(v)}]

Definicao 3.5. Dados um caminho colorido (P,C) e wuma recoloragcao C', definimos

mantem(C") = |V (P)| — custo(C") = [{v € V(P) : C(v) = C'(v)}|.

Pela definicao 3.5 podemos enunciar de forma equivalente o problema de decisao RCC-D

da seguinte maneira:

Problema 3.6 (Redefinicdo do Problema RCC-D). Seja k' um valor inteiro e (P,C) um
caminho P com coloragdo arbitrdria C. O Problema de Decisdo da Recoloragao Convexa

de Caminhos, RCC-D, consiste em encontrar uma recoloragio convera C' de (P,C) tal que

mantem(C") > |V(P)| — k.
3.2.1 Redugao: RCC-D — ACV-D

A redugdo se resume em mostrar algoritmos polinomiais f e g que convertem uma
instancia I de RCC-D numa instancia de ACV-D e uma solucao A de ACV-D numa solugao
de RCC-D, respectivamente. A seguir mostramos a reducao e provamos que de fato ela é
valida.

Seja I = (P,C,k') uma instancia de RCC-D, onde P = (v1,v2,...,v,). Entao,
a instancia Iacy—_p = (N,M,p,k) = f(I) é tal que N = |V(P)|, M = |img(C)|,
Pij = { (1): (S:ZSZOTJOZEZLO ek =[V(P)| - K.

Sendo A uma solugao da instancia f(I) do problema ACV-D, o algoritmo g(A) obtém a

recoloracao C’ de Ircco—p fazendo C'(v;) = A(j).

Lema 3.7. Sendo Irco—p uma instancia de RCC-D com solucao C', entao existe atribuicdo

vidvel A para f(Ircc—p), tal que mantem(C") = val(A).

Demonstragdao. Note que A(j) = C'(vj) é uma atribuigao vidvel para f(Ircc—p), pois C’ é

convexa e, por consequéncia, A deverd satisfazer as restrigdes de conexidade de ACV-D. Dai,
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val(A) = Z;\le Por(vy)j- Se C'(vj) = C(v)), entdo por(y,); = Pow,); = 1- Se C'(vj) # C(vy),
entao por(v)j # PC(v)j = 1 = Pcr(w;); = 0. Portanto, val(A) = {v; € V(P) : C(vj) =
C'(vj)}| = mantem(C"). O

Lema 3.8. Sendo Ircc—p uma instancia de RCC-D e f(Igrcco—p) uma instancia de ACV-D

com solugio A, entao mantem(g(A)) = val(A).

Demonstragao. Observe que, sendo A(j) = 4, na solucao g(A) temos C'(v;) = A(j) = i.
Se Pij = 1=1= C(Uj) = C’(vj) = C(’Uj). Se Pij = 0=1 7& C(Uj) = Cl('l}j) 7é C(Uj).
Portanto, cada unidade em val(A) representa um cor mantida na solugao g(A) e, assim,

mantem(g(A)) = val(A). O

Lema 3.9. Sejam (P,C,k') e (N,M,p, k) = f(P,C,k') instincias de RCC-D e ACV-D,
respectivamente. Entao, existe solugio C' de (P,C, k') se, e somente se, existe solu¢io A de

(N7Mapa k)

Demonstragao. Se C' é solugao de (P, C, k'), entao, pelo Lema 3.7, existe atribuigao vidvel
A de (N, M, p, k) tal que mantem(C’) = wval(A). Sendo k = |V(P)| — k’ e sabendo que
mantem(C") > |V(P)| — ¥, temos que val(A) > k; portanto A é solugao para (N, M, p, k).
Agora, suponha que A seja solugao de (N, M, p, k). Pelo Lema 3.8, sabemos que C’ = g(A) é
uma recoloragao convexa para (P, C, k') tal que mantem(C") = val(A). De forma anéloga ao

caso anterior, temos que mantem(C") > |V (P)|—k' e, assim, C’ é solugdo para (P,C,k’). O
3.2.2 NP-Completude

O teorema seguinte demonstra a NP-Completude de ACV-D.

Teorema 3.10. ACV-D é NP-Completo mesmo que p seja uma matriz bindria com no

mdximo duas entradas ndo nulas por linha e uma Unica entrada nao nula por coluna.

Demonstragdo. Seja A uma atribuicdo para uma instancia Iacy_p do problema ACV-D.
Observe que podemos verificar se A é conexa e computar val(4) em O(M + N), que é
polinomial. Podemos verificar a conexidade em O(M + N) percorrendo o vetor v uma dnica
vez e utilizando um vetor auxiliar auz com uma posicao para cada simbolo inicializado com
0. Em uma iteracdo j, se aux[A(j)] = 0 fazemos aux[A(j)] = 1, caso aux[A(j)] = 1 e
A(j — 1) # A(j) concluimos que A nao é conexa. Portanto, temos que o problema ACV-D
pertence a classe NP. Pelo Lema 3.9, é possivel decidir o Problema RCC-D, que é NP-
Completo, a partir de ACV-D. Assim, segue que ACV-D deve também ser NP-Completo.
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Em particular, perceba que ao considerar o problema NP-Completo 2-RCC, pela reducao
temos que a fungdo ganho p se resume a uma matriz binaria com no maximo 2 entradas
nao nulas por linha e uma tnica entrada nao nula por coluna. Assim, o Problema ACV-D

permanece NP-Completo mesmo com este tipo de matriz de ganho. O

Corolario 3.11. ACV é NP-Dificil mesmo que p seja uma matriz bindria com no mdxrimo

duas entradas nao nulas por linha e wma unica entrada nao nula por coluna.

Pelo que foi estabelecido no Corolério 3.11, observe que o Problema ACV é NP-Dificil
mesmo num caso aparentemente simples, que consiste de uma matriz bindria com no maximo
duas entradas nao nulas por linha e com uma tnica entrada nao nula por coluna. Dessa
maneira, no caso de uma matriz arbitraria p, o problema é tao ou mais dificil que este caso

particular.

3.3 Algoritmo Aproximativo Para o Problema k-ACV

Consideraremos agora um caso particular do problema ACV, para o qual mostramos um

algoritmo aproximativo.

Problema 3.12 (Problema k-ACV). O Problema k-ACV consiste do Problema ACV onde
todo simbolo i € I possui ganho diferente de zero em no mdzimo em k posicoes indexadas

por J.

Como foi mostrado anteriormente, o problema ACV permanece NP-Dificil mesmo que
a funcdo de ganho p seja uma matriz bindria com duas entradas nao nulas por linha e
uma entrada nao nula por coluna. Desta maneira, a versao particular definida por k-ACV
generaliza este caso NP-Dificil.

Apresentamos a seguir um algoritmo com fator de aproximacgao 1/k para k-ACV. Por
simplicidade, consideramos que a fun¢ao de ganho p é definida por uma matriz sem linhas
nulas, isto é, todo simbolo possui ganho ao ser alocado em alguma posicao j; do contrario
este simbolo nunca serd alocado. Também consideramos que nao ha colunas nulas em p, ou
seja, toda posigao tem algum simbolo que resulte em ganho ao ser alocado nela; do contrério
¢ indiferente a alocacao de qualquer simbolo nesta posicao.

Inicialmente, na linha 2 do Algoritmo 1, calcula-se uma atribuicdo A, nao necessaria-
mente conexa, que atribui o simbolo de maior ganho em cada posicao. Com base nesta

atribuicao A, o algoritmo constréi uma atribuigdo conexa A. No lago da linha 3, para cada
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simbolo ¢ que foi atribuido por A, o algoritmo considera as k possiveis posicoes onde A fez a
alocagao deste simbolo e o atribui na posi¢ao de maior ganho (linha 6). Ao final, na linha 8,
o algoritmo completa a atribuicao mantendo a conexidade e retorna tal atribuicao na linha
9.

O passo da linha 8 pode ser implementado de véarias formas. Seja [a,b] C J um su-
bintervalo nao alocado por A (consideramos [a,b] maximal, ou seja, ndo existe outro que
o contém) e sejam i, = A(a — 1) e ig = A(b+ 1) os simbolos alocados imediatamente &
esquerda e a direita desse subintervalo, respectivamente. Caso a = 1 (resp. b = N) dizemos
que i, (resp. i4) nao estd definido. De todo modo, pelo menos um dos dois, que deno-
taremos genericamente por i, estd bem definido. Entao, uma das formas mais simples de
completar a atribuigdo consiste em alocar ¢ em [a,b]. Podemos também pensar em outras
estratégias mais engenhosas para completar a alocagdo. Supondo ambos i4 € ¢, bem defini-
dos, podemos determinar uma fronteira f € [a — 1,b] que separa a alocacao de i, em |a, f]
e de ig em [f + 1,b]. A fronteira que maximiza o ganho no intervalo pode ser determinada
em O(b — a). Poderfamos também pensar em estratégias que consideram a alocagdo de um

terceiro simbolo, ainda nao atribuido por A, no preenchimento de [a, b].

Algoritmo 1: k-ACV Apx1
Entrada: M ,N e a funcao ganho p
Saida: Uma atribuicao conexa

1 inicio
2 Calcule uma atribuicao A, ndo necessariamente conexa, tal que A(j) < qualquer
simbolo de argmax;er{pi;}, Vj € J;

3 para cada i atribuido por A faga

4 J={jed:AQG)=1i};// |J| <k

5 Seja j* a posigao onde i tem o maior ganho dentre todas de J’, isto é,

J* € argmaxje y{pij};

6 A(*) i

7 fim

8 Complete a atribuigao A mantendo a conexidade;

9 retorna fl;
10 fim

Mostramos abaixo o fator de aproximagao do Algoritmo 1.
Lema 3.13. val(A) > Tval(A).

Demonstragao. Denote por n; = {j € J : A(j) = i} as posigdes onde A aloca i , Sy = {i €
I : n; # 0} os simbolos atribuidos por A e j; € argmaxjiecp, {pij} uma posicao de maior

ganho para i € S4 dentre todas aquelas em que ¢ foi alocado por A. Nessa situagao, observe
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que

val(A) = Z Zpij < Z nilpijy

1€S4 jEN; i€Sa
pois, Vi € Sy e Vj' € n;, temos: p;jr < pyj,. Como |n;| < k, encontramos:

€S

Por outro lado, note que val(A) > 3. g pij;,» pois todo simbolo atribuido por A ¢ alocado

por A na posicao de maior ganho, dentre aquelas onde A atribui este simbolo. Dalf,
- . 1
val(A) < k-val(A) = val(A) > Eval(A).

O

Teorema 3.14. O Algoritmo 1 é uma 1/k-Aproximacdo para o Problema k-ACV. Além

disso, a razio 1/k € justa.

Demonstragdo. Considere uma instancia I do Problema k-ACV e seja A* uma solugao 6tima

de I. Observe que, como a atribuicao inicial A do Algoritmo 1 aloca um simbolo de maior

~

ganho em cada posi¢ao, temos que val(A) > val(A*). Pelo Lema 3.13, val(A) > jval(A),
entéo val(A) > Tval(A*) = 1OPT.

Para mostrar que a razao é justa, tome a familia de instancias definidas pelas func¢oes
ganho p da Figura 3.1. Neste exemplo, temos I = {1,2,...,k}eJ = {1,2,...,k?}. A Figura
3.2 mostra a atribuicao inicial A que seria obtida na linha inicial do algoritmo. Observe que

tal atribuigao é a solucao 6tima A*. Entao val(A) = val(A*) = kzzzlf ~vi- Imediatamente

apos a saida do lago das linhas 3-7 do algoritmo, a atribuicao A poderia ter sido calculada
como mostrado pela atribuicao na parte superior da Figura 3.3. Finalmente, a linha 8 do

algoritmo dando preferéncia a i4, levaria a atribuicdo mostrada na parte inferior desta mesma

~

figura. Nesta situacao, note que val(A) = (k — 1)y + Zilf ~;. Dal, o fator de aproximacao

(G Ve e

do algoritmo, para este conjunto de instancias, pode ser , que converge para

‘ k3IST v
1/k quando Zilf% > (k— 1. O
N | 1| kR kT2 [ [ RE-1)+1 .| K2

Figura 3.1: Fungao ganho p da familia de instancias tratada no Teorema 3.14.
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Figura 3.2: Atribuicao inicial A do Algoritmo 1.

1 2 ... k k+1 k+2 ... 2k ... k(k—1)+1 k(k—1)+2 ... &
e-r-f-r2z2l-JrJ1-r-r & [ - [.[-]
1 2 ... k k+1 k+2 ... 2 ... k(k-D+1 k(k—-1)+2 ... K
[1[2]...J2] 2 | 38 |...]3]...] k \ k | [ k]

Figura 3.3: Na parte superior, atribuicao A apés o lago. Na parte inferior, atribuicao A
finalizada.



Capitulo 4

Formulacoes Matematicas

Neste capitulo, apresentamos trés formulacoes de programacao inteira para o problema
ACV. A primeira é inspirada na formulac¢ao do problema RCC [15] [16]; a segunda toma por
base a formulagao apresentada em [2], que utiliza uma matriz de padroes de atribui¢ao para
definir a alocacdo dos simbolos. A ltima se assemelha a segunda no que diz respeito ao uso
de uma matriz de padroes, porém acrescenta um conjunto de variaveis com o proposito de
indicar a utilizacao dos padroes. Ao final do capitulo, demonstramos o relacionamento que

hé entre as formulacées.

4.1 Formulacao Z

A formulagao mostrada abaixo se baseia em [3]. Chamamos esta de Formulacao Z. Para
cada ¢ € I e j € J, definimos uma varidvel de decisao bindria z;;, que tem o seguinte

significado:
1, se i é alocado na posicao j de v,
Zii = , .
K 0, caso contrario.

A Formulagao Z consiste de apenas duas restrigdes. A primeira restri¢ao, (4.1), estabelece
que cada posi¢ao de v pode receber no maximo um simbolo. A segunda, (4.2), especifica
que simbolos de mesmo valor em v devem estar em uma regiao contigua neste vetor, isto é,
garante a conexidade da atribuicao. De fato, ela assegura que, se um simbolo ¢ é alocado a

duas posigoes p e ¢, também serd alocado a toda porgao intermedidria r € [p, q].

M N
max E E PijZij

i=1 j=1
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Sujeito a:
M
Zzij < 1,Vj eJ (4'1)
i=1
Zip — Zir + 2ig < 1,Vp,geronde 1 <p<r<qg< N,Viel (4.2)
zij €{0,1},VieleVjeJ (4.3)

4.2 Formulacao X

A formulagao seguinte toma por base [2]. Esta formulacao utiliza uma matriz de atri-
buigoes T', cujo propédsito é garantir a condigao de adjacéncia de simbolos de mesmo valor
(garantir a conexidade da atribuigdo) em v. Cada coluna p da matriz T define um padrao
de alocagao (ou padrao de atribuigao) e cada linha se refere a uma posigao j do vetor v.
A entrada tj, indica se a posicao j ¢ utilizada pelo padrao p, isto é, se p considera j na
alocagao.

Um padrao p da matriz de padroes T' define um intervalo nao vazio [a, b] de alocacao no
vetor v. Sendo p; e p2 dois padrdes distintos cujos intervalos s@o [ai, b1] e [az, ba], respecti-
vamente, entao p; deve ser uma coluna antecedente a ps na matriz T se uma das seguintes
condigoes é verdadeira: (by — a1) < (ba — ag); ou, a1 < az e by —a; = by — az. Dessa
maneira, para construir 7', consideramos todos os padroes de alocagao possiveis e aplicamos

a ordenagao considerada. Para um instancia de ACV onde N = 4, temos a seguinte matriz:

10001007101
p_|01001 10111
0010011111
0001001011

Observe que a sequéncia de padroes de T inicia com os N padroes que utilizam uma
Unica posicao, seguindo com os N — 1 padroes de 2 posicoes, N — 2 padroes de 3 posicoes,
chegando ao Unico padrao que aloca todas as posigoes.

Sendo N x P a ordem da matrix T', observe que P é dado por:

P—ZN:(N—I-@+1)—1N2+1N— <N+1>
P 2 2 2
O termo do somatdrio refere-se a existéncia de N —k+1 padroes de tamanho k. Consideramos
Q ={1,2,..., P} o conjunto de indices dos padroes.
Para cada ¢ € I e p € @, definimos uma varidvel de decisao bindria com o seguinte

significado:

1, se i segue o padrao de atribuicao p,
Tip = .
P 0, caso contrario.
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Dessa maneira, obtemos a formulagao abaixo. A restrigdo (4.4) estabelece que todo
simbolo ¢ € I deve seguir no maximo um padrao de atribuicao. Se ¢ nao segue nenhum
padrao de atribuigao, significa que i nao é alocado. A restrigao (4.5) garante que haverd no
maximo um simbolo alocado em cada posi¢ao do vetor v. A funcao objetivo calcula o valor

da atribuicao, a ser maximizada.

M N P
max Z Z Pij Z tipTip

i=1 j=1  p=1

Sujeito a:

P
dwp<1Viel (4.4)

p=1

M P
SN tiprip <1,V € (4.5)

=1 p=1
zip €{0,1},Vie Il eVpeQ (4.6)

4.3 Formulagao XY

A Formulagao XY utiliza um conjunto de varidveis bindrias, x;, e y,, e a matriz de
padrées de atribuigdes T' para modelar o problema ACV. Para cada simbolo i e para cada

padrao de alocacao p, definimos uma varidvel bindria x;, como antes, ou seja,

1, se i segue o padrao de atribuicao p,
Tip = .
P 0, caso contrario.

Para cada padrao p, definimos uma varidvel bindria y,:

| 1, se utiliza o padrao p,
Yp = 0, caso contrario.

A restricao (4.7) garante que todo simbolo ¢ pode utilizar, no méximo, um padrao p.
A restricao (4.8) permite a utilizagdo de um padrao p para alocacdo de algum simbolo i
somente se este padrao for escolhido, ou seja, y, = 1. Por fim, a restricao (4.9) garante que
nao serao utilizados padroes conflitantes, isto é, padroes com intersecao. Dizemos que dois
padroes sao conflitantes se ambos ocupam alguma posicao em comum. Formalmente, p e p/
sao conflitantes se Z;V: 1 tiptip = 1. A funcao objetivo desta formulagao calcula o valor do

ganho da atribuicao que deve ser maximizada.

M N P
max Z Z pij Z tijL‘ip

i=1 j=1 p=1
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Sujeito a:
jo
dwp<1Viel (4.7)
p=1
M
> @iy <y, eQ (4.8)
i=1
Yp + Yy < 1,Vp,p' € Q : p é conflitante com p’ (4.9)
zip €{0,1},Vie Il eVpeQ (4.10)
yp €{0,1},Vp € Q (4.11)

Observe que o conjunto de desigualdades (4.7) e (4.9) sdo independentes. Dessa ma-
neira, a aplicacao de alguma técnica de decomposicao é imediata, por exemplo, Relaxacao
Lagrangeana. De fato, esta ideia inspirou o desenvolvimento da Heuristica H4 proposta no

Capitulo 6.

4.4 Relacionamento Entre as Formulacoes

Nesta secao, apresentamos algumas relagoes entre as 3 formulagoes apresentadas anteri-
ormente. A seguir mostramos que a Formulacao X corresponde ao problema mestre obtido
a partir da aplicagdo da Decomposi¢ao de Dantzig-Wolfe a Formulagao Z. Ao final, fazemos

um fortalecimento da Formulagao XY e mostramos que este resulta na prépria Formulacao

X.

4.4.1 Relacao Entre as Formulagoes Z e X

Vamos demonstrar que a Formulagao X consiste do problema mestre obtido a partir da
aplicagdo da Decomposi¢ao de Dantzig-Wolfe a Formulagao Z. Para isso, vamos considerar
o conjunto Z; = {z; € {0,1}" : Zip — 2Zir + 2ig < 1,1 <p <1 < ¢ < N}. Nessa situacao, a

Formulacao Z, equivale a:

M N
maXE E Pijzij

i=1 j=1
Sujeito a:

M

Zzij < 1,Vj eJ
=1
zi € Z; Vi el
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Observe que temos Z; = Zy para todo i e ¢/ € {1,2,..., M}, pois os coeficientes da
restricoes que definem Z; e Z; sao invariantes com relacao aos indices ¢ e 7’ e, desta maneira,
os pontos destes conjuntos s@o os mesmos. Além disso, os pontos néao nulos de Z; sao
exatamente as colunas da matriz T, ou seja, Z; = {T1,T5,...,Tp} U {0}, onde T} é a j-
ésima coluna de T. Observe que z; € Z; se, e somente se, existe \; € {0,1} tal que
z; = 25:1 XipTp, 25:1 Aip < 1. Considerando cada entrada j € J de z;, temos que:
2 € Ziy & 2 = Z]];:l Aiptip, V§ € J, A € {0,1}F. Consequentemente podemos reescrever a

formulacao como:

P

M N
max Z Z Pij Z tipAip

i=1j=1  p=1
Sujeito a:

M P

ZthP)\ip <1,VvjeJ

=1 p=1

P
dAp<LViel
p=1
Nip € {0,1},Vp e {1,2,..., P}

Portanto, a Formulacao X consiste do problema mestre obtido a partir da aplicagao da
Decomposi¢ao de Dantzig-Wolfe a Formulagao Z pela enumeracao dos pontos definidos pelas

restrigoes (4.2).
4.4.2 Relacao Entre as Formulacgoes XY e X

Vamos mostrar uma maneira de fortalecer a Formulacao XY que a torna equivalente a

X. Inicialmente, observe que podemos substituir a restri¢ao (4.8) por:

M
> xip =y, VpEQ (4.12)
=1

A modificacdo trata-se apenas da troca da desigualdade de menor ou igual por uma igual-
dade. Tal mudancga nao modifica a solugao étima. De fato, considere (z,y) um ponto viadvel
tal que existe p € () onde Zf\il Tip < Yp, OU S€ja, Zf‘il zip =0 ey, =1. Tomando 2’ =z e
y' obtido a partir de y trocando ¥, para zero, encontramos um ponto (z',%') equivalente a
(x,y), isto é, ambos os pontos definem a mesma atribuicao.

Agora, lembre que dois padroes que se interceptam possuem uma posicio em comum.

Considere, entdao, uma posicao j € J e todos os padroes que a contém, isto é, {p € Q : t;p, =
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1}. Podemos fortalecer as restrigoes (4.9), substituindo por
> tipyp <LVjE T (4.13)
PEQ

Chamamos a formulacao obtida de XY substituindo (4.8)-(4.9) por (4.12)-(4.13) de For-

mulacao XY Fortalecida. A anunciada relagao entre esta e a Formulagao X é consequéncia

da seguinte propriedade, cuja demonstracao é imediata.

Lema 4.1. Seja (z,y) € RM*P x RY satisfazendo (4.12). Entdo x satisfaz (4.5) se, e

somente se, y satisfaz (4.13).

Como consequéncia direta das demonstracoes apresentadas até aqui, segue o corolario

abaixo.

Corolério 4.2. Denote por RL(F') o valor da relazacdo linear de uma Formulagdo F. Entao,

RL(X) = RL(XY Fortalecida) < RL(Z).



Capitulo 5

Estudo Poliédrico do Problema
ACV

Neste capitulo, utilizamos a Formulacao X para definir o poliedro &2 associado ao pro-
blema ACV. Mostramos, inicialmente, a dimensao de &. Em seguida, apresentamos uma
classe de desigualdades vélidas com lado direito igual a 1 e provamos que esta juntamente
com as restri¢coes de nao-negatividade compreende todas as desigualdades indutoras de face-
tas com coeficientes bindrios. Generalizamos estas desigualdades obtendo uma classe mais
ampla indutora de faceta do poliedro &?. Ao final, caracterizamos completamente o poliedro

& para os casos onde M =2 ou N = 2.

5.1 O Poliedro & Associado ao Problema ACV

Iniciamos por definir algumas notagoes. Seja p um padrao de atribuigdo, denotamos por:
J(p) o conjunto das posicoes ativas em p; Pn(p) o conjunto dos padroes que interceptam

p; e P5(p) o conjunto dos padrdes que contém p. Abaixo, estes conjuntos sdo expressos

formalmente.
Jp)={jeJ:ty=1} (5.1)
Pr(p) ={p' : J(p) N J(p) # 0} (5.2)
P5(p) ={p": J(p) 2 J(p)} (5.3)

Caso |J(p)| = 1, dizemos que p é um padrao unitério. Neste caso, se p ocupa apenas a

posicao j, por simplicidade podemos usar também j para identificar o padrao.
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A seguir, reescrevemos a Formulacao X utilizando as notagoes definidas. O poliedro

associado ao problema ACV serd definido com base nesta formulagao.

maxzz Z PijLip

i€l jeJ p:jed(p)

Sujeito a:

o ap<LViel
peEQ

Y wp<1Vied

il p:jed(p)
zip €{0,1},Vie I eVpeQ

A Definicao 5.1 expressa o poliedro & associado ao Problema ACV, dado pela envoltéria
convexa dos pontos que satisfazem as restrigoes da Formulagao X. A Defini¢do 5.2 sera
frequentemente utilizada nas consideragoes de pontos de & tratados nas demonstragoes que

seguem.

Definicao 5.1. & = CONV({z € {0,1}MXP : ZpGQmiP < 1V e I e
dier Zp:je](p) ziyp < 1,Vj € J})

Definigao 5.2. Dadosi € I e p € Q, denotamos por x = €"P o vetor x € {0,1}M*F de &2

tal que zy ,y =1 se, e somente se, i’ =1i e p' = p.

Vamos analisar o poliedro & somente para os casos onde M > 2. Observe que para
M =1 o problema ¢ ficil. Basta perceber que, sendo p;; > 0, Vi € I e Vj € J, uma solugao
otima consiste em alocar o tinico simbolo disponivel em todas as posicoes.

Os primeiros resultados que mostramos tratam da dimensao do poliedro &, das facetas
triviais e de duas propriedades gerais sobre desigualdades indutoras de faceta deste poliedro.
As Proposigoes 5.3 e 5.4 mostram que o poliedro & tem dimensao plena e que as restrigoes
de nao-negatividade definem facetas. Mais ainda, no Lema 5.5 provamos que as unicas
desigualdades relevantes na descricao de &2 que tem algum coeficiente negativo sdo, de fato,
aquelas definidas por —x;, < 0; todas as demais devem ter coeficientes nao negativos. Além
disso, mostramos que, em qualquer outra desigualdade forte, os coeficientes associados ao

padrao P sao todos iguais ao lado direito.

Proposicao 5.3. & tem dimensao plena.
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Demonstragao. Sejai’ € I,p' € {1,2,...,Ptex = ¢ P, Observe que z pertence a & e que
existem M x P vetores deste tipo. Além disso, perceba que o vetor nulo também esta presente
em Z. Portanto, temos M x P + 1 pontos afim-independentes em &?. Consequentemente,

& tem dimensao plena. O

Proposicao 5.4. Para todo i € I e todo p € Q, —x4, < 0 define faceta de &.

~ il . . ~
Demonstracdo. Basta notar que o vetor nulo e os vetores e'? para i’ # i e p' # p, sao

DIM(Z?) vetores afim-independentes que satisfazem z;, = 0. O

Lema 5.5. Seja mx < mg uma desigualdade indutora de faceta de & diferente de —x;, < 0,

para todo © € I e para todo p € Q; Entdo m > 0.

Demonstragao. Tome uma faceta induzida por mx < 7o, diferente de —x;, < 0,Vi € I,Vp €
Q. Sejam i e p arbitrarios. Observe que a faceta deve conter um ponto Z tal que Z;, = 1. Se
todos os pontos da faceta tivessem x;, = 0, ela estaria no hiperplano z;, = 0 e, assim, esta
seria —x;, < 0. Temos que 7% = my. Por outro lado, podemos definir outra solucao vidvel Z,
obtida a partir de Z, trocando apenas a componente ip para 0. Como essa solucao é vidvel,
satisfaz 72 < mp = wz. Entao, n(z —z) < 0 = —m;) < 0, ou seja, m;, > 0. Como i, p sdo

arbitrarios, temos 7w > 0. O

Lema 5.6. Seja mx < my, mg # 0, uma desigualdade indutora de faceta para &2. Entao,

sendo P o padrao que aloca todas as posicoes, m;p = mg, Vi € I.

Demonstracdo. Seja i € I. Como ef’ € 2, temos que m;p < my. Suponha, por absurdo,
que exista i’ € I tal que myp < mp. Defina 7’ a partir de 7 trocando =, , para my. Temos
que 7 # 0. Vamos mostrar que 7'z < my é valida para Z. Seja x € P NZM*P. Se
zyp = 0, entao 7'x = mx < my. Caso contrario, zyp = 1 e, consequentemente, todas as
outras componentes de x sao nulas. Dai, 7’z = my. Portanto, 7’z < my é valida e domina

mx < mg: absurdo. ]

5.2 Todas as Desigualdades Fortes com Coeficientes Binarios

Nesta secao, apresentamos uma classe de desigualdades véalidas com lado direito igual a
1 e mostramos que esta define qualquer faceta com coeficientes binarios para .
Sejap € {1,2,..., P} um padrao e i € I. Entao a desigualdade (5.4) é vélida para Z2.

Z Z Tirp + Z mipfgl (5.4)

i'e\{i} p’eP>(p) P’ €EPA(p)
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Observe que o termo ) (p) Tip/ ¢é limitado em uma unidade, pois envolve um tnico

p' €Pn
simbolo ¢ € I, e todo simbolo deve ser alocado a no méximo um padrao. Considerando
primeiro - cp ) Tipy = 1, note que Y ycp i D peps (p) Tip deve ser zero, j& que este
termo considera apenas padroes p’ que contém p. Como qualquer um destes padroes possui
interse¢ao nao nula com qualquer outro de P~(p), nenhum podera ser utilizado, obrigando a
soma ser nula. Admita agora que }_,cp. () Tip = 0. Perceba que 3 e p iy 2o e ps () Tip
é limitado em 1, pois considera padroes em P-(p) e assim, ao atribuir um deles a algum
simbolo, nenhum outro deste conjunto podera ser utilizado por ter interse¢ao nao nula com
o primeiro. De todo modo, temos que a soma dos dois termos nao ultrapassa uma unidade.

Portanto, a desigualdade (5.4) é vélida para Z2.
Teorema 5.7. A desigualdade (5.4) induz uma faceta para &2, se M > 2.

Demonstragao. Dados i € I e p € Q, seja Fy, = {z € & : Zi,el\{i} Zp’ePg(p) Tiry +
Ypepp) Ty = 1} ={z € F: 7'z = m} a face definida por (5.4). Supondo Fj, C
{x € 2 : \'(x) = Ao}, vamos mostrar que (AT, \g) = a(nl,m), isto é, as desigualdades
representadas por (AT, \g) e por (71, 7) sdo equivalentes e, por consequéncia, (5.4) induz
faceta em Z.

Caso (1): Sejap’ ¢ Pn(p). Tomed € I\{i},Tei € Fy taisque T = e P e & = e’ Peb?' .
Note que A(Z) = Mg e A(T) = Ao = M2 —7T) = 0 = Ay = 0. Com isso, temos que todo
coeficiente \;,y associado a ¢ e a um padrao p’ sem intersecdo com p tem valor igual a zero.

Caso (2): Seja p’ € Pn(p). Tome & € Fj, tal que & = e’ Temos que Aip¥ = Ao. Dessa
maneira, todo coeficiente \;y associado a i e a um padrao p’ que tem intersecao com p tem
valor igual Ag.

Observe que os 2 casos anteriores determinam todos os coeficiente A associados a i. Os
préximos 3 casos determinam os demais coeficientes para os simbolos diferentes de i.

Caso (3): Sejam p’ ¢ P~(p), i € I\{i}. Entao existe padrao p tal que J(p) C J(p)\J(p').
Note que p € P~(p). Tome T = €'P e & = €'P + ei/’p,, ambos em Fj,. Entao, temos que
Airp = 0. Dessa maneira, todo coeficiente )y, associado a um simbolo i’ diferente de i e a
um padrao p’ que nao contém p tem valor igual a zero.

Caso (4): Sejam p’ € P5(p), i' € I\ {i}. Tome T e & € F}, tais que T = e'P e & = ¢/ V.
Entao, A(Z—7) = 0 = \jp = Ay = Airy = Ao. Dessa forma, todo coeficiente Ay, associado
a um simbolo i’ diferente de i e a um padrao p’ que contém p tem valor igual a .

Portanto, os coeficiente nulos em 7 também sdo nulos em A e os nao nulos em 7 sao

iguais a A\p em \. Logo, as desigualdades sao equivalentes e, assim, (5.4) induz uma faceta
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de 2. O

Vale observar que (5.4) domina e generaliza, respectivamente, as desigualdades (4.4) e
(4.5) da formulagao. Primeiro perceba que, tomando algum i € [ e p = P (o padrao que
aloca todas as posigoes), (5.4) torna-se >y cp g5y TP + 25:1 zyy < 1. Portanto, (5.4)
domina as restrigoes (4.4) da formulac¢ao. Por outro lado, tamando qualquer padrao p tal
que |J(p)| = 1, temos J(p) = {k}, dai P~(p) = Pn(p) é igual ao conjunto dos padroes que
tém a posicdo k. Desta maneira, a desigualdade (5.4) relativa a p e a qualquer i € [ é
exatamente a restrigdo (4.5) da formulacao, isto é, a desigualdade que garante que a posicao
k do vetor ird alocar no maximo um simbolo. Portanto, (5.4) generaliza as restrigdes (4.5)
da formulacao.

Agora, vamos mostrar que a desigualdade (5.4) compreende todas as desigualdades nao-
triviais (diferentes de —z;, < 0) com coeficientes binarios que definem facetas de &?. Para

ZMXP

isso, considere ax < 1, com a € , uma desigualdade indutora de faceta de &?. Note

que, na verdade, a tem apenas coeficientes 0 ou 1. Denote por
Pu(i) ={p€Q:ap=1}
os padroes associados a i em a. Em outras palavras, p € P,(i) se, e somente se, a;, = 1.

Lema 5.8. Seja P o ultimo padrdo, isto é, o padrdo que aloca todas as posi¢oes. Entdo,

PeP,(i),Viel.

Demonstragao. Suponha, por absurdo, que exista i € I tal que P ¢ P,(i). Defina o’ a partir
de a trocando a/p para 1. Vamos mostrar que a’z < 1 é valida para &. Sejax € Z2NZM*P.
Se z;p = 0, entao a’x = ax < 1. Caso contrario, z;p = 1. Observe que, nessa situacao,
zy, = 0 para toda combinacdo de i’ e p com ¢’ # ¢ ou p # P. Portanto, ¢’z = 1. Assim,

a’x <1 é vélida e domina ax < 1: absurdo, pois esta tltima define faceta para 2. O

Lema 5.9. Sejam p’ € P,(i') e p” € P,(i"), onde i’ ei" sao simbolos distintos de I. Entao,
p' € Pn(p").
Demonstragao. Suponha, por absurdo, que existam p’ € P,(i') e p” € P,(i") tais que p’ ¢

PA(p"), para algum i’ e i distintos de I. Tome z € 2 NZM*F tal que z = €'?' + ¢"P",

Dai, ax = 2: absurdo, pois ax < 1 é valida para &. O

Lema 5.10. Sejam i',i" € I tais que (\yep,nJ(0) # 0 € Npep,m J(0) # 0. Entio
P,(i") = P,(i").
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Demonstragao. Como i’ e i’ sdo indistintos, basta mostrar que P,(i') C P,(i") para i’ # i".
Suponha, por absurdo, que P,(i") € P,(i"). Entéao, deve existir p € P,(¢') tal que p ¢ P,(i").
Defina o’ a partir de a fazendo aj,, = 1. Vamos mostrar que a’z < 1 é vélida para Z.
Seja © € 2 NZM*P  Se zim, = 0, entdo ¢’z = ax < 1. Suponha, entdo, x;», = 1:
consequentemente, x;, = 0. Tome 2’ a partir de x fazendo iy =10c¢ zl, ip =1 Se xjy =1,
para algum p’ # p, faga também xi,p, = 0 e observe que p' ¢ P,(7'), ou seja, ayy = 0.
Do contrdrio, pela hipdtese, J(p) N J(p') # 0, contrariando o fato de x ser vidvel com

xiny, = xiny = 1. Note que ' € & e, dessa maneira, temos o’z = az’ < 1. Portanto, o’z <1

é vélida e domina ax < 1, absurdo! Assim, P,(i") C P,(i"). 0
Lema 5.11. Seja i’ € I tal que ﬂpEP J(p) = 0. Entdo, mpEPa(i”) J(p) £ 0, Vi € T\ {i'}.

Demonstrag¢do. Suponha, por absurdo, que exista i € I\ {i'} tal que (,cp, ;) J(p) = 0.
Dessa forma, devem existir p{ e pj de P,(i") onde p] ¢ Pn(p3). Do mesmo modo, devem
existir pll e pIQ de Pa(i/) tais que pl ¢ Pﬂ(pIQ) Considere J(pl) = {jrlmnh?q%zm + 17 s >j71nax} e
J08) = {520, 32in+ 1, 520z} Suponha, sem perda de generalidade, que j! . < j2. ou
Gr i = G2 € Jhaw < ez Pelo Lema 5.9, temos que p) tem interse¢io nio vazia com pf e
com pj. Sabendo que qualquer padrao define um subintervalo do vetor e J(p{) N J(p5) =0,
podemos concluir que {j;},.., 72, € J(p}). Pelos mesmo argumentos, temos {j.,,., 7%} C
J(ph). Dal, {jL0ws 72imt € J(p}) N J(ph): absurdo, pois, por hipétese, p) e pj tem intersecio

vazia. 0
Lema 5.12. Sejam i € I e p € P,(i). Entio p' € P,(4),Vp' € P5(p).

Demonstragao. Suponha, por absurdo, que exista p’ € P~(p) tal que p’ ¢ P,(i). Defina o
a partir de a trocando a;p, para 1. Vamos mostrar que a’z < 1 é vélida para &?. Seja x €

P NIM*P Se Ty =0, entdo o’z = ar < 1. Caso contrério, z;,y = 1 e, consequentemente,

zip = 0. Tome z’ a partir de z fazendo x;p, =0 e zj, = 1. Observe que 2’ € & e que
a'x = ax’ < 1. Portanto, a’z <1 é vélida e domina ax < 1, absurdo! O

Lema 5.13. FEzistem i* € I e p* € Q tais que

(i) Fa(i®) = Pn(p*)

(it) Pu(i) = P5(p*), Vi # i*
Demonstracdo. Pelo Lema 5.11, existe ¢* € I tal que mpEP J(p) # (,Vi # 1*. Pelo Lema
5.10, Po(i) = Pa(i’), Vi, 1" # i*. Logo, existe J' # 0 tal que (,cp, ;) J(p) = J', Vi # i*. Mais
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ainda, J’ é um subconjunto de inteiros consecutivos de {1,..., N}, pois cada J(p) também

o é. Portanto, existe p* € @) tais que

) J) = J@"),¥i#* (5.5)

PEP, (i)

Vamos mostrar que ¢* e p* acima definidos satisfazem (i) e (ii).

Primeiro, suponha, por absurdo, que P,(i*) C Pn(p*), ou seja, existe p € P, (i*)\ P~(p*).
Seja i # i*. Por 5.5, deve existir p’ € P,(7) tal que p’ ¢ Pn(p). Do contrario, se todo padrao
em P,(i) interceptasse p, p também interceptaria p*. Logo, x = P 4P e Peaxr =2
absurdo, pois ax < 1 é valida para &. Portanto, P,(i*) C Pn(p*).

Para mostrar a inclusao inversa, pelo Lema 5.12, é suficiente provar que os padroes
unitérios em Pn(p*) pertencem a P,(i*). Seja p um tal padrao e suponha, por absurdo, que
p ¢ Pu(i*). Defina o’ a partir de a trocando a;+, para 1. Vamos mostrar que a’z < 1 ¢é
vélida para &. Seja x € & NZM*P. Se z;., = 0, entdo o’z = ax < 1. Caso contrério,
zj+p = 1 e, consequentemente, x;y = 0, Vi # i* e Vp' ¢ P,(i). Isto porque p’ € P5(p*), por
5.5, e portanto p’ contém p, que é um padrao unitrio definido em uma posicao de p*. Logo,
ar =3 e p () Titp + Digir Dupep,i) Ty = 0 € d’z = 1. Concluimos disto que 'z <1 ¢
vélida e domina ax < 1: um absurdo. Pelo Lema 5.12, chegamos a P~(p*) C P,(i*).

Para mostrar o item (ii), tome i # i*. Por 5.5, J(p*) C J(p), Vp € Pu(i), ou seja,
p € P,(i) implica p € P5(p*). Tome agora p € P~(p*). Para obter p € P,(i), pelo Lema
5.12, é suficiente mostrar que p* € P,(i). Suponha, por absurdo, que tal nao ocorre e defina

a’ a partir de a, fazendo a},. = 1. Vamos mostrar que a’z < 1 é vélida para &. Seja

p*
x € PNIM*P Qe Tip» = 0, d’z = ax < 1. Caso contrério, x;» = 1 e, consequentemente,
Ty = 0, Vp' € P,(1*). De fato, por 5.5, todo p’ em P,(i) intercepta p*. Tome z’ obtido a

partir de z, fazendo . =0, 2., =1e x;*p, =0,Vp #p. Notequea' € Pedr=ar’ <1.

D *p

Logo @’z < 1 é valida para & e domina az < 1: absurdo. O

Teorema 5.14. As desigualdades (5.4) compreendem todas as desigualdades indutoras de

facetas de &P da forma ax <1, com a € ZM*F,

Demonstragdo. Seja ar < 1 uma faceta de &?. Pelo Lema 5.13, existem i* € I e p* €
Q tais que Po(i*) = Pn(p") e Po(i) = P5(p),Vi # @*. Dai, ax = 3 ;01> cp.) Tip =
Doien\{i*} 2pePs (p*) Tip T 2pepn(pr) Tirp < 1, que é a prépria desigualdade (5.4) tomando
i=1"ep=yp". O
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Observagao 5.15. Seja (a,aq) € ZM*F x 7 onde ax < aq define faceta de 2. As condigies
abaizo sdo equivalentes e decorrem diretamente do Lema 5.6.

i) ag =1;

it) a;p = 1, para algum i € I;

i) a € {0, 1}M*F q £ 0.

Portanto, se ax < ag define faceta de & e uma destas trés condigcoes ocorre, concluimos

que tal desigualdade € uma das desigualdades (5.4).

5.3 Uma Generalizacao da Faceta de Coeficientes Binarios

Nesta se¢ao, vamos mostrar uma classe de desigualdades validas indutora de facetas de
Z que generaliza as desigualdades (5.4) apresentadas anteriormente.

Sejam I’ C I um subconjunto nao vazio de simbolos e p um padrao. Provamos, a seguir,
que a desigualdade (5.6) é valida para & se |I'| < |J(p)|, que generaliza (5.4) e que define
faceta quando |I'| =1e M > 2 ou quando 2 < |[I'| < |J(p)| —1e M > 3.

Yo > max(i = (@) = @) NI@), 1) -zt

i'el” p’ € Pn(p)

SN max(II'] = (|J()] = 1T(@) N I(P))),0) -z < |T'] (5.6)

i'eINI’ p'€Pn(p)

Nas demonstracdes que seguem, considere A(z) = 3 icp >y p, ) max(|I'| — ([J(p)] —
TN T@)). 1) 200, B(2) = Sienm Sypenn max(7] = (7o)~ 17 @) N Tp)]). 0)-2,
e f(z)=A(z) + B(x) Entao a desigualdade (5.6) é definida por f(x) < |I’|.

Inicialmente, observe que os coeficientes nas parcelas A ou B de f s@o invariantes com
relagao aos simbolos e dependem essencialmente do tamanho do padrao utilizado, sendo
irrelevantes as posicoes consideradas por ele.

Chamamos de tamanho de intersegao dos padroes p’ e p a cardinalidade do conjunto
J(p') N J(p) e denotamos por Ny, este valor. Consideramos ainda |I'| = |J(p)| — k, com
0 <k <|J(p)|—1. Em A, observamos coeficientes iguais a 1 para varidveis associadas
a padroes p’ que tém tamanho de intersecao com p entre 1 e k e coeficientes iguais a t
para padroes p’ cujo tamanho de interse¢ao com p é igual k + ¢ com 1 < t < |J(p)| — k.
Similarmente, em B, percebemos coeficientes nulos para varidveis associadas a padroes p’

que tém tamanho de intersecao entre 1 e k e coeficientes iguais a t para padroes cujo tamanho
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de intersecao é k +¢ com 1 <t < |J(p)| — k. Isto é, os coeficientes que aparecem em A tem
a mesma expressao daqueles que aparecem em B, com exce¢ao dos nulos, que passam a ser

iguais a 1 em A.

Lema 5.16. Sejam I' C I e p um padrao, tais que |I'| = |J(p)| —k com 0 < k < |J(p)| —1,
ex € PNIM*E com f(x) # 0. Entdo eviste x' € & que aloca apenas simbolos de I' de

modo que f(z) = f(a).

Demonstragdao. Se x nao aloca simbolos de I\ I’, entao faga ' = x. Do contrério, seja &
uma solucao obtida através de z, desalocando qualquer simbolo i € I alocado em padroes
que nao possuem interse¢ao com p. Observe que f(x) = f(z) # 0. Seja S # () o conjunto
de sfmbolos de I\ I’ que sao alocados por & e denote por p; € Pn(p) o padrao utilizado por
i € S. Seja i’ € argmax;ecg Nyp, 0 simbolo, dentre todos de S, que estd alocado no padrao
que tem o maior tamanho de intersegao com p. Observe que, se Ny, < k, entdao todos os
coeficientes de Z;p,, Vi € S, sdo nulos. Dessa forma, obtemos 2’ a partir de & desalocando
todos os simbolos de S. Se My, =k +1, com ¢ > 0, note que, sendo | 0 niimero de simbolos
de I’ alocados pela solugdo & em um dos padroes de Pn(p), entdo | < |J(p)| — (k +t). Isto
é,1 < (|J(p)|—k)—t=|I' —t. Com isso, existe pelo menos um simbolo " de I’ que nao foi
alocado em #. Neste caso, obtemos x’ a partir de %, desalocando ¢’ e alocando i no padrao
pir. Se ' ainda aloca simbolo de I'\ I, aplique a mesma estratégia novamente até nao restar

simbolos deste conjunto alocado. O

Lema 5.17. Sejam p € Q, I' C I tal que |I'| = |J(p)| — k, para algum k onde 0 < k <
|J(p)| — 1, e x € 2N ZM*F uma solucdo com f(x) # 0 que aloca exclusivamente simbolos

de I'. Entao existe solugcdo ¥’ € P que aloca um tnico simbolo de I' tal que f(x) = f(2').

Demonstracao. Considere & a solucao obtida a partir de x desalocando qualquer simbolo
i € I' que utiliza padrdes que nao tém intersegdo com p. Note que f(z) = f(&) # 0.
Considere os simbolos de I alocados por & (em padroes que interceptam p). Sejam 4}, i,

.., 1., os simbolos alocados em padrdes cujo tamanho de intersegdo com p sao I, la, ...,
lconde 1 <[, < k,Ve € {1,...,¢}, e i1, @2, ..., ig os simbolos alocados em padrdes cujo
tamanho de intersecao com p sao k+t1, k+to, ..., k+tq comt. > 0,Ve € {1,...,d}. Note
que: (1) ctd-k+t+tat+--+tg) < (i +lo+-Al) +d-k+(t+tat--+tg) < |J(p); (i)
c+d < |I'l =1J(p)| —k; e (iii) f(z) =c+t1+ta+ - +tg. Obtemos 2’ alocando um tnico
simbolo i € I’ em um padrao p’ onde N,y = k+ f(z) = k+c+t1 +t2+- - - +t4. Mostramos
que tal padrao existe. Caso d > 0, por (i), temos: ¢+ k + (t1 +t2 +--- +tq5) < |J(p)|. Por
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outro lado, se d = 0, por (ii), encontramos: ¢+ k < |J(p)|. Em ambos os casos, a condi¢ao
kE4+c+ty+ta+ - +tqg < |J(p)| se verifica, garantindo a existéncia do padrao desejado.
Como Ny =k + f(x), temos que f(z') = f(&) = f(x). O

Proposicao 5.18. A desigualdade (5.6) é vdlida para &, quando 1 < |I'| < J(p), VI' C I
eVp € Q.

Demonstragao. Considere o problema: (P) max,c pqzmxpe f(2), cujo valor 6timo é nao nulo.
Pelos lemas 5.16 e 5.17, concluimos que existe uma solugao 6tima x* para (P) que aloca um
unico simbolo i' € I’. Além disso, por (5.6), temos que i’ é alocado em um padrao p’ que
contém p, levando a f(z*) = |I’|. Concluimos que f(z) < |I'|, Vo € 22 N ZM*P_ Portanto,

a desigualdade (5.6) é valida para &, quando 1 < |[I'| < J(p). O
O préximo resultado estabelece que a desigualdade (5.6) é uma generalizagao de (5.4).
Proposigao 5.19. A desigualdade (5.6) generaliza a desigualdade (5.4).

Demonstracao. Seja I' = {i}. Perceba que max(|I'| — |J(p)| + Npy, 1) é o coeficiente da
varidvel z;,, onde p’ tem intersegao nao nula com p. Como Ny, < |J(p)|, entao |I'|—|J(p)|+
Npp < |I'| = 1, implicando max(|I'| — |J(p)| + Nppr, 1) = 1. Assim, todos os coeficientes nao
nulos de A sdo iguais a 1. Além disso, devem estar associados ao simbolo ¢ e a padroes que tem
intersegao nao nula com p. De maneira similar, em B, max(|I'|—|J(p)[4+Nyp, 0) é o coeficiente
da varidvel x;,y, onde ¢ € I'\ {i} e p’ tem interse¢do nao nula com p. Se N,y < |J(p)| entdo
|I'| = |J(p)| +Npp < [I'| = 1. Em outras palavras, max(|I'| —|J(p)|+ Ny, 0) = 0 para p’ que
nao contém p. Se p’ contém p, entdo max(|I'| — [J(p)| + Npp,0) = max(]I’|,0) = 1. Desta
maneira, se p’ nao contém p o coeficiente em B é 0, caso contréario seréa 1. Portanto, para
[I'] = [{i}| = 1, a desigualdade (5.6) serd 3>_ ¢ p ) Tip' + 2ien (it 2opeps(p) i < 1 que
é a propria desigualdade (5.4). O

O teorema seguinte mostra as condigoes suficientes para que (5.6) induza uma faceta de

2.

Teorema 5.20. A desigualdade (5.6) induz uma faceta para & quando |I'| =1 e M > 2
ou quando 2 < [I'| < |J(p)|—1 e M > 3.

Demonstragao. Pelo Teorema 5.19 a desigualdade (5.6) generaliza (5.4). Portanto, pelo

Teorema 5.7, esta deverd induzir faceta quando |I'| =1e M > 2.
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Vamos analisar, agora, o caso onde 2 < |I'| < |J(p)|—1e M > 3. Sejam |I| = |J(p)| — &,
ondel <k<|J(p)|-1l,peQeF ={xec P: f(x) =|I'|} aface induzida pela desigualdade
(5.6). Suponha que FF C F/ = {z € & : A(z) = Ao}

Inicialmente, mostramos que os coeficientes nulos na desigualdade (5.6) também sao
nulos em A(x) = X\g. Primeiro, consideramos os coeficientes nulos z;,y com i’ € I e p' € Q
tal que J(p') N J(p) = 0. Como |I'| > 2, existe i’ € I'\ {i'}. Defina z!, 2% € & tais

1

-1
que z' = €' P e z?

= 2! + P, Observe que ambos os pontos pertencem a F'. Desta
maneira, temos: A(z%) — A(z!) = 0= Ay ,y = 0. Como foi visto, f(z) = A(z) + B(z) < |I'|
representa (5.6). Agora, consideramos os demais coeficientes nulos, que se tratam daqueles
que aparecem na parcela B(z) de f(z). Tais coeficientes consistem daqueles associados as
varigveis z;1,y, onde i’ € I\{I'},p’ € Pn(p) com Ny < k. Seja 3 € 2 a solugio que consiste
em alocar cada sfmbolo de I’ numa tinica posigao de p que nao pertence a p’. Observe que
esta atribuicao é possivel, pois |J(p)| — Npy > |J(p)| — k = |I'|, isto é, o niimero de posigoes
de p que nao interceptam p’ é pelo menos o nimero de simbolos de I’. Assim, todos os
simbolos deste conjunto podem ser alocados. Como descrito, temos que z3 € F. Tomando
i =23 + e € F, concluimos que it = 0.

Fazemos agora a andlise dos coeficientes nao nulos, de acordo com o tamanho da in-
tersecao dos padroes com p, comecando com aqueles onde tal tamanho é 1. Em outras

palavras, mostramos agora que os coeficientes em A associados a x;,y sao iguais para todo

i" €I e p € P~(p) com Ny, = 1. Consideramos dois casos:

e Sejam i € I' e p/,p” € Q tais que Nyy = Ny = 1, onde J(p) N J(p) = {j'} e

% uma solucdo de &

J(p) N J(p") = {j”}. Vamos mostrar que \yr,y = Ay . Tome
que consiste em alocar ¢’ em p’ e alocar cada stmbolo de I'\ {7’} em um padrao unitério
distinto definido por cada posicao em .J(p)\{j’,j"}. Seja 28 = 20 —el'P}4eli' 2"} ¢ P,
Note que f(2°%) = f(2%) = |I'| e, portanto, 2°,2% € F. Dai, A(2®) — A(2®) = 0 =

)‘i’,p’ = )‘i’,p” .

e Sejam 7',7” € I' simbolos distintos e p’ € Pn(p) com N,y = 1. Vamos mostrar que
, ~ s . ~ ot W ~

ity = Ainyy. Se p é um padrao unitdrio, entao e' ¥ e e’ P estao em I mostrando que

it = Ain . Caso contrario, consideramos 2 subcasos. Primeiramente, tratamos o

caso onde |I'| = 2. Como M > 3, existe " € I'\ I'. Seja jmin = min(J(p)) e p” o

S

padrio tal que J(p") = J(p) \ {jmin}. Defina 27 = ¢/ dmin 4 """ ¢ g8 = " dmin 4

AN
)

" Observe que 7

e e 2% pertencem a F. Dessa forma, temos Ay, . = N j . .
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Pelo item anterior, e o fato de Nyj,.,, = Npy = 1, temos que i,y = Ay . Para
|I'| > 2, sejam ¢ € I'\ {i,i"}, S = I\ {#',4",i""} e x° uma solucdo vidvel para
2 que consiste em alocar i/ no padrao jmin, utilizar os padroes unitarios seguintes
(Jmin + 1, Jmin + 2,...) para alocar cada simbolo de S e o padrao p” de tamanho
|J(p)| — (|I'| —2) > 0, que utiliza as dltimas posigoes consideradas por p, para o

10 outra solucdo vidvel de & obtida a partir de z° por trocar

simbolo i”’. Tome =z
i’ por i, isto é, 210 = 28 — ¢i'min 4 ¢"dmin Note que o coeficiente da varidvel
zimyr 6 max(|| = 17(p)| + 17, 1) = max((I'| — [7()] + (T ()] — (] - 2)), 1) =
max(2,1) = 2. Assim, f(2?) = f(2!°) = |I’|. Portanto, z° e ' pertencem a F. Dalf,
A = A\ seguindo, pelo item anterior, que Ay, = Ajr .

o -
15 )min sJmin?

Os dois itens acima mostram que existe § € R tal que Ay, = 6,Vi' € I' e Vp' € Pn(p)
com Myy = 1.

Agora, consideramos os padroes com tamanho de intersecao com p entre 2 e k. Desejamos
mostrar que, sendo i’ € I’, temos Ay ,y = 6, para p’ tal que 2 < N,y < k. Sejam p’ € P(p) tal
que2 <N,y <ke 2 € &2 uma solucio que aloca i’ no padrao p’ e utiliza padroes unitarios,
dados por posicoes de p nao conflitantes com p’, para alocar todos os outros simbolos de I’.
Observe que esta soluco é possivel, pois [I'| =1 = |J(p)| —k — 1 < |J(p)| — Ny — 1. Note

11

que, em z'!, resta uma posicao j € J(p) \ J(p') ndo ocupada. Seja z'?

uma solugao obtida
através de z!! desalocando i e realocando-o na posicao j, ou seja, z12 = !l — P’ 4 77,
Perceba que f(z!!) = f(x'?) = |I'| e, assim, ambas as solucdes pertencem a F. Logo,
ity = i j = 0.

Finalmente, analisamos os padroes cujo tamanho de intersecao com p é maior que k.
Queremos mostrar que, considerando 7 € I, temos Ay, = (N — k)8, para p' € Pn(p)
onde k +1 < Nyy < [J(p)|. Sejam p' € Pr(p), onde k + 1 < Ny < |J(p)], e 2! uma
solugao vidvel para & que aloca i’ segundo o padrao p', e utiliza |J(p)| — N,y padroes
unitarios nao conflitantes com p’ para alocar o mesmo nimero de simbolos de I" \ {i'}.
Considere S os simbolos de I' U {i'} usados nesta alocagdo. Observe que esta solugio é
possivel, pois [\ {i'}| > || =1 = (J@p) — k) =1 = [J@) = (k +1) > [Jp)| - (-

14

Tome z'4 uma solucdo obtida a partir de '3 desalocando ¢’ e alocando Nppr — k simbolos de

{/}U(I’\S) em N,y —k padroes unitarios distintos que estao contidos em J(p')NJ(p). Note
que [{i"}U(I'\ )| = 14[I'[=[S] = 14 |I'[ = (A+[J (p) [ =Npp) = Oppr +(|I'| =T (P)]) = Ny — k-
Dessa forma, a cardinalidade de {i'} U (I’ \ S) é pelo menos Ny, — k; portanto, z* é

uma solugao vélida. Perceba que f(z'?) = (|J(p)| — Npy) + (II'] = [T (p)| + Nppr) = |I'] €
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f(z'*) = |I'|. Assim, tais solucdes pertencem a F. Sendo S’ o conjunto de sfmbolos de
Npp — k stmbolos de {i’} U (I’ \ S) alocados por z'* e denotando por p; o padrao utilizado
por i € S, temos: A(z'3) — ANz') = Ny — (Cieg)Nips = 0 = Xy = (Npy — k)b
Desta maneira, os coeficientes de f(x) com valor N, — k, associados a varidveis de padroes
P’ € Pa(p) com N,y > k+ 1, sao iguais a (N, — k).

Para completar a demonstracio, resta verificar o valor de \g. Observe que A(z®) = \g =
Xo = |I'] - 6.

Portanto, a desigualdade (5.6) define faceta quando 2 < |[I'| < |J(p)| —1e M > 3.

[

Vale observar que a desigualdade (5.6) ndo induz faceta quando |I’| = |J(p)|. Nessa

condicao, tal desigualdade é dada por:

Z Z max(Mprp, 1)ziy + Z Z max(Myyp, 0)ziy < [I'| = |J(p)|

V'€’ p'ePn(p) i'€l’ p'€ P (p)

Como Ny, > 1, para todo p’ € P~(p), entao a desigualdade se resume em:

Z Z NpTiry < |J(p)]

el p/GPm(p)
Vamos mostrar que a desigualdade é dominada.

Tome a desigualdade valida abaixo.

Z Z zy < 1,0nde p é um padrao unitario (5.7)
i'el p'e Pn(p)

Tal desigualdade é uma das restricoes da formulacdao. Ela indica que cada posicao, dada
pelo padrao unitario p, deve alocar no maximo um simbolo.

Seja S ={p € Pn(p) : |[J(P)| = 1} = {p1,P2, .-, D|s(p)|} © conjunto de padrdes unitarios
definidos pelas posi¢oes de p. Considere o conjunto de desigualdades de (5.7) restrito a

p € S. Ao soma-las, temos:

Z[ PR IS %"p’]SIJ(p)\ (5.8)

i'el  p'€Pn(p1) P'EPA(D1(p)|)

Note que se p’ € Pn(p;), onde p; € S, entao p’ € Pn(p). Além disso, se p’ € Pr(p) significa
que existe pelo menos um p; € S tal que p’ € Pn(p;). Dai, Pr(p1)U---UPn(ps@p)) = Pr(p)-
Perceba que, sendo p’ € Pn(p), entdo a varidvel x;,, Vi € I, é somada N,y, na expressao

(5.8), uma vez para cada p; € S que o intercepta. Assim, a desigualdade (5.8) pode ser
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expressa por:

Z Z mp/p$i/p/ < |J(p)‘

i'el p'e Pn(p)
Portanto, a desigualdade (5.6), quando |I'| = |J(p)|, pode obtida utilizando-se um con-
junto de desigualdades da formulacao. Consequentemente, tal desigualdade nao pode induzir

faceta neste caso.

5.4 Descricao Completa de & Para M =2 ou N =2

Nesta sec¢ao, caracterizamos completamente o poliedro & para os casos onde M = 2 ou
N = 2. Mostramos que tal poliedro é descrito pelas desigualdades (5.4) e = > 0.

Estudamos, a seguir, o poliedro & através do seu Grafo de Conflitos G, onde V(G) =
{zip :Vie I eVpeQ},E(G) = {zpryy :i=1 ouJ(p)NJ() # 0}

A Figura 5.1 mostra o grafo de conflitos para o caso onde M = N = 2. Neste caso,
observe que temos 2 simbolos e 2 posicoes no vetor. Desta maneira, existem apenas 3
padroes de atribuigdo. O grafo de conflitos consiste de 2 cliques, uma para cada conjunto
de vértices associado a um mesmo simbolo, e arestas adicionais de extremos que envolvem

vértices associados a varidveis de simbolos diferentes e padroes conflitantes.

) Clique 1

Clique 2

Figura 5.1: Grafo de Conflitos Para o Caso Onde M = N =2

Vamos mostrar que, para M =2 ou N = 2, & é completamente descrito pelo conjunto

de restrigoes de cliques maximais de G e que estas correspondem as desigualdades (5.4).

Lema 5.21. z € 2 NZM*P se, e somente se, x define um conjunto independente em G.
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Demonstracdo. Suponha que z pertenca a 2 NZM*P . Se = 0 ou se « atribui um tnico
simbolo 7/, trivialmente temos que = define um conjunto independente em G. Caso x aloque
mais que um simbolo, observe que, para quaisquer i’ e 7" distintos alocados por x segundo
os padroes p’ e p”, respectivamente, temos J(p') N J(p”) = 0. Dai, zyyzpmy ¢ E(G) e,
consequentemente, x devera definir um conjunto independente em G.

Suponha, agora, que z defina um conjunto independente em (. Nessa condigao,
devemos ter ZpGQ riyp < 1,Vi € I, isto é, no maximo um tunico vértice do conjunto
{zi1,i2,...,2;p} pode ser escolhido, pois este define uma clique em G. Além disso,
Doicl Zpé{p’EszGJ(p’)} x;p < 1,Vj € J, pois o conjunto de vértices de G associados a padroes
que possuem a posicao j e qualquer simbolo ¢ formam uma clique neste grafo, e, assim, pode-
mos escolher no maximo um destes para o conjunto independente. Observando que as duas
expressoes equivalem, respectivamente, as restrigoes (4.4) e (4.5), consideradas na definigao

do poliedro, entdo, temos que x € & NZM*P, ]
Proposicao 5.22. Para M =2 ou N = 2, o Grafo de Conflitos G de & é um grafo perfeito.

Demonstragdo. Para o caso em que M = 2, o Grafo de Conflitos G associado a &2 é composto
pelas cliques C1 = {x11,212,...,21,p} € Co = {x21,222,..., 22 p} com arestas adicionais
entre x7, € 9, quando J(p') N J(p”) # 0. Iremos mostrar que tal grafo nao apresenta
buracos fmpares ou anti-buracos impares. Consequentemente, tal grafo serd um grafo per-
feito. Considere um ciclo impar C' de tamanho no minimo 5 em G. Nessa situagao, observe
que pelos menos 3 dos vértices de C' devem estar contidos em uma das duas cliques C' ou
Cs, portanto, C' tem K3 como subgrafo induzido e, dessa forma, nao pode se tratar de um
buraco impar. Considere G o grafo complementar de G. Note que as duas cliques C; e
C3, que contém todos os vértices, em G se tornam conjuntos independentes em G. Dessa
maneira, tal grafo é um grafo bipartido. Dai, G nao possui ciclos impares e, muito menos,
buracos impares. Portanto, G nao possui anti-buracos impares. Segue, entao, o resultado
do teorema.

Para o caso onde N = 2, observe que o conjunto de padrdes @ é {1,2,3} (o padrao 3
aloca as duas posi¢oes). Dessa maneira, o Grafo de Conflitos G é composto pelas cliques
Ci =A{z11,221,...,em1} e Cy = {z12,222,..., 202} U{z13,223,..., 20,3} com arestas
adicionais de extremos x,,1 € C] e xg3 € C4,Vw, k € M. Além disso, para cada i € M, tém-
se uma aresta que associa os vértices z;; € Cf e ;2 € Y. Utilizando argumentos andlogos

ao caso onde M = 2, temos que G é perfeito. O
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Teorema 5.23. Para M = 2 ou N = 2, o poliedro & ¢é completamente descrito pelas

desigualdades (5.4) e x > 0.

Demonstragdo. Pelo Lema 5.21, &2 é o politopo de conjuntos independentes de G. Como G
é perfeito, para os casos considerados, tal politopo é descrito pelas desigualdades de cliques
maximais e restrigoes de nao-negatividade [17] (Corolério 65.2e). Logo, toda desigualdade
indutora de faceta diferente de x;, > 0 é da forma ax < 1. Pelo Teorema 5.14, ax < 1 ¢

uma das desigualdades (5.4). O



Capitulo 6

Heuristicas

Neste capitulo, apresentamos 5 heuristicas para o problema ACV. A primeira, Hy, é
baseada num algoritmo 2-aproximativo do problema RCC [12]. A segunda, Hs, faz uso do
algoritmo de subintervalo de soma méaxima para encontrar “bons”padroes de alocacao para
cada simbolo e aplica um critério guloso para aloca-los. As heuristicas Hs e Hy, calculam uma
solucao da relaxacao linear do problema e, baseadas nesta solucao, definem os padroes mais
promissores de atribuicao de cada simbolo. Tais heuristicas diferem basicamente na forma
como utilizam estes padrdes promissores. A heuristica Hj realiza a atribuicdo dos simbolos
baseando-se na ordenacao lexicografica dos padroes, enquanto que H, utiliza uma estratégia
gulosa, atribuindo primeiramente os padroes que resultam num maior ganho da funcao
objetivo do problema. A Heuristica Hs aplica conceitos de Relaxacao Lagrangeana sobre a
Formulacao XY que foi apresentada no Capitulo 4. Utilizando o método de subgradientes
encontra solugoes da Relaxagao Lagrangeana e as utiliza para encontrar solucdes viaveis
para o problema original. Para comparacao de desempenho dessas 5 novas heuristicas,

descrevemos também a heuristica Hy, proposta em [2].

6.1 A Heuristica de Referéncia - H

Apresentamos a seguir a heuristica proposta em [2] no contexto prético de aplicagao do
problema. Este algoritmo foi desenvolvido com o propdsito de encontrar “boas”solucoes e
atender aos critérios de tempo real encontrados na pratica, isto €, encontrar uma atribuicao
0 mais proxima possivel da étima dentro de um limite de tempo aceitdvel no contexto da
aplicacao. Neste trabalho, tal heuristica sera utilizada como uma referéncia de comparacao
com as demais heuristicas propostas.

O Algoritmo 2 mostra esta heuristica de referéncia, Hy. Na primeira linha, encontramos
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uma atribuicao possivelmente nao conexa A de ganho méaximo, isto é, uma atribuicao onde
todo A(j) corresponde ao simbolo i de maior ganho na posigao j. O laco seguinte, na
linha 3, garante que a solugdo encontrada serd viavel. Internamente a este laco, na linha
4, calculamos uma alocagao virtual da solucao encontrada. Uma alocagao virtual de uma
atribuicdo A é outra atribuicao /1, obtida a partir de uma operacao sobre A, denotada por
f(A), que, basicamente, “comprime” um intervalo contiguo de simbolos iguais em A numa
Unica posicao em A A Figura 6.1 ilustra esta operagdo. Definimos também a operacao

inversa f _1(121) que é utilizada para obter A a partir A.

Figura 6.1: Ilustragao das operacoes relacionadas a alocacao virtual.

A linha 5 utiliza trés regras de geragao de alocagao virtual aplicadas em A para formar
o conjunto C. Tais regras sao aplicadas exaustivamente, isto €, sempre que for possivel sao
aplicadas de modo a formar o conjunto C' de maior cardinalidade possivel. Abaixo, temos

as regras de geragao de alocacao virtual:

e Ry: se i é um simbolo contido na posicao j de uma alocacao virtual A e sendo 7' > j+1
o menor indice onde ¢ ocorre novamente em A, entao criamos uma nova alocacao virtual

A~

A’ onde A'(k) = A(k), para k < jouk > j' e A'(k) =1, para j < k < j';

e Ry: se i é um simbolo contido na posicao j > 1 de uma alocagao virtual A de modo

que ¢ nao ocorre novamente em nenhum j' < j, entao criamos uma nova alocagao A’,

onde A'(k) = A(k),Vk #j—1e A'(k) =i, para k= j — 1.

e R3: se ¢ é um simbolo contido na posicao j < N de uma alocagao virtual A de modo

que 7 nao ocorre novamente em nenhum 5’ > j, entao, criamos uma nova alocacao A’,

~

onde A'(k) = A(k),Vk #j+1e A'(k) =i, para k = j + 1.

As figuras 6.2, 6.3 e 6.4 apresentam as regras descritas anteriormente.
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./ . ./
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Figura 6.2: Regra R; para geracao de Alocagoes Virtuais.
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Figura 6.3: Regra Ry para geragao de Alocagoes Virtuais.

) j j
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Figura 6.4: Regra R3 para geragao de Alocagoes Virtuais.

Na linha 6, aplicamos a funcao inversa a de criacao de alocagao virtual em cada elemento
do conjunto C' para formar o conjunto C'. Em seguida, na linha 7, buscamos a atribui¢ao de
C que tem o maior valor de funcao objetivo. Ao final, com a saida do laco, temos a garantia

de que a atribuicdo A é conexa e assim retornamos esta solucao.

Algoritmo 2: Heuristica Hy
Entrada: M ,N e a funcao ganho p
Saida: Uma atribuicao conexa

1 inicio

2 Calcule uma atribuigdo A, nao necessariamente conexa, tal que
A(j) € argmaxier{pi;}, Vj € J;

3 enquanto A ndo ¢ conexa faga

A f (A), onde f é a funcao de criagao de alocagao virtual,

Tomando como pardmetro A, gere o conjunto C de alocagoes virtuais
utilizando as regras Ry, Ro e Rs;

6 Calcule C = {c:c= f~1(¢),v¢ € C}, onde f~! é a funciio inversa & de criacao
de alocagao virtual;

Faca A a atribuicao de C' que gera o maior valor de fungao objetivo;

fim
retorna A;

10 fim




6.2 UmA HEURiSTICA BASEADA EM MULTA - H; 49

6.2 Uma Heuristica Baseada em Multa - H;

A Heuristica H; é inspirada no algoritmo 2-aproximativo para o problema RCC [12].
A partir de uma atribuicdo possivelmente desconexa A de ganho méximo, a heuristica H;
procura obter uma solugao conexa A com val (A) o mais préximo possivel de val(A). Pri-
meiramente, definimos uma funcdo de multa relacionada & atribuicao inicial A, que toma
como parametros um simbolo ¢ e um intervalo B C J de v.

A Figura 6.5 ilustra a ideia bésica para a definicdo da funcdo multa. Temos uma atri-
buicdo A, um intervalo B e queremos tornar B um intervalo que contém apenas simbolos
1. Para isso, devemos substituir de B os simbolos diferentes de i por i. Além disso, como
queremos obter uma atribuicao conexa, devemos remover os simbolos i que estao fora de B.
Dessa maneira, o objetivo da multa é indicar uma estimativa da méaxima quantidade perdida

em val(A) ao tornar o intervalo B preenchido apenas pelo simbolo i.

B

A [ T

Figura 6.5: Ilustracao da Ideia Bésica Para a Definicao da Funcao de Multa.

Definimos a fungao multa da seguinte forma:

multa(i, B) = pa(Ta()) N B) — pi(Ta(i) N B) + pi(Ja(i) N B)

onde Ja(i) = {j € J : A(j) =i}, Ja(i) = {j € J : A(j) # i}, paA(W) = X jcw Pag))»
pi(W) = Y jew pij ¢ B = J\ B. Observe que p;(Ja(i) N B) = pi(Ja(i)) — pi(Ja(i) N B)).

Entao a multa se resume em

multaa(i, B) = pi(Ja(i)) — [pi(B) — pa(Ja(i) N B))]

Portanto, considerando um simbolo ¢ € I, encontrar o intervalo B que minimiza
multa(i, B) significa encontrar um intervalo B que maximiza p;(B) — pa(Ja(i) N B)).
Podemos encontrar este intervalo em O(N). De fato, considerando a sequéncia S; =
(88,84, ..., sé-, ..., 8%), associada ao simbolo 4, onde sé = pij = PAG)j» se A(j) # i, e Sé = Dijs
se A(j) = i, tal problema consiste em encontrar a subsequéncia de soma méxima de S; (veja
o Algoritmo 4) [18] [19].

O Algoritmo 3 apresenta a Heuristica H;. Na linha 2 deste algoritmo, encontra-se uma

atribuic@o possivelmente nao conexa A de ganho méaximo, isto é, uma atribuicao onde todo
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A(j) corresponde ao simbolo ¢ de maior ganho na posigao j. No lago da linha 3, determina-
se, para cada simbolo ¢ € I, o intervalo de multa minima relacionada a atribuicao calculada
anteriormente. A funcao utilizada para este propésito é descrita pelo Algoritmo 4. Na linha
6, definimos o conjunto dos simbolos elegiveis para a alocagdo. O lago seguinte trata da
alocagao dos simbolos. Na linha 8, encontramos o simbolo k associado ao intervalo By de
maior ganho dentre todos. A seguir (linha 9), fazemos a alocacao de k nas posigoes definidas
por By. Apoés isso, removemos o simbolo k£ do conjunto dos simbolos elegiveis para alocacao
(linha 10). O lago da linha 11 busca cada simbolo ¢ cujo intervalo B; é conflitante com By, e
o remove do conjunto de simbolos elegiveis para alocagao (linha 13). Ao final, na linha 17,
completamos a atribui¢ao mantendo a conexidade.

Para analisar a complexidade da Heuristica Hy, vamos verificar o cenario de pior caso
dela. Este cenario é aquele onde o lago enquanto, linha 7, executa o maior niimero de
vezes, isto é, min{ M, N}. Note que, em uma execugao da heuristica, as instrugdes da linhas
8 e 11 executam o mesmo numero de vezes e, com uma implementacao cuidadosa, estas
teriam a mesma complexidade: O(|I'|) (para calcular p;(B;) em tempo constante, podemos
usar vetores v; de soma acumulada com os ganhos de %, ou seja, cada posi¢do j de v; é
dada por v;[j] = Z;,:l pij).- Se M < N, a complexidade temporal do lago enquanto,
linha 7, serda OM + (M — 1)+ ---+1) = O(%) = O(M?). Caso M > N, sera
OM+(M-1)+--+[M—-(N-1)]) = O(w) Observe que, neste caso,
O(w) C O(M?). Note que o laco da linha 3 requer O(MN). Portanto, de modo
geral, a complexidade da Heuristica Hy é O(MN + M?).
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Algoritmo 3: Heuristica H;

S~

© 0 N O w;

10
11
12
13
14
15
16
17
18

Entrada: M,N e a funcao ganho p
Saida: Uma atribuicao conexa
inicio

fim

Calcule uma atribuicao A, ndo necessariamente conexa, tal que
A(j) € argmax;er{pij}, Vj € J;
para cada i € [ faga
B; = subsegSomaMaxima((st,sb,. .., s?, ..., 8%)), onde sé- = pij — PA(j)j> S€
A(j) # iy e sb = pig, se A(j) = i;
fim
I'={1,2,...,M};
enquanto I’ # () e hd posi¢oes ndo alocadas faga
Seja k, tal que k € argmax;c{pi(Bi)};
Aloque k nas posicoes definidas por By;
I'=1'\ {k};
para todo i € I’ faga
se B; N By # () entao
| =T\ {i};
fim
fim

fim
Se ha posicoes nao alocadas, atribua simbolos mantendo a conexidade;

Algoritmo 4: Algoritmo subseqSomaMaxima

19

Entrada: Uma sequéncia (sq, Sg,...,SN)
Saida: A subsequéncia de soma maxima
inicio

somaMax < 0; somaAtual + 0;

j Lk Lp«<1;, KTmp <+ 1; pI'mp < 1;

enquanto j < N faga

somaAtual < somaAtual + s;

se somaAtual > 0 entao

pT'mp « j;

se somaAtual > somaMax entao
somaMax < somaAtual;
k < kTmp; p < pTmp;

fim

senao

somaAtual < 0;

kTmp < 7+ 1; pT'mp < j + 1;

fim

J<J+L

fim

retorna B; = {k,k+1,...,p}

fim
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6.3 A Heuristica H,

Nesta secao, apresentamos a Heuristica Hs, que, assim como Hy, propoe-se a ter um baixo
custo computacional. Para cada sfmbolo i € I, definimos uma sequéncia (st, s, ..., sk,
associada a i, e encontramos o subintervalo de soma méaxima B, desta sequéncia. Tomamos
o simbolo k € argmax;c;{p;(B;)} e o alocamos nas posi¢oes definidas por By, onde p;(B;) =
> jeB; Pij- Dessa maneira, perceba que a ideia central das heuristicas H; e Ho sao idénticas,
isto é, as duas calculam subintervalos de soma maxima e aplicam um critério guloso para a
alocacao dos simbolos. Estas diferem basicamente no modo segundo o qual a sequéncia de
cada simbolo é construida.

i

A sequéncia (s}, s,...,s’

TRy 3§V> utilizada por Hs e associada ao simbolo i é definida

da seguinte forma:

85 = pij i,g}%}{pu} j

Pela definicao da sequéncia anterior, observe que, ao considerar um certo simbolo ¢ € I
e uma certa posicao j € J, se o ganho de i for o maior em j dentre todos os simbolos, entao

i.

5j

¢é positivo e, desta maneira, ¢ interessante aloca-lo nesta posigao, pois trata-se do simbolo
de maior ganho. Caso i nao tenha o maior ganho em j, entao 33» é negativo e, portanto, a
principio nao se tem vantagem em fazer a alocacao de ¢ em j, pois ha um simbolo, diferente
de 7, que tem maior ganho em j. Perceba, entao, que sé- representa uma referéncia de quao
vantajoso é alocar o simbolo ¢ na posigao j e, sendo assim, ao considerar o subintervalo de
soma maxima teremos encontrado um “bom” intervalo para alocar este simbolo.

Observe que a sequéncia de cada simbolo ¢ considerada pela Heuristica H; é diferente
daquela utilizada por Hy. A sequéncia definida pela primeira considera a aplicacao de uma
funcao de multa sobre uma atribuicao inicial, possivelmente desconexa, de ganho maximo,
isto €, a funcao multa define os simbolos da sequéncia tomando como parametro a atribuicao
inicial. A segunda heuristica, por outro lado, considera apenas a diferenga entre os ganhos
de ¢ com os ganhos dos demais simbolos. Assim, H; utiliza uma atribuicao inicial como
referéncia para calcular a sequéncia (si, s5, . . ., sﬁ\,) de cada simbolo 7 e Hs aplica um critério
que relaciona diretamente o ganho do simbolo ¢ com o ganho dos demais.

O Algoritmo 5 expressa em pseudo-cdigo a Heuristica Hs. O conjunto I’ inicializado
na linha 2 define o conjunto dos simbolos elegiveis para alocagdo no lago da linha 3. A
cada iteracdo deste lago, para cada i, consideramos a sequéncia (si, sb, ..., s%) (linha 4). Na

linha seguinte, linha 5, encontramos o simbolo k£ que possui o intervalo By de maior ganho
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dentre todos em I’. Na linha 6, alocamos k nas posicoes definidas por By. A seguir, linha
7, removemos o simbolo recém alocado k do conjunto dos simbolos elegiveis para alocacgao
I'. Apés isto, na linha 8, ajustamos a fungao de ganho para garantir que, nas iteragoes
subsequentes, nao serao encontrados subintervalos B; que possuem intersecao com Byg. Ao
final, se for necessario, completamos a atribuic¢ao (linha 10).

Observe que, a cada iteragao, a Heuristica Hy redefine a sequéncia <s’i,s§, . ,3§V> de
cada simbolo 7 e recalcula os subintervalos de soma maxima. Diferentemente de Hy, que faz
isso uma unica vez. Por outro lado, é de se esperar que Hs encontre melhores solugoes, pois
ajustamos a funcao ganho ao final de cada iteragao para eliminar a influéncia dos simbolos
ja alocados no calculo do subintervalo de soma maxima.

Vamos analisar o pior caso da Heuristica Hy para definir sua complexidade temporal. O
cenario de pior caso corresponde aquele onde sao executados o maior nimero de iteragoes
do lago enquanto, na linha 3, ou seja, min{M, N} iteracoes. A cada iteracao, na linha 4,
definimos a sequéncia de cada simbolo; fazemos isso em O(NM). Na linha 5, calculamos o
subintervalo de soma maxima para cada simbolo e encontramos o simbolo k cuja alocacgao
no seu respectivo subintervalo dé o maior ganho dentre todos. Isso requer também O(NM).
As linhas seguintes demandam tempo de O(N). Desta maneira, a complexidade de Hy é, de

modo geral, O(min{N, M} NM).

Algoritmo 5: Heuristica H»
Entrada: M ,N e a funcao ganho p
Saida: Uma atribuicao conexa

1 inicio
2 I'={1,2,...,M};
3 enquanto I’ # () e hd posi¢oes ndo alocadas faga
4 Vie I, seja (s4,sh, ..., 85y, 8y), tal que 8§ = pi; — maxyep (i {pij}, Vi € J;
5 Seja k, tal que k € argmax;cp{pi(B;)}, onde B; é o subintervalo de soma
méxima de (si, sb,...,s4);
6 Aloque k nas posicoes definidas pelo intervalo By;
7 I'=1"\ {k};
8 Faca pyj = 00,Vj € By, e prj = 0,Vj ¢ By;
9 fim
10 Se hé posicoes nao alocadas, atribua simbolos mantendo a conexidade;

11 fim
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6.4 A Heuristica H;

O Algoritmo 6 apresenta a Heuristica Hs. Inicialmente, na linha 2, calculamos uma
solugao 6tima AR da relaxacao linear do problema de Formulacao X. De posse desta solucéo,
podemos definir o “padrao mais promissor” para cada i € I, isto é, encontramos o padrao P,
que resulta no maior ganho de fungao objetivo dentre aqueles padroes que foram utilizados
na atribuigdo deste simbolo segundo a solugao Agr. Na linha 5, consideramos um vetor L
formado pelos padroes Pi, Ps, ..., Py. Na linha seguinte fazemos a ordenacgao lexicografica
dos padroes, de modo que, para dois padroes P; e Pj, P; deve anteceder a P; se, e somente
se, o valor binario do padrao P; é maior ou igual ao valor binario do padrao P;. Por
exemplo, o padrao P; = (0,0,1,1) deve anteceder P; = (0,0, 1,0), pois seu valor bindrio é
3, enquanto o de P; é 2. Nas linhas 8 e 9 sao feitas as atribuicoes dos sfmbolos seguindo a
ordenacgao definida. Por fim, na linha 10, finalizamos a atribuicao, possivelmente alocando as
ultimas posigoes. Devido ao fato desta heuristica resolver um PL, sua complexidade temporal
corresponde a complexidade do método de resolucao do PL. Por exemplo, aplicando o método

dos pontos interiores, temos que a complexidade de Hg serd polinomial.

Algoritmo 6: Heuristica Hj
Entrada: M ,N e a funcao ganho p
Saida: Uma atribuicao conexa
inicio

1

2 Calcule uma solucao 6tima Ag para a relaxacao linear do problema;

3 Vi € I, seja S; <= {p: xjp > 0}, onde z;;, é uma varidvel da solucao Ag;

4 Vi € I, seja P;, tal que P; € arg maXpeSi{ZjeJ(p) pij };

5 L%[Pl,PQ,...,PM};

6 Faca a ordenagao lexicografica de L;

7 Sejam a; e b; os extremos inicial e final, respectivamente, do padrao P;;

8 Seja P, < L[1]. Aloque e seguindo o padrao de extremos 1 e b;

9 Para k = 2,..., M, seja Py = L[k — 1] e P, = L[k]. Se b; > by, aloque [ com o
padrao de extremos by + 1 e by;

10 Seja u o ultimo simbolo alocado. Se b, < N, aloque u nas N — b, dltimas posigoes;

11 fim

6.5 Uma Heuristica Gulosa - H,

O Algoritmo 7 apresenta a Heuristica Hy. Esta heuristica calcula uma solugdo 6tima
da relaxacao linear do problema de Formulagao X na linha 2. Em seguida, com a solugao
encontrada, para cada simbolo ¢ € I é definido o conjunto S;, que consiste dos padroes que

foram alocados para i na solugao relaxada. O conjunto I’, inicializado na linha 4, representa
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os candidatos a serem alocados a cada iteracao do lago da linha 5. No interior deste laco,
para cada ¢ € I, encontra-se P; que é o padrao que resulta no maior ganho de i dentre os
padroes de S;. Na linha 7, P, representa o padrao de maior ganho, dentre todos aqueles F;
calculados na linha anterior. Em seguida, na linha 8, é alocado o simbolo e conforme o padrao
P.. Quando alocamos um simbolo segundo um padrao, removemos este simbolo do conjunto
de candidatos a alocagao I’, na linha 9, e removemos os padroes que possuem intersecgao com
este padrao recém alocado, na linha 13. Ao remover um padrao que possui intersec¢ao, com
P., adicionamos, possivelmente, outros 2 novos padroes que representam a “parte esquerda’e
a “parte direita”’do padrao que foi removido, desconsiderando a interseccao. Em outras
palavras, substituimos p tal que J(p)NJ(e) # 0 por um ou dois padroes, conforme J(p)\J(P.)
defina um ou dois intervalos continuos, respectivamente. Ao final, na linha 19, se houver
posicoes nao alocadas, completamos a atribuicao cuidadosamente mantendo a conexidade.
Como Hj, esta heuristica também resolve um PL, de modo que sua complexidade serd dada

pelo método de resolucao do PL.

Algoritmo 7: Heuristica Hy

Entrada: M ,N e a funcao ganho p

Saida: Uma atribuicao conexa

1 inicio

2 Calcule uma solucao 6tima Ag para a relaxacao linear do problema;
3 Vi € I, seja S; <— {p: xjp > 0}, onde z;;, é uma varidvel da solucdo Ag;
4 '« {1,2,...,M};

5 enquanto I’ # () e hd posig¢oes ndo alocadas faga

6

7

8

9

Vi € I, seja P;, tal que P; € arg maxpes, {2 je1(p) Pij i
Seja Fe, tal que e € argmax;er {3 ;¢ 5 Pij }i
Aloque e com o padrao P.;
I' I\ {e};
10 para todo i € I’ faga
11 para todo p € S; faga
12 se J(P.) N J(p) # 0 entao
13 S; « 5; \ {p};
14 Acrescente a S; os possiveis dois padroes associados J(p) \ J(Pe);
15 fim
16 fim
17 fim
18 fim
19 Se ha posicoes nao alocadas, atribua simbolos mantendo a conexidade;

20 fim
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6.6 Uma Heuristica Baseada em Relaxacao Lagrangeana - Hj

Mostramos, a seguir, uma heuristica baseada nos conceitos de Relaxacao Lagrangeana
[6]. Considere a formulacao XY apresentada no Capitulo 4. Observe que as tnicas restrigoes
que relacionam as varidveis x e y sao as restrigdes (4.8). Vamos relaxéd-las e penaliza-las
na fungao objetivo através de multiplicadores A, > 0,Vp € Q). Dessa maneira, a Relaxacao

Lagrangeana do modelo anterior sera:

M P P
max Z Z GipTip + Z ApYp
p=1

i=1 p=1

Sujeito a:
P
dwp<1Viel (6.1)
p=1
Yp+yp <1LVp,p € Q:J(p)NJ(p) #0D (6.2)
zip € {0,1},Vie I eVpeQ (6.3)
yp € {0,1},Vp € Q (6.4)

N
onde gip = 3251 pijtip — Ap-
Observe que neste modelo relaxado as duas varidveis x e y sao independentes e, desta

forma, podemos dividi-lo em dois:

M <P
max ;= szl JipLip
Sujeito a:
S wp<1Viel
zip € {0,1},Vie I eVpeQ

(P1)

max 25:1 ApUp

(Py) Sujeito a:
Yp +yp < 1,Yp,p" € Q: J(p)NJ(p) # 0
yp €{0,1},Vpe @

Observe ainda que qualquer combinagao de duas solugoes 6timas para (P;) e (P») cor-
responde a uma solucao 6tima para o problema da Relaxacao Lagrangeana. Perceba que
ambos os problemas sao ficeis de resolver.

A resolugao de (Pp) pode ser feita a partir da determinagao de p; € argmaxpeq gip, Vi €
I. De fato, uma solugdo tima para (Py) é x = > {e"i : i € I,g;, > 0}, cujo valor é
> ier max{0, gip, }-

Para a resolugao de (P), consideramos o grafo G = (V,E) tal que V=Q e E = {uv :

u,v € V,J(u) N J(v) # 0}. Uma solugdo 6tima para (P») corresponde a encontrar um
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conjunto independente de peso méximo em G, onde o peso do vértice p é w, = A,. Observe
que G é um grafo de intervalo, pois possui representacao em intervalo. Tal representacao é
direta, devido ao fato de cada vértice estar associado a um padrao (que define um intervalo
do vetor) e cada aresta considera justamente a interse¢do entre os intervalos. Sabemos que
o problema de encontrar conjuntos independentes de peso maximo em grafos gerais é NP-
Dificil, no entanto, para grafos de intervalos, o problema é ficil e se conhecem algoritmos
polinomiais para resolvé-lo. Em 1992, Ju Yuan Hsiao mostrou um algoritmo que resolve este
problema em tempo linear no nimero de vértices [20].

Seja L(\) o valor da relaxagdo Lagrangeana para um dado vetor de multiplicadores A,
ou seja, L(\) é a soma dos valores 6timos de (Py) e (P) para A. Sabemos que L(\) é um
limite superior para o valor 6timo do problema original, VA > 0. Sendo assim, desejamos
encontrar A > 0 tal que L(\) seja o menor possivel. Este problema é conhecido como
Problema Lagrangeano Dual. Para resolvé-lo, um dos métodos mais aplicados na pratica, e
que utilizamos na heuristica proposta, é o método de subgradientes. Este método faz uso de
um procedimento iterativo para definir A\. A partir da escolha de um multiplicador inicial

A%, o valor da componente i de A na iteracdo k é calculada da seguinte forma:
A = max{0, \F! — tF71G (2R yF 1)) para k> 0 (6.5)

onde t*~1 é um escalar, que representa o tamanho de passo utilizado na iteracdo k — 1, e

G(2*1,y*=1) é um vetor subgradiente de L(A\*~1), dados por:

M
G(z®, %) = (91, ., 9ps- -, gp), com g, = y]; - fop,Vp €Q (6.6)
i=1

o _ € (LOF) — IB)
T T

sendo ¥, y¥ as solugdes 6timas dos problemas (Py) e (P), respectivamente, para AF.

O tamanho de passo t* é ajustado em toda iteracdo k, e o parametro LB é um limite
inferior. O valor € é um escalar entre 0 e 2 e tem influéncia na velocidade de convergéncia
do método.

O Algoritmo 8 expressa a Heuristica Hs. A cada iteragao é calculada uma solugéao vidvel
para a instancia de entrada, a partir da solucao da Relaxacao Lagrangeana proposta ante-
riormente. Na linha 2, inicializamos o parametro A. A seguir, a cada iteracao i do laco, na
linha 4, calculamos as solugoes 6timas dos problemas (P;) e (P») utilizando o A corrente.

Na linha 5, de posse das solugoes x e y, obtemos uma atribuicao vidvel, utilizando tais
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solugbes (explicaremos posteriormente como fazer isto). A solu¢ao z indica um conjunto
de simbolos alocados, possivelmente, em padroes conflitantes. A solucao y indica um con-
junto de padrdes nao conflitantes. Apds a determinacdo de uma solucido vidvel, na linha
6, encontramos um limite inferior para ser usado no célculo de t*. O limite inferior pode
ser obtido com o uso de uma heuristica qualquer ou utilizando o valor da melhor solugao
obtida até o momento. Na linha 7, definimos o novo parametro A da maneira que mostramos

anteriormente e, finalmente, na linha 9, retornamos a melhor solugao vidvel encontrada.

Algoritmo 8: Heuristica Hj

Entrada: M ,N e a funcao ganho p

Saida: Uma atribuicao conexa

1 inicio

2 A X0

3 para i=1 até v faga

4 seja z e y solugodes 6timas para (Py) e (P2) obtidas com o A definido,
respectivamente;
A; + calcular AtribuicaoViavel (z,y);
obtenha LB e compute t*;
atualize o parametro A;

fim

retorna argmaxacya,,.. A4, 1{val(4)};

© O N o wm

10 fim

Propomos o Algoritmo 9 como uma alternativa para a obtengdo de uma solugao viavel
para o problema. Este algoritmo utiliza a solugao étima y do problema (FP). Na linha 2,
consideramos um grafo bipartido completo G, onde uma das partes é formada pelo conjunto
de simbolos I e a outra é composta pelo conjunto de padroes escolhidos por y. A seguir,
linha 3, utilizamos um algoritmo para calcular um emparelhamento de peso méximo nas
arestas de GG, tomando como peso da aresta ip o valor do ganho ao alocar ¢ no padrao p.

Para esta finalidade, ha diversos algoritmos conhecidos na literatura. Um dos mais
populares e bastante utilizado na prética é o algoritmo Hungaro [10] [11]. Ao final, linha 4,
o algoritmo retorna a atribuicao que consiste em alocar cada simbolo ¢, contido em uma das
arestas do emparelhamento, no respectivo padrao p ao qual foi emparelhado.

Podemos também imaginar outros algoritmos que utilizam a solucdo z, ao invés da
solucao y, para encontrar uma “boa”solucao viavel. Poderiamos, por exemplo, utilizar um
critério guloso para alocar os simbolos de maior ganho nos padroes que foram estabelecidos
na solucao x.

A Heuristica Hs executa « iteragoes, que se trata de um parametro da heuristica. Ava-
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liamos, entao, a complexidade temporal da heuristica para cada iteragdo. A complexidade
de se calcular a solucdo 6tima de (Py) corresponde a O(MP) = O(M N?). Existem diversos
algoritmos em tempo linear no niimero de vértices para calcular conjunto independente de
peso maximo em grafos de intervalo. Desta forma, a complexidade de se obter uma solucao
6tima para (Py) é O(P) = O(N?). Para calcular uma solucdo vidvel, propomos o Algoritmo
9, que utiliza o método Hingaro para calculo do emparelhamento de peso maximo. Podemos
encontrar facilmente implementacoes deste método de complexidade O(N'3), onde N’ é o
tamanho da maior parte do grafo bipartido completo. Como y seleciona apenas padroes
nao conflitantes, o tamanho da maior parte serd no maximo max{M, N}. Dessa maneira,
a complexidade para encontrar esta solugdo serd O([M + NJ]?). As demais operacdes da

heuristica requerem tempo constante, portanto a complexidade de Hs é O([M + N13).

Algoritmo 9: calcularAtribuicaoViavel

Entrada: A solugao y do problema (P;)

Saida: Uma atribuicao conexa

inicio

2 Seja G = (V1 U Vo, V1 x Vo) um grafo bipartido completo tal que Vi = I,
Vo={p:yp =1}

3 Calcule um emparelhamento M = {iip1,...,ixpr} de peso méximo nas arestas de

=

G, onde o peso de ip € Vi x V, é dado por w;, = Z;V:1 Pij * tips

4 retorna le:'=1 ek P ;
5 fim




Capitulo 7

Resultados Computacionais

Os resultados computacionais apresentados neste capitulo foram obtidos num ambiente
computacional Ubuntu 14.04 LTS de 64 bits com hardware equipado com processador intel®)
Core™ i7 com clock de 3.4 GHz e 16 GB de memoéria DDR3. Os algoritmos foram imple-
mentados na linguagem Java versao 1.8 e foi utilizado o CPLEX 12.6.1 como ferramenta

para resolugao dos problemas de programacao linear e inteira.

7.1 Instancias

Neste trabalho utilizamos dois tipos de classes de instancias. A primeira, refere-se aquelas
obtidas através do simulador desenvolvido em [2]. Este simulador permite a especificacao
de um cendario de comunicacao celular através da definicao de parametros relacionados ao
sistema como, por exemplo, o nimero de usudrios, taxas de transmissao e servigos do sistema.
Baseado nestes parametros, o software faz uma simulagao de um ambiente celular moderno
com as caracteristicas definidas e, através de modelos matemadticos, pode-se calcular as
taxas de transmissao dos usuarios que representam a fungao ganho p de ACV. Chamaremos
genericamente as instancias desta classe de Instancias Simuladas.

A segunda classe de instancias sdo aquelas obtidas aleatoriamente com valores de ganhos
uniformemente distribuidos no intervalo [0,200]. Iremos nos referir a estas instancias como
Instancias Aleatorias.

Usando as instancias desejamos verificar o desempenho das heuristicas propostas em ter-
mos da qualidade de solucao e de tempo de computagao, tanto para situacoes mais proximas
da realidade (através de instancias simuladas) como também estudéd-las num contexto mais
amplo (através de instancias aleatorias).

Para cada classe, dividimos as instancias em 3 grandes grupos: N = 20, N = 60 e
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N = 100. Para um dado N fixo, definimos 6 valores para M: N/5, 2N/5, 3N/5, 4N/5,
5N/5 e 6N/5. Para cada par (N, M) foram geradas 30 instancias simuladas e 30 instancias

aleatdrias. Assim, cada grupo com N fixo tem um total de 180 instancias de cada classe.

7.2 Apresentacao e Avaliacao de Resultados

Neste capitulo, apresentamos os resultados através de graficos, para uma visualizacao
mais rapida. No Apéndice A, mostramos em tabelas os dados base para esses graficos,
que podem ser consultados para uma verificacdo mais precisa de seus valores. Desejamos
avaliar as heuristicas em termos da qualidade de solugao gerada e do tempo de computagao
demandada. Para isso, definimos a Razao de Aproximagao (RA) de uma solu¢ao como sendo
a razao (Valor da Solucio / Valor Otimo). As unidades de tempo sio sempre especificadas
em milissegundos.

Para cada par (N, M) e para cada classe de instancias, construimos o Intervalo de Con-
fianca (IC) de 95% de confiabilidade para os resultados de razao de aproximacao de cada
heuristica. Utilizaremos estes intervalos como um critério de avaliagdo e comparagao da

qualidade de solucao das heuristicas.

7.3 Resultados Para N = 20

Os valores de M para N = 20 sao: 4, 8, 12, 16, 20 e 24. A Figura 7.1 apresenta os
resultados referentes a Razdo de Aproximagao. Na regido a esquerda, temos os resultados
obtidos para as instancias simuladas. Na regiao direita, estao os resultados para as instancias
aleatérias. As figuras 7.2 e 7.3 mostram os resultados de tempo de computacdo para as
instancias simuladas e aleatorias, respectivamente. No lado direito destas figuras temos o
grafico restrito aos resultados de tempo somente para as heuristica Hy, H; e Hs. Resolvemos
destacar estas trés por conta de nao haver uma percepcao exata do comportamento delas no
grafico geral (a esquerda da mesma figura), por se tratar das heuristicas com menor tempo
de computagao dentre todas.

Observamos que, para as instancias simuladas, todas as heuristicas retornam solucoes de
boa qualidade, sempre acima de 96% do valor 6timo. Além disso, notamos que as heuristicas
Hj; e Hy sao aquelas que apresentaram as melhores solugoes. Em contrapartida, sao elas que
tiveram o maior tempo de computacao. As heuristica Hy e H; sdo as mais rapidas, dentre
todas, e H; juntamente com Hs sao as que apresentaram as solugoes de menor qualidade.

No entanto, esta diferenca nao é tao significativa, em torno de 2 ou 3% das demais.
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Para as instancias aleatérias, a qualidade das solugoes da heuristica de referéncia, Hy,
passa a ser bastante afetada, piorando com o aumento de M, chegando a obter uma razao de
aproximacao média de 75% para as instancias com M = 20. O comportamento das demais
se assemelha aos obtidos para as instancias simuladas, com razao de aproximacao sempre

maior que 90% do valor 6timo. O mesmo ocorre para o tempo de computacao, onde notamos

curvas de tempo bem semelhantes as curvas observadas para as instancias simuladas.
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Figura 7.1: Gréfico da Razao de Aproximagao para N = 20 (Instancias Simuladas a Es-

querda, Instancias Aleatdrias a Direita).

B
'g T T T T T T T
% 100 - +So}£IInt, | //A +go
% —o— 0 K —— Hq
= | ——  H; || 0,15 . -4~ Hy ||
80 «
£ -4~ Hy
8 60| —— H3
§ -u— Hy 0,1 |
S 40 e Hs
S
3
O 20 . =
= '/4/:/://:/. 5-1072 .
— e
[« )| &—a—a—a—a—a .
§ I I I I I I I
& 10 20 30 40 10 20 30
M M

Figura 7.2: Graficos do Tempo de Computagao para N = 20 (Instancias Simuladas).




7.3 RESULTADOS PARA N = 20 63

"o
% I I
§ —eo— Sol.Int. 15| s |—o— Hj
§ —o— HO /// +H1
T 200 —— S e
\E/ - A= H2 //
2 —— Hj Ly /,’ |
é‘" -u— Hy .
S 100 -e-  H; |
g 0,5} « .
S ’
QO 7
QO -
= V\W
é‘ or | | | | ] ot | | | |
& 10 20 30 40 10 20 30

M M

Figura 7.3: Graficos do Tempo de Computagao para N = 20 (Instancias Aleatérias).

As tabelas 7.1 e 7.2 mostram os Intervalos de Confianga (IC) para os resultados de razao
de aproximacao das classes de instancias simuladas e aleatorias, respectivamente. Conside-
rando uma classe de instancias especifica, sao definidos um IC para cada para (N, M) e para
cada heuristica. Estes intervalos sao definidos com uma confiabilidade de 95%. Isto significa
que, se o experimento for reproduzido 100 vezes com amostras similares (de mesma classe
e valores de M e N), é de se esperar que a média da razao de aproximagao obtida para
cada heuristica esteja dentro do respectivo IC em 95 destes 100 experimentos, ou seja, cada
experimento tem 95% de chance de apresentar média da razao de aproximacao dentro do IC.
Desta maneira, desejamos heuristicas que apresentem um IC curto com extremo superior
proximo de 1.

Notamos que, para as instancias simuladas, as heuristicas H e Hs foram as que apresen-
taram os ICs mais curtos. Além disso, tais intervalos tém extremo superior maior ou igual a
1. Destacamos também a heuristica Hs que apresenta ICs curtos com extremo direito bem
préoximo de 1. Dentre todas, a heuristica Ho foi a que apresentou o maior nimero de ICs
mais longos.

Para as instancias aleatérias, as heuristicas Hy e H3 continuam a definir os ICs mais
curtos e dentre as demais se destaca Hs. Observamos que, para este conjunto de instancias,
a heuristica Hj apresenta os ICs mais longos crescentes com o valor de M, diferente do que

ocorre para as instancias simuladas, onde seus ICs sao consideravelmente mais curtos.
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Tabela 7.1: Intervalos de Confianga Para a Razado de Aproximagao (Instancias Simuladas
com N = 20).

M

IC (Hy)

IC (H)

IC (H,)

IC (Hs)

IC (H4)

IC (Hs)

4
8
12
16
20
24

0,992 £ 0,007
0,986 + 0,008
0,987 + 0,008
0,986 + 0,009
0,991 + 0,007
0,988 + 0,008

0,977 £0,013
0,971 4+ 0,014
0,970 £ 0, 021
0,971 + 0,017
0,977 £0,013
0,965 + 0,016

0,084 £ 0,017
0,981 4 0,012
0,982 4 0,011
0,961 + 0,024
0,973 4+ 0,018
0,967 + 0,018

1,000 £ 0,000
0,999 = 0,001
0,999 + 0,002
0,992 + 0,008
0,997 + 0,005
0,999 + 0,002

1,000 £ 0,000
0,999 + 0,001
0,999 + 0,002
0,994 -+ 0,008
0,998 + 0,004
0,999 + 0,002

0,994 £ 0,005
0,994 + 0, 004
0,995 + 0,005
0,989 + 0,008
0,994 + 0,005
0,988 £ 0,007

Tabela 7.2: Intervalos de Confianca Para a Razao

com N = 20).

de Aproximacao (Instancias Aleatérias

M

IC (Hy)

IC (H)

IC (H,)

IC (Hs)

IC (H4)

IC (Hs)

4
8
12
16
20
24

0,918 + 0, 024
0,851 + 0,028
0,828 + 0,038
0,788 + 0,035
0,746 + 0,039
0,780 + 0,045

0,948 + 0,023
0,934 + 0,015
0,947 £ 0,010
0,920 + 0,014
0,911+ 0,014
0,919 + 0, 020

0,951 + 0,016
0,943 4+ 0,014
0,965 £ 0,010
0,970 + 0,008
0,974 + 0, 008
0,970 4 0,010

0,990 £ 0,011
0,982 £ 0,014
0,984 + 0,009
0,997 + 0,004
1,000 + 0,000
1,000 £ 0,000

0,995 =+ 0, 005
0,990 = 0,009
0,992 + 0,006
0,999 -+ 0,001
1,000 = 0,000
1,000 = 0,000

0,980 +£ 0,008
0,978 £ 0,005
0,980 + 0,005
0,987 + 0,004
0,996 + 0,002
0,999 + 0,001

As tabelas 7.3 e 7.4, sumarizam os resultados obtidos para as 180 instancias simuladas e

as 180 instancias aleatérias, respectivamente, para N = 20. O tempo médio de computagao

da solucao 6tima para as instancias simuladas foi de 68, 387 milissegundos, que é 3,9 vezes

maior que o tempo médio da heuristica mais lenta, Hs, e 1.179 vezes maior que o tempo médio

da heuristica mais rapida, Hi. Notamos que houve instancias em que Hi e Ho obtiveram

solucoes com razao de aproximacao bem préximas de 75%.

Para as instancias aleatérias, o tempo de computacao da solucao 6timo foi em média

184, 34 milissegundos. Este valor é 4,78 vezes maior que o maior tempo médio, de Hy, e

1.645 vezes maior que o menor tempo médio, de Hj.

Observamos que houve instancias

aleatérias onde a heuristica Hy obteve solucoes com razao de aproximacao préxima de 46%

e algumas fizeram H; obter solugao com 72% de proximidade da solu¢ao 6tima.

Tabela 7.3: Resultados Médios Gerais Para N = 20 (Instancias Simuladas).

N =20 Ho  H,  Hy Hs H, H;

Razao de Aprox. Média | 0,988 0,972 0,975 0,998 0,998 0,992
Razao de Aprox. Min. | 0,896 0,750 0,757 0,837 0,887 0,907
Razio de Aprox. Max. | 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
Tempo Médio (ms) 0,059 0,058 0,110 17,516 17,359 10,222
Tempo Min. (ms) 0,009 0,019 0,020 4,266 4,547 2,244
Tempo Max. (ms) 0,686 0,200 0,649 36,424 33,762 23,416
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Tabela 7.4: Resultados Médios Gerais Para N = 20 (Instancias Aleatérias).

N =20 Hy H, Hy H; H, H;
Razao de Aprox. Média | 0,818 0,930 0,962 0,992 0,996 0,987
Razao de Aprox. Min. | 0,469 0,722 0,86 0,862 0,915 0,921
Razao de Aprox. Max. | 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
Tempo Médio (ms) 0,254 0,112 0,727 37,578 38,529 16,173
Tempo Min. (ms) 0,084 0,046 0,055 6,592 6,326 3,051
Tempo Max. (ms) 1,195 0,458 2,568 95,893 89,805 38,171

7.4 Resultados Para N = 60

Para as instancias com N = 60, apresentamos os resultados obtidos da mesma forma
que foram apresentados para N = 20. Os graficos da Figura 7.4 mostram as razoes de
aproximagao médias para as instancias simuladas, a esquerda, e as instancias aleatérias, a
direita. Nas figuras 7.5 e 7.6 temos os resultados referentes ao tempo médio de computacao.

De imediato notamos resultados bem similares aos obtidos anteriormente. Para as
instancias simuladas, as heuristicas apresentaram boas razées de aproximacao média, sem-
pre no minimo 94% do valor étimo. Notamos também que Hs e Hy continuam a apresentar
as solucoes mais préximas das solugoes 6timas e requerem, em média, uma quantidade de
tempo consideravelmente maior que as outras heuristicas. De todas as heuristicas a que
apresentou solugoes de menor qualidade foi a Hy. Quanto ao tempo de computacao, no-
tamos que o comportamento das heuristicas foi o mesmo ocorrido anteriormente, onde as
heuristicas Hy, Hy e Hy apresentam os menores tempos e Hq se mostra como a mais rapida
de todas.

Considerando o conjunto de instancias aleatdrias, observamos, mais uma vez, que todas
as heuristicas propostas superam Hjy em qualidade de solucao. As heuristicas H3 e Hy se
mostram aquelas com melhores solucoes e maiores tempos de computagao. Podemos destacar
a heuristica Ho, pelo seu tempo de computacao baixo e por superar as heuristicas Hy e H;
para a maior parte das instancias, sempre apresentando uma razao de aproximacgao média
acima de 90%. Dentre todas, a heurfstica H; foi aquela de menor tempo de computagao

médio.
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Figura 7.4: Gréfico da Razao de Aproximagao para N = 60 (Instancias Simuladas a Es-
querda, Instancias Aleatdrias a Direita).
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Figura 7.5: Graficos do Tempo de Computagao para N = 60 (Instancias Simuladas).
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Figura 7.6: Graficos do Tempo de Computagao para N = 60 (Instancias Aleatérias).

As tabelas 7.5 e 7.6 mostram os Intervalos de Confianga (IC) para os resultados de razao

de aproximacao das classes de instancias simuladas e aleatérias com N = 60, respectiva-

mente. Observamos resultados similares, com algumas pequenas diferencas, aos de N = 20.

As heuristicas H4 e H3 continuam a apresentar os menores ICs que tem extremos superiores

bem préximos de 1 para os dois tipos de classes de instancias. Ao desconsiderar Hy e Hs,

a heuristica Hg apresenta os menores ICs, para as instancias simuladas, e a heuristica Hj

os mais curtos, para as aleatérias. Notamos também que Hy apresenta os intervalos mais

longos para as instancias simuladas e Hy os mais longos para as aleatérias.

Tabela 7.5: Intervalos de Confianga Para a Razado de Aproximagao (Instancias Simuladas

com N = 60).

M| IC (Ho) IC () IC (Hy) IC (H3) IC (Hy) IC (H5)

12 | 0,980+ 0,008 0,980 +0,013 0,971 +0,022 1,000+ 0,000 1,000+ 0,000 0,988+ 0,007
24 | 0,990 40,008 0,983+0,011 0,953 40,035 0,996 40,008 0,996 40,007 0,987 «+ 0,008
36 | 0,991+ 0,005 0,987+ 0,006 0,95940,029 0,995+0,006 0,998+ 0,002 0,988+ 0,005
48 | 0,990 40,005 0,981+ 0,009 0,948 +0,029 0,999 40,002 0,999+ 0,001 0,985 + 0,006
60 | 0,994 £0,003 0,990=£0,005 0,970+0,020 0,999 40,002 0,999 +0,002 0,992+ 0,004
72 10,993 £0,004 0,988+0,007 0,957£0,025 0,999+0,001 1,00040,000 0,989 40,007
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Tabela 7.6: Intervalos de Confianga Para a Razado de Aproximagao (Instancias Aleatdrias

com N = 60).

M IC (Hy) IC (H)) IC (Ha) IC (H) IC (Hy) IC (H)

12 | 0,780 +0,026 0,931+0,011 0,908+£0,015 0,968+0,019 0,980=+0,011 0,932+0,011
24 |1 0,690£0,034 0,909=£0,010 0,925+0,010 0,974+0,013 0,984 +0,008 0,918+0,007
36 | 0,611 £0,028 0,881£0,009 0,936=+0,009 0,984£0,010 0,993 +0,004 0,925=£0,006
48 | 0,536 40,036 0,858+ 0,009 0,957 40,006 0,985+ 0,011 0,996 + 0,003 0,938 + 0,005
60 | 0,571 £0,029 0,88=+0,012 0,9754+0,005 1,0004 0,000 1,000= 0,000 0,964+ 0,004
72 | 0,560 40,039 0,869+ 0,008 0,987 +0,003 1,00040,000 1,000+0,000 0,990 =+ 0,002

As tabelas 7.7 e 7.8 resumem os resultados obtidos para as 180 instancias simuladas e

as 180 instancias aleatorias, respectivamente, com N = 60. O tempo médio de computagao

da solucao 6tima para o conjunto de instancias simuladas foi de 4.768 milissegundos. Este

valor é 3,5 vezes maior que o tempo médio da heuristica de maior tempo, Hs, e 47.207 vezes

maior que o da heuristica de menor tempo, H;. Observamos que, para algumas instancias,

H, obteve solucoes cuja razao de aproximacao foi em torno de 64%.

O tempo de computacao médio da solucao 6tima para as instancias aleatérias com N = 60

foi de 10.898 milissegundos, que é 3,8 vezes maior que o tempo médio de computacao da

heuristica de maior tempo, H3, e 32.924 vezes maior que o tempo médio de computagao da

de menor tempo, H;. Podemos notar que a razao de aproximacao média para a heuristica

de referéncia Hy foi 62,5%, que é consideravelmente menor que a das demais heuristicas, e

para algumas instancias esta heuristica obteve solucées cuja aproximacao é 33, 8% da 6tima.

Tabela 7.7: Resultados Médios Gerais para N = 60 (Instancias Simuladas).

N =60 H, o, ) H, H, H,
Razao de Aprox. Média | 0,991 0,985 0,960 0,998 0,999 0,988
Razdo de Aprox. Min. | 0,900 0,854 0,641 0,890 0,901 0,921
Razdo de Aprox. Max. | 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
Tempo Médio (ms) | 0,281 0,101 2,991 1349,018 1346,800 160,786
Tempo Min. (ms) 0,025 0,029 0,040 253,732 253,777 34,072
Tempo Max. (ms) 4,880 0,434 26,548 3253,351 3659,490 480,116

Tabela 7.8: Resultados Médios Gerais para N = 60 (Instancias Aleatérias).

N =60 H, o, iz Iz H, s
Razio de Aprox. Média | 0,625 0,884 0,948 0,985 0,992 0,945
Razio de Aprox. Min. | 0,338 0,789 0,808 0,834 0,903 0,874
Razdo de Aprox. Max. | 0,917 0,998 0,999 1,000 1,000 0,999
Tempo Médio (ms) 2,316 0,331 32,980 2863,254 2854,650 286,017
Tempo Min. (ms) 0,780 0,069 0,642 454,779 440,368 57,302
Tempo Max. (ms) 24,637 1,318 139,187 5864,211 5738,542 858,880
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7.5 Resultados Para N = 100

Os graficos da Figura 7.7 mostram as curvas que descrevem as razoes de aproximacao
médias para as instancias simuladas, & esquerda, e para as instancias aleatorias, a direita.
Nas figuras 7.8 e 7.9 temos os resultados referentes ao tempo médio de computagao. Os
valores que M assumem neste conjunto de instancias sao: 20, 40, 60, 80, 100 e 120.

Os resultados apresentados nos graficos se assemelham aos resultados anteriores, tanto
em qualidade de solugao quanto em tempo de computacao. Dentre todas as heuristicas, Hs
e H, continuam a apresentar as melhores solucoes e a consumir o maior tempo. Percebemos
que, para as instancias simuladas, todas as heuristicas apresentam bons resultados médios
de aproximagcao, sempre acima de 92% do valor 6timo, e a heuristica Hy, mais um vez, se
mostra aquela de menor qualidade de solugao. Os resultados para as instancias aleatorias
também sao bem similares. Todas as heuristicas propostas apresentam solugoes melhores
que as solucoes de Hy. No que diz respeito ao tempo de computacao, observamos que,

independente do tipo de classe de instancia, a heuristica H; é mais rapida de todas.
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Figura 7.7: Gréficos da Razao de Aproximacao para N = 100 (Instancias Simuladas a
Esquerda, Instancias Aleatérias a Direita).
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Figura 7.8: Graficos do Tempo de Computacao para N = 100 (Instancias Simuladas).
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Figura 7.9: Gréficos do Tempo de Computagao para N = 100 (Instancias Aleatoérias).

As tabelas 7.9 e 7.10 mostram os Intervalos de Confianga (IC) para os resultados de razao

de aproximacao das classes de instancias simuladas e aleatérias com N = 100, respectiva-

mente. Os resultados obtidos, mais uma vez, se assemelham aos anteriores. As heuristicas

H4 e H3 continuam a apresentar os menores ICs, com extremos superiores préximos de 1,

para as duas classes de instancias. Ao desconsiderar estas duas, a heuristica Hj apresenta

os menores ICs para as instancias simuladas e Hy 0os menores para as instancias aleatorias.

Curiosamente Hy apresenta os intervalos mais longos para as instancias simuladas e Hy os

mais longos para as aleatérias.
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Tabela 7.9: Intervalos de Confianga Para a Razado de Aproximagao (Instancias Simuladas

com N = 100).

M [ IC (H) IC (i) IC (i) IC (H3) IC (Hy) IC (i5)

20 | 0,994 +£0,006 0,992+0,005 0,959+0,030 1,000%£0,000 1,000=0,000 0,993 =+0,005
40 | 0,995£0,003 0,992+0,004 0,938=+£0,043 0,999+0,001 0,999 =£0,001 0,994+ 0,003
60 | 0,994 £0,003 0,994 +0,003 0,947+0,030 0,999 40,001 0,999+0,001 0,994 +0,003
80 | 0,99440,003 0,991-+0,004 0,924+ 0,039 0,999 40,001 1,000-0,001 0,992 + 0,004
100 | 0,994 £ 0,003 0,990+ 0,005 0,937+0,033 0,999+0,001 0,999+0,001 0,992+ 0,004
120 | 0,996 £0,002 0,992+0,005 0,941+£0,037 0,998+0,002 0,999 +0,001 0,994 + 0,003

Tabela 7.10: Intervalos de Confianga Para a Razao de Aproximagao (Instancias Aleatdrias

com N = 100).

M| IC (Ho) IC (H,) IC () IC (Hs) IC (Hy) IC (Hs)

20 | 0,716 £0,027 0,910+0,012 0,899+0,011 0,977+£0,016 0,986 +0,010 0,910=£0,012
40 | 0,653 +£0,027 0,893 +0,008 0,911+0,008 0,964+0,017 0,974£0,012 0,893 £ 0,008
60 | 0,584 +0,032 0,872+0,009 0,933+£0,005 0,961+0,013 0,977£0,008 0,876 =%0,008
80 | 0,520 40,030 0,84940,010 0,959+ 0,003 0,976+ 0,009 0,989 40,005 0,877 = 0,005
100 | 0,507 40,028 0,839+ 0,007 0,980+ 0,003 0,99940,002 1,0000,000 0,905+ 0,004
120 | 0,534 +0,033 0,855+0,008 0,990+0,001 1,000=+0,000 1,000=£0,000 0,942+ 0,004

As tabela 7.11 e 7.12 resumem os resultados médios obtidos para as 180 instancias
simuladas e para as 180 instancias aleatorias, respectivamente, com N = 100. O tempo
médio de computacao da solugao 6tima para o conjunto de instancias simuladas foi de 53.529
milissegundos. Este valor é 3,4 vezes maior que o tempo médio da heuristica de maior tempo,
Hj, e 262.397 vezes maior que o da heuristica de menor tempo, Hi. Observamos que, para
algumas instancias, Ho obteve solugodes cuja razao de aproximacao foi em torno de 60%,
todas as demais encontram solu¢do com no minimo 92% do valor da solu¢ao 6tima. O
tempo de computacao médio da solucao étima para as instancias aleatérias com N = 100
foi de 74.108 milissegundos, que é 3,6 vezes maior que o tempo médio de computacao da
heuristica de maior tempo, Hs, e 129.786 vezes maior que o tempo médio de computagao da
de menor tempo, Hi. Podemos notar que a razao de aproximacao média para a heuristica
de referéncia Hy foi 58,6%, que é consideravelmente menor que a das demais heuristicas, e

para algumas instancias esta heuristica obteve solucgoes cuja aproximacao é 30, 5% da 6tima.

7.6 Comportamento das Heuristicas em Funcao de N

Os gréficos mostrados na Figura 7.10 apresentam o comportamento da média das razoes
de aproximagao obtidas para as heuristicas em fungao de N (quantidade de posigoes do

vetor). A direita da figura temos o grafico para as instancias simuladas e, a esquerda, o
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Tabela 7.11: Resultados Médios Gerais para N = 100 (Instancias Simuladas).

N =100 Hy H; H, H; Hy H;
Razao de Aprox. Média | 0,995 0,992 0,941 0,999 0,999 0,993
Razao de Aprox. Min. | 0,917 0,926 0,600 0,986 0,986 0,949
Razao de Aprox. Max. | 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000

Tempo Médio (ms) 0,741 0,204 18,574 15490,749 15456,465 862,743
Tempo Min. (ms) 0,047 0,036 0,102 2463,794  2453,095 105,438
Tempo Max. (ms) 5,881 0,638 155,905 36755,274 39427,780 3110,478

Tabela 7.12: Resultados Médios Gerais para N = 100 (Instancias Aleatorias).

N =100 H, , o ; H, ,
Razao de Aprox. Média | 0,586 0,870 0,945 0,979 0,988 0,900
Razio de Aprox. Min. | 0,305 0,790 0,844 0,812 0,878 0,829
Razdo de Aprox. Méx. | 0,825 0,960 0,997 1,000 1,000 0,961
Tempo Médio (ms) 5,340 0,571 164,469 20558,572 20255,474 0888455
Tempo Min. (ms) 2,151 0,074 2,493  3158,890 3249,167 139,364
Tempo Max. (ms) 21,902 4,237 908,099 42932,631 41586,062 3101,344

grafico para as instancias aleatérias. Nas figuras 7.11 e 7.12 sdo mostrados os graficos das
médias dos tempos de computacao das heuristicas para as instancias simuladas e aleatorias,
respectivamente. Na regiao a direita destas figuras, temos em detalhes as curvas exclusivas
para as heuristicas Hy, Hy e Ho.

Podemos observar que, para as instancias simuladas, todas as heuristicas apresentam
bons resultados médios, sempre acima de 94% do valor étimo. Para as instancias aleatérias,
percebemos que, de modo geral, as heuristica propostas superam de forma consideravel as
solucoes encontradas pela heuristica Hy, que apresenta resultados bem piores aos encontrados
para as instancias simuladas.

Quanto ao tempo de computacdo, notamos que, obviamente, este aumenta com o au-
mento de N. Para as heuristicas Hy e Hy este aumento é menos acentuado quando compa-
ramos as demais. Além disso, podemos observar que o tempo de resolucao da solucao inteira
tem um crescimento mais rapido que o tempo requerido pelas heuristicas e que o tempo de
computacao de Hs e Hy sao praticamente os mesmos. Observamos ainda que a heuristica
H, se destaca por conta do tempo de computacao bem curto, quando comparado com as

outras, e da sutil inclinacao crescente da sua curva de tempo.
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Figura 7.12: Graficos de Média do Tempo de Computagao (Instancias Aleatdrias).

7.7 Conclusoes

Por estes resultados, podemos observar que as heuristicas H3 e H4 sempre apresentaram
melhores resultados que a heuristica encontrada na literatura, Hy, quando comparamos a
qualidade de solugao obtida. Este resultado ja era de se esperar, pois, como as heuristicas
Hj; e Hy utilizam uma solucao 6tima relaxada, tem-se uma noc¢ao global da proximidade
da solucao otima inteira, diferentemente das heuristicas Hy e H; que podem ser vistas
como heuristicas de baixo custo que buscam encontrar uma “boa solugao”com base numa
atribuicao inicial que pode, potencialmente, estar bem longe da solugao 6tima.

Em relagao ao tempo de computacgao, observamos que a heuristica H; tem o menor
tempo de computagao dentre todas e apresenta resultados préximos aos da heuristica Hy para
instancias simuladas e a supera para instancias aleatérias. Além disso, como era esperado, as
heuristica Hs e H4 apresentam os maiores tempos de computacao, ja que necessitam calcular
uma solucao 6tima relaxada, e este processo muitas vezes é excessivamente demorado para
os padroes da aplicacdo. A heuristica Hy também pode ser destacada pelo baixo tempo de
computacao, apesar de ser maior que os de Hy e H;.

Pelos resultados apresentados, o que de imediato observamos é que o custo de se obter
“boas solugoes” com as heuristicas Hs e H4 corresponde ao custo de se computar uma solucao
Otima relaxada. Além disso, percebemos também que, devido ao fato das heuristicas Hy e Ho
possuirem tempo de computacdo consideravelmente baixo, estas pode ser uma alternativa

para o contexto de aplicagdo, pois o tempo de resposta do algoritmo é de fundamental
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importancia na pratica.

Os resultados sugerem que as instancias simuladas do problema, de modo geral, sao mais
faceis de resolver que instancias geradas aleatoriamente. Observe que os tempos médios de
computagao das heuristicas, ou da solucao 6tima, sao sempre menores para as instancias
simuladas. Além disso, todas as heuristicas conseguem encontrar solucoées em que a média
da razao de aproximagao é pelo menos 90%, diferente ao que ocorre para as instancias

aleatorias.



Capitulo 8

Consideracoes Finais e Trabalhos
Futuros

Neste capitulo, fazemos nossas consideracoes finais e projetamos algumas possibilidades

de continuidade com relacao ao tema abordado.

8.1 Consideracoes Finais

Nesta secao, resumimos o que foi feito neste trabalho e fazemos algumas conclusdes a
respeito dos resultados obtidos.

Neste trabalho, definimos o problema ACV que foi motivado por uma aplicacao de telefo-
nia mével. De imediato, mostramos que este problema é NP-Dificil a partir de uma reducgao
do problema da Recolora¢ao Convexa de Caminhos (RCC). Além disso, apresentamos um
algoritimo aproximativo com fator 1/k para um caso particular deste problema, k-ACV.

Devido as exigéncias de tempo de computacao encontradas na aplicagdo do problema,
desenvolvemos 5 heuristica para ACV. A heuristica H; foi inspirada num algoritmo 2-
aproximativo do problema RCC. Os testes computacionais mostraram que esta é a mais
rapida de todas, inclusive mais rapida que a heuristica encontrada na literatura, Hy. A
heuristica Ho possui certa similaridade com H;p, no que diz respeito a ideia central, que
consiste em calcular e utilizar subintervalos de soma méxima para determinar as posicoes
de alocacao dos simbolos. Podemos observar que a heuristica Hy também é bastante rapida
e, juntamente com H7, pode ser uma boa alternativa para uso no contexto de aplicacdo. As
heuristicas Hs e Hy utilizam uma solucao da relaxacgao linear para alocar os simbolos. Os
testes computacionais mostraram que estas sao aquelas de maiores tempo de computagao.
Tal fato é justificado pelo custo de computacao desta solucao relaxada. Por outro lado,

as solugoes encontradas por estas heuristicas sdo muito préximas das soluces Stimas. A
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heuristica Hj aplica Relaxacao Lagrangeana sobre a Formulagao XY e utiliza o método dos
subgradientes para encontrar solucoes desta relaxacao; A partir de tal solucao determina
uma solucao viavel para o problema original. Podemos observar, pelos testes computacio-
nais, que este algoritmo nao é tao rapido quanto H; e Hy, mas, na maior parte das vezes,
encontra melhores solugdes que estas.

Apresentamos também 3 formulagoes de Programa Linear Inteira para o problema ACV.
A primeira, Formulacao Z, foi inspirada em uma formulacao do problema RCC. A segunda,
Formulagao X, anteriormente sugerida na literatura, utiliza uma matriz de padroes de atri-
buicdo para definir a alocacdo dos simbolos. A terceira, Formulacdo XY, também utiliza
uma matriz de padroes de atribuigao e acrescenta uma conjunto de varidveis adicionais, em
relagao a X, para modelar o problema. Mostramos que a Formulacao X corresponde ao
problema mestre obtido a partir da aplicacao da Decomposicao de Dantzig-Wolfe a For-
mulacao Z. Além disso, propomos uma forma para fortalecer a Formulacdo XY e mos-
tramos que esta torna-se a Formulagdo X. Como consequéncia, chegamos a conclusao que
RL(X) = RL(XY Fortalecida) < RL(Z), onde RL(F') é o valor da relaxac@o linear do
problema F'.

Definimos e estudamos o poliedro associado a formulagao X. Mostramos que este polie-
dro tem dimensao plena e provamos que as unicas desigualdades definidoras de facetas com
coeficientes negativos sao dadas por x;, > 0. Além disso, definimos uma classe de desigual-
dades vélidas com lado direito igual a 1 e provamos que esta juntamente com as restrigoes
de nao-negatividade compreende todas as desigualdades indutoras de facetas com coefici-
entes binarios. Em seguida, generalizamos estas desigualdades, obtendo uma classe mais
ampla, também indutora de facetas do poliedro. Ao final, caracterizamos completamente a

envoltéria convexa dos pontos vidveis para os casos onde M =2 ou N = 2.

8.2 Trabalhos Futuros

Apresentamos, a seguir, algumas possibilidades em relacdo a continuidade do estudo do
problema ACV.

Motivados por caracteristicas relacionadas & aplicacao pratica do problema, podemos
estudar ACV com algumas restrigdes adicionais. Por exemplo, é muito comum em sistemas
de telefonia mével a garantia de uma qualidade de servico; Desta maneira, o acréscimo de
uma restricao que garante uma taxa minima de transferéncia para cada cliente alocado passa

a ser relevante. Assim, se 7' é alocado no padrao p’, entao o ganho total de i’ no padrao p’
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deve ser pelo menos um valor minimo estabelecido, isto é, > o) Pip > w, onde w reflete

peJ(
a taxa minima de qualidade de servico.

Destacamos também algumas possibilidades para continuidade do estudo poliédrico do
problema ACV. Sabemos que existem outras desigualdades vélidas que definem facetas.
Assim, a busca por novas desigualdades indutoras de facetas é uma opcao imediata de
estudo. Além disso, o desenvolvimento de heuristicas de separacdo para as desigualdades
estabelecidas e a aplicacao do método branch and cut podem ser outras possibilidades de
trabalho futuro num outro contexto computacional.

Podemos ainda pensar na generalizagdo do problema ACV para alocagdo de simbolos
em matrizes, ao invés de vetores. Desta maneira, podemos definir o problema da Atribuicao
Conexa em Matrizes (ACM). Neste novo problema, a primeira tarefa a ser feita é definir o
que é uma atribuigdo conexa em matrizes. Com isso, similarmente ao que ocorre em ACV,

devemos maximizar o ganho da atribui¢ao A (agora, uma funcao bidimensional, onde A(k, j)

define o simbolo ¢ atribuido & posigao (k,j) da matriz) e garantir a conexidade desta.



Apeéndice A

Resultados de Experimentos
Computacionais

As primeiras 6 tabelas abaixo apresentam os resultados referentes a razao de aproximacao
(RA). As 6 ultimas apresentam os resultados de tempo de computacao (sempre apresentados
em milissegundos). Cada tabela diz respeito a uma classe de insténcias especifica com um
valor de NN fixo. Por exemplo, a primeira, A.1, estd relacionada as instancias reais com
N = 20. Em cada linha de cada tabela, tém-se as médias dos resultados obtidos para as 30

instancias relacionadas ao par M e N correspondente.

Tabela A.1: Médias da Razao de Aproximagao Para N = 20 (Instancias Reais).

M N |RA (Hy) RA (H1) RA (Hy) RA (H3) RA (Hy) RA (Hs)
4 20| 0,9923  0,9774  0,9838  1,0000  1,0000  0,9937
8 20| 0,9861  0,9713  0,9813  0,9994  0,9994  0,9937
12 20| 0,9873  0,9703  0,9820  0,9989  0,9989  0,9947
16 20| 0,9859  0,9708  0,9608  0,9921  0,9939  0,9894
20 20| 0,9905  0,9775  0,9729  0,9972  0,9978  0,9936
24 20| 0,9881  0,9653  0,9670  0,9989  0,9989  0,9881

Tabela A.2: Médias da Razao de Aproximagao Para N = 20 (Instancias Artificiais).

M N | RA (Hy) RA (H;) RA (H») RA (H;) RA (H,) RA (Hs)
4 20| 0,9180 0,9481  0,9507  0,9903  0,9949  0,9799
8 20| 0,8510  0,9339  0,9434  0,9822  0,9903  0,9782
12 20| 0,8275  0,9471  0,9652  0,9836  0,9916  0,9800
16 20| 0,7877  0,9203  0,9703  0,9970  0,9989  0,9867
20 20| 0,7463  0,9114  0,9736  1,0000  1,0000  0,9957
24 20| 0,7801  0,9192  0,9704  1,0000  1,0000  0,9990




Tabela A.3: Médias da Razao de Aproximagao Para N = 60 (Instancias Reais).

M N | RA (Hy) RA (H;) RA (Hs) RA (H;) RA (H;) RA (Hs)
12 60| 0,9885  0,9798  0,9714  0,9998  0,9998  0,9877
24 60 | 0,9897  0,9826  0,9530  0,9957  0,9962  0,9874
36 60| 0,9914 0,989  0,9588  0,9952  0,9975  0,9884
48 60| 0,9901  0,9810  0,9483  0,9985  0,9994  0,9846
60 60| 0,9937  0,9904  0,9704  0,9986  0,998%  0,9915
72 60| 0,9932  0,9878  0,9568  0,9990  0,9995  0,9886

Tabela A.4: Médias da Razao de Aproximagao Para N = 60 (Instancias Artificiais).

M N | RA (Hy) RA (H;) RA (H) RA (H;) RA (H;) RA (Hs)
12 60| 0,7805 0,9314  0,9080  0,9683  0,9798  0,9318
24 60 | 0,6902  0,9085  0,9248  0,9735  0,9844  0,9178
36 60| 0,6110  0,8806  0,9361  0,9836  0,9925  0,9254
48 60| 0,5359  0,8583  0,9572  0,9851  0,9956  0,9380
60 60| 0,5713  0,8579  0,9750  1,0000  1,0000  0,9640
72 60| 0,5599  0,8687  0,9875  0,9999  1,0000  0,9904

Tabela A.5: Médias da Razao de Aproximacao Para N = 100 (Instancias Reais).

M N |RA (Hy) RA (H)) RA (H;) RA (Hs) RA (Hy) RA (Hs)
20 100 | 0,9938  0,9923  0,9590  1,0000  1,0000  0,9929
40 100 | 0,9951  0,9924  0,9378  0,9987  0,9988  0,9941
60 100 | 0,9944  0,9936  0,9474  0,9989  0,9990  0,9942
80 100 | 0,9938  0,9911  0,9237  0,9993  0,9995  0,9915
100 100 | 0,9941  0,9896  0,9370  0,9990  0,9993  0,9916
120 100 | 0,9962  0,9919  0,9407  0,9982  0,9986  0,9939

Tabela A.6: Médias da Razao de Aproximacao Para N = 100 (Instancias Artificiais).

M N |RA (Hy) RA (H)) RA (H;) RA (H;) RA (Hy) RA (Hs)
20 100 | 0,7158  0,9096  0,8987  0,9768  0,9858  0,9096
40 100 | 0,6530  0,8933  0,9109  0,9637  0,9743  0,8933
60 100 | 0,5845  0,8718  0,9330  0,9609  0,9768  0,8760
80 100 | 0,5203  0,8493  0,9592  0,9756  0,9893  0,8773
100 100 | 0,5067  0,8392  0,9801  0,9989  0,9998  0,9046
120 100 | 0,5341  0,8547  0,9896  1,0000  1,0000  0,9415
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Tabela A.7: Médias do Tempo de Computagao Para N = 20 (Instancias Reais).

M N | T. (Inteira) T.(Ho) T.(Hy) T.(Hsy) T.(Hs) T.(Hs) T.(Hs)
4 20| 38,8791  0,1285 10,0664 0,0668 7,7263  6,9464  4,2035
8 20| 44,7296  0,0560 0,0691 0,0659 9,5312  9,2800  4,7180
12 20| 62,0632  0,0589 0,0558 0,0762 13,4103 13,1992 7,4740
16 20| 74,0797  0,0426 0,0548 0,1287 20,8323 21,3873 11,9576
20 20| 87,8142  0,0340 0,0628 0,1447 24,8121 24,3390 14,2891
24 20| 102,7581  0,0317 0,0393 0,1803 28,7849 29,0041 18,6892

Tabela A.8: Médias do Tempo de Computagao Para N = 20 (Instancias Artificiais).

M N | T. (Inteira) T.(Ho) T.(H1) T.(Hs) T.(Hs) T.(Hy) T.(Hs)
4 20| 62,8525  0,4210 10,1215 0,1536 11,9818 11,5943 6,5528
8 20| 163,0831  0,2508 0,1853 0,2483 25,5161 23,9597 9,3235
12 20| 222,6908  0,2400 0,1260 0,4952 31,0965 29,6901 13,0500
16 20| 1955727  0,2286 0,0631  0,7899 44,0294 46,6162 18,1661
20 20| 205,8257  0,1942 0,0813 1,1438 52,0794 53,3102 21,6570
24 20 | 255,9993  0,1864 0,0962 1,5336 60,7627 66,0054 28,2879

Tabela A.9: Médias do Tempo de Computagao Para N = 60 (Instancias Reais).

M N | T. (Inteira) T.(Ho) T.(H1) T.(Hs) T.(Hs) T.(Hy) T.(Hs)
12 60 | 1031,2475 0,7567 0,1648 0,3100 281,3290 281,1152 40,1693
24 60 | 2173,0744 0,1880 0,1091 0,8092  619,6262 614,2166 66,9218
36 60 | 3649,6339 0,1732  0,0565 1,7341 1002,2648 995,1243 100, 7321
48 60 | 5278,2159  0,2170  0,0827 3,5263 1514,2861 1506,0925 159, 7681
60 60 | 7400,9845 0,1668 0,0909 4,7342 2036,7643 2057,0367 246,4544
72 60 | 9077,8524 0,1868 0,1032 6,8300 2639,8401 2627,2162 350, 6718

Tabela A.10: Médias do Tempo de Computagao Para N = 60 (Instancias Artificiais).

M N T. (Inteira) T. (H()) T. (Hl) T. (HQ) T. (Hg) T. (H4) T. (H5)

12 60 | 2529,1492 2,8954 0,4278  1,2797  695,7880  701,6319 80,8174

24 60 | 6249,4521  2,1200 10,2299 4,9934 1856,7761 1788,6871 155,6875
36 60 | 10640,1686 22,1334 0,1927 14,2119 2840,1306 2783,7177 209,0857
48 60 | 14219,7628 22,3370 0,3009 33,7105 3460,8403 3436,6357 331,7775
60 60 | 15158,5615 2,2264 0,3772 60,0721 3975,0159 3995,5650 404,9085
72 60 | 16593,9138 2,1825 0,4587 83,6117 4350,9702 4421,6607 533,8236
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Tabela A.11: Médias do Tempo de Computagao Para N = 100 (Instancias Reais).

M N | T. (Inteira) T.(Ho) T.(H1) T.(Hs) T.(Hs) T.(Hy T.(Hs)
20 100 | 8914,128 0,915 0,261 0,878 2595 649 2588,512 138,578
40 100 | 27317,837 0,611 0,108 4,823  7741,813  7556,418 377,024
60 100 | 46716,827 0,689 0,149 10,069 13988,733 13580,835 643,444
80 100 | 69131,248 0,716 0,186 22,641 19714,801 20404,124 1025,195
100 100 | 75572,569 0,721 0,237 32,940 21522,264 21298,625 1216,286
120 100 | 93521,936 0,793 0,284 40,092 27381,232 27310,274 1775,929

Tabela A.12: Médias do Tempo de Computagao Para N = 100 (Instancias Artificiais).

M N | T. (Inteira) T.(Ho) T.(Hy) T.(Hy) T.(Hs) T.(Hy) T.(Hs)
20 100 | 15025,620 4,005 0,330 4,240  4915,321  4914,923 206,371
40 100 | 58622,270 5,884 0,439 28,628 16464,185 15784,228 531,891
60 100 | 96209,925 5,856 0,425 94,972 25367,251 24213,154 767,109
80 100 | 92203,478 4,891 0,526 141,239 23145,806 23140,613 827,468
100 100 | 83970,410 4,983 0,666 254,252 23160,625 23024,635 1111,740
120 100 | 98618,063 6,475 1,042 463,485 30298,246 30455,292 1886, 149
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