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Resumo

A légica linear proposta por Girard [Gir87, Gir93a, Gir95] tem se mostra-
do extremamente valiosa para a formalizagao de problemas tipicos de Ciéncia
da Computacao. Isso se deve ao fato de que, na légica linear, sentencas sao
tratadas como recursos ou agoes e conseqiiéncias logicas como transigoes entre
estados.

Nesse trabalho, nés revisamos cinco trabalhos recentes [Tro92, BBHAP92,
Tro95, Mar00, dPNdMO1] que apresentam sistemas de dedugao natural para a
légica linear ou para fragmentos dessa légica e introduzimos um novo sistema
chamado NDLL de deducao natural de conclusao tnica para a logica linear
cléssica de primeira ordem. N6s demonstramos a equivaléncia (no sentido
de demonstrabilidade) entre o sistema NDLL e o calculo de seqiientes linear
de Girard. Além disso, nds provamos o teorema de normalizacao fraca e o
seu companheiro usual: o principio da subféormula para deducoes normais em
NDLL.

O sistema NDLL fornece regras para a légica linear completa, incluindo
novas regras para os conectivos “Par” (@) e “Why not” (?). No6s também
investigamos as implicacoes que essas novas regras ocasionam num procedi-
mento de normalizacao fraca.
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Capitulo 1

Introducao

A légica linear proposta por Girard [Gir87, Gir93a, Gir95] tem se mostrado
extremamente valiosa para a formalizacao de problemas tipicos de Ciéncia
da Computacao. Isso se deve ao fato de que, na logica linear, sentencas
sao tratadas como recursos ou acoes e conseqiiéncias logicas como transigoes
entre estados.

Girard propos a ldgica linear em [Gir87] através de um céalculo de seqiientes
linear e de um novo sistema de deducao chamado proof-nets. Girard in-
troduziu proof-nets como substitutas para deducao natural. Proof-nets sao
definidas como grafos conexos nao orientados chamados proof-structures. No
entanto, para reconhecer uma proof-net, um critério de corretude deve ser
aplicado a uma proof-structure, o que sobrecarrega a tarefa de construir uma
deducao logicamente correta nesse sistema. As proof-nets sao principalmente
empregadas no fragmento multiplicativo da logica linear sem constantes e
operadores exponenciais, porém elas podem ser estendidas para suportar os
conectivos aditivos e as constantes como em [Gir96]. Infelizmente, as proof-
nets ainda nao sao adequadas para lidar como o operador exponencial “Of
course” (!).

O sistema de dedugao natural introduzido por Gentzen em [Gen69] para
a légica cléssica foi especialmente projetado para enfatizar o papel dedutivo
dos simbolos légicos e para evidenciar as dependéncias entre hipdteses e con-
clusdo. E um método sintdtico largamente empregado que reflete de forma
mais aproximada a maneira como realmente raciocinamos.

O objetivo do presente trabalho é desenvolver um sistema de deducao
natural para a légica linear levando em conta as caracteristicas do método
proposto originalmente por Gentzen [Gen69] para a logica classica. Ademais,
alguns resultados em teoria da prova sao investigados tais como o teorema
da normalizacao fraca e o principio da subférmula.

Alguns trabalhos recentes [Tro92, BBHAP92, Tro95, Mar00, dPNdMO01]
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apresentam sistemas de deducao natural para a légica linear. Troelstra, em
seu livro [Tro92], apresentou os sistemas N-CLL e N-ILL. N-CLL indica um
sistema de deducao natural linear classico e N-ILL um sistema de deducao
natural linear intuicionistico. Esses dois sistemas incluem os fragmentos adi-
tivo e multiplicativo, apesar de nao oferecerem regras para os conectivos
“Par” (®®) e “Why not” (?). Esses conectivos sao tratados por definigao
usando as dualidades de de Morgan. Troelstra nao apresentou teoremas de
normalizacao para os sistemas N-CLL e N-ILL.

Em [BBHAP92], Benton, Bierman, Hyland e de Paiva propuseram o sis-
tema ILL para a légica linear multiplicativa intuicionistica. Eles abordaram
o fragmento {1,®, —o, !} dessa logica.

Num trabalho subseqiiente [Tro95], Troelstra repensou o trabalho apre-
sentado por Benton et al. e introduziu o sistema ILL*. Os sistemas ILL e
ILL* diferem apenas em alguns poucos pontos. Ambos foram normalizados.
Entretanto, as provas de normalizacao para o sistema ILL* estao mais no
espirito da normalizagao proposta por Prawitz para a légica modal S4.

Em [dPNdAMO1], de Medeiros apresentou um investigagao profunda sobre
tradugoes entre légicas distintas. O principal objetivo do trabalho dela foi
usar teoremas de normalizacao como ponto de partida para definir novas
traducgoes. Ela propos o sistema NLLM, um calculo de dedugao natural para o
fragmento multiplicativo da légica linear. Ela também provou a equivaléncia
entre o sistema NLLM e o fragmento multiplicativo do cédlculo de seqiientes
de Girard, além dos teoremas de normalizacao e traducgoes envolvendo esse
fragmento. Todavia, assim como em [Tro92, BBHAP92, Tro95], de Medeiros
nao definiu regras para os conectivos *® e ?. Esses conectivos sao tratados
por definicao.

Maraist [Mar00] propods o sistema NL. Esse sistema abrange quase toda a
l6ogica linear incluindo os fragmentos aditivo e multiplicativo, apesar de nao
oferecer regras para o operador ?. Notavelmente, Maraist propos regras para
o conectivo ’®. Contudo, essas regras sao baseadas numa espécie de silogismo
em virtude do fato de que uma férmula da forma @’&f pode ser lida como
at — B ou como B+ —o a.

Como podemos notar, nenhum dos seis sistemas mencionados acima su-
porta todos os conectivos lineares. Apenas trés deles (sistemas N-CLL, N-ILL
e NL) abrangem o fragmento aditivo. Por outro lado, o sistema de dedugao
natural que apresentamos no presente trabalho contempla toda a légica li-
near, incluindo os fragmentos aditivo e multiplicativo e novas regras para os
conectivos '@ e 7. Nos também provamos o teorema de normalizagao para o
nosso sistema NDLL e o principio da subférmula.

Algumas das idéias que utilizamos para elaborar nosso sistema NDLL
foram inspiradas pelo trabalho de de Medeiros [{PNdMO01]. Pretendemos
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posteriormente definir tradugoes no espirito do trabalho dela usando, para
esse fim, nosso teorema de normalizacao fraca para NDLL.

O presente trabalho foi desenvolvido no escopo de uma investigagao mais
vasta sobre o problema do raciocinio pratico e seu companheiro usual: o
problema de tomada de decisao. Normalmente, o problema de tomada de
decisao envolve gerenciamento de recursos limitados. Dessa forma, pretende-
mos fazer a tentativa de usar a légica linear para a formalizacao do raciocinio
pratico, ja que essa logica é preparada para manipular tais recursos limitados.

No préximo Capitulo, a logica linear é apresentada através do calculo de
seqiientes. O Capitulo 3 introduz nosso sistema de deducao natural linear
NDLL. No Capitulo 4, a corretude e a completude sao provadas em relacao ao
calculo de seqiientes de Girard, ja que o nosso sistema NDLL abrange toda a
légica linear. O Capitulo 5 ¢ devotado a comparagoes entre o sistema NDLL
e os sistemas propostos em [Tro92, BBHAP92, Tro95, Mar00, dPNdMO01]. Os
teoremas de normalizagao para nosso sistema sao apresentado no Capitulo
6. Conclusoes e trabalhos futuros sao expostos no ultimo Capitulo.



Capitulo 2

Logica Linear

2.1 Introducao

A légica classica é amplamente empregada para representar e resolver proble-
mas matematicos. Contudo, a légica cléssica nao é apropriada para lidar com
alguns problemas refinados envolvendo aspectos tais como tempo, recursos,
estados, agoes, duvidas, entre outros.

Em 1987, Girard [Gir87| propos a légica linear, uma légica com novos
conectivos e sintatica e semantica bastante diferentes da sintatica e semantica
da légica classica. Essa logica envolve conceitos tais como recursos, estados e
acoes pelo fato de que, em geral, as regras de prova “Contracao” e “Enfraque-
cimento” nao sao admitidas. Desde sua origem, a légica linear é reconhecida
como relevante para a teoria da computacao.

Na proxima Secao, apresentaremos definigoes relevantes e uma parte do
formalismo que serd usado no decorrer desse trabalho. Na Secao 2.3, nés
introduzimos a légica linear e discutimos caracteristicas peculiares e impor-
tantes dessa logica. As Secoes 2.4 e 2.5 apresentam o calculo de seqiientes
linear e as proof-nets respectivamente.

2.2 A linguagem da légica linear de primeira
ordem

A linguagem L da légica linear de primeira ordem usada no presente trabalho
envolve conectivos para as conjungoes lineares “Times” (®) e “With” (&),
para as disjungdes lineares “Par” (@) e “Plus” (@), para a implicagao (—o)
e negagao (*) lineares, para as constantes lineares “Um” (1) e “Falso” (1),
além de ambos operadores exponenciais “Of course” (!) e “Why not” (?), e



CAPITULO 2. LOGICA LINEAR 5

ambos quantificadores de primeira ordem “Para todo” (V) e “Existe” (3).

Assim como em [Pra65], devemos adotar parametros individuais ao invés
de variaveis livres. Varidveis individuais ocorrem apenas ligadas. Dessa
forma, os simbolos do alfabeto A da linguagem de primeira ordem L podem
ser divididos nas seguintes categorias:

1. Simbolos auxiliares: (, ).

2. Constantes logicas:

a) Constantes sentenciais: 1, L.

(
(b) Negacao linear: *.
(

(c
d

(e) Quantificadores de primeira ordem: ¥, 3.

)

)

) Operadores exponenciais: !, ?.
) Conectivos sentenciais: ®, 8, &, ®, —.
)

3. Variaveis individuais: Um conjunto contavel de simbolos desse tipo.
Usaremos as letras x, y e z para denotar variaveis individuais.

4. Parametros individuais: Um conjunto contével de simbolos desse tipo.
Usaremos as letras a, b e ¢ para denotar parametros individuais.

5. Predicados: Para cada inteiro positivo n, um conjunto (possivelmente
vazio) de simbolos chamados predicados n-arios. Predicados sdo deno-
tados por Py, P,,.. ..

6. Fungbes: Para cada inteiro ndo negativo n, um conjunto (possivelmente
vazio) de simbolos chamados fung¢bes n-drias. Fungdes sdo denotadas

por fi, fa,. ...

Assumimos que nenhum dos simbolos em A é uma seqiiéncia finita de
outros simbolos.

Na légica linear de primeira ordem, os quantificadores V e 3 portam-se de
forma andloga ao comportamento apresentado na légica classica de primeira
ordem. Portanto, o conceito de termos e féormulas bem formadas na logica
linear de primeira ordem ¢ bastante similar a esses mesmos conceitos na
logica classica de primeira ordem. Assim, adaptamos as seguintes defini¢oes
em [Pra65] para o nosso caso:

Definigao 2.1 (Termo) O conjunto de termos na ldgica linear de primeira
ordem € definido indutivamente como seque:
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1. Todo parametro individual é um termo.
2. Toda fungao 0-dria é um termo.

3. Se ti, b, ..., t, sao termos e f; é uma funcdo n-dria para i >0 en > 0,
entao a expressao fi(t),t,...,t,) € um termo.

Definigao 2.2 (Férmula atomica) a € uma formula atomica se e somente
se uma das sequintes condicoes € vdlida:

1. a €1 ou L.

2. a € da forma Pi(t,t,...,t,) tal que ti,t,...,t, sdo termos e P; € um
predicado n-drio para i >0 en > 0.

Definicao 2.3 (Férmula bem formada) O conjunto de formulas bem for-
madas (fbfs ou simplesmente férmulas) na ldgica linear de primeira ordem é
definido indutivamente da sequinte forma:

1. Se @ é uma formula atomica, entao a é também fbf.

2. Se a e B sao fbfs, entio (aF), (1), (?), (@®pP), (@&P), (@8h), (@ ®p),
(@ — B) sao também fbfs.

3. Se a ¢ uma fbf, entao as formulas (VYxa') e (Axa’) também sao, nas
quais @' € a ou € obtida a partir de a pela substituicao de ocorréncias
de um parametro individual pela varidvel x.

Definigao 2.4 (Grau de uma férmula) O grau de uma férmula a, denotado
por d(a), é definido como o niumero de ocorréncias de constantes logicas em
a exceto por ocorréncias de 1 e L. (Assim, uma férmula atéomica é de grau

0.)

Definigao 2.5 (Pseudo-férmula) Uma pseudo-formula é uma formula ou é
como uma formula exceto por conter varidveis em lugares onde uma formula
teria parametros. Formulas sao consideradas entao como casos especiais de
pseudo-formulas.

Definigao 2.6 (Simbolo principal de uma pseudo-féormula) Seja @ uma pseu-
do-formula ndao atomica. Entao a € exatamente de uma das sequintes formas
B, (1B), (2B), B®Y), B&Y), B®Y), Bey), (B —vy), VxB) e (xpB); logo
o simbolo +, !, ?, ®, &, ®, ®, —, ¥ ou I, respectivamente, € considerado o
principal simbolo de a.
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Definigao 2.7 (Escopo de um quantificador) O escopo de uma certa ocor-
réncia de ¥ ou A em uma pseudo-formula a € a parte de a que tem essa
ocorréncia como simbolo principal.

Definicao 2.8 (Varidvel ligada numa pseudo-férmula) Uma ocorréncia de
uma varidvel x numa pseudo-formula a € ligada se ela pertence ao escopo
de um quantificador sequido imediatamente por x. Numa formula, todas as
ocorréncias de varidveis sao obviamente ligadas.

Definicao 2.9 (Varidvel livre numa pseudo-férmula) Uma ocorréncia de uma
variavel x numa pseudo-formula a € livre se ela nao pertence ao escopo de
um quantificador sequido imediatamente por x.

Notagoes como @, e @/, nas quais a letra grega « representa uma férmula
e as letras r e u termos, sao usadas para denotar o resultado de substituir
todas as ocorréncias de t em @ por x ou u, respectivamente. Em contextos
nos quais uma notagao como ' é usada, devemos sempre assumir que ¢ nao
ocorre em @ no escopo de um quantificador que ¢é seguido imediatamente por
x. Uma notagao como «a;, na qual a representa uma pseudo-férmula e # um
termo, é usada para denotar o resultado de substituir todas as ocorréncias
livres de x em a por t.

Letras gregas mindsculas (a, B, v, ...) quando aparecerem desacompa-
nhadas sempre representarao formulas. Quando as letras gregas minusculas
aparecerem como parte de uma outra notacao, tal como em Yxa e dxa, elas
estarao representando pseudo-férmulas, mas, nesses casos, a notagao com-
pleta estara representando uma férmula. Usaremos letras gregas maitisculas
(T, A, ©, ...), exceto por IT e X, para representar multisets* finitos de fbfs, a
nao ser em casos particulares nos quais estarao explicitamente representando
algo diferente. Termos sao denotados pelas letras u e r. Eventualmente, é
necessario indexar termos, férmulas e multisets de férmulas.

Definigao 2.10 (Subférmula) A noc¢do de subférmula de uma formula a é
definida indutivamente por:

1. a € uma subformula de .
2. Se (B), (!B) ou (?B) € uma subformula de a, entao B também é.

3. Se (B®Yy), (By), (B&y), B®vy) ou (B — y) € uma subformula de «,

entao B ey também sao.

“Multisets de férmulas sao conjuntos de férmulas nos quais duas ocorréncias de uma
mesma férmula sao consideradas como elementos distintos.
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4.

Se (VxB) ou (AxB) € uma subformula de a, entao 5} também é.

Na linguagem £ nao ha simbolo para a equivaléncia linear. No entanto,
usaremos ocasionalmente o simbolo o— para abreviar sintaticamente nome
de féormulas. Assim, (@ o— B) é a abreviagao de (@ — ) ® (B — a)).

Para estabelecer uma notagao mais compacta e flexivel, podemos omitir
ocorréncias de parénteses em férmulas adotando as seguintes convengoes:

1.

Os parénteses mais externos nao precisam ser mencionados explicita-
mente. Por exemplo, quando escrevemos a ® 8 estamos nos referindo a
formula (@ ® B).

O simbolo da negacao linear é aplicado o mais préoximo possivel. Por
exemplo, @ ® B+ é @ ® (BY).

Os operadores exponenciais sao aplicados o mais préximo possivel,
sendo a convencao 2 observada prioritariamente. Por exemplo:

NCa)t ¢ AU

Os quantificadores de primeira ordem sao aplicados o mais préximo
possivel, sendo a convengao 2 observada prioritariamente. Por exemplo:

2Ax!V¥yat é 2 3Ax(\(Vy(ah))))).

. Os simbolos de conjuncao e disjuncao sao aplicados o mais préximo

possivel, sendo as convengoes 2, 3 e 4 observadas prioritariamente. Por
exemplo:

@ef —ly®o é (ef) — ((ly) ®9)).

. Quando um conectivo é usado repetidamente, agrupamento ocorre a

direita:

a&B&y ¢ a&(B&y).
@—of—oyéa—o(B—oy).
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2.3 Generalidades relevantes sobre légica li-
near

Girard [Gir95] propos duas semanticas diferentes para a légica linear: a
semantica de fases e a semantica denotacional. A semantica de fases as-
socia valores a férmulas no espirito da teoria de modelos classica tarskiana,
dessa forma, essa semantica é considerada a mais tradicional para a logica
linear. A outra semantica, semantica denotacional, é apresentada por Girard
como uma simplificagao dos dominios de Scott.

No entanto, a légica linear é usualmente enfocada através de abordagens
sintaticas. Girard [Gir87] propos um célculo de seqiientes para a légica linear
e um novo sistema sintatico chamado proof-nets.

Abordagens sintaticas compreendem provas de sentencas. Daqui por
diante, usaremos a palavra deducdo para denotar provas. A nocao de deducgao
depende do sistema adotado, portanto o conceito de deducao sera definido
diferentemente para cada sistema apresentado.

Uma tnica aparigao de uma certa formula em uma deducao define a
nocao de ocorréncia de férmula. Nesse Capitulo, ocasionalmente usaremos o
conceito de ocorréncia de formula. Todavia, esse conceito é apresentado mais
precisamente na Defini¢ao 3.3.

Implicacao linear

Na légica classica, uma ocorréncia de férmula é considerada como uma verda-
de estavel, ou seja, uma vez que uma férmula a é provada como verdadeira,
podemos sempre assumir que a ¢ verdadeira. Por outro lado, na légica li-
near, férmulas sao tratadas como recursos limitados e relevantes. Assim uma
férmula na légica linear, uma vez usada, deixa de estar disponivel para uso
posterior. Conseqiientemente, se queremos usar uma formula mais de uma
vez, somos entao forcados a ter mais de uma ocorréncia dessa férmula. Em
[Gir93al, Girard apresentou o seguinte exemplo no qual as formulas ay, a; e
a3 representam as seguintes agoes:

a;: gastar $1.
a,: obter um pacote de Camels.

a3: obter um pacote de Malboro.

Supomos que um pacote de Camels e um pacote de Malboro custam $1
cada. Na ldgica linear, a acao @; — a, significa gastar $1 para obter um
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pacote de Camels. Com $1, podemos comprar ou um pacote de Camels ou
um pacote de Malboro e, depois de comprar um deles, nao teremos mais $1.
Assim, na logica linear, a partir de a;, @ — @, e @; — @3, podemos obter
ou @, ou a3, mas nao ambas.

Como podemos observar, a implicagao linear trata sentencas obedecendo
ao paradigma formulas como recursos. Logo, podemos expressar a seguinte
situacao:

Se a e @ — B entao B, mas @ nao € mais vdlida.

Duas conjuncoes

Na légica linear, podemos contar com duas conjungoes, especificamente
“Times” (®) e “With” (&).

A conjungao ® assegura que duas agoes serao executadas exatamente uma
vez. No exemplo ilustrado acima, a formula (a; ® @) — (@, ® a3) significa
gastar $2 para comprar um pacote de Camels e um pacote de Malboro. A
acao a; —o (ar ® @3) nao ¢é valida ja que, com $1, podemos comprar apenas
um pacote de cigarros. Assim, @; é diferente de a; ® ;.

No entanto, a acdo @; — (ay&a3) é valida. O conectivo “With” (&)
expressa a disponibilidade de duas a¢oes também, mas apenas uma delas serd
executada (exatamente uma vez) e devemos decidir qual delas. No caso da
acao a; —o (@ &a3), com a; temos que decidir entre as acoes a, e 3. Apesar
de & ter caracteristicas disjuntivas, é tecnicamente considerada como uma
conjuncgao ja que, na légica linear, podemos provar (a&8) — @ e (@&B) —o .

Duas disjuncoes

Na légica linear também temos duas disjungoes, especificamente “Par” ("9)
e “Plus” (&).

A disjuncao *® é vista como dual da conjuncao ®. Ela nao tem um sig-
nificado intuitivo claro. Girard [Gir93a] elucida que ’® expressa uma de-
pendéncia entre duas agoes. A acao @’@f significa que a acao a depende
da acao B para ser executada e vice versa. Assim, podemos observar que g
tem caracteristicas conjuntivas considerando tratar-se tecnicamente de uma
disjuncao. A férmula a2 pode tanto ser lida como a* — 8 ou como B+ —o a.

Por outro lado, temos a disjuncao ®. @ é considerada como dual de &.
No exemplo dos cigarros, a acao a; — (s ® a3) representa gastar $1 para
comprar um pacote de Camels ou de Malboro, mas, nesse caso, nao podemos
mais decidir qual dos dois serd comprado. @ pode ser confundido com &. A
diferenca é que com a&f escolhemos entre a e §; e com a @ 8 nao podemos
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escolher. E importante salientar que @ — (@ ®f) e B — (a @ ) sao ambas
formulas validas na légica linear.

Negacao linear

O conectivo “Nil” (*) representa a negagao linear. Girard [Gir93a] explica
que * é a Unica operacao negativa da logica linear. Uma acao do tipo a*
expressa uma reacao a uma acao do tipo @. A propriedade mais importante
de *+ é que a sentenca a**+ pode ser identificada por @ como na ldgica classica.
Ademais, + assegura as dualidades de de Morgan para os pares de conectivos:

(®,7%), (8&®), (1,?) e (¥,3). Logo, as seguintes férmulas sdo todas validas:

L F(@®p)*t oo (a8

2. F(@8f) oo (" ®B")

3.k (@&B)" oo (" ®B")

4 F(@@p)t oo (e &B)

5. F (la)* oo2at)

6. F (2)* ool(at)

7. F (Yxa)* oo Ax(at)

8. F (Axa)* oo Yx(at)

Alguns conectivos podem ser obtidos através de arranjos entre outros
conectivos e a negacgao linear. Esse é o caso da implicagao linear. A férmula
a —o B pode ser expressa por a9 por exemplo. As dualidades de de Morgan
podem também ser usadas para representar conectivos.

A prépria negacao linear pode também ser representada através de outra
formula. Nesse caso, a férmula a* poderia ser representada por a —o L.

Exponenciais

Como ja dissemos, na logica linear, férmulas sao tratadas como recursos.
No entanto, em certas circunstancias, seria interessante representar verdades
estaveis como fazemos na logica classica. A légica linear oferece os operadores
exponenciais “Of course” (!) e “Why not” (?). Uma férmula do tipo @
indica que podemos ter o recurso a tanto quanto precisarmos. Dessa forma,
la se comporta como uma férmula finita (porém indeterminada) da forma
a®a®...8a.



CAPITULO 2. LOGICA LINEAR 12

A nocao por tras do conectivo ? nao é tao clara. ?a se comporta como
uma férmula finita (porém indeterminada) da forma a@a’® ... 2a. O signifi-
cado de ? depende do significado de ’®. Contudo, podemos dizer que uma
férmula da forma ?a indica que as ocorréncias do recurso @ sao usadas ape-
nas se forem necessarias, caso contrario podem ser dispensadas. Em outras
palavras, enquanto ! é um produtor, ? é um consumidor de férmulas.

Constantes

Temos duas constantes lineares: “One” (1) e “False” (L1).

1 é equivalente a uma férmula da forma a’®a* enquanto L é equivalente
a uma férmula da forma a ® a*. Assim, 1 é o dual de L e vice versa. Logo,
as seguintes férmulas sao ambas vélidas:

1. F1t oo L

2. F1ltool

2.4 Calculo de seqiientes

O calculo de seqiientes foi introduzido por Gentzen [Gen69] originalmente
para a ldgica classica. Girard [Gir87, Gir93a, Gir95] também propos o calculo
de seqiientes para a logica linear. No caso linear, as regras estruturais “Con-
tracao” e “Enfraquecimento” foram suprimidas ja que através delas seria
possivel obter caracteristicas nao lineares.

Na Secao seguinte, apresentaremos as regras estruturais do calculo de
seqiientes cldssico, pois queremos mostrar porque “Contracao” e “Enfraque-
cimento” foram suprimidas do cédlculo de seqiientes linear. Contudo, no
Apéndice A, o célculo de seqiientes classico completo é mostrado incluindo
todas as regras das trés categorias: regra axioma, regras estruturais e regras
logicas.

Regras estruturais

No célculo de seqiientes classico, regras que nao envolvem conectivos logicos
sao classificadas como regras estruturais:

Enfraquecimento:

I'rA L I'rA
FarA " F'ra, A"



CAPITULO 2. LOGICA LINEAR 13

Contracgao:
Ia,at+ A I'ra,a, A
INarA ¢ I'ra,A ¢
Permutacao:
I a,B,I"+A L ' A,a,B,A” R
I'gal”rA r'rAN,Ba,A”
Corte:

I"'ra, NN T, ar A"
l"/’l'w E A’,A”

Cut
Tal que I', I, I, A, A’ e A” sao seqiiéncias de formulas.

Enfraquecimento

No célculo de seqiientes classico, as regras estruturais de enfraquecimento
introduzem a monotonicidade da logica classica. Por exemplo, elas nos per-
mitem deduzir @« — B a partir de § como na dedugao seguinte:

Brp |
BarpB
Bra—p R,

As regras R_, e Id sao descritas no Apéndice A.

No entanto, ja que a logica linear é uma logica relevante, ou seja, toda
ocorréncia de formula em um seqiiente deve ser relevante para obter o outro
lado do seqiiente, as regras de enfraquecimento sao rejeitadas no céalculo de
seqiientes linear.

Contracao

O calculo de seqiientes clédssico lida com verdades estaveis devido as regras
de contracao. Essas regras, por exemplo, nos permite provar o seqiiente
a,a — B, = y+ B,y da seguinte forma:

Id
ata
atra,a Re ,BI—BId

a,a - Lra,p Yy
a,a > B,a—yrpBy

Id

—

—




CAPITULO 2. LOGICA LINEAR 14

As regras L, e Id sao descritas no Apéndice A.

Como a logica linear evita verdades estaveis e lida com recursos limitados,
as regras de contragao também sao rejeitadas pelo célculo de seqiientes linear.

As regras contracao e enfraquecimento sao proibidas como regras estru-
turais no calculo de seqiientes linear. Contudo, elas sao reintroduzidas numa
forma mais restrita e controlada através das regras dos operadores exponen-
ciais.

Permutacao

As regras estruturais de permutacao nos permitem reordenar férmulas de
um mesmo lado de um seqiiente. Elas pertencem ao conjunto de regras do
calculo de seqiientes linear, porém sao dispensaveis, pois consideramos I' e
A em qualquer seqiiente linear da forma I' H A como multisets ao invés de
seqiiéncias de formulas.

Corte

A regra estrutural de corte é provavelmente a mais famosa das regras do
calculo de seqiientes classico. Ela oferece uma estratégia dividir para con-
quistar e em certos casos produz dedugoes menores. No entanto, essa regra
gera deducgoes nao normais. A regra de corte pertence ao conjunto de regras
do célculo de seqiientes de Girard. Contudo, como observado em [Gir95], o
teorema Hauptsatz ou eliminagao do corte é valido para esse céalculo.

Calculo de seqiientes linear

Uma deducao em célculo de seqiientes linear consiste em seqiientes que tém
a forma I' + A. Os multisets de férmulas I' e A sao chamados antecedente e
sucedente respectivamente. Seja I' = {ay,as,...,@,} e A ={B1,62,...,.6u}. O
significado tencionado deI'FA é a1 ® @, ® ... Q@ @, — B18L28 .. . SPm-

As regras do célculo de seqiientes linear sao mostradas a seguir:

Regras axiomas
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Regra do corte
I'a, N

15

I, a+ A

l"l’l"ll l_ A/’AN

Regras légicas

I'rA
r,nALl

Ia,prA L
ILa®BrA ®

IMarA T”,BFA” L
l—v,l—w,(l’)?ﬁ F A/’A// S

Iat+r A

[,a&BF A Lia

ILBFA

[,a&BF A Log,

arA T,BFA
INa®prA

Lo

I"'ta, A" T7,BFA

F.T7a<fr &N =
I'ra, A
ot kA *
o+ A
IVxa+ A v
Ia, - A L
[LAxa+rA 2

(a nao ocorre em I' e A)

Cut

I'rA
I'r LA

R

I'Fa, N T +BA

I'17"rap,A,AN’ Re
I'ra,B,A

[+aeB A Rz

I'ra,A TFBA
I'Fa&B,A

Re

I'ra,A

TradpB,A Rig

I'rB,A

Tra®pf, A Roe

Iarp,A R
F'ra—opB,A

INatr A

Trat A R,

I'ral, A R
TFVYxa,A 7
(a ndo ocorre em I' e A)

I'keaf, A R
T+ Axa,A
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e, la- A - I+, %, A .
T.larA Le (Contragao) T 2. A R.» (Contragao)
_T'rA ~ TrA .
TlarA L, (Enfraquecimento) T 9a.A R,» (Enfraquecimento)
INatr A I'ra,A
Tlar A ™ T, A 7
IT, 2a H2A 7 T+, ?2A
IT" significa que todas fbfs no multiset I' sao prefixadas por “!”. M é

igualmente definido, mutatis mutandis.

Definigao 2.11 (Deducgao em célculo de seqiientes) Dedugdes em cdlculo de
seqiientes sao drvores de sequentes definidas indutivamente como seque:

1. Toda regra axioma é uma deducao em calculo de sequentes.

2. Se Il € uma dedugao em calculo de seqiientes e r é uma regra Ly, Rp,
Ly, R, L1g,, Lng, Rig, R2e, R, L, R., Ly, Ry, La, Ra, Lc, Reo, Ly,
R+, L, Ry, Ly ou Ry, entdo a sequinte drvore de sequentes também é
uma deducao em cdlculo de seqiientes:

IT
I'rA

r

3. Selly eIl sao deducoes em cdlculo de seqiientes e r € uma regra Cut,
Ry, Lo, Re, L ou L, entao a sequinte drvore de seqientes também
€ uma deducao em cdlculo de seqiientes:

L I,
I'rA

Definigao 2.12 (Seqiiente final) O seqiiente final de uma dedugao I1 em
calculo de seqiientes € o segiiente que nao se situa acima de nenhum outro
sequente em I1.

Usaremos a letra grega maiuscula IT para denotar deducoes. A letra X
representara seqiiéncias de deducoes incluindo a seqiiéncia vazia. Il e £ po-
dem eventualmente ser indexadas. O simbolo = indica a identidade sintatica
entre dedugoes.
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Uma deducao em calculo de seqiientes cujo sequiente final é I' A pode
ser denotada por:

)y
I'rA

Seja IT uma deducao em calculo de seqiientes, entao r(IT) denota a ultima
regra de inferéncia de I1, ou seja, r(I) é a regra cuja conclusao é o seqiiente
final de II.

Definicao 2.13 (Tamanho de uma dedugao em cdlculo de seqiientes) O
tamanho de uma deducao I1 em cdlculo de sequentes, denotado por I(II),
¢ definido indutivamente como seque:

1. Se Il é uma regra axioma, entao I(IT) = 1.

2. Sell é:

IT,
I'rA

r(ID)

tal que r(Il) é uma regra Ly, Rp, Ly, Ry, Lig, L2g, Rie, Rre, R,
LJ_7 RJ_; LV7 RV; LH; Rﬂ; LC!; Rc?; LW!; RW?; L!; R?; L? ou R!; entao
[(IT) = Id1;) + 1.

3. Sell é:

I, I,
I'rA

r(I

tal que r(Il) € uma regra Cut, Ry, Lw, Rs, Ly ou L, entao I(IT) =
Z(Hl) + Z(Hz) + 1.

Fragmentos multiplicativo e aditivo

Em calculo de seqiientes, as regras “Rg” e “Lg” compartilham contextos
I' e A. Portanto, “&” e “@” sao classificados como conectivos aditivos ou
contextuais. Em contraste, “@" e “®” sao classificados como conectivos
multiplicativos ou livres de contexto.

Dessa forma, a légica linear pode ser dividida nos fragmentos multiplica-
tivo e aditivo, cada um desses contendo uma conjuncao e uma disjuncao. A
negacao linear, os operadores exponenciais e os quantificadores de primeira
ordem pertencem a ambos fragmentos. A implicacdo “—o” é considerada
multiplicativa porque pode ser obtida através da disjungao “g”.



CAPITULO 2. LOGICA LINEAR 18

As constantes logicas podem ser divididas como segue:

Multiplicativo Aditivo
® &
e ®
1
1
o
1?7V 3

As constantes “1” e “1” sao consideradas como multiplicativas ja que 1
é equivalente a uma férmula da forma a’®a* enquanto que L é equivalente a
uma férmula da forma a ® a*.

Na l6gica linear, existem duas outras constantes “Verdade” (T) e “Zero”
(0) consideradas como aditivas. T é equivalente a uma férmula da forma
a ® at enquanto que 0 é equivalente a uma férmula da forma a&a™.

Ja que essas duas constantes aditivas sao consideradas menos relevantes,
nao sao usadas com freqiiéncia. No entanto, no Apéndice E, nés as investi-
gamos.

2.5 Proof-nets

Em [Gir87], Girard introduziu um novo sistema dedutivo chamado proof-nets.
Proof-nets provéem uma representacao baseada em grafos para dedugoes em
logica linear. Elas sao bastante empregadas para o fragmento multiplicativo
da logica linear sem constantes e operadores exponenciais, mas elas podem ser
estendidas para suportar conectivos aditivos e constantes como em [Gir96].
Infelizmente, as proof-nets ainda nao sao adequadas para lidar com o oper-
ador exponencial !.
Proof-nets sao construidas a partir dos seguintes links:

Link axioma:

1
@ @

(@ e a* sao conclusdes)

Link corte:
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a at

|

(@ e a* sao premissas)

Link times:

a B
a®p

(@ e B s@o premissas enquanto @ ® 8 é conclusao)

Link par:

a B
@sB

(@ e B sdo premissas enquanto @’ é conclusao)

Definicao 2.14 (Proof-structure) Uma proof-structure consiste num con-
junto nao vazio de ocorréncias de formulas e num conjunto de links entre
essas ocorréncias de formulas. Toda ocorréncia de formula numa proof-
structure pertence a pelo menos um link. Uma ocorréncia de formula nao
pode ser simultaneamente conclusao de dois links. O mesmo ocorre com
premissas, uma ocorréncia de formula nao pode ser simultaneamente pre-
missa de dois links. Uma proof-structure pode também ser definida como um
grafo conexo nao orientado cujos vértices sao ocorréncias de formulas e cujas
arestas sao links.

Definigao 2.15 (Premissa de uma proof-structure) Numa proof-structure I1,
seja @ uma ocorréncia de formula que € premissa de um certo link e ndo é
conclusao de nenhum link, entao a € premissa de II.

Definicao 2.16 (Conclusao de uma proof-structure) Numa proof-structure
I1, seja @ uma ocorréncia de formula que é conclusao de um certo link e nao
€ premissa de nenhum link, entao a é conclusdo de II.

Como podemos observar, uma tnica proof-structure pode ter muitas con-
clusoes e premissas. Seja I' o multiset de premissas de uma certa proof-
structure IT e A o multiset de conclusoes de II. Nesse caso, podemos dizer
que II prova A a partir de I' ou I’ lﬁ A. Contudo, IT pode ser incorreta, ou
seja, o sequente I' + A pode nao ser provado em célculo de seqiientes. Assim,
podemos notar que nem todas as proof-structures sao corretas.
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Definigao 2.17 (Proof-net) Uma proof-net é uma proof-structure que € a-
provada por um critério de corretude, em outras palavras, uma proof-net é
uma proof-structure correta.

Os exemplos a seguir ilustram proof-structures corretas e incorretas:

1. A seguinte proof-structure deduz y,(@ ® B) ® y)* = a*2B*-. Ela é
correta e, consequientemente, é uma proof-net.

' A |

a®pB vy at Bt
(@®B)®Y) (@®p)®Y agpt

2. A seguinte proof-structure deduz lﬁ a ® B,at ® . Podemos obser-
var que ela obviamente é incorreta e, conseqiientemente, nao pode ser
considerada como uma proof-net.

]—‘—‘ ‘
a ﬁ a,J_ ﬁJ_

a®p atep*t

3. A seguinte proof-structure deduz lﬁ a ® B,ar9pt. Ela é correta e,
consequentemente, é uma proof-net.

y—‘—\ ‘
@ p o B

a®p aept

Vérios critérios de corretude foram desenvolvidos para reconhecer uma
proof-structure como proof-net. O critério de Danos-Regnier [DR99], por
exemplo, é bastante simples e conhecido. E reconhecido como uma simpli-
ficagao de um critério de corretude introduzido por Girard [Gir87] chamado
No shorttrip condition. No presente trabalho, elegemos o critério de Danos-
Regnier para ser brevemente introduzido. Esse critério associa um conjunto
de grafos a uma proof-structure. Se cada um dos grafos nesse conjunto é
conexo e aciclico, ou seja, é uma arvore, entao a proof-structure é uma proof-
net. Esses grafos, chamados grafos D-R, sao definidos a seguir:
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Definigao 2.18 (Grafo D-R) Um grafo D-R é um grafo ndo orientado con-
struido a partir de uma proof-structure tal que cada ocorréncia de formula
na proof-structure é um vértice e as arestas sao dispostas da sequinte forma:

1. Seja G um grafo D-R de uma proof-structure I1. Se um link axioma
ocorre em II com conclusoes a e a*, entao existe uma aresta (a,a™)
em G.

2. Seja G um grafo D-R de uma proof-structure I1. Se um link corte ocorre
em Il com premissas a e a*, entao existe uma aresta (a,a’) em G.

3. Seja G um grafo D-R de uma proof-structure I1. Se um link times
ocorre em Il com premissas a e B e conclusao a ® B, entdo ambas
arestas (@ @B, a) e (@ ®B,B) ocorrem em G.

4. Seja G um grafo D-R de uma proof-structure I1. Se um link par ocorre
em IT com premissas a e B e conclusao @’gf, entdio uma e somente uma
das duas arestas (@ ® B, @) e (@ QB,B) ocorre em G.

Uma proof-structure IT é uma proof-net se e somente se todo grafo D-R
associado a IT é conexo e aciclico. Os seguintes exemplos ilustram aplicagoes
de grafos D-R para reconhecer proof-nets:

1. A seguinte proof-structure Il é associada a um conjunto de dois grafos
D-R, especificamente, G; e G, como mostrado abaixo. Ja que ambos
os grafos G| e G, sao conexos e aciclicos, IT é uma proof-net:

I1=
i ——
a B at ﬁJ_
a®pB atgpt
G, =
a——at
G e
a a
AN .
B—2pB
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a——at

"

a®p atept

\,3 — B

2. A seguinte proof-structure I1 é associada a um tnico grafo D-R G como
mostrado abaixo. J& que G é ciclico, Il nao é proof-net:

II=
y—‘—\ ‘
a ﬁ CZJ' ﬁ_l_
a®p at®pB*
G =

SN

a®p atep*t
B—B"
3. A seguinte proof-structure I1 é associada a um conjunto de quatro grafos

D-R, especificamente, G|, G,, G3 e G4 como mostrado abaixo. Ja que
G, Gy, G3 e G4 sao desconexos, IT nao é proof-net:

II=
y—‘—\ ‘
a B at ﬁJ_
asp atept
G] =
a——at
@’ aept
B—p"
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a——a*
a,)gﬁ a,J_ )gﬁJ_
B—pB"
G3 =
a——a*
/
a?ﬁ a,J_ ?ﬁl
B—pB"
G4 =
a——a”
/ AN
@sp atopt
B—pB"

2.6 Conclusao

Nesse Capitulo, apresentamos as principais caracteristicas da logica linear
assim como algumas definicoes e notagoes importantes que serao bastante
utilizadas nesse trabalho. Além disso, apresentamos os dois calculos lineares
mais famosos: calculo de seqiientes e proof-nets.

E importante observar que o calculo de seqiientes linear sera usado poste-
riormente para provar a corretude e completude do nosso sistema de deducao
natural para a logica linear NDLL.



Capitulo 3

O Sistema de Deducao Natural
NDLL

3.1 Introducao

Em [Gen69], Gentzen propds uma nova abordagem sintatica para a logica
classica chamada deducgao natural. Posteriormente, Prawitz, em seu famoso
trabalho [Pra65], apresentou uma investigagao profunda sobre dedugao na-
tural na perspectiva da teoria da prova.

De acordo com Prawitz [Pra65], um sistema de dedugao natural pode ser
definido como um conjunto de regras que determinam o conceito de deducao
para uma linguagem. As regras de tal sistema devem passar a idéia de
“naturais” como tencionado por Gentzen e sao de dois tipos: de introducao
e de eliminacao para cada um dos simbolos da linguagem. FEssas regras
indicam, em passos atomicos, como usar os simbolos l6gicos numa deducao.

Esse Capitulo é dedicado ao nosso sistema de deducao natural chamado
NDLL. A linguagem da logica linear que usaremos foi definida na Segao 2.2
é as regras que propomos serao dadas abaixo na Secao 3.3. Corretude e
completude do nosso sistema dedutivo serao provadas em relagao ao calculo
de seqiientes de Girard no préximo Capitulo.

Na proxima Secao, apresentamos algumas defini¢oes preliminares neces-
sarias para apresentar as regras do sistema NDLL. A Secao 3.4 investiga
algumas nogoes importantes em relagao a deducoes em NDLL. Regras alter-
nativas para os operadores exponenciais sao discutidas na Secao 3.5. A Secao
3.6 explora as regras do sistema NDLL para obter um melhor entendimento
dos conectivos lineares.

24
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3.2 Conceitos e nocoes preliminares

No sistema de dedugao natural de Gentzen [Gen69] e de Prawitz [Pra65] para
a légica cldssica, uma deducao consiste em derivar uma formula a a partir de
um conjunto de férmulas I', usando algumas regras de inferéncia predefinidas.
No nosso sistema NDLL , I é um multiset de formulas chamadas suposicoes,
e usaremos a notacao I’ Im a para designar que, usando o sistema NDLL,
podemos provar a a partir do multiset de suposigoes I'.

Definicao 3.1 (Regra de inferéncia em NDLL) Regras de inferéncia (ou
simplesmente regras) sao os passos atomicos do sistema NDLL. Uma regra
de inferéncia R € indicada por uma linha horizontal com n > 0 formulas
acima e uma unica formula abaizo como na sequinte ilustragao:

(03] a ... @
B

ay, @y, ..., sao entdo chamadas de formulas superiores ou premissas de
R, e B de formula inferior ou conclusao de R. Nesse caso, também pode-
mos dizer que @;, para cada 1 < i < n, ocorre imediatamente acima de S
assim como 3 ocorre imediatamente abaizo de a;. O conjunto das regras de
inferéncia do sistema NDLL serdo apresentadas na Se¢ao 3.3.

R

Definigao 3.2 (Deduc¢ao em NDLL) Dedugées em NDLL sao drvores de
formulas definidas indutivamente como seque:

1. Toda formula é uma dedug¢ao em NDLL.

2. Se Il I,,...,I1,, com n >0, sao dedugoes em NDLL e R € uma regra
de inferéncia em NDLL, entao a sequinte darvore de formulas também
¢ uma deducao em NDLL:

I, I, ... I,
a R

Definigao 3.3 (Ocorréncia de férmula) Uma dnica apari¢ao de uma certa
formula em uma dedugdo define a nocdao de ocorréncia de formula. Duas
ocorréncias de formulas sao da mesma forma se ambas sao ocorréncias de
uma mesma formula; sao idénticas apenas se elas também situam-se na
mesma posicao em uma deducgao.

Dessa forma, uma deducao em NDLL consiste em um nimero de ocor-
réncias de formulas (pelo menos uma) que combinam para formar regras de
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inferéncia do seguinte modo: Uma ocorréncia de féormula pode simultanea-
mente ser conclusao de uma regra e premissa de outra. Cada ocorréncia de
férmula (com excegao de exatamente uma) é férmula superior de pelo menos
uma regra de inferéncia.

Daqui por diante, usaremos a palavra “deduc¢ao” aludindo a deducgoes
em NDLL a nao ser em casos nos quais mencionamos explicitamente de
qual sistema se trata a deducao em questao. Como observamos na Secao
2.4, usaremos a letra grega maitscula I1 para denotar deducoes. A letra X
representa seqiiencia de deducoes incluindo a seqiiéncia vazia. II e X sao
eventualmente indexadas. O simbolo = indica a identidade sintatica entre
deducoes.

Definigao 3.4 (Aplicacdo ou instancia de uma regra de inferéncia) Uma
unica apari¢cdo de uma certa regra de inferéncia em uma deducao define o
conceito de uma aplicagao ou instancia de uma regra de inferéncia.

Definigao 3.5 (Hipétese) Numa dedugdo, algumas formulas chamadas hipd-
teses podem ocorrer. Hipoteses sao como suposicoes mas sao “dispensadas”
ou “descartadas” por aplicagcoes de regras de inferéncia. Nao podem ser
conclusao de regras de inferéncia nem pertencem ao multiset de suposicoes.

Como explicamos anteriormente, I’ Im a significa que através do sistema
NDLL podemos provar a féormula a a partir do multiset de suposicoes T.
Entao, em uma deducao Il que prova I' lﬁ a, para cada elemento de I’
temos uma ocorréncia de férmula da mesma forma que nao é “descartada”
por nenhuma regra nem é conclusao de nenhuma regra. Assim, a diferenca
entre suposicoes e hipdteses é que hipoteses sao sempre “descartadas” em
uma deducao enquanto que suposi¢oes nao sao.

Definigao 3.6 (Férmula topo em uma dedugao) Uma férmula topo numa
deducao I1 € uma ocorréncia de formula que nao estd imediatamente abaixo
de nenhuma ocorréncia de féormula em I1. Assim, uma formula topo € ou
uma suposicao ou uma hipotese.

Definigao 3.7 (Férmula final de uma dedugao) A férmula final de uma
deducao I1 € a ocorréncia de formula que ndo estd imediatamente acima
de nenhuma ocorréncia de formula em II.

Podemos aplicar o conceito de ocorréncia de férmula a hipoteses, formulas
topo e férmulas finais. Nesses casos, podemos usar “ocorréncia de hipotese”,
“ocorréncia de féormula topo” ou “ocorréncia de féormula final” para designar
uma ocorréncia de féormula que também é uma hipétese, uma féormula topo
ou uma formula final respectivamente.



CAPITULO 3. O SISTEMA DE DEDUCAO NATURAL NDLL 27

Definigao 3.8 (Tracado) Uma seqiiéncia ay,,...,q, de ocorréncias de
formulas em uma dedugao I1 € uma tragado em 11 se:

1. a; € uma formula topo em TI.
2. a; esta situada imediatamente acima de a;y em Il para cada i < n.

3. a, € a formula final de I1.

Nesse caso, podemos dizer que «; esta acima de a; se i < j, e podemos
dizer que «; estd abaizo de a;j sei> j.

Definigao 3.9 (Subdeducao determinada por uma férmula) Se @ é uma
ocorréncia de formula numa deducao 11, a subdedu¢ao de Il determinada
por a € a deducao obtida a partir de Il pela remocao de todas as formulas
exceto a e as formulas acima de .

Definigao 3.10 (Subdeducao imediata) Seja R uwma aplica¢io de regra de
inferéncia em uma deducgao I, e ay,...,a, as premissas de R. A subdeducao
determinada por «;, para cada 1 <i < n, é uma subdedugao imediata de R.

Definigao 3.11 (Férmula vizinha) Sejam « e B premissas de uma mesma
instancia de regra de inferéncia numa deducdao, entao a € vizinha de B e vice
versa.

Definicao 3.12 (Tamanho de uma dedugao em NDLL) O tamanho de uma
dedugao I1 em NDLL, denotado por I(IT) € o numero de ocorréncias de for-
mulas em I1.

O conceito de formulas essencialmente modais foi usado por Prawitz em
[Pra65] para definir regras de dedugao natural para operadores modais nas
logicas S4 e S5. Adaptamos esse conceito para definir nossas regras expo-
nenciais para os operadores ! e ?.

Definigao 3.13 (Formulas essencialmente !-modais e ?-modais) Formulas
essencialmente |-modais e ?7-modais sao definidas indutivamente da sequinte
forma:

1. 1 € uma formula essencialmente !-modal.
2. 1 é uma formula essencialmente ?-modal.

3. la € uma formula essencialmente !-modal.
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2 € uma formula essencialmente ?-modal.
Se a e B sao formulas essencialmente !-modais, entao a@ ® B também €.

Se a e B sao formulas essencialmente ?7-modais, entao a’sB também é.
J

NS o

Se a € uma formula essencialmente ?-modal, entdo a* € férmula essen-
cialmente !-modal.

8. Se a ¢ uma formula essencialmente !-modal, entao a* € formula essen-
cialmente ?-modal.

Usaremos as seguintes notagoes em relacao a regras de inferéncia e dedu-
¢oes em NDLL:

1. Seja @ uma ocorréncia de hipdtese descartada por uma aplicagao R de
regra de inferéncia em uma deducao I1, entao @ ocorre em I indexada
por um inteiro positivo j (como @) tal que:

(a) j é indicada no lado direito de R entre parénteses como segue:

)y

ZR.

ﬁ (@)

(b) j pode indexar outra ocorréncia de hipdtese da mesma forma que
a. Nesse caso, toda ocorréncia de hipdtese indexada por j é descar-
tada pela mesma aplicagao R.

(c) ocorréncias de hipdteses que ndo sdo da mesma forma de a ou que
sao descartadas por aplicacao de regra diferente de R nao podem
ser indexadas pelo mesmo inteiro j.

2. Duas ocorréncias de féormulas de uma mesma forma @ sao uma mesma
hipdtese em uma deducao IT se elas sao indexadas por um mesmo inteiro
positivo em II. Se elas sao indexadas por nimeros diferentes, logo sao
também hipoteses diferentes.

3. Uma notagdo como [@] indica um numero arbitrario (possivelmente
zero) de ocorréncias da férmula a.

4. Uma notacao como [@]’ indica um nimero arbitrdrio (possivelmente
zero) de ocorréncias de hipéteses da forma @ indexadas pelo mesmo
inteiro positivo j e, conseqiientemente, descartadas por uma mesma
aplicacao de regra de inferéncia.
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10.

11.

. T/t=Jn denota um multiset (possivelmente vazio) de n ocorréncias de

hipéteses e um nimero arbitrario de suposicoes, cada hipotese nesse
multiset é rotulada por um indice j; com 1 <i < n.

Uma deducao cuja férmula final é @ pode ser denotada por:
)
a

Uma dedugao cujas subdedugoes imediatas sao Il,...,II, e @ é sua
férmula final pode ser denotada por:

IT, ... 10,
(0

Uma deducao de I Im a pode ser denotada por:

I

] \olay!

ou 10

. Uma dedugao de I', ay, ..., a, Imﬂ pode ser denotada:

I'eao...q, a...q, Fay...ay @ ... An

z h) : :
B ou B ou B ou B

Podemos notar que nao ¢é preciso indicar explicitamente o multiset I'.

Seja II uma deducao de I' g7 @ com I' = {yy,...,y,}. Seja T;, para
cada 1 <i < n, otracado entre y; e . Em II, cada T; contém uma certa
ocorréncia de férmula g; tal que 1 < j <m e m < n. Entao, IT pode ser
denotada por:

r
1B - -i-:Bm]
i
Seja @ uma férmula topo de uma deducao I1. Seja IT" a deducao obitida

a partir de IT pela sobreposicao de ¥ acima da férmula topo a de II.
Entao, IT" pode ser denotada por:

am}=Y g
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12. Seja Iy, ...,II, uma seqiiéncia de deducgoes e I';, para cada 1 < i < n,
o multiset de suposicoes de II;. Entao a seqiiencia Ily,...II, pode ser
denotada por:

™M

ondeI'éTU...UT,.

13. r(IT) denota a ultima regra de inferéncia usada em II, ou em outras
palavras, r(IT) é a aplicacao de regra de inferéncia cuja conclusao ¢é a
formula final de IT.

14. 2¢ denota o resultado da substitui¢ao de todas as ocorréncias de a por
t em todas as férmulas que ocorrem nas dedugoes que pertencem a
sequiencia X.

Definigao 3.14 (Dependéncia) Numa dedugdo I1, uma ocorréncia de formu-
la depende de uma formula topo a se estd abaizo de a e, se a for hipdtese,
acima da formula inferior da aplicacao de regra de inferéncia que descarta
a. Uma formula topo depende apenas de si mesma.

3.3 Regras de inferéncia de NDLL

Regras de introdugao sao indicadas pela letra “I” e regras de eliminagao pela
letra “E”. A letra “C” e “W” indicam regras de contracao e enfraquecimento
respectivamente. “L.” indica a regra de reducao ao absurdo.

As regras de inferéncias do nosso sistema de deducao linear NDLL sao
apresentadas a seguir:

Implicacao linear
o
: a a—opf
Lo

B
a—of

Essas regras se assemelham as regras da implicacao classica, mas ¢ im-
portante notar que apenas uma Unica ocorréncia da hipétese a é descartada
pela regra I, enquanto que na dedugao natural classica isso nao ocorre”.

*Veja Apéndice B no qual um sistema de dedugao natural classico é apresentado
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Conjuncoes e disjuncoes

a’ Jei
a B :
aep @®f ¥
)
1] 1k
¢ : ﬁ 1 L
: wsp ot p-
g 1 F
wsp TUb
a&p
— Die
r]l]n Fjlm.jn
@« By
a&p w3 .
g
a’gﬁ Il@
[Jt-in gk [J1Jn ﬁkz
a®f ¥ Y
i y Eo ko)
— 1,
adp

E importante notar que ambas premissas da regra Ig dependem do mesmo
multiset de férmulas topo. Dessa forma, em uma deducao II, seja R uma
aplicacao de uma regra Ig cujas premissas sao a e 5. Se a premissa a de-
pende de uma férmula topo 7y, entao a premissa 8 depende de uma ocorréncia
diferente de vy em II. Se v é uma hipdtese, ambas ocorréncia de y sao descar-
tadas por uma mesma aplicacao de regra de inferéncia ocorrendo abaixo de
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R. Se vy é uma suposicao, entao o multiset I' de suposicoes de IT contém

apenas uma unica ocorréncia da suposicao 7.
Uma condicao similar acontece com a regra Rg. Isso ocorre porque & e

@ sao conectivos contextuais.

Quantificadores

X

Vxa Iy

[0

(@ nado ocorre em qualquer
formula topo da qual a de-
pende.)

e By
t

dxa ,8
— 5 1DE1)

(a nao ocorre em dxa, em B ou
em qualquer férmula topo da qual
a ocorréncia mais acima de § de-
pende, excluindo a.)

Na légica linear, os quantificadores de primeira ordem Y e 9 se comportam
de forma semelhante como na ldégica classica de primeira ordem. Assim,
essas regras acima sao similares as regras dos quantificadores num sistema

de deducao natural cléssico’.

"Veja Apéndice B no qual um sistema de deducdo natural cldssico é apresentado
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Operadores exponenciais
a{l azn
... B
3 Lo
la
o B
(n >0, a,...,qa, sao férmulas
essencialmente !-modais e S
nao depende de nenhuma outra
ocorréncia de féormula topo além
de ay,...,a,. Assim, se n =0, 8
¢ um teorema.)
ﬂ{l . ﬁiﬂ ak
2 By ... B v
1 y E2 (i)
2% 1
o
(n > 0, By,...,B, sao férmulas
essencialmente l-modais, 7y ¢é
férmula essencialmente 7-modal e
nao depende de qualquer formula
topo além de Bi,...,B, e a.)
ol ol
s .
a ﬁ C‘(_) ﬁ W!
B Y

(a é essencialmente !-modal.)

(@ ¢é essencialmente !-modal.)
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Constantes e a negacao linear

1h L_ap
o

. 1

1 ¢ J.al B,
= 1.

A férmula a* poderia ter sido apresentada como uma abreviacao sintatica
da féormula @ — L. Nesse caso, as regras I, e E, seriam dispensadas e seriam
substituidas por 1, e E_, respectivamente.

Reducao ao absurdo

1J

% Lew
No Apeéndice D, o conjunto das regras de NDLL é apresentado numa
forma mais contingua.

3.4 Nocoes referentes a deducoes
Apresentamos a seguir algumas nogoes importantes concernentes a deducoes:

Definigao 3.15 (Premissa maior de uma regra) Nas regras de eliminagdo
apresentadas na Se¢ao 3.3, a premissa que contém a constante logica “elim-
inada” € dita ser a premissa maior. O mesmo € dito sobre a primeira pre-
missa (na ordem da esquerda para a direita) de uma regra Cy ou W,. Em
outras palavras, a premissa “contraida” ou “enfraquecida”™ também € dita ser
a premissa maior de sua respectiva regra.

Definigao 3.16 (Premissa menor de uma regra) Nas regras C,, W, e de
eliminacdao apresentadas na Se¢ao 3.3, uma premissa que nao € a premissa
mator € dita ser premissa menor.
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Podemos notar que uma mesma regra pode ter varias premissas menores,
mas apenas uma premissa maior.

Definigao 3.17 (Premissa intermediaria) Uma premissa @ de uma aplica¢do
de I, ou E, € uma premissa intermedidria se qualquer uma das sequintes
condigoes ocorre:

1. a € uma premissa de uma aplicacao de I, mas nao € a ultima premissa
na ordem da esquerda para a direita.

2. a € uma premissa menor de uma aplicacao de FE» mas nao € a ultima
premissa menor na ordem da esquerda para a direita.

Definigao 3.18 (Subdeducao) Uma drvore de formulas IT' contida em uma
deducdao I1 € uma subdeducdo de Il apenas se II' € uma deducdao vdlida em
NDLL, ou seja, as ocorréncias de formulas topo em Il" se comportam como
hipoteses e suposi¢oes para as aplicacoes de regra de inferéncia em IT'.

Seja IT uma dedugao em NDLL e 8 uma ocorréncia de féormula que nao
¢é formula topo em II. Seja IT" uma arvore de formula contida em IT tal que
B ¢ férmula topo em II' e @ é a féormula final de IT". Para verificar se IT
¢ uma subdeducao de II, primeiro checamos, em II, se 8 nao depende de
nenhuma férmula topo da qual @ também nao dependa. Entao checamos se
entre 8 e a existe alguma aplicacao das seguintes regras: Ig, Eg, Iy, E3, I, e
E,. Essas regras obedecem restri¢coes sobre férmulas topo. Se qualquer uma
delas ocorrer entre 8 e @ é necessario checar se S obedece tais restrigoes em
IT. Esse mesmo procedimento deve ser repetido para cada uma das férmulas
topo de IT".

Em particular, podemos notar que uma subdeducao determinada por
qualquer ocorréncia de féormula numa deducgao I1 atende essas restricoes ja
que suas féormulas topo sao também férmulas topo de II.

3.5 Regras alternativas para exponenciais

A regra de introducao para o operador ! poderia ter sido apresentada numa
forma alternativa como segue:
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[al.;.an]

B,
B

(@ ..., sdo férmulas essencial-
mente !-modais e a arvore de
férmulas cujas formulas topo sao
aj ...a, e formula final é 8 é uma
subdeducao valida)

Essa regra I} ¢ baseada na regra de introducao apresentada por Prawitz
para o operador “Necessario” (O) da légica modal S4 como podemos ver no
Apéndice C. Troelstra [Tro95] usou esse mesmo estilo para definir sua regra
de introducao do operador linear !.

Contudo, regras modais baseadas no estilo Prawitz/Troelstra requerem a
existéncia de uma certa formula essencialmente !-modal no tragado que liga
a premissa da regra e cada uma das féormulas topo das quais essa premissa
depende, caracterizando assim, um critério de corretude nao local. Essa é
realmente uma condicao bastante onerosa, pois precisa ser checada ao final
de cada derivacao.

Além disso, a regra apresentada por Prawitz para S4 é, de fato, proble-
mética. Em [dPNdMO03], de Medeiros apresentou um contra-exemplo no qual
uma reducao envolvendo a regra do absurdo classico falha por causa de uma
aplicacao da regra de introducao do 0. Abaixo, adaptamos o contra-exemplo
de de Medeiros para a logica linear.

Seja NDLL’ um sistema de deducao natural obtido a partir de NDLL pela
substituicao da nossa regra I, pela regra I|. Logo a seguinte deducao II; ¢
uma dedugao de NDLL™:

H] =
(o) (lo)t -8
B B g
E,
o Sem
o b ly I
a®ly ®

a®!y)
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Nesse caso, as ocorréncia de formula da forma !a e !y em Il garantem a
corretude da aplicagao da regra Ij. Como !a é conclusao de L. e, ao mesmo
tempo, premissa maior de uma regra de eliminagao, entao !@ é uma ocorrén-
cia de férmula méxima ¥ e, portanto, deve ser eliminada num processo de
normalizacao. A reducao adequada para esse caso de ocorréncia de férmula
méxima é a seguinte®:

ak Zz
R
aJ_j J_ EJ_
z, o o
L . )y
a T3, Ik
T R E lc(l)
II > > II

Na reducao acima, R é uma regra de eliminacao ou uma aplicacao de C,
ou Wy, e @ é a premissa maior de R. X, pode estar a esquerda de a e pode
também ser uma seqiiencia vazia.

Assim obtemos a deducao I, resultante da aplicacao da reducao descrita
acima a dedugao I1;:

H2 =
lo?
o Bt
T
(o) “% (o) =B,
B C B B
4
é Le) ly [
a®ly ®
la®!y)

Notadamente, em I, as retricoes da regra I} nao sao obedecidas, pois o
tragado entre a premissa a®!y de I} e a férmula topo S+, por exemplo, nao
contém nenhuma féormula essencialmente !-modal.

Por outro lado, usando nossa regra I,, II; é traduzida para a seguinte
dedugao IIj:

#Veja definicdo 6.2
$Veja Secdo 6.3 na qual sdo apresentadas as reducoes
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H*{E

(o) (la)t — B
B B g

1
o Ley

112
E, % E, ly3 I
ly a®ly ;.

Y1
l(a®y) '23

Também em IIj, !@ é uma ocorréncia de férmula mdaxima e a reducao
apropriada para esse caso é da seguinte forma:

1
a k [ In
T, . 5 a Bl ... By
1 2 n+1 >
= 1 . n+2
a0 B . B Y
Iy Vol sel)
I1 >
k [ ln
o’ Lo By
22 z:}’l+1 2n+2
' B .. B Lo 1) .
")’ Kol sensln (!,y)J_jz E
L
+ Ty
0%
2
1
= Lep
ly
I1

Na redugao acima, a premissa intermediaria @ da regra I, na primeira
deducao pode estar a direita de uma premissa intermedidaria B; tal que 1 <
i < n. Nesse caso, na segunda deducao, a premissa intermediaria @ também
estd a direita de ;.

Assim obtemos a dedugao IT; resultante da aplicacao da reducao descrita
acima a deducao II}:

H;E
| 2
%E’ ly3
la* 1y a®!yI Lo
(@®!y) @D (aly)t? .
1 I L
()t ()t < p o
B -t

L E,

= 1
(a®ly) ~
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Podemos notar que a dedugao resultante em NDLL IT; é correta.

A nossa regra de introdugao para o operador !, como apresentada na
Secao 3.3, é baseada na regra “Promotion” apresentada em [BBHAP92| para
a légica linear intuicionistica. A regra “Promotion” é como segue:

J1 J
oy ...l

lay ... la,

'8

B Promotiony;,

,,,,, Jn)

Em nossa versao da introdugao do operador “Of Course” as premissas
intermediarias sao férmulas essencialmente !-modais. Por outro lado, na
regra “Promotion”, as premissas intermedidrias sao simplesmente da forma
la. Essa diferenca ocorre porque se a regra “Promotion” fosse usada no
lugar de nossa regra I, nao poderiamos prova a completude de nosso sistema
ja que, no sistema NDLL, ? é um simbolo primitivo. Para demonstrar esse
resultado, seja NDLL’ o sistema de deducao natural obtido de NDLL pela
substituicao da regra I, pela regra “Promotion”. O Teorema F.1 no Apéndice
F prova que NDLL’ é incompleto.

Outro resultado de incompletude relacionado com a regra “Promotion” é
o seguinte: seja NDLL” o sistema de deducgao natural obtido de NDLL pela
substituicao respectiva das regras I,, E,, C, e W, pelas regras “Promotion”,
E,’, Cy’ e W, mostradas abaixo:

Bl 1B

% | | :
‘a 'ﬁl yﬁn yE?’(

jl’---sjmk)

(n > 0, y é da forma ?§ ou
1 e nao depende de qualquer
ocorréncia de férmula topo além

de 181,..., 1B, e @.)
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O Teorema F.2 no Apéndice F prova que NDLL” também é incompleto.
Por outro lado, nosso sistema NDLL é correto e completo conforme de-
monstracoes no Capitulo 4.

3.6 Significado dos conectivos

Usando NDLL pretendemos obter um melhor entendimento dos conectivos
lineares. Algumas consideragoes significantes surgem pela comparacao entre
o sistema de deducao natural cldssico e nosso sistema NDLLT. A regra de
introducao I, para a implicacao classica —, por exemplo, é da forma:

[}

a0

Os colchetes que envolvem a hipotese @ indica que I, pode descartar
qualquer conjunto de ocorréncias da hipdtese @, incluindo o conjunto vazio.
Por outro lado, nossa regra de introducao I, para a implicacao linear —o
descarta precisamente uma ocorréncia da hipotese @. Em outras palavras,
na logica linear, a hipdtese @ é tratada como um recurso limitado e relevante
pela implicacao linear.

Uma divergéncia analoga ocorre entre a regra de introdugao para a negagao
classica = e a regra de introducao para a negacao linear *. A regra de in-
troducao para a negacao no sistema de deducao natural classico é da seguinte
forma:

[a)/

i
=z Lo

Varias ocorréncias da hipotese @ podem ser descartadas por uma tnica
aplicagao de I.. Por outro lado, na légica linear, a hipétese @ da regra I, é

IVeja Apéndice B no qual um sistema de deducdo natural cléssico é apresentado
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descartada precisamente uma vez. Isso ocorre devido ao fato de que a negacao
linear pode ser obtida através da implicacao linear —o e da constante linear
para a falsidade L, ja4 que a* é equivalente a @ — L.

Em geral, regras que descartam hipoteses no sistema NDLL descartam
uma unica ocorréncia de cada hipdtese. Excecoes ocorrem quando as regra
aditivas Ig e Eg sao usadas. De certa forma, elas duplicam ocorréncias de
formulas de uma mesma hipdéteses, assim, uma regra pode descartar um
nimero par de ocorréncias de uma mesma hipotese numa deducgao na qual
Ig, e/ou Eg sao aplicadas. Contudo, mesmo nesses casos, hipdteses continuam
tendo um carater de recursos limitados e relevantes.

Prosseguindo com comparagoes, uma diferenca sutil é observada entre a
conjuncao multiplicativa linear ® e a conjuncao cléssica A. Nossa regra de
introducao Ig é similar a I, e indica que se temos a e 8 podemos concluir
a ® B. Isso evidentemente caracteriza ® como conjun¢ao. No entanto, na
regra de eliminacao para o conectivo ® temos uma subdeducao da forma:

o’ B

Y
Isso indica que temos que lidar com ambas subféormulas @ e 8 de @ ®p, ja
que sao recursos relevantes. J4a as regras de eliminacgao para A concluem ou
a ou B, cada um de maneira independente. As regras classicas de eliminagao
para A sao analogas as nossas regras de eliminacgao para o conectivo &:

ﬁ E @ E2
a 1& e ﬁ &

Na légica linear, a&f expressa a disponibilidade de duas agoes a e 8, mas
que apenas uma delas é executada e devemos decidir qual.

Numa aplicacao da regra Ig cujas premissas sao a@ e S, @ depende de
ocorréncias de hipdteses similares as ocorréncias de hipoteses das quais
depende. Essas ocorréncias similares tém um mesmo indice e sao descartadas
num unico passo. Dizemos ainda que sao uma mesma hipdtese. Dessa forma,
a e 3 compartilham hipoteses. Em outras palavras, @ e 8 compartilham
contexto. Logo, & é um conectivo aditivo.

O conectivo 7@ é considerado de entendimento dificil. Como observamos
na Segao 2.3, ’® expressa uma dependéncia entre duas agoes. As regras de
inferéncia Ly e Es confirmam essa idéia. Na regra I, por exemplo, temos
uma subdeducao da forma:

41X ﬁJ_y
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at sugere que a nao é executada. Assim, a subdeducao acima indica

que temos uma inconsisténcia (L) quando ambas ag¢oes @ e B nao podem ser
executadas simultaneamente. Pela regra Lo, nessas circunstancias, podemos
concluir a’gp.

Podemos notar que a regra Ly lembra a regra de redugao ao absurdo. As-
sim, seria interessante construir uma versao intuicionistica do sistema NDLL
e investigar o comportamento do conectivo ’® nesse sistema.

A deducao seguinte prova o axioma (@ — B) —o (a*$fB) usando a regra

I)g:

1l 112
a J_a/ EJ_
7 Lew a —o B
E 4
—o 1
B . B E,
=y, Ly
I,
(@ —B) — (@ gp) Y

Esse axioma nos ajuda a esclarece o significado de ®. Ele nos diz que
uma agao do tipo @ — B, se executada, pode gerar uma acao do tipo a™’eB
que, por sua vez, indica que nao temos mais @, embora certamente temos f.
Assim, apesar de ’@ ser uma disjuncao, '@ carrega uma idéia de conjuncao.

Nao podemos deixar de observar a regra Eo. A intuicao dessa regra
lembra a intuicao da regra L. E é da seguinte forma:

(WS’,B aJ_ ﬁJ_ E
1L IS4

Assim, pela regra E-, obtemos uma inconsisténcia quando @’gf, a* e B+
ocorrem simultaneamente. Em outras palavras, E. indica que se temos a9
entao, pelo menos uma das formulas @ e 8 tem que ser vélida, caso contrario,
obtemos uma inconsisténcia.

A intuicao da disjungao aditiva @ é um pouco mais clara. As regras ;g e
I, por exemplo, sao da forma:

_@ 1 LI
adp '® e adp
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Essas regras sao similares as regras de introducao para a disjuncao classica
V e evidenciam que se temos a ® 8 entao, pelo menos uma das féormulas a e
B € valida, mas nao nos cabe a tarefa de decidir qual.

A regra Eg lembra a regra de eliminacao classica E,. No entanto, como
na regra lg, as premissas de Eg compartilham hipéteses.

Na Secao 3.5 relatamos que a regra de introdugao para o operador ! pode-
ria ter sido concebida numa forma altenativa baseada na regra de introdugao
de Prawitz para o operador “Necessdrio” (O0) da légica modal S4. Nossa
regra de eliminacao para o operador ? poderia também ter sido concebida
numa forma alternativa, mas por sua vez, baseada na regra de eliminacao
de Prawitz para o operador “Possivel” (¢) da légica modal S4. Assim, os
operadores exponenciais sao considerados, de certo modo, como operadores
modais.

Duas regras relacionadas com o operador ! merecem atencao especial:
C, e W,. Essas regras nao sao inspiradas na loégica modal e expressam o
carater de verdade estavel de uma férmula essencialmente !-modal. A regra
C,, por exemplo, se usada consecutivamente sobre uma mesma férmula a
essencialmente -modal reproduz o recurso a tantas vezes quanto necessario
ou desejavel.

Por outro lado, a regra W, introduz uma espécie de monotonicidade, pois
se temos uma deducao II; de I'y Im a, tal que @ é uma férmula essencial-
mente !-modal, e a dedugao I, de I', lm B podemos construir a deducao I1

de I'1, I Imﬁ usando a regra W, como segue:

Hl =
I
2
a
M, =
I
pyS
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II =
Fl FZ
2 ZﬁZ
(04
W,
ﬂ !

3.7 Conclusao

O presente Capitulo pode ser considerado o mais importante de nosso tra-
balho. Apresentamos aqui nosso sistema de dedugao natural NDLL com
regras inéditas para os conectivos “Par” (@) e “Why not” (?). Dessa forma,
no sistema NDLL, os conectivos lineares *3 e ? sao tratados como primitivos
ao invés de abreviagoes de férmulas definidas pelas dualidades de de Morgan.

Relatamos que em decorréncia do tratamendo do operador ? como primi-
tivo pelo sistema NDLL tivemos que definir o conceito de férmula essencial-
mente -modal e usa-lo em nossas regras exponenciais, pois, caso contrario,
nao poderiamos provar a completude do sistema NDLL.

No entanto, no Capitulo 6 iremos nos deparar com uma complexidade
adicional no processo de normalizacao fraca para o sistema NDLL justamente
em decorréncia do uso de féormulas essencialmente !-modais como premissas
de regras exponenciais. Para solucionar tal complexidade adicional teremos
que criar novas redugoes.

As novas regras de inferéncia (para @ e ?) apresentadas no presente
Capitulo aliadas as novas redugoes que serao apresentadas posteriormente
no Capitulo 6 sao as principais contribuicoes de nosso trabalho.



Capitulo 4

Equivaléncia entre NDLL e o
Calculo de Sequentes

4.1 Introducao

Para provar a equivaléncia entre NDLL e o cédlculo de seqiientes de Girard,
empregamos o mesmo esquema de prova indutiva usado por de Medeiros
[dPNdMO1].

Na proxima Secao, provamos um Lema importante e bastante ttil sobre
formulas essencialmente !-modais e 7-modais. Na Secao 4.3, a corretude do
sistema NDLL é provada. A completude de NDLL é provada na Secao 4.4.
Finalmente, na Secao 4.5 obtemos a equivaléncia entre NDLL e o céalculo de
seqiientes linear como uma conseqiiéncia direta da corretude e completude.

4.2 Lema preliminar

Lema 4.1 (Lema sobre férmulas essencialmente -modais e 7-modais) Para
toda formula a@ em L, se @ é uma formula essencialmente !-modal, entao
o seqiiente a Fla € provado no cdlculo de sequentes; e se a € uma formula
essencialmente ?-modal, entao o seqiiente ?a + a € provado no cdlculo de
sequentes.

O Lema 4.1 é provado por inducao em d(a)*:

Base: d(a) = 0.

“Veja Defini¢ao 2.4

45
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Nesse caso @ é uma férmula atomica. Suponha que @ é uma férmula
essencialmente !-modal, entao @ é 1. Logo provamos o seqiiente 1 F!1 como

segue:
_ Rl
11 Li

Suponha que a é uma férmula essencialmente ?-modal, entao a é L. Logo

provamos o seqiiente ?L F L como segue:

Passo indutivo: d(a) > 0.
Suponha que @ é uma férmula essencialmente !-modal. Temos os seguintes

subcasos dependendo de a:

1. @ é da forma !8. Logo provamos o seqiiente !8 F!!|8 como segue:

T2 1d
1BHIB

2. a é da forma B®y e as subférmulas 8 e y sao essencialmente !-modal
Assim provamos o seqiiente S®y F!(8® y) como segue:

prplt yryld
BB lyry
BFrB yrly B.lyrpey _°
Byrpaly ° B lyrl(Bey)

BRYFIBRlYy ® 18’y FI(B®7Y) C@’t
BR®YFH(B®Y) A

Por hipétese de inducao, os seqiientes S+ e y !y sao validos.

3. a é da forma B+ e a subféormula B é essencialmente ?-modal. Assim

provamos o seqiiente S+ F!(B4) como segue:
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7p

BB

9 L
26,8 R,

2B, 1(BY) BrB
n Cut
BB |
BB T
Por hipétese de inducao, o seqiiente ?8 + 8 ¢é valido.
Suponha que @ é uma férmula essencialmente ?-modal, entao temo um

dos seguintes casos:
1. @ é da forma ?8. Logo provamos o seqiiente ??3 783 como segue:

Brp

2. a ¢ da forma By e as subférmulas 8 e y sao essencialmente ?-modal
Assim provamos o seqiiente ?(8’2y) + /8y como segue:

e ld —/——1d
Brp R, YrY R,

BB vEYY L
BeyrB. Yy ¥ BB Wyry
2B2y) F1B, 1y R? Wl By °
WY LBy T WBRWF By c?

2By F Boy ut

Por hipdtese de inducao, os seqiientes 28 + 8 e ?y + y sao validos.

3. a é da forma B+ e a subférmula B é essencialmente !-modal. Assim
provamos o seqiente ?(8+) F B~ como segue:

— 1Id
Br B
Brp

B 1B+ L
BHIB ABH),IBF Cut

LN LN

AEh) - B

Por hipdtese de inducao, o seqiiente S +!8 é vélido.
|
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4.3 Corretude

Teorema 4.2 (Corretude do sistema NDLL) Se I’ Im a, entao o sequente
't a € provado no cdlculo de seqiientes linear.

Suponha que I lﬁ a. Isso significa que existe uma dedugao IT em NDLL
de a a partir de I'. Por inducao em I(IT)", provamos que existe uma deducao
no calculo de seqiientes linear cujo seqiiente final é ' + a:

Base: [I]) = 1.

IT é constituida por uma simples hipétese ou por uma aplicacao da regra
I;. No primeiro caso, podemos transformar IT numa dedugao IT" no célculo
de seqiientes contendo apenas uma aplicagao da regra Id. No segundo caso,
podemos transformar IT numa deducgao IT" no célculo de seqiientes contendo
apenas uma aplicacao da regra R;.

Passo indutivo: [(IT) > 1.
De acordo com a Secao 3.2, r(IT) denota a tltima regra de inferéncia de
IT. Temos os seguintes casos dependendo de r(I1):

1. r(IT) é uma aplicacao da regra I, e @ é 8 —o y. Il pode ser transformada
numa deducao IT" em calculo de seqiientes da seguinte forma:

II=
F,Bj
>
_Y 0
g—oy Y
IT =
I,Bry
r'rg—oy 7

O seqtiente “T', 8+ y” vale por hipdtese de indugao.

2. r(IT) é uma aplicacao daregra E_, eI' = I'yUI',. Il pode ser transformada
numa deducao IT" em calculo de seqiientes da seguinte forma:

"Veja Definicao 3.12
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1=

Iy I,

2 2

B peay
Ir =

grgld areld

I+pB ﬂ,ﬂ—oakafc_"
I FB—a Npoara . ut
I'Ihvra ut

Os seqiientes “I', 8 — a@” e “T'y + 87 valem por hipotese de inducao.

3. r(IT) é uma aplicacao da regra Iy, @ ¢ @y e ' =T UT,. II pode ser
transformada numa deducao IT" em calculo de seqiientes da seguinte

forma:
II=

I_‘1 Fz

21 22

B v I

ey ©
I =

F1 I—ﬂ Fz Fy

I,Ih+ ﬁ Ry ®
Os seqiientes “T'y F 87 e “I'; + y” valem por hipétese de inducgao.

4. r(IT) é uma aplicacao da regra Eg e I' = I'1UI,. II pode ser transformada
numa deducao IT" em calculo de seqiientes da seguinte forma:

II =
I By
foy @
Ry @
—— Bein

Hl
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I,,8,yFa
Iy Byra °
Cut
Fl,rz Fa

Os seqiientes “T') F B®y” e “T,, B,y F @” valem por hipétese de indugao.

5. r(IT) é uma aplicacao da regra Iy e @ é B@y. Il pode ser transformada
numa deducao IT" em calculo de seqiientes da seguinte forma:

II =
I“ﬁJ_./,)/J_k
)
Lo
ﬁ’?)f B (jik)
I =
——1d
BrpB R
yry I%L FBLB T LByt L Cut
Fyt,y + Lyt +B6,L1
TFB,7 L Cut Ir IéF
Trp.y ut
T+-B9y °

O seqiiente “T’,B*+,y* + L” vale por hipdtese de indugao.

6. r(IT) ¢ uma aplicagao da regra Ex, a ¢ L e =T U, UTl3. II pode
ser transformada numa deducao IT" em calculo de seqiientes da seguinte

forma:
II=
F1 FZ 1—‘3
DIEDY DY
pey B~ v ¢
1L S

H/



CAPITULO 4. EQUIVALENCIA ENTRE NDLL E O CALCULO DE SEQUENTES51

BrB 1d YrY Ig
DEpt BBy & Taikyt yryr
.8+ Cut PR . Cut
L0 pey e o ®
'+ By [, 15,859y F L ClFJt
F],Fz,rg, F L

Os seqiientes “T'y + B79y”, “I'; F B~7 e “T's + y*” valem por hipdtese de
inducao.

7. r(IT) é uma aplicacao da regra I, a é f&y. Il pode ser transformada
numa deducao IT" em calculo de seqiientes da seguinte forma:

II1=

I'ep I'ky
-y &

Os seqiientes “T'+ 87 e “T' +y” valem por hipétese de indugao.

8. r(IT) é uma aplicacao da regra E;g. II pode ser transformada numa
deducao IT" em calculo de seqiientes da seguinte forma:

IT =
r
2,3
a&
—@ Bia
IT =
F'Fag&B a&Bra ‘&
T Cut
Fa

O seqiiente ‘T F a&B” vale por hipotese de indugao.
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9.

10.

11.

r(IT) é uma aplicacao da regra E,g. II pode ser transformada numa
deducao IT" em célculo de seqilientes da seguinte forma:

II =
r
ﬁZ
&a
o s
IT =
ara I%
I'FB&a PL&at a 2&
T Cut
Fa

O seqiiente ‘T + B&a” vale por hipotese de indugao.

r(IT) ¢ uma aplicacao da regra I15 e @ é B®7y. Il pode ser transformada
numa deducao IT" em calculo de seqiientes da seguinte forma:

II=

O seqiiente ‘T" + 7 vale por hipdtese de inducao.

r(IT) é uma aplicacao da regra I,g e @ é B®7y. Il pode ser transformada
numa deducao IT" em calculo de seqiientes da seguinte forma:

II=

I
ﬁ@y 26

HI
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'y
Tr ey e
O seqtiente “T" + y” vale por hipotese de inducao.

12. r(IT) é uma aplicacao da regra Eg e I' = I'1UI%,. I1 pode ser transformada
numa deducao IT" em calculo de seqiientes da seguinte forma:

1=
Il Lpl Tt
21 22 2';
Bey « a
T Ee(jx)
IT =

Fz,Bl—a Fz,’)/l-a
I rBYy Fz,ﬂeayl-aCt@
I.Inra u

Os seqiientes “I'y F @ y”, “I,,B+ a” e “Ih,y + @’ valem por hipotese
de inducao.

13. r(IT) é uma aplicacao da regra Iy e @ é YxB. Il pode ser transformada
numa deducao IT" em calculo de seqiientes da seguinte forma:

II=
r
z
vwlv
a nao ocorre em I'.
Il =
I'vpg;
CrVxg Y

O seqtiente “T" + BX” vale por hipdtese de indugao.
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14. r(I) é uma aplicagao da regra Ey e @ é B7. Il pode ser transformada
numa deducao IT" em calculo de seqiientes da seguinte forma:

II=
r
VZ
Py,
t
Ir =
o arx 1d
ﬁt Fﬁ[ L
CrVYxB VxBrps "
Trpr Cut

O seqiiente ‘T + YxB” vale por hipotese de inducao.

15. r(IT) é uma aplicacao da regra I3 e @ é dxB. Il pode ser transformada
numa deducao IT" em calculo de seqiientes da seguinte forma:

II=

I'+pB;
[+ 3x8 R3

O seqiiente “I" + B vale por hipdtese de indugao.

16. r(IT) é uma aplicacao da regra E5 e I' = I'yUI,. II pode ser transformada
numa deducao IT" em calculo de seqiientes da seguinte forma:

I1=
Iy I ,Bﬁj
321/3 ¥
X o
—— Eay)

a nao ocorre em dx83, a e I';.
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Il =
Fz,ﬁ)ac Fa
I FrAxg D, AxBra
Cut
Fl,rz Fa

Os seqiientes “T'y + AxB” e “I,, B + @” valem por hipétese de inducao.

17. r(IT) é uma aplicagao da regra I;,, a é lye ' =T Ul u...uUTl,. II
pode ser transformada numa deducao IT" em calculo de seqiientes da
seguinte forma:

II =
l—‘l l—‘n {1 {ln
Zl 2" Z:n+l
b b L)
!,y L0 Jn

Bi,...,B, sao férmulas essencialmente -modais.

Il =
ﬁl,...,ﬁnl—’y L,
!ﬁlaﬁZa':"ﬁn F Y ’
Bro o BrrBu kY |
I+ By ,BlHﬂlct !ﬂl,---,!ﬂnFVR '
T FB U Br, ..., B Fly C’ )
T, ..., BuFly v
I,FB, Bnt+'Bn :
Cut :
Fn I—',Bn Fl, .. .,Fn_l, ',Bn I-")/ C
T,y ut
Os seqtientes “By FIB1”7, ..., “B. FB,” valem pelo Lema 4.1 ja que
Bi,...,B, sao férmulas essencialmente -modais.
Os seqiientes “T'y + B,”, ..., ‘T, v B, e “Bi,...,B, + ¥’ valem por

hipdtese de inducao.

18. r(IT) é uma aplicacao da regra E,. II pode ser transformada numa
deducao IT" em calculo de seqiientes da seguinte forma:

I1=
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la
o b

Hl

ozl-ozld'

I'tla lara ~
I'ra Cut

O seqiiente ‘T +la” vale por hipdtese de inducao.
19. r(IT) é uma aplicacao da regra I, e a@ é ?8. II pode ser transformada
numa deducao IT" em calculo de seqiientes da seguinte forma:

II =
r
5
%"

~

HI

I'ep
I'v26

R»

O seqiiente ‘T + 8”7 vale por hipétese de inducao.

20. r(IT) é uma aplicacao da regra E; e I'=T,UI,U...UTl . II pode ser
transformada numa deducao IT" em célculo de seqiientes da seguinte

forma:
II =
J1 Jn k

gl rz Fn+l 7 ceo  Yn ﬁ

o 22 21 DI

B v o Y @p

0% Y(J1eesnk)

Yi,-..,Yn sa0 formulas essencialmente !-modais e @ é essencialmente

?-modal.



.O‘Wuzﬂugﬁ @ﬂv @@@Pﬁ\vgﬁg .MOQ awﬁ‘@\f «“6 I_ Qaﬁ\hn o nﬂ\ﬁ.\i 9 ﬁQM\.I_ ~rﬁ3 NKQ\A\ I_ ~+:r‘~3 t «Kﬁ\h I_ Nfﬁi ww#gwﬁvww mo
TRPOW - 9JUSWRIDUISSD 9 D O
STRPOWI-] 9JUIUWI[RIDUSSSO SRINULIOJ Oks “A - ‘I onb el 1§ ewor ojod werea 0 40, o HAj4 A, - ¢ JALj4 14, soquenbes s

P‘DO NUI_~+:FH5...5~,H

NUI_Q\A\N:\,Hn...n—rH :\A\_l_ _+:f~

n
@Oa\h.l_ﬁ\h :\A\|_~+:,H

\@I_m\hm»....»N\hmsmfﬁnﬁrH

. QSO\Gu_:\Q?..L\SL,H . Cﬂu_mrﬁ
no D AGL AL /RN L4114 L47]
04 i DA GL AL A
g DT
A

Fo) |_Q»:\ha—lﬁ\hma...a_\ﬁm

Fo) I_Qa:\ha....am\ﬁ:\ﬁm
NQI_QZ\\A\«...L\A\

|

i
=



CAPITULO 4. EQUIVALENCIA ENTRE NDLL E O CALCULO DE SEQUENTES58

21.

22.

r(IT) é uma aplicacao da regra C, e I' = I'yUI',. II pode ser transformada
numa deducao IT" em calculo de seqiientes da seguinte forma:

II=

I'' L,p p
5"

o
—a— Cuy

B é férmula essencialmente !-modal.

H/

I,,B8,Fa

FZ’ ’[))aﬂ Fa

I'ep BrHIPB I, 168,18k @

T 15 Cut T 10, - !
I l-'ﬁ I, !ﬁl‘(l

T, Fa Cut

L,
L,

O seqiiente “B 8”7 vale pelo Lema 4.1 ja que 8 é uma férmula essen-
cialmente !-modal.

Os seqiientes “I'; + B e “I',,B,8 + @’ valem por hipotese de indugao.
r(IT) é uma aplicacao da regra W, e I' = I'; UI',. II pode ser transformada
numa deducao IT" em calculo de seqiientes da seguinte forma:

Il =

l—‘1 F2
21 22
B ay,
Il =
Iep ,BH,BC ILka
T, F1B WO Bt a CW!
I'.Intra ut

O seqiiente “B 57 vale pelo Lema 4.1 ja que 8 é uma férmula essen-
cialmente !-modal.

Os seqiientes “I'; + 87 e “I'; F @” valem por hipétese de inducao.
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23. r(IT) é uma aplicagao da regra E; e I' = I'{UT,. II pode ser transformada
numa deducao IT" em calculo de seqiientes da seguinte forma:

II=
F] FZ
i
aaEl
Il =
I, Fa L
[ F1 rz,lmcl
I',Inra ut

Os seqiientes “I'; + 17 e “I'p,F @” valem por hipotese de indugao.

24. r(IT) é uma aplicacao da regra I, e a é B*+. II pode ser transformada
numa deducao IT" em calculo de seqiientes da seguinte forma:

II=

rp
z
L

ﬁJ_

L

Lp

ILBrL L1+
IB—Cut

B+
Lept

O seqtiente “T', 8+ L7 vale por hipdtese de inducao.

25. r(IT) é uma aplicacao da regra E,, « é L e I' = I'; UT,. II pode ser
transformada numa deducao II" em célculo de seqiientes da seguinte

forma:
II=
F1 rz
21 22
L
BBy
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Ir =

Brp
DFpt BB
I'1rp [h,B+ Cut
T r N Cut
Fl,rz L F

Os seqiientes “T'y + 87 e “T', + B+7 valem por hipdtese de indugao.

26. r(IT) é uma aplicacao da regra L.. II pode ser transformada numa
deducao IT" em célculo de seqlientes da seguinte forma:

II=
l“a”
T
@ Tew
I =
ara d
Fat,a F,aLI—J_C
Tra Ll ut . ¢ Le
I'a Cut

O seqiiente “T',a* + L” vale por hipétese de inducao.

4.4 Completude

Teorema 4.3 (Completude do sistema NDLL) Seja A = {ay,...,a,}, even-
tualmente vazio, e seja A* = {af,...,ay}. SeT' v A € um seqiiente provado

no cdlculo de seqiientes linear, entao I', A* =7 L.

Para provar o Teorema 4.3, suponha que o seqiiente I' + a,...,q@, é
provado no célculo de seqiientes, ou seja, existe pelo menos uma deducao I1
em célculo de seqiientes cujo seqiiente final é T' + ay,...,a,. Por inducao em
I(IT)*, provamos que existe uma deducao IT" em NDLL de L a partir de TUA*:

#Veja Definicdo 2.13
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Base: [(IT) = 1.
Nesse caso, II ¢ constituida por uma das seguintes regras axiomas:

1. IT é constituida pela regra Id, entao I1 é da forma:

IT=
> 1d
Bvrp
Em IT, T = {8} e A* = {B*}. Construimos II" em NDLL como segue:
I =
1L
BBy

1

2. IT é constituida pela regra Lr, entao I é da forma:

I1=

J_I—LF

EmII, I'={Ll} e At = @. Construimos IT" em NDLL como segue:
IT =
L

3. IT é constituida pela regra R, entao Il é da forma:

I1=

1t

Em II, T = @ e A+ = {1*}. Construimos IT" em NDLL como segue:
Ir =
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Passo indutivo: [(IT) > 1.

Para efeito de notacao, no decorrer dessa demonstracao, as subdeducoes
X, X e X, de IT no célculo de seqiientes linear sao transformadas, por hipotese
de indugao, nas dedugoes ¥, ¥} e ¥ em NDLL, respectivamente.

Como alegado na Secao 2.4, r(IT) denota a iltima aplicacao de regra de
inferéncia de I1. Temos entao os seguintes casos dependendo de r(IT):

1. r(IT) é uma aplicagao da regra Cut e I' =T'; UT,. II pode ser transfor-
mada em uma deducao II" em NDLL como segue:

II=
2 2
F1 - al,...,ah,/a’ ,8,F2 Fapils..., Oy
Cut
1“1,1“2 Fag,...,a,
Il =

Tal que 0 < h < n.

2. r(IT) é uma aplicagao da regra Ly e I' = T';U{1}. II pode ser transformada
em uma deducao II" em NDLL como segue:

II=
r )y
1 Fag,.. .,y
rl’l Fai, , Oy Ll
Il =
Iyay...ap
ZI
1 J_El
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3. r(IT) é uma aplicacao da regra Ry e a; é L. II pode ser transformada
em uma deducao IT" em NDLL como segue:

II=
r )y
Fas,...,Q
2 n R,F
I'r 1L a,...,q,
Il =
FCay...op
Z/
L llE
J_ 1

4. r(IT) é uma aplicacao da regra Lg e I' = T'; U {8 ® y}. II pode ser
transformada em uma dedugao I" em NDLL como segue:

1=

)y
I',g,yray,...,a,
I',peyray,...,a,

L

HI

[at...ar By
pe T
Y
T Eejn

5. r(IT) é uma aplicagao da regra Rg, @1 ¢ B®y e ' =11 UTI,. II pode ser
transformada em uma dedugao II" em NDLL como segue:

II=

2 2
F]Fﬁ7027'-'7ah r2|")’,ah+l,---,an

Fl,Fz Fﬁ@y,az,...,an

Re
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Loy ..o BY Tyap, ... 0 y*
T
3 L # Lo
I
By ® BN o
1 1

Tal que 1 <h < n.

6. r(Il) é uma aplicagao da regra Lo e I' = T'; UT, U {B&y}. II pode ser
transformada em uma deducao IT" em NDLL como segue:

II=
Z1 22
rlaﬁl_alla"-’a/h FZ,yFah+la~'-,anL
r17r27ﬁ)?yl'a],...,an ®
Il =
Tiat...of B/ Thap,...ar ¥
Z’l 2’2
% Il(j) % IJ_(k)
By B Y B
n 9

Tal que 0 < h < n.

7. r(IT) é uma aplicacao da regra R e a; é f@y. Il pode ser transformada
em uma deducao IT" em NDLL como segue:

I1=
z
I'B,y,as,...,a, R
'k By, as,...,aq, ¥
II' =

1 1 pLj A1k
Fay...aqp B~y

|
sy FU0 (@)t
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8. r(Il) é uma aplicacao da regra Ljg e I' = I'} U {&y}. II pode ser
transformada em uma dedugao II" em NDLL como segue:

II =
)y
I',pray,...,q, L
I',p&y ray,...,q, 1&
Ir =
,3&7E
Tat...af g '&
2/
1

9. r(IT) é uma aplicacao da regra L,g e I' = I'; U {B&y}. II pode ser
transformada em uma dedugao IT" em NDLL como segue:

II=
h
rla’y'_al" , Oy L
rl,ﬁ&’)’ F aq, » Ay 2&
II' =
B&y B
Iyay...ap y 2&
ZI
1

10. r(IT) é uma aplicacao da regra Rg, e a; € B&y. Il pode ser transformada
em uma deducao IT" em NDLL como segue:

I1=

2 2
I'rg,as,....,a, TFry,a,...,q,

'k B&y,as,...,a,

Re
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Fay...op B Fay...op y
X s/
2
1
= Le(j L,
B y o
B&y = Ba*
L 4

11. r(IT) é uma aplicacao da regra Lg e I' = T'; U {B & y}.

IT pode ser
transformada em uma dedugao IT" em NDLL como segue:

II=
21 2
I',pray,...,a, I'i,yrFag,...,q, L
IrLB®YFai,...,a, ®
Ir =

Tiat...ap B/ Tiaq...ar Y

% 4

Boy L L
T B

12. r(IT) é uma aplication da regra Riq e @1 é B@y. Il pode ser transformada
em uma deducao IT" em NDLL como segue:

II=

I'rpg,a,...,q,
Rie
'y, a,...,q,

HI

Tat...of g
Z/
1
B Lei)

1
ey '° Bey* .
1 1

13. r(IT) é uma aplicacao da regra Ryq € @) é B®7y. Il pode ser transformada
em uma deducao IT" em NDLL como segue:

I1=
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14.

15.

I'ky,as,...,a,
'y, a,...,q,

Roe

1 oA, L
n

Fay...ap y

Z/
L
LIZ
ey °
1

Lei

Boy* B,

r(IT) é uma aplicacao daregra L, e ' =T, U, U{B — v}
transformada em uma dedugao II" em NDLL como segue:

II=

2 2
F] l_ﬁ’al’-"’ah r2,7|‘ah+l,.--,a’n L
Fl,Fz,ﬂ—oykal,...,an -
I =
I ay...af g
’
Z1
1
BV poy
E.
I alJ1_+1 Ly Y
E2
1

Tal que 0 < h < n.

r(IT) ¢ uma aplicacao da regra R, e @1 é § — y. II pode
mada em uma deducao IT" em NDLL como segue:

II=

)y
ILBry,as,...,a, R
F'eB—oy,a...,a,

. II pode ser

ser transfor-



CAPITULO 4. EQUIVALENCIA ENTRE NDLL E O CALCULO DE SEQUENTES6S

Tat...af gyt
Z/
+ Lew
e Lo
B—oy =V (Boy*
1 EJ‘

16. r(IT) é uma aplicagdo da regra L, e I' =T'y U {B*}. II pode ser transfor-
mada em uma deducao IT" em NDLL como segue:

II =
>
I'+Ba,...,a, L
I Fay,...,a =
I =
T at...af B~
5
= Leti) n
B B b,

1

17. r(IT) é uma aplicacao da regra R, e a; é B*. Il pode ser transformada
em uma deducao IT" em NDLL como segue:

I1=

ILBras,...,a,
I'rpHas,...,a,

R,

Fay...ap p/
2/
L I
BJ_ J ﬁJ_J_

1 E,

18. r(IT) ¢ uma aplicagao da regra Ly e I' = I'y U {VxB}. II pode ser trans-
formada em uma dedugao I" em NDLL como segue:

II =
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z
I'.gira,....a,
Ly
I',Vxgra,...,a,
Il =
Yxp
| B
2/
1

19. r(IT) é uma aplicacao da regra Ry e a; é YxB. II pode ser transformada
em uma deducao IT" em NDLL como segue:

II =
I'eBlas,...,qa,
Ry
IF'EVxgp,as,...,q,
a nao ocorre em aas, ..., @, nem em qualquer férmula de T
IT =
[at... ot gt
T
2 e
B
VaB Y (VxB)*
E,

1

20. r(IT) é uma aplicacao da regra L3 e I' = I'; U {dxB}. II pode ser trans-
formada em uma deducgao IT" em NDLL como segue:

IT =
I'.grap,....,a, L
3
I', B+ ay,...,a,
a nao ocorre em ajy, ..., &, nem em qualquer férmula de I'y

Ir =
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L 1 pxj
I'yay...ap B
Zl

dAxB 1
IDE)

1

21. r(IT) é uma aplicagao da regra Ry e a; é dxB. I pode ser transformada
em uma deducao IT" em NDLL como segue:

1=
by
'k Bl ag,...,a,
Rs
I'-3Ax6,as,...,a,
Il =
Tar...a- B
X
o Le(h
2t I
I 7 At
1 E,

22. r(IT) é uma aplicacao da regra L., e I' =T U {!8}. Il pode ser transfor-
mada em uma deducao II"” em NDLL como segue:

Il =

h
Fl,!ﬁ, !,Bl—aq,...,a,,
I, Brap,...,a,

Lc!

Iyat...ar 1815
Z’
B 1
L C!(j)

23. r(IT) é uma aplicagao da regra R.y e a; é ?8. Il pode ser transformada
em uma deducao IT" em NDLL como segue:

I1=
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b
I'F268,76, s, ..., @,
I't268,as,...,a,

Rc?

H/

LB (B at ...«

(2B)* E
T Ciip

=t

24. r(IT) é uma aplicacao da regra L, e ' ="y U {!8}. II pode ser transfor-
mada em uma deducao II" em NDLL como segue:

1=
z
I'v+a,...,a,
LW!
Fl,!,Bl—a/l,...,a/,,
Il =
F] Qf‘.. Q,J{
7 z
1 W,

25. r(IT) é uma aplicacao da regra R,,» e a; é ?B8. Il pode ser transformada
em uma deducao IT" em NDLL como segue:

IT=
'k >
r I—?,BC,Y?Z’Z', . aoz Ry
I =
Fay...op
B)* 1w,
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26. r(IT) é uma aplicacao da regra L, e I' = T'; U {I8}. TI pode ser transfor-
mada em uma deducao II"” em NDLL como segue:

II=
)y
I',prai,...,q, L
I', Bra,...,a, :
Ir =
'B
Iiay...ap EE!
Z/
1

27. r(I) é uma aplicacao da regra Ry e @y é 78. II pode ser transformada
em uma deducao IT" em NDLL como segue:

II=
)
Fi—ﬁ,az,...,anR
I'e28,a,...,a, ?
Il =
Tat...of g
X
= L
5t o
) ) E,

1

28. r(IT) ¢ uma aplicacao da regra Lo, a; é 78, para cada 1 < i < n e
I ="y U {?y}. TI pode ser transformada em uma dedugao IT" em NDLL
como segue:

II=

by
!F],)’ F?,Bl,. .. ,?,8”
!Fl, r)’)/ F?ﬁl,. .. ,?ﬁn

Lo

H/
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Iy (B LBy
2/

1
Eo it )

y Wy By OB
i

29. r(IT) é uma aplicacao da regra Ry, @ é ly, @; é 7B, paracada2 <i<ne
I' =IT";. II pode ser transformada em uma dedugao IT" em NDLL como

segue:
II =
z
!F] l—’)/,?,BQ,...,?ﬁn R
Ty Fy, B, B
IT =
Iy (B L (B
T
T OBt .. (OB o
!7 ( ToeeesKmsb]seees n) (!,y)J_ E
L 1
|

4.5 Equivaléncia

Corolario 4.4 (Equivaléncia entre NDLL e célculo de seqiientes) O sistema
NDLL é€ equivalente ao cdlculo de sequientes de Girard.

O Corolério 4.4 é uma conseqiiéncia imediata dos Teoremas 4.2 e 4.3.

4.6 Conclusao

Nesse Capitulo, usamos o calculo de seqiientes de Girard previamente a-
presentado no Capitulo 2 para provar a corretude e a completude do nosso
sistema de deducgao natural NDLL. Como uma conseqiiéncia, demonstramos
a equivaléncia (no sentido de demonstrabilidade) entre NDLL e o cdlculo de
seqiientes linear.



Capitulo 5

Sistemas de Deducao Natural
Linear

5.1 Introducao

Alguns trabalhos recentes [Tro92, BBHdP92, Tro95, Mar00, dPNdMO01] ap-
resentam sistemas de deducgao natural para a logica linear. Nesse Capitulo,
investigamos as principais caracteristicas de cada um desses sistemas e apre-
sentamos algumas comparagoes com o nosso sistema NDLL.

Na proxima Secao, os sistemas N-CLL e N-ILL sao apresentados. A Secao
5.3 explora os sistemas ILL e ILL*. Finalmente, os sistemas NLLM e NL sao
apresentados nas Secoes 5.4 e 5.5 respectivamente.

5.2 Os sistemas N-CLL e N-ILL

Troelstra, em seu livro [Tro92|, apresentou os sistemas N-CLL e N-ILL. N-
CLL indica um sistema de dedugao natural linear classico e N-ILL um sistema
de deducao natural linear intuicionistico. Esses dois sistemas incluem os
fragmentos aditivo e multiplicativo, apesar de nao oferecerem regras para os
conectivos “Par” (@) e “Why not” (?). Esses conectivos sao tratados por
definicao usando as dualidades de de Morgan.

Um sistema de deducao natural pode ser apresentado numa formato al-
ternativo como arvores cujos nos sao rotulados por seqiientes da forma I' F @
nos quais @ é uma ocorréncia de formula e I' é um registro de todas as
hipdoteses nao descartadas no estagio da deducao associado com esse no.
Apesar dessa notacao ser considerada de mais facil manipulagao do ponto
de vista matematico, ela é muito redundante e nao tao natural quanto a
notacao padrao do ponto de vista humano.

74
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Os sistemas N-CLL e N-ILL foram originalmente apresentados através
dessa notacao de seqiientes. As seguintes regras de inferéncia formam o

sistema N-CLL:

ara AX
TrT T F0ra 0
''ra ArPB 'ra®p AaﬁkyE
F,AI—Q@,B ® F’Akfy ®
Fl—a/&,BE
Cra Trp Tra &
T-ag&B &
Fl—a&ﬁE
r-g &
I'ra
—— 1
Tra®p '® Fraepf Aary ABry .
T Ary ®
ALY
Tra®p *°
Iarp ''ra—op AI—aE
'ra—opB ILA+B -
1 'rl Ara
F1! [LAFa :
INa—oL+L |
T Tra 1-rule
| I'rdxa Ao, +p
Er TAF B ]
(a nao ocorre em Jxa, A ou B)
I'Fag [+ Vxa
I'+VYxa ' 't af v

(a nao ocorre em I')
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!FFQL I'tla Arp

IT +la LA+ By
I'Ha A,aI—,BE FHa Alelarp .
[LA+p ! [LA+p !

Suprimindo a regra “L-rule” do sistema N-CLL obtemos o sistema N-ILL.
Em N-CLL e N-ILL, '@ e ? sao definidos pelas dualidades de de Morgan
e a* é uma abreviacao da féormula @ — L.

5.3 Os sistemas ILL e ILL"

Em [BBHdP92|, Benton, Bierman, Hyland e de Paiva propuseram o sistema
ILL para a légica linear multiplicativa intuicionistica. Eles abordaram o
fragmento {1,®, —o, !} dessa logica.

As seguintes regras de inferéncia formam o sistema ILL:

a’
B . a a—op
ey Rl —©5 B
_ 1
1 b QT E
o  p
a B I a®p 7
a®pf © y Ee(ja)
!a/j |ak
la la .
Weakening Contractionyy

B
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J1 Ji
) .y

lay ... \a, Lo o
B U o Dereliction

Num trabalho subseqiiente [Tro95], Troelstra repensou o trabalho ap-
resentado por Benton et al. e introduziu o sistema ILL*. As principais
caracteristicas nas quais ILL* difere de ILL sao as seguintes:

1. Regra “Promotion”:
No sistema ILL", a regra “Promotion” é substituida pela seguinte regra
I+
I

1B .. ]

&+
la -

Tal que a arvore de formulas cujas féormulas topo sao !8; ...!8, e férmula
final é !a é uma subdeducao valida no sistema ILL".

Podemos notar que essa regra segue o estilo proposto por Prawitz para
a logica modal S4 como mostrado no Apéndice C.

2. Regra “Contraction”:

No sistema ILL*, ao invés da regra “Contraction”, multiplas ocorréncias
de rotulos para hipoteses sao usadas sob certas condi¢oes como segue:

Seja IT uma dedugao em ILL* de I’ IW!“ da seguinte forma:
I =

I
2
la

Assim, em ILL*, uma deducao IT" da seguinte forma pode ocorrer:

I =

FJI]n Fjl-~~jrl
2 2
la e la

2
B
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Tal que a arvore de férmulas cujas formulas topo sao la...!la e a férmula
final é B é uma subdeducao valida em ILL*.

Essas caracteristicas do sistema ILL* requerem verificagoes de corretude
nao locais, de forma que é preciso fazer uma varredura numa deducgao para
garantir que as restri¢oes relacionadas a regra !I* e as multiplas ocorréncias
de rotulos sao obedecidas.

E importante notar que ambos sistemas ILL e ILL* sao normalizados.
No entanto, as provas de normalizacao para o sistema ILL* estao mais no
espirito da normalizacao de Prawitz para a légica modal S4.

5.4 O sistema NLLM

Em [dPNdMO1], de Medeiros apresentou um investigacdo profunda sobre
tradugoes entre légicas distintas. O principal objetivo do trabalho dela foi
usar teoremas de normalizacao como ponto de partida para definir novas
tradugoes. Ela propos o sistema NLLM, um calculo de dedugao natural para o
fragmento multiplicativo da légica linear. Ela também provou a equivaléncia
entre o sistema NLLM e o fragmento multiplicativo do célculo de seqiientes
de Girard, além dos teoremas de normalizacao e traducgoes envolvendo esse
fragmento.

Algumas das idéias que usamos para desenvolver nosso sistema NDLL
foram inspiradas pelo trabalho de de Medeiros. Pretendemos posteriormente
definir tradugoes no espirito do trabalho de de Medeiros usando nossos teo-
remas de normalizagao para NDLL.

O sistema de deducao natural NLLM é bastante similar ao sistema ILL
apresentado acima na Secao 5.3. No entanto, NLLM trata da légica linear
classica enquanto que ILL trata da intuicionistica. Assim, em NLLM, existe
uma regra “Involution” equivalente a nossa regra de redugao ao absurdo.
Além disso, no sistema NLLM, nao existe qualquer regra para a constante
multiplicativa 1.

Tal como o sistema ILL, NLLM nao contém regras para os conectivos
“Par” ("®) e “Why not” (?). Esses conectivos sao tratados por definigao.

5.5 0O sistema NL

Maraist [Mar00] propds o sistema NL. Esse sistema abrange quase toda a
l6ogica linear incluindo os fragmentos aditivo e multiplicativo, apesar de nao
oferecer regras para o operador ?. Notavelmente, Maraist propos regras para
o conectivo ’®.
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O sistema NL é apresentado através da notagao de seqiientes com alguns
ajustes. Cada seqiiente numa deducao tem duas componentes: uma zona
nao linear e uma zona linear. Essas zonas sao separadas por um simbolo
de ponto-e-virgula “;” que ocorre no lado esquerdo de cada seqiiente. A
esquerda do sinal de ponto-e-virgula temos a zona nao linear, e a direita, a
zona linear.

Maraist introduziu a nocao de arvore de prova bem formada. Uma
deducao no sistema NL é considerada uma arvore de prova bem formada
se a zona nao linear de seu seqiiente final é vazia. Um seqiiente é considerado
provado se ocorre no final de uma &arvore de prova bem formada.

O sistema NL apresenta um sistema de deducao natural e um sistema
de tipos juntos. Para enfatizar a face de deducao natural do sistema NL
omitimos a notacao de tipos desse sistema.

O conjunto das regras de inferéncia do sistema NL é apresentado como
segue:

,al—ald a;l—ald‘
I I';Ar1 Fg;‘Pl—aE
1 LU A Y e
I';Aa—o L+ L Fz;‘I’,al—ﬁE
F1UF2;A,‘I’I-ﬁ =
F;Fal I';AHa Fz,a;‘Pl—ﬁE
Trle [TUTAYER
A arpB I';Ara—op Fz;‘I’l—aE
Ara—opB UL, A YeEB -
I';Ara I'pyYPeERB I';Ara®p Fz;‘I’,a,,BI—yE
MU AYrFa®B ® MU ALY Ry ®
I';Abarg I'nyyWa—o Ly I';Araep I'n;W,atr L
U ALY - BRy I Ul AP e e
I';Abavry I'yW,a—o LEB I';Araep I'y;W,pFL
Ly Eog
Ul ALY EBey

Ul A, Y - a
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I';Ara Ty ARB F;Al—a&ﬁE
[UL;AFa&B & Ara &
A Fa [ F;Aka&ﬁE
Araep 1o IGARB 2&
ARB I I';Araep TI'pyY,ary B;‘P,,Bl—yE
Ara®pB *° [ U, Ul AP Fy ®

A seguir mostramos um exemplo de deducao no sistema NL que prova o
sequente “la®!B Hl(a&B)":

wra ' prp @
@.pirag&f . *

Bre M G Br@as g
Ta rle 14 @ BFr@Ep) :
;la®!B Ha®!B Id 1o, 1B H(a&PB) B |
1a®1B Fl(a&B) ®

Podemos observar que a zona nao linear ¢ dedicada as regras do operador
I. Essa ¢ uma maneira original de lidar com o aspecto modal do operador !.
No entanto, a tarefa de reconhecer uma dedugao como arvore de prova bem
formada onera o processo de construgao de deducgoes corretas no sistema NL.

Notadamente, Maraist propos regras para o conectivo ’@. As regras de
Maraist sao baseadas numa espécie de silogismo em virtude do fato de que
uma féormula da forma @’@B pode ser lida como a* — 8 ou como B+ —o a.

5.6 Conclusao

Nesse Capitulo, apresentamos seis sistemas de dedugao natural para a légica
linear, especificamente: N-CLL e N-ILL apresentados em [Tro92], ILL apre-
sentado em [BBHdP92], ILL* apresentado em [Tro95], NLLM apresentado
em [dPNdMO1] e, finalmente, o sistema NL apresentado em [Mar00].

Entre esses sistemas de deducao natural apresentados nesse Capitulo,
apenas o sistema NL proposto por Maraist tem regras para ’¢. No entanto
as regras de Maraist sao diferentes das nossas.

E importante notar que entre esses seis sistemas apenas N-CLL e N-ILL
nao foram normalizados. No entanto, como esses seis sistemas nao contém
regras para o operador exponencial “Why not” (?), os sistemas que foram
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normalizados nao apresentam os obstaculos que enfrentamos no nosso pro-
cedimento de normalizacao fraca em virtude do fato de que o operador ? é
tratado como primitivo em nosso sistema NDLL.



Capitulo 6

Normalizacao para o Sistema
NDLL

6.1 Introducao

Prawitz, em seu famoso trabalho [Pra65], apresentou teoremas de normali-
zagao para sistemas de deducao natural para a légica classica, para a logica
intuicionistica e para as légicas modais S4 e S5, promovendo a drea de teoria
da prova. No entanto, para provar teoremas de normalizacao para a logica
classica de primeira ordem, as regras para os conectivos “V” e “3”7 foram
suprimidas por Prawitz.

Alguns trabalhos subseqiientes preencheram essa lacuna. O trabalho de
Massi [Mas90], por exemplo, propos teoremas de normalizagao incluindo
reducoes referentes as regras para os conectivos “V” e “J”.

Em nossas demonstracoes dos teoremas de normalizagao para o sistema
NDLL aplicamos a metodologia de Massi [Mas90]. Contudo, regra que en-
volvem os operadores exponenciais requerem e merecem uma abordagem es-
pecial, pois as reducoes de Massi nao cobrem regras similares as nossas regras
exponenciais.

Na proxima Secao, definicoes importantes relacionadas a dedugoes nor-
mais sao apresentadas. A Secao 6.3 lista e ilustra reducoes, os passos atomicos
empregados num procedimento de normalizagao. O teorema da normalizagao
fraca bem como algumas defini¢oes adicionais sao explorados na Secao 6.4.
Finalmente, na Secao 6.5, o principio da subférmula para deducoes normais
¢é garantido.

Lemas importantes e empregados na demonstracao do teorema da nor-
malizacao fraca sao apresentados e provados no Apéndice G.

82
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6.2 Definicoes preliminares

Definigao 6.1 (Segmento) Um segmento numa dedugao I1 € uma seqiiéncia
ai, ..., a, de ocorréncias de formulas em Il tal que:

1. ay nao é:

(a) hipdtese descartada por uma aplicagao de Cy, nem é conseqiiéncia
de uma aplicacao de FEg, Fg, F5, Ey, C\, W) ou E; ¢

(b) hipdtese descartada por uma aplicagio de I, ou E» que corres-
ponde a uwma premissa intermedidria da mesma forma a, nessa
aplicacao;

2. Sei<n, a; é

(a) uma premissa menor de uma aplicagao de Eg, Eg, E5, C,, W) ou
FEi, e ajp1 ocorre imediatamente abaizo de «;; ou
) l 1)

(b) a dltima premissa (na ordem da esquerda para a direita) de uma
aplicacao de Ey, e a1 ocorre imediatamente abaizo de a;; ou

(c) uma premissa intermedidria de uma aplicagdo de I, ou Fy, e a4y €
a hipotese correspondente da mesma forma «; descartada por essa
aplicagao; ou

(d) a premissa maior de uma aplicacao de C), € @y € qualquer uma
das hipoteses descartadas por essa aplicagao;

3., nao é:

(a) premissa menor de uma aplicagao de Egy, Eg, 5, Ey, C), W ou
Ei; nem

(b) premissa intermedidria de uma aplicagao de I; nem

(¢) premissa maior de uma aplicag¢io de Cj.

Podemos observar que todas as ocorréncias de férmulas num mesmo seg-
mento sao da mesma forma.

E conveniente para efeito de notacao dizer que um segmento S é con-
seqiiéncia de uma aplicacao R de uma regra de inferéncia quando a primeira
ocorréncia de féormula de S é conclusao de R. Podemos também dizer que
um segmento S é premissa de uma aplicacao R de uma regra de inferéncia
quando a tltima ocorréncia de formula de S é premissa de R.
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Definigao 6.2 (Segmento maximo e ocorréncia de férmula méxima) Um
segmento S = ay,ay,...,q,, € um segmento mdximo se pelo menos uma das
sequintes condi¢oes é valida:

l.n=1lea; (=a,) é

(a)
(b)
(c)
(d)
(¢)

conclusao de uma regra de introducao e, simultaneamente, pre-
missa maior de uma regra de eliminacao.

conclusao de uma regra de introdugao e, simultaneamente, pre-
missa maior de uma regra W.

conclusao de uma aplicacao de L. e, simultaneamente, premissa
maior de uma regra de eliminagao.

conclusao de uma aplicacao de L. e, simultaneamente, premissa
mator de uma regra W,.

conclusao de uma aplicacao de L. e, simultaneamente, premissa
menor de uma aplicacao de E, cuja premissa maior € uma formula
topo da forma B*.

Nesse caso, a) (= a,) é uma ocorréncia de formula mdzima.

2.n>1ea é

(a)
(b)
(c)
(d)
(¢)
()

conclusao de uma regra de introdugao e, simultaneamente, pre-
missa intermedidria de uma aplicacao de 1.

conclusao de uma regra de introducao e, simultaneamente, pre-
missa intermedidaria de uma aplicacao de E,.

conclusao de uma regra de introducao e, simultaneamente, pre-
missa maior de uma regra C.

conclusao de uma regra L. e, simultaneamente, premissa inter-
medidria de uma aplicacao de 1.

conclusao de uma regra L. e, simultaneamente, premissa inter-
medidaria de uma aplicagcao de Es.

conclusao de uma regra L. e, simultaneamente, premissa maior
de uma regra C).

Nesse caso, a; € uma ocorréncia de formula mdzrima.

3. n>1leaq, paral <i<n, é:

(a)

conclusao de uma aplicagao de Fg, Fg, E3, C, W\, ou F; e, simul-
taneamente, premissa intermedidria de I,.
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(b) conclusdo de uma aplicag¢io de Eg, Eg, E, C), W, ou E; e, simul-
taneamente, premissa intermedidria de F.

(¢) conclusdo de uma aplicacio de Eg, Eg, E5, C,, W) ou E; e, simul-
taneamente, premissa maior de C).
Nesse caso, a; € uma ocorréncia de formula mdxima.
4. n>1¢ca, é
(a) conclusao de uma aplicagio de Fg, Eg, F3, Ey, C), W) ou Ej e,
simultaneamente, premissa maior de uma regra de eliminacao.

(b) conclusdo de uma aplicag¢io de Eg, FEg, E7, C), W) ou E; e, simul-
taneamente, premissa maior de uma aplicacao de W,.

(c) conclusdo de uma aplicagdo de Eg, Eg, F3, Ey, C, W, ou F) e,
simultaneamente, premissa menor de uma aplicacao de E, cuja
premissa maior € uma formula topo da forma B*.

Nesse caso, a, € uma ocorréncia de formula mdzrima.

Podemos notar que um mesmo segmento maximo pode conter mais de
uma ocorréncia de féormula méxima. FKEsse é o caso do segmento maximo

S =ay,...,a4 apresentado em negrito na seguinte deducao II:
II =
y vy Uh) o
B ~ B! np: g’

" Ly " Wi

"g "B
"B Cie)
L,
‘B

Tanto a; quanto a4 sao ocorréncias de formulas maximas em S

Definicao 6.3 (Dedugao normal) Uma dedugdo I1 € normal se e somente se
IT nao contém segmentos mdrimos.

Podemos observar que nenhum dos segmentos numa dedugao normal é
conclusao de regra de introducgao ou L. e, simultaneamente, premissa maior
de regra de eliminacao ou W,.
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6.3 Reducoes

Nessa Secao, apresentamos as reducao aplicadas para remover ocorréncias de
formulas maximas de deducoes em NDLL. Classificamos essas reducoes em
quatro categorias: reducgoes operacionais, reducoes permutativas, reducoes
do absurdo e redugoes exponenciais.

Nossas reducoes operacionais, permutativas e do obsurdo sao andlogas
as do mesmo tipo apresentadas por Massi em [Mas90] e algumas de nossas
redugoes exponenciais sao baseadas no trabalho de de Medeiros [dPNdMO1].

Contudo, as reducoes exponenciais 29, 33, 37 e 41 apresentadas a seguir
foram formuladas de acordo com circunstancias peculiares que podem ocorrer
numa deducao NDLL quando uma premissa intermediaria ou quando uma
premissa maior de C, ou W, é simultaneamente conclusao de I,.

Reducoes operacionais

Reducoes operacionais sao empregadas para remover ocorréncias de férmulas
méximas do tipo 1.(a).

1. reducao-—o:

a’
3 5
2 Lo o
a a—opf B Y,
B ” B
I1 > II
2. redugao-®:
T 2 g g Y
@ P I 23 a B
a®pB ® Y T
7 Ee 0 Y
I1 >>
3. redugao-’g:
a,J.jl ﬁJ_jZ
)y X X
J_l I L 22 23 a,Jz- IBE
aﬂgﬁ 8 (J15J2) at IBJ_ E)g 21
1 1
11 > I1
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4. reducao-&: (i =1 ou 2)

F.]l]n F.]l]n
2 2
ai a2 [J1--in
Q1&@ o & %
Q; & a;
II >[> I1

5. redugao-@®: (i =1 ou 2)

Zl Fflln alfl F]l]n agz
_ % pIN P
a ®ap Y Y g
0% ® (k1 ,k2)
I1 >>
6. reducao-V:
)
a,x
ana Ly >4
X EV “
al‘ al
11 >D> I1

7. reducao-3:

2 a’ %
ozt > a”
I 2 t
dxa e ﬁ EEI(') 22?
B / B
11 >D> I1
8. reducao-!:
' al
T ) L1
” )y
a a, 1
'B E I'(/l ~~~~~ jn) al
E !
11 >>

J Jn k
Z] 11 n 04
?& I, 22 E’H'l z:n+2
a 181 . ﬁn Y
¥ Enjrjn)
11

D)
F]]m]n a/l
z:i+2

>>

87
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10. redugao-1:

T I] 2l
1
a = E, %zl
II > II
11. reducao-L:

2 ¥
1
by L1, a
1 + 1
II > I1

Reducoes permutativas

Reducoes permutativas sao empregadas para remover ocorréncias de férmulas
méximas dos tipos 3.(a)-(c) e 4.(a)-(b).

12.
21 Zﬂ2 22
a
¥, B %
B m o, ¢ 7k
Y 2 Y !
IT > IT
R, = Eg, E5, C;, W, ou E; e @ é a premissa maior de R;. R, é uma

regra de eliminagao ou é uma aplicacao de C, ou W,. B é a premissa
maior de R,. X3 pode estar a esquerda de S e pode também ser vazia.

13. reducao-Eg:

J1eJin ki ]l]n ko
I att I B

2 > )
TR A N
v EGB(kl,kz) >4
1)
I1 >
F{l ok [hiedn F{I e [l
2 2 25 2
T Y 2y R Y 2y R
ad®p 0 0
5 Ee k)
I1

R é uma regra de eliminacao ou é uma aplicacao de C, ou W,. y é a
premissa maior de R. X; pode estar a esquerda de y e pode também
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14.

ser vazia. E importante notar que a reducao-Eg duplica o multiset de
. I . -
férmulas topo I'; "™ e assim preserva as restricoes da regra Eg.

redugao-E»:
ﬁjl ,Bj" ok
‘l Y n
2] 22 Zn+1 zn+2
a B ... Pa v
Y (1 sewesJnsk) Z,
F) R
I1

v é a premissa maior de R e ¥, se R for E,, estd a esquerda de v.
Como vy é uma férmula essencialmente 7-modal, R é E, E; ou E,.
Assim temos um dos seguintes casos:

(a)

ﬁjl Jn a,k
1 - "
DIEEDY) DI PIND)
2o ﬁl s ﬁn W?fﬁ Ev(- 0 Zn+3 2n+4
¢>?¢ J1ses]ns wJ_ ¢J_ E
L 4
II >
{] f;" ot
2n+2
1h 1h
21 22 2n+1 2n+3 En+4 ¢>8¢ lﬁ ¢ E
o Bro... B Yt ¢t 1 ¥
T By ek
IT

Nesse caso 6 é L ey é y9¢p. L é por definicao uma féormula
essencialmente 7-modal. Como y também é uma férmula essen-
cialmente 7-modal, entdo ¥+ e ¢+ sdo ambas formulas essencial-
mente l-modais. Dessa forma, essa redugao preserva as restrigoes
da regra E,.
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Qéé.?:;.cmm 9
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. ! .
% Etwm _+:.\% \\~0 N N N N w
m+§+:W N+=N
w N I u e 1
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<< 11
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(c)

ﬁjl ﬁjn ak
1 e p
DIREDY) PIS an—_z
()
Y. ¥ B ... €n W Ergy i
¥ W B
L 1
I >
,3{1 ﬁ,j{' o
/ EnIZ
2 X pI DI 1 1/ E
@ B1 ... B W L 1
f Eo iyt
I1

Nessa caso 6 é L ey éyt. Por definicao L é uma férmula essencial-
mente 7-modal. Como y é também uma férmula essencialmente
7-modal, entdao ¢ é uma férmula essencialmente !-modal. Dessa
forma, essa reducao preserva as restricoes da regra E,.

15.
2 % B oyl Ly
¢ ﬁR 23 DI DI
B YI oo Vn oy
15 Kojtseenfin)
I >D>
By
2 = %, i3
s By . W 5L
Cyl !6 !(k’/17""Jn)
15 R
I1

R = Eg, E5, C;, W, ou E; e @ é a premissa maior de R. A premissa 8 da
regra I, na primeira deducao pode estar a direita de uma premissa y;
para 1 <i < n. Nesse caso, na segundo dedugao, a premissa S também
estd a direita de v;.
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17.

% 3, Y 5{1 .8 o
21 ﬁ Y Z:4 Zn+3 Zn+4
2 b% R o1 ... O, B
o
7 2K, J15eeenfinsl)
I1 >
Yoo o8
2 25 2y DI )INW
22 la Y 61 . 5n '70
Btk jurjund)
B Y R
Y
I1

R = Eg, E5, C,, W, ou E; e B é a premissa maior de R. A premissa y da
regra E, na primeira deducao pode estar a direita de uma premissa d;
para 1 <i < n. Nesse caso, na segunda deducao, a premissa y também
esta a direita de ¢;.
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Reducoes do absurdo

Redugoes do absurdo sao empregadas para remover ocorréncias de formulas
méximas dos tipos 1.(c)-(e), 2.(d)-(f) e 4.(c).

19.

CL’k 22

R 1!
B B
ot/ 7£I E,
zj_l %J_ L(k)
5 Lt !
a 2z
e - =~ R L Loy

B B
I1 > 11

R é uma regra de eliminacao ou é uma aplicagao de C, ou W,. a ¢é a
premissa maior de R. X, pode estar a esquerda de a e pode também

ser vazia.
20.
1Jj
04 k [ In
% . . o B Bn
1 2 n+1 >
= 1. n+2
a W) ﬁl ﬁn L(kl N
!,y UG e tn
I1 >>
i 1,
a,k 11 i
2 o1 DI
ajl ﬁl ﬁn Y L ol .
1kl ool j
24 1 ™" &
L1 *
1
at (@2))
2
4
= Le(ip
ly
I1

A premissa a da regra I, na primeira deducao pode estar a direita da
premissa §; para 1 <i < n. Nesse caso, na segunda deducao, a premissa
a também estd a direita de S;.

21.
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22.

23.

24.

ﬁJ_j
k 1 I, k
22 ﬂ ! ')’11 PP ’yn (0% 2
Zi = Leh 23 DI 243
la ﬁ Y ... Yn ) E
0 Wkt 1 sooslnik2)
I >>
) I,
ﬂkl 711 cen 'yn akz
Zi 2 DI 2n43
%w By . 5E
6 2(ky 1 sennsln k2) (SJ_'jz
1 L
5 Lign
T
5 el
II

A premissa 8 da regra E, na primeira dedugao pode estar a direita de
uma premissa y; para 1 < i < n. Nesse caso, na segunda deducao, a
premissa 8 também esta a direita de ;.

a’lj

zJ:_l atk

a J_C(j) Q’Lk 21
4 < 4
11 >[> II

21 ZﬁZ 22 )

a 1J

g R pu n £y

T E, T R
II >> I1

R = Eg, E5, C,, W, ou E; e a é a premissa maior de R.

[itein ki Tin gl
21 22 23
a @,B 4 Y E 1
@ (k1,k2) L1
Y Y B
1

1
I1 >
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1 E@(kl,kz)
11

4 . ~ . - [ .
E importante notar que essa reducao duplica a hipétese y*' e assim
preserva as restricoes da regra Eg.

25.
B ... B
El EZ n+l z:n+2
a 1 n fy
y By 1!
T E,
IT >
I8jl Jn Clk
B
z:n+2 ;
Z] 22 Zn+1 , »)/ ,yJ_JVH-l E
Ta B B v 1 L
1 EoGirmjuero
IT

Por definicao L é uma férmula essencialmente ?-modal. Como y é
também uma férmula essencialmente 7-modal, entao y*+ é uma férmula
essencialmente !-modal. Dessa forma, essa redugao preserva as re-
strigoes da regra E.

Reducoes exponenciais
Reducgoes exponenciais para a regra I,

Redugbes exponenciais para a regra I, sdo empregadas para remover ocorrén-
cias de féormulas maximas do tipo 2.(a).

26.
B et L et
1 a . a; 1 a ...y
- Il 2 %, L+l 2 2 DI
1 a a, a a, B
T Liiedunn T LGiue)
I1 > I1

A premissa 1 da regra I, na primeira deducao pode estar a direita de
uma premissa «@; para 1 <i < n.
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27.

28.

29.

Z 2 a®p 7{1 oy
e ﬁ z )Y Z:n+3
a®p le )/f )’3;2 51
!6 !(k’jlv--vjn)
IT >>
ki ko
o By . .
a,®ﬁ yl cee Vn
DIIEDY I N DI 2043
a B VN o Y 51
5 TCRCH TS
I1

A premissa @ ® 8 da regra I, na primeira dedugao pode estar a direita
de uma premissa y; para 1 < i < n. Nesse caso, na segunda deducao, as
premissas @ e  também estao a direita de 7;.

Como a ® B é uma férmula essencialmente !-modal, @ e f também sao
formulas essencialmente !-modais. Dessa forma, essa reducao preserva
as restricoes da regra I,.

>

i

a{l a’]{l
l 1771
2 hI L+ !ﬁk 711 Ym
g (04
',Bn L(]l ,,,,, in) DIM Znimtl Z"%””z
Y1 Ym
5 Lttt
I1
Ji Ji
ay ...
z:n+1
ki kn
@, a;, ﬁI
Y(J1seesdn) I
B Yi
2 DI I nimtl 2"*'6”“'2
... A Y1 ... Vm
5 Likr, oot en)

IT

A premissa !B da regra I, na primeira dedugao pode estar a direita de
uma premissa y; para 1 < i < m. Nesse caso, na segunda deducao, as
premissas ay,..., @, também estao a direita de y;.
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a’
Ej_l a,J_lI llz ll1n+1
)y by
R A A 5y
— K IKh.“l 1)
‘,y seeesbnt
II

A premissa a* da regra I, pode estar a direita de uma premissa ; para
1<i<n.

A ocorréncia de hipétese @/ é premissa de uma regra R. Como at é
uma férmula essencialmente !-modal, @ é uma férmula essencialmente
?-modal. Dessa forma, se @’ for premissa maior de R, entdao R é E,, Es
ou E,. Assim, temos uma das seguintes reducoes dependendo de R e
al:

(a) R é uma aplicagao de regra de introdugao ou @’ é premissa menor

de R:
a’
> ath 112 B
1
? IJ_(j) 212 Zéﬂ oy
...' n Lty
94
y >>
! i} Lot
> 3 at B B
) n+1 b)
y n+2
a
Bi ',Bn Ly, 1)L 72
H G2
1
o J—c(jl)
2
1
—J-c(jz)
ly
II

A premissa a* da regra I, na primeira deducao pode estar a direita
de uma premissa 8; para 1 < i < n. Nesse caso, na segunda
deducao, a premissa a* também esta a direita de B;.

(b) R ¢é uma aplicagao de E, e @/ é a premissa maior de R, assim a/ é
da forma &*’:



CAPITULO 6. NORMALIZACAO PARA O SISTEMA NDLL 100

2:1.1 .
5 5J_J
L 4
22 sLih 112 . B
11 )y )y
- 11 2 n+1 Zn+2
ot
ﬁl ﬁn I!(ll 4 1)
',y seeesbnt
IT D>
611 5J_j1
Lo
6J_J_ J-(Jl) 12 ln+|
1 . n
i1 X 2l I
")’ Yt seeslne1) (!,y)J_jz
1 E,
Ziz
= LeG
ly
IT

. 1 . . ~ .

A premissa 6+ da regra I, na primeira deducao pode estar a di-
reita de uma premissa ; para 1 < i < n. Nesse caso, na segunda
dedugao, a premissa 6 também esta a direita de ;.

1 - , . ’ 3
Como 6+~ é uma férmula essencialmente !-modal, § também é.
Assim, essa reducao preserva as restricoes da regra 1.

(c) R é uma aplicagao de Eg e @’/ é a premissa maior de R, assim o/
¢é da forma 6"9y/’:

) 2111 ZIJ._Z
J
oY f ¥ o
s (6>ggw)ill l12 Zm
Gor 0 5 Br S
1 e n

L(ll ----- In+1)

>D>
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5)9/11'1 5”2 wJ_jz

Es

(5>?¢,)J_ LG 112 i:m
i 22 X DI} P
ot Wt B ... B

Y
L js i)

(I

1

Ty L
1

A premissa (6’9y)* da regra I, na primeira dedugao pode estar

a direita de uma premissa ; para 1 < i < n. Nesse caso, na se-

gunda deducao, as premissas 6+ e ¢+ também estao a direita de B;.

Como (69y)* é uma férmula essencialmente !-modal, 6+ e ¢+
também sao. Assim, essa reducao preserva as restricoes da regra
L.

E,
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Reducoes exponenciais para a regra E,

Redugoes exponenciais para a regra E, sao empregadas para remover ocor-
réncias de férmulas méximas do tipo 2.(b).

30.
1% le ,Bj" o
R -
2o 21 I
2 17" B ... B, ;E
Y 2(Kks 15 finsl)
I1 >D>
1 I] {1 . ﬁn a’l
21 22 Zn+1 z:n+2
@ B ... By Y .
7 r’(].1 jn l)
11

A premissa 1 da regra E, na primeira deducao pode estar a direita de
uma premissa g; para 1 <i < n.

31.
% o3, pey o ... & o
Zl ul 24 ZI’H’?’ Z11-1-4
J Entejiseind
II >>
ﬁkl ,ykz
Bey © & .. s o
21 22 23 24 Zn+3 Z”+4
lﬁ (k1 ,k2, 155 JinsD)
I1

A premissa S®y da regra E, na primeira dedugao pode estar a direita
de uma premissa d; para 1 <i < n. Nesse caso, na segunda deducao, as
premissas 8 e y também estao a direita de ¢;.

Como B ®y é uma férmula essencialmente !-modal, g e y também sao.
Dessa forma, essa redugao preserva as restrigoes da regra Es.
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33.
,Bj
5, ﬁJ_ll 7? %11;”1 a2
> L1 )I
A S
5 Eotty... i)
11
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A premissa B+ da regra E, pode estar a direita de uma premissa y; para

1<i<n.

A ocorréncia de hipdtese §/ é premissa de uma regra R.

Como B+ é

uma férmula essencialmente !-modal, 8 é uma férmula essencialmente
?-modal. Dessa forma, se 8/ for premissa maior de R, entao R é E,, Ex
ou E,. Assim, temos uma das seguintes reducgoes dependendo de R e

B
(a) R é uma aplicacao de regra de introducao ou B/ é premissa menor
de R:
p 1 ! I
22 ﬁJ_ 1 ,.)/12 . yy;1+1 (YZ,H.Z
21 L I,,7n X > 2n+3
2 gtV Y . 6 o
5 ‘7([1 ~~~~~ ln+2)
IT >
l / In+ +
ﬁLl 712 I Vi 1 a,l,,2
2:1 . 23 > 2 Zn+3
a0 B oy Yo )
5 oty g1
1 E,
B Leiin
2
% Letin)
IT

A premissa B+ da regra E, na primeira deducao pode estar a di-
reita de uma premissa y; para 1 < i < n. Nesse caso, na segunda

deducao, a premissa B+ também esta a direita de ;.

(b) R é uma aplicagao de E, e 8/ é a premissa maior de R, assim 3/ é

da forma y*/:
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z:2.1 I,
vy E
L - 11h 153 In+1 Liso
. 200 v Vi 2 VY am
1 _ ; n+3
e I 5
5 Eoy, o)
11
wll l//J_jl
L7 E,
. wJ__L L(j1) 7?; %llm a2
1 X1 X >, n+3
¥ yf y;z 0
5 Eoty,... ) SL2
I
5 Leiin
IT

. 1 . . ~
A premissa ¥+~ da regra E, na primeira deducdo pode estar a
direita de uma premissa y; para 1 <i < n. Nesse caso, na segunda
deducao, a premissa ¥ também esta a direita de ;.

1 , . , 3
Como ¢+~ é uma férmula essencialmente !-modal, ¥ também é.
Assim, essa reducao preserva as restricoes da regra Es.
)

>D>

L
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Reducoes exponenciais para a regra C,

Reducoes exponenciais para a regra C, sao empregadas para remover ocor-
réncias de férmulas méximas do tipo 2.(c).

34.
1k 1k _ _
L 112l i h
e Cuw &
I1 >> I1
35.
akl ,3k2 a,kl ﬁkz
a®p Lo a®pB Lo
% 2 a®p aepF 2, 23
@ P > >, B Y
O 3 ! C
a®p Y @ 1(ka)
Y Ciw #C!(kl)
IT IT

Como a ® B é uma formula essencialmente !-modal, a e 8 também sao.

Dessa forma, essa redugao preserva as restricoes da regra C,.

36.
a{l a}{ln
21 2,, Z:n+l yﬁk ‘ﬁk
ay ay, L. > )
',8 !(.Il ~~~~~ Jn) ”,y+
Y C!(k)
IT >D>
al ... a’lr a/ll1 ..oal
ki X z"n+l ki k Zn+l
@, ay,' B I a @' B I
’ﬁ !(jh /n) 'ﬁ !(ll ----- ln)
2"n z:n+2
a
. ’)/ 7 C'(kn)
2 :
a Y
7 Cir)
I1

37.
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a,j
X att ot
1
= 1 2
o
ﬂ C!(k)
II

A ocorréncia de hipétese @/ é premissa de uma regra R. Como at é
uma férmula essencialmente !-modal, @ é uma férmula essencialmente
?-modal. Dessa forma, se o/ for a premissa maior de R, entao R é E,
Es ou E,. Assim, temos uma das seguintes redugoes dependendo de R
e a’:

(a) R é uma aplicagio de regra de introdugao ou @’ é premissa menor

de R:
att ot
. 2
11
@ B
_ B Cuw gui
a’ E,
) att ot L1
1 3 @
= L ; 2
@ 1
; Cugy 5 Lein)
11 >> 11

(b) R é uma aplicagao de E, e @/ é a premissa maior de R, assim a/ é
da forma y*’:

2 ;
AN, .
1
ZJ_ 1Lk Lk
1.2 Y Y
= L ZﬁZ
Cigy

>
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k 1h k 1l

Y v Yy 7
1 I E_L 1 I E_J_
= Ly =1 L
v Y

21.1 Z2
Y B ,
ﬁ (k) ﬁJ_J
1 E,
B Lej
II

1l 7 ’ . , ,
Como y*~ é uma férmula essencialmente !-modal, y também é.
Assim, essa reducao preserva as restri¢coes da regra C,.
) .
R ¢é uma aplicacao de E e @/ é a premissa maior de R, assim o’
é da forma y96’:

_ z3111 2112
J
V80 }_/ 0 o
e ww"z (y26)**
I..: 2
yzo)- e
ﬁ 1(k)
II >
i 1ky 1 ko 1, 1k 1 ko
YE6 )j_ § B %) )j_ S o
—— Ly + Liay
5 (y799) . (¥29)
1.2 2
) o+ B
7111 Ciiky)
Ci(k) i
ﬂ Ik 1J
1 P E,
213
%lcm
IT

Como (y®6)* é uma férmula essencialmente !-modal, y* e &+
também sao. Assim, essa reducao preserva as restricoes da re-
gra C,.
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Reducgoes exponenciais para a regra W,

116

Redugoes exponenciais para a regra W, sao empregadas para remover ocor-
réncias de férmulas méximas do tipo 1.(b).

38.

39.

40.

41.

- Il 21
1 @ )y
a W, al
I1 >D> I1
21 22
@ P Iy 23
a®p 0% W
0% !
II >>

ZBZ 23

)X Y

¢ 7V
0% !
11

Como a ® B é uma férmula essencialmente !-modal, @ e § também sao.
Dessa forma, essa redugao preserva as restricoes da regra W.

a{l a{ln
3, >, L1
g a,
'B I'(Jl ~~~~~ Jn) 2’,572
W,
Y
II
ol
2
1
< I 2
@ P w,
ﬁ .
I1

>D>

z:n Zn+2
2 :
(03] . Y W,
I1

A ocorréncia de hipétese @/ é premissa de uma regra R. Como a* é
uma féormula essencialmente !-modal, @ é uma féormula essencialmente
?-modal. Dessa forma, se @’ for a premissa maior de R, entao R é E,,
E ou E,. Assim, temos uma das seguintes redugoes dependendo de R

e a’:

(a) R é uma aplicagio de regra de introdugao ou a’ é premissa menor

de R:
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i
aJ_ 1
e F Wi i
o’ B B E
1 1
ZLI F Leun
=1L 22 2
¢ A W, < L
B ' B "
11 > II

R é uma aplicacao de E, e @’/ é a premissa maior de R, assim a’ é

da forma y*’:

21 ; x b}
Yyt . )1/1 Fi
1 + ﬁ W! BJ_]
ZJ]_.Z 1 EJ_
— Ly 2y Ej_.z
W = L
ﬁ ! ﬁ ()]
I1 > I1
Como y** é uma férmula essencialmente !-modal, y também é.

Assim, essa redugao preserva as restrigoes da regra W,.

R ¢é uma aplicacao de Ex e a/ é a premissa maior de R, assim a’

¢ da forma y’96’:

X2 X,
X X T, o ﬁW
A Y By
1 ® ﬁ W! ﬁJ_J
ZJI_.3 5 L E_L
——— L, 2 213
L J .
(r9) 7 P W, ?J-cu)
I1 >> I1

Como (y®6)* é uma férmula essencialmente !-modal, y* e §*+
também sao. Assim, essa reducao preserva as restricoes da re-
gra W,.

R é uma aplicacao de E, e a/ é a premissa maior de R, assim o/ é
da forma ?y/:
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O
Zi Zin 211
7y o On 1/ Eoy
l// 2l seeslns1)
21.(n+2)
1 >
... 2
op- Y £,
ﬁ .
II >>
S
Zln wJ_Jl ﬁ W‘
On B W
ﬁ !
261.1 ﬁ
IT W! BJ.jz E
1
< Lein
1/
21 (n+2)
? Legin)
11

Como ¢ é uma férmula essencialmente ?-modal, entao ¥+ é uma
férmula essencialmente !-modal. Assim, essa reducao preserva as
restricoes da regra W,.

6.4 Normalizacao fraca

Definigao 6.4 (Adjacéncia) Sejam a e B duas ocorréncias de formulas numa
deducao I1. Dizemos que a € adjacente a B e vice-versa, se uma dessas ocor-
réncias de formulas situa-se acima de uma ocorréncia de formula vizinha da
outra.

Definicao 6.5 (Tamanho de um segmento) O tamanho de um segmento S,
denotado por I(S), € o numero de ocorréncias de formulas em S'.

Definicao 6.6 (Ocorréncia de férmula discordante) Uma ocorréncia de for-
mula @ € discordante se a € uma ocorréncia de formula mdzrima do tipo

1.(a)-(d), 2.(a)-(f), 3.(a)-(c) ou 4-(a)-(b).

Definigao 6.7 (Grau critico de uma férmula) O grau critico de uma féormula
a, denotado por d.(a), € definido indutivamente como seque:
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1. Se a € uma formula atomica diferente de 1, entdao d.(a) = 0;
Sea €1, entao d.(a) = 1;
Se a € da forma B+, ¥YxB, AxB, B ou B, entao d.(a) = d.(B) + 1;

Se a € da forma B —o vy, By, B&y ou Bdy, entio d.(a) = d.(B)+d.(y)+1;

Se a ¢ da forma BRy, entao d.(a) = d.(B) + d.(y) + 2.

Definigao 6.8 (Propagacao de uma ocorréncia de férmula) Seja @ uma ocor-
réncia de formula numa dedugao Il e Sy,...,S, os segmentos que contém «.
A propagacao de a, denotada por s(a), € definida como s(a) = I(S1)+...+I(S,).

Definigao 6.9 (fndice de uma ocorréncia de férmula) Seja @ uma ocorréncia
de formula numa dedugao I1. Se a € uma ocorréncia de formula discor-
dante, o indice de a, denotado por i(a), € definido como o par ordenado
lezicograficamente i(a) = (d.(a), s(a)). Caso contrdrio, se @ nao € uma ocor-
réncia de formula discordante, entdo i(a) = (0,0).

Definigio 6.10 (Indice de uma deducio) Sejam a1, .. ., e, as ocorréncias de
formulas discordantes de uma deducao I1. O Indice de I1, denotado por i(I1),
¢ definido como i(I) = max(i(ay), ..., i(a,)). Se Il nao contém ocorréncias de
formulas discordantes, entao i(IT) = (0,0)

Definigao 6.11 (Dimensao de uma deducao) Seja IT uma dedugdo tal que
idl) = (p,q). Entao, a dimensao de 11, denotada por z(I1), € a tupla de 3
componentes ordenados lexicograficamente (p,q,n) tal que n € o numero de
ocorréncias de formulas discordantes de indice (p,q) em I1. Se Il nao contém
ocorréncias de formulas discordantes, entao z(IT) = (0,0, 0).

Teorema 6.1 (Teorema da normalizagao fraca) Seja I1 uma dedugdo de
r Im a, entao Il € reduzida a uma dedugao normal II" de I Im a.

Se i(IT) = (0,0), entao, pelo Lema G.3, I é reduzida a uma deducao
normal IT". Caso contrario, esse Teorema 6.1 é provado por indugao no par
ordenado lexicograficamente (z(IT), I[(IT)). Nesse caso, II é da seguinte forma:

II =

2 pI

B By
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Seja IT7, para cada 1 < i < n, a subdeducao de Il determinada por g;.
Como z(IT?) < z(IT) e I(IT7) < [(IT), por hipétese de inducao, cada IT! ¢é reduzida
a uma deducao normal IT;.
Seja IT" a deducao obtida a partir de II pela substituicao de cada IT; por
IT.. II* ¢é da seguinte forma:
I =
I’ . I

——— r{

Se i(IT*) = (0,0), entao, pelo Lema G.3, IT* é reduzida a uma dedugao
normal IT". Caso contrario, podemos notar que IT* é da forma descrita pelo
Lema G.18 e é reduzida a uma deducao IT™ tal que z(IT*) < z(IT*) < z(ID).

Se i(IT**) = (0,0), entao, pelo Lema G.3, IT"™* é reduzida a uma deducao
normal IT". Caso contrario, podemos reduzir IT** a uma deducao normal IT’
por hipotese de inducao.

6.5 A forma de deducoes normais

Um dos corolarios mais importantes obtidas a partir do teorema de nor-
malizacao fraca é o principio da subférmula. Para provar o principio da
subférmula, adaptamos o conceito de caminho apresentado em [Pra65] como
segue:

Definicao 6.12 (Caminho) Uma seqiiéncia @y, ...,a, de ocorréncias de for-
mulas numa deducgao I1 € um caminho se e somente se as sequintes condigoes
ocorrem:

1. ay ¢é formula topo em Il e nao é descartada por aplicagoes de FEg, Fg,
Eg, ]g, E? ou C!,'

2. uma das sequintes condigoes € vdlida para cada a; com 1 <i<n:

(a) a; nao € premissa menor de E_, ou E,, nem € premissa maior de
Es, Es, Eg, F5, Ey, C\, W, ou Ei, nem é premissa intermedidria
de I, ou F»; e @iy € a ocorréncia de formula imediatamente abaizo
de a;;

(b) a; € premissa maior de uma aplicacao de Eg, Eg, F5 ou C); e
;1 € qualquer das ocorréncias de hipotese descartadas por essa
aplicacao;
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(c) a; € premissa maior de uma aplicagdo de Ey da forma ?B; e @i
¢ a ocorréncia de hipotese respectiva da forma B descartada por
essa aplicacao,

(d) a; € premissa intermedidria de uma aplicagcdo de I; ou Fy; e ajyy €
a ocorréncia de hipdtese respectiva da mesma forma a; descartada
por essa aplicagao;

3. a, € premissa menor de uma aplicacao de E_, ou FE,, ou é premissa
maior de uma aplicacao de Eg, W\, E\, ou é a formula final de II.

E conveniente considerar, daqui por diante, uma féormula da forma L
como subférmula de qualquer férmula da forma a*. Isso ocorre porque uma
formula da forma a* é usualmente vista como uma abreviacao de @ — L, e,
obviamente, L é uma subférmula de @ — L.

Dessa forma, podemos observar que todas ocorréncias de férmulas numa
deducao IT que é conclusao de uma regra de eliminacao R é sempre subformula
de pelo menos uma das premissas de R. Mesmo que essa regra de eliminacao
R seja uma aplicagao de E ou E; .

Lema 6.2 (Lema da I-parte e da E-parte) Seja IT uma dedugdo normal, seja
P um caminho em 11, e seja S1,...,S, a sequencia de segmentos em P. Entao
existe um segmento S;, para 1 <i < n, chamado segmento minimo em P que
separa duas partes (possivelmente vazias) de P, chamadas E-parte e I-parte
de P, com as sequintes propriedades:

1. Para cada S ; na E-parte (ou seja j < i) S; é premissa maior de uma
regra de eliminacao e a formula que ocorre em S i1 € subformula da
formula que ocorre em S ;.

2. §;, dado que i # n, é premissa de uma regra de introducao ou da regra
1.

3. Para cada S ; na I-parte, exceto pelo iltimo segmento (ou sejai < j<n)
S € uma premissa de regra de introducdo e a formula que ocorre em
S € uma subformula da formula que ocorre em S j4;.

Podemos observar que cada segmento em P que é premissa maior de uma
regra de eliminacao precede todos os segmentos em P que sao premissas
de regra de introdugao ou de L.. Caso contrario, existiria um segmento
em P conclusao de regra de introdugao ou da regra L. e, simultaneamente,
premissa maior de uma regra de eliminagao. Logo tal segmento seria um
segmento maximo contrariando a suposi¢ao de que IT é normal.
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Assim, se a I-parte de P nao é vazia, entao existe um primeiro segmento
em P que é premissa de regra de introducao ou de L.. Podemos observar que
tal segmento é justamente o segmento minimo §; como descrito nesse Lema.
Se a I-parte for vazia, entao §; é S,,.

Definigao 6.13 (Caminho principal) Seja I uma dedu¢io em NDLL e P
um caminho em I1. Entao P ¢ um caminho principal de I1 se e somente se
ele termina com a formula final de T1.

Para demonstrar o principio da subférmula, assinalamos uma ordem para
os caminhos de uma deducao IT como segue:

Definicao 6.14 (Ordem de um caminho) Seja I1 uma dedu¢ao em NDLL
e P um caminho em I1. A ordem de P denotada por o(P) ¢ definida como
seque:

1. Se P é¢ um caminho principal em I1, entao o(P) = 0.

2. Se P termina com uma ocorréncia de formula @ que é premissa menor
de E_, ou E., ou que € premissa maior de Eg, Wy ou E, entdo o(P) =
n+1 se a premissa vizinha mais perto de a pertence a um caminho de
ordem n.

Corolario 6.3 (Principio da subférmula) Cada ocorréncia de formula numa
deducao normal Il de T’ IW a ¢ subformula de @ ou de alguma formula em T,
exceto por hipdteses descartadas por aplicacoes de L. ou Ly e por ocorréncias
de L em segmentos que estao imediatamente abaixo de tal hipoteses.

Esse corolario é provado por inducao na ordem dos caminhos de II.

Seja P =S4,...,5, um caminho em II tal que o(P) = k, S; é o segmento
minimo de P e By,...,B8, as férmulas que ocorrem em S4,...,S, respectiva-
mente. Pretendemos demonstrar que para cada j, tal que 1 < j < n, g; ¢
subféormula de @ ou de alguma férmula em T, levando em conta as excessoes
descritas nesse Corolario 6.3. Entao temos os seguintes casos dependendo de

J:
1. j=n

Entao, temos os seguintes casos dependendo de S ,;:
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(a) S, é segmento final de IT:

Nesse caso, §; é da forma da férmula final o de II. Assim, obvia-
mente, 8; é subférmula de a.

(b) S, é premissa menor de uma aplicacao R de E_:
Nesse caso, a premissa maior de R é da forma B, —o y e pertence
a um caminho de ordem k — 1. Entao, por hipdtese de inducao,
B, — v é subférmula de @ ou de alguma féormula em I' e, con-
seqlientemente, £, também é.

(c) S, é premissa menor de E;:
Como a férmula L é considerada subféormula de qualquer férmula

da forma y*, esse caso é similar ao tltimo caso provado acima no
qual S, é premissa menor de E_..
(d) S, é premissa maior de E5, W, ou Ei:

Nesse caso, a I-parte de P é vazia pois II é normal. Assim, 3,
pertence a E-parte de P e pelo Lema 6.2 é subférmula de 8. Seja
v a primeira ocorréncia de féormula em §;. Podemos notar que y
¢ da mesma forma que B; e B, é também subférmula de y. Entao
temos os seguintes casos dependendo de y:

i. y é descartada por uma aplicagao R de I_:
Entao a conseqiiéncia de R é da forma y — § e pertence a
um caminho de ordem menor que k, pois a I-parte de P é
vazia. Assim, por hipdtese de indugao, y —o § é subférmula
de @ ou de alguma das férmulas em I, e, conseqlientemente,
B, também é.

ii. y ¢é descartada por uma aplicagao R de I;:
Esse caso ¢ similar ao iltimo caso no qual y é descartada por
uma aplicacao de [,.

iii. y é descartada por uma aplicagao R de L.:
Nesse caso, y é da forma 6 e a conseqiiéncia de R é da forma
0 e pertence a um caminho de ordem menor que k, pois a
I-parte de P é vazia e I1 é normal. Assim, por hipotese de
inducao, 6 é subférmula de @ ou de alguma das férmulas em
I', e, conseqiientemente, 3, também é.

iv. ¥ é descartada por uma aplicacao R de L:
Nesse caso, y é da forma 6% e a conseqiiéncia ¢ de R é da
forma ¢y ou Y24 e pertence a um caminho de ordem menor
que k, pois a I-parte de P é vazia e Il é normal. Assim, por
hipotese de inducao, ¢ é subférmula de @ ou de alguma das
formulas em T, e, conseqiientemente, B, também é.
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v. v pertence a I':
Nesse caso, podemos claramente notar que 3, é subférmula de
uma formula em TI'.

2. i< j<nm

Pelo Lema 6.2, podemos notar que 8; ¢ subférmula de $,. Assim, esse
caso é demonstrado como no ultimo caso no qual j = n.

3. j=1:

Seja y a primeira ocorréncia de formula em S;. Certamente, y é da
forma B,. Entao temos os seguintes casos:

(a) y é descartada por uma aplicagao R de 1:
Nesse caso, a conclusao de R é da forma y —o § e pertence a [-parte
de P ou a um caminho de ordem menor que k. Se y —o ¢ pertence a
um caminho de ordem menor que k, entao esse caso é provado por
hipétese de inducao. Caso contrario, se y —o § pertence a I-parte
de P, entao pelo Lema 6.2, ¥ —o § é subférmula de B, e esse caso
¢ demonstrado por um procedimento similar ao usado no caso 1.

(b) y é descartada por uma aplicagdo R de I;:
Esse caso é demonstrado por um procedimento similar ao usado
no ultimo caso (a).

(c) y é descartada por uma aplicagdo R de L. ou Iy:
Esses casos sao as excessoes descritas por esse Corolario 6.3.

(d) y pertence a I':
Nesse caso, obviamente, 8; é subférmula de uma féormula em T,

4. 1<j<i

Pelo Lema 6.2, §; ¢ subférmula de ;. Assim, nesse caso, o principio
da subférmula é demonstrado por um procedimento similar ao usado
no ultimo caso 3 no qual j=1.

Note que, se f+ é uma ocorréncia de hipdtese descartada por uma aplicacao
de Iy ou L. em uma deducao normal de I' 31 @, entao de acordo com o
Corolério 6.3, 8 é subféormula de @ ou de alguma férmula em T.
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6.6 Conclusao

Nesse Capitulo, provamos o teorema da normalizagao fraca e seu companheiro
usual: o principio da subférmula para dedugoes normais em NDLL.

No Capitulo 3 observamos que como, em NDLL, o operador “Why not”
(?) é tratado como primitivo, as regras exponenciais I,, Es C, e W, precisam de
férmulas essencialmente !-modais como premissas intermediarias e maiores.
Assim, as redugoes exponenciais do tipo 29, 33, 37 e 41 apresentadas no pre-
sente Capitulo foram formuladas para lidar com uma circunstancia peculiar
que pode ocorrer numa deducao NDLL quando uma premissa intermedidaria
ou quando uma premissa maior de C, ou W, é simultaneamente conclusao de
I,.

Essas novas reducgoes apresentadas nesse Capitulo e as regras para '@ e ?
apresentadas no Capitulo 3 sao as principais contribuigoes de nosso trabalho.



Capitulo 7

Conclusao

Nesse trabalho, revisamos cinco trabalhos recentes [Tro92, BBHdP92, Tro95,
Mar00, dPNdMO01] que apresentam sistemas de dedugao natural para a logica
linear ou para fragmentos dessa logica, e introduzimos um novo sistema de
deducao natural de conclusao tnica para a logica linear completa de primeira
ordem chamado NDLL.

Demonstramos a equivaléncia (no sentido de demonstrabilidade) entre o
sistema NDLL e o cédlculo de seqiientes linear de Girard. Além disso, prova-
mos o teorema da normalizagao fraca e seu companheiro usual: o principio
da subféormula para dedugoes normais em NDLL.

NDLL oferece regras para a logica linear completa, incluindo novas regras
para os conectivos “Par” (@) e “Why not” (?). Assim, em NDLL, '® e ? sdo
tratados como primitivos, ao invés de abreviagoes de formulas definidas pelas
dualidades de de Morgan.

Observamos que como, em NDLL, o operador ? é tratado como primitivo,
tivemos que definir o conceito de férmulas essencialmente !-modal e ?-modal
e usa-lo nas nossas regras exponenciais, caso contrario, a completude do
sistema NDLL nao seria provada.

No entanto, o uso de féormulas essencialmente !-modal como premissas
de regras exponenciais trouxe uma complexidade adicional ao teorema da
normalizacao fraca. Para resolver tal complexidade tivemos que criar as
novas reducoes 29, 33, 37 e 41 apresentadas no ultimo Capitulo.

As novas regras (para '@ e ?) e as novas redugoes sao as principais con-
tribuicoes de nosso trabalho.

Listamos a seguir alguns trabalhos futuros possiveis:

1. Teoremas de normalizacao e o principio da subférmula dao suporte a

construcao de provadores de teoremas eficientes. Assim, um provador
de teorema para a légica linear completa pode ser implementado baseado
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na forma normal de dedugoes em NDLL definida no Capitulo 6.

2. Problemas de tomada de decisao envolvem gerenciamento de recursos
limitados. Como a légica linear é adequada para lidar com esse tipo de
recurso, gostariamos de fazer a tentativa de usar a logica linear e nosso
sistema NDLL numa investigagao mais abrangente sobre o problema
do raciocinio pratico.

3. Provamos o teorema da normalizacao fraca. No entanto, sem duivida a
demonstracao do teorema da normalizagao forte é um resultado ainda
melhor.

4. de Medeiros em [dPNdMO1], usou teoremas de normaliza¢do como
ponto de partida para definir novas tradugoes entre logicas. Pretende-
mos posteriormente definir traducoes no espirito do trabalho de de
Medeiros usando nosso teorema de normalizagao do sistema NDLL.

5. Como, em NDLL, o operador ? é tratado como primitivo, nosso teorema
de normalizacao fraca requereu novas reducoes. Essas redugoes podem
ser adaptadas a um sistema de deducao natural para a légica modal
S4 para lidar com o operador modal “Possivel” (¢) como primitivo e
normalizar esse sistema.



Apeéendice A
Calculo de Seqiientes Classico

O célculo de seqiientes foi introduzido para a logica classica por Gentzen
em seu famoso trabalho [Gen69]. Uma deducdo nesse célculo consiste de
seqiientes da forma I' + A. T e A sao seqiiéncias de féormulas chamadas
antecedente e sucedente respectivamente. Sejam I' = {ay,ay,...,a,} e A =
{B1,P2,...,B.}. Logo, o significado tencionado de ' é ay Aay A ... A, e de
AéEBIVB V...V,

Regras para o calculo de seqiientes classico de Gentzen sao mostradas a
seguir:

Regra axioma

al—aId

Regras estruturais

't A . 'rA .

FatA L, (Enfraquecimento) TraA R, (Enfraquecimento)

Ia,at+ A - I'ra,a,A ~

Tarh L. (Contracao) TraA R. (Contracao)
I, a,B, 1" + A - I'cAa,B,A _
W Lx (Permuta(;ao) W R,x (Permuta(;ao)

e [Mard”
l—‘/’ l—‘/l |_ A/’ A// ut
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Regras légicas

Iar A

RaAﬁFALM I'tao,A FF@AR
I'FanBA A
ILBFA L
CaABFA "
I'ra, A R
LarA TAFA L TravpA "
avprA v
I'kB,A R
TraVvBA 2
I a, A F”,,BI—A”L IatrBA R
I, a—B+rA,AN 77 F'ra—pB,A "
I'ra, A Iat A
[L-arA " 'k =aA "
oA L I'ral, A R
I''Vxat+ A v TrVYxa,A 7
(a nao ocorre em I' ou A)
Ia,FA I'raf,A
7143 RH
I''dxat+ A I'+ dxa, A

(a nao ocorre em I' ou A)
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Apeéendice B

Sistema de Deducao Natural
Classico

O sistema de dedugao natural foi originalmente introduzido para a logica
classica por Gentzen em seu famoso trabalho [Gen69].
As regras do sistema de deduc¢ao natural classico sao mostradas a seguir:

[a]/

a a/—>ﬁE
P 1, B B
a—)ﬁ -
a A
@ g,
a By
anB "
aAp
— B
ﬁ 2A
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_@ Iy
aVp
[} 81
oV : :
B yv Y Euun
Ao
aVp
a, I
Vxa '
Vxa E
ar
(@ nado ocorre em qualquer
formula topo da qual @ de-
pende.)
[a)
dxa
. =L By
a{f I ﬁ El§))
Axer
(a nao ocorre em dxa, em B ou
em qualquer férmula topo da qual
a ocorréncia mais acima de 8 de-
pende, excluindo «.)
[a]j
=Ly

[-a)/

i
7 L



Apéndice C

Deducao Natural para a Loégica
Modal S4

Em [Pra65], Prawitz apresentou um sistema de deducao natural para a logica
modal S4. Esse sistema extende o sistema de deducao natural classico*
adicionando regras de introducao e eliminacao para os operadores modais
“Necessario” (O) e “Possivel” (0).

Prawitz também introduziu o conceito de férmula essencialmente modal
para normalizar seu sistema de dedugao natural para a 16gica modal S4.

Definigao C.1 (Férmula essencialmente modal em S4) O conjunto das formulas
essencialmente modais na logica modal S4 é definido indutivamente da sequinte
forma:

1. Oa € uma formula essencialmente modal.

2. Se a e B sao formulas essencialmente modais, entao a AB e a VvV
também sao.

3. Se a; € uma formula essencialmente modal, entao Ixa também é.

4. L € uma formula essencialmente modal.

Primeiramente, Prawitz definiu as seguintes regras para o operador O:

“Veja Apéndice B no qual um sistema de dedugdo natural cldssico é apresentado
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I
a
o o B g,

(Todas as férmulas em T s@o pre-
cedidas por O.)

Nesse caso, o operador < é tratado por defini¢cao usando a dualidade entre
Oe <.

Em seguida, Prawitz introduziu um segundo sistema abranjendo o opera-
dor ¢. Mas nesse segundo sistema, a regra de introducao para o operador O
é sutilmente diferente da que foi apresentada acima no primeiro sistema. A
seguir apresentamos as regras para os operadores O e ¢ no segundo sistema
de Prawitz:

r
L1
m}
Oa % ED
(Todas as férmulas em T' sdo da
forma Oy ou =<y para qualquer
v.)
r _aj
Qa
E.. .
a | ﬁ @)
Aoy 10

(Toda férmula em T é da forma
Oy ou —<Oy para qualquer y e 8
é da forma &6 ou -0 para qual-
quer 6.)

Contudo, Prawitz percebeu que as regras acima nao sao adequadas ao
processo de normalizacao. Dessa forma, ele formulou um terceiro sistema
normalizdvel com as seguintes regras para o operador O:

"Esse terceiro sistema néao oferece regras para o operador modal ¢
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I
&
Oa lo
Ha g
(Bi...B, sao férmulas essencial- @ F

mente modais e nao contém qual-
quer ocorréncia de um parametro
préprio de uma aplicagao de Iy ou
E3 cujas premissas estao acima de
a. B;, para cada 1 < i < n, nao
depende de qualquer hipdtese da
qual @ também nao dependa.)



Apeéendice D

Regras do Sistema NDLL

1J BJ_k

Loy
@sB ® (k)

[Jidn Tt-dn

¢ B 1
a&p &

135

B F_
a’ : B
a®'8y : Ee(in
s JC_YL B+ o
%3 Eig
Q?B Fos
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_Y 1
a®p '®
| AR | RUARE ﬁkz
0op 7 ¥ g
v ®(ki1,k2)
I
a @,B 260
a, I
Vxa 7
Vxa E
a; v
(@ nado ocorre em qualquer
formula topo da qual @ de-
pende.)
ay’
dxa S B
a o HAO)
t 13 ﬁ
dxa
(a nao ocorre em dxa, em B ou
em qualquer formula topo da qual
a ocorréncia mais acima de 8 de-
pende, excluindo a.)
al' ... alr
ar ... Qyn I
‘ﬁ ,(Jl sssss ]n)
!
lo g,
(n >0, @,...,a, sdo férmulas

essencialmente !-modais e B
nao depende de nenhuma outra
ocorréncia de féormula topo além
de ay,...,a,. Assim, sen =0, 8
¢ um teorema.)
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a

@Iv

ol ol
o

3 Cij

N
aJ_ L@

gl o...opr
2 Bi ... B Y g
Y V(1 5eerdinok)
(n > 0, By,...,B, sao férmulas

essencialmente !-modais, 7y ¢é
férmula essencialmente 7-modal e
nao depende de qualquer férmula
topo além de Bi,...,B, e a.)

B

(e é essencialmente !-modal.)

1
aa E,

L
a a
k.

1
L



Apeéendice E

Regras para Constantes
Aditivas

Na légica linear, existem duas outras constantes “True” (T) e “Zero” (0)
consideradas aditivas. T é equivalente a uma férmula do tipo a®a* enquanto
0 é equivalente a uma férmula do tipo a&a™*. Assim, T é o dual de 0 e vice-
versa. Portanto, as seguintes féormulas sao ambas validas:

) I—TJ‘o—o()
o0t oo T

No célculo de seqiientes linear, as constantes aditivas T e 0 sao obtidas
pelas seguintes regras axiomas:
N .
LLorA rrT.a 7
(' U A nao vazio) (TC' U A nao vazio)

No sistema de deducao natural, 0 pode ser considerada como essencial-
mente !-modal, ja que o seqiiente 0 +!0 é provado através da regra Lg, bem
como 1 pode ser considerada essencialmente ?-modal, ja que o seqiiente ?1 + 1
¢é provado através da regra Rr.

Regras no sistema de deducao natural para T e 0 sdo como segue:

y, EQ
(n>0)

(n>1eTlU...UTl, nao vazio)
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Para que o processo de normalizagao inclua essas regras para as constantes
aditivas, sao necessarias reducoes assegurando que uma deducao normal IT
observe as seguintes condicoes:

i) Seja @ uma premissa de I, entdao @ é uma férmula topo em IT;
ii) Seja @ uma premissa menor de Ey, entdo @ é uma férmula topo em II;

iii) Seja @ a conclusao de Ej, entdo @ nao é premissa intermedidria de
qualquer regra em II.



Apeéndice F

Provas de Incompletude para
NDLL’ e NDLL”

F.1 Incompletude do sistema NDLL’

Seja NDLL’ o sistema de deducao natural obtido de NDLL pela substituicao
da regra I, pela regra I} mostrada abaixo:

(n > 0 e B nao depende de nenhu-
ma outra ocorréncia de férmula
topo além de lay,..., !a,. Assim,
se n =0, B é um teorema.)

Podemos notar que a regra I} ¢ um caso particular da nossa regra I,.
Logo, podemos dizer que NDLL é uma generalizacao de NDLL’, e portanto,
NDLL’ é correto e fracamente normalizavel da mesma forma que NDLL.
Nesse apéndice, no entanto, queremos demonstrar que NDLL’ é incompleto.
Provamos entao o seguinte Teorema:

Teorema F.1 (Incompletude do sistema NDLL’) Ndo existe dedugoes em
NDLL’ para todos os teoremas da logica linear.
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Por reducao ao absurdo, assumimos o contrario, ou seja, para cada teo-
rema da légica linear existe pelo menos uma dedugao em NDLL’ que o prova.
Logo, em NDLL’ existe uma deduc¢ao normal IT para o teorema da logica li-
near [(?a)*], ?a)* H!l(at) sendo @ uma férmula atomica diferente de L e 1*.
Sem perda de generalidade, assumimos que I é a menor' entre todas possiveis
dedugbes normais em NDLL’ para [(?a)*], (?a)* +!(a*). Por ser normal, IT
obedece o principio da subférmula e todas as formulas que ocorrem em IIT
pertencem ao seguinte conjunto:

F = {2a)*, (), Q) , e ), o, ot ot 2, L)

Logo, o conjunto das regras de inferéncias que ocorrem em IT é um subcon-
junto préprio de {I},E,,I,,E,,C,,W,,I,E,, Lc}. Além disso, as férmulas )+,
(!(a))* e at* s6 ocorrem em IT se forem hipéteses descartadas por aplicacao
de L..

Como !(a*) é a férmula final de I, temos os seguintes casos dependendo
de r(I0):

L. r(ID) é I:

Nesse caso, a premissa mais a direita de r(IT) é a* e, pelas restri¢oes da
regra Iy, s6 depende de férmulas topo da forma !8. Logo, as suposicoes
da forma (?a)* ocorrem acima de premissas intermedidrias de r(IT).
Para 1 <i < n, Il é da seguinte forma:

[(C)*] ()] (Pa)* ()] B - B
1 Zi 2, Znt1
l(ar™) Lt vesf)
As premissas intermedidrias 8, ..., 8, de r(IT) nao dependem de qual-

quer outra férmula topo além das que tém a forma (?a)*, pois a con-
clusao !(at) de r(IT) também s6 depende de férmulas topo da forma
?a)*.

Ja que as premissas intermediarias 183y, ..., |8, pertencem a F, sao todas
da forma !(a*). Seja IT" a subdedugao de IT determinada pela premissa

intermediaria !B;. Podemos notar que IT" é uma deducao normal de
[Ca)*], Qa)*t Im!(al) e é¢ menor que II, um absurdo.

)], Q@) rl(at) é facilmente demonstrado no cdlculo de seqiientes linear para
qualquer @. A restricdo “sendo @ uma férmula atomica diferente de L e 1”7 facilita nossa
demonstracao da incompletude do sistema NDLL’

"Em relacdo ao tamanho das deducdes em NDLL’
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2. () é Ey:

Nesse caso, IT é da seguinte forma:

[(Pa)"]  (Pa)*
z

"at)
l(at)

No entanto a premissa !!(a*) de r(Il) nao pertence a F, um absurdo.

3. r(Il) é Cy:

Nesse caso, por pertencer a F, a premissa maior de r(I) é da forma
!(a*) ou da forma (?a)*. Logo temos os seguintes casos:

(a) A premissa maior de r(IT) é da forma !(a"):
Nesse caso II é da seguinte forma:

[(C)*] Nty ety [Qa)']
ol 5,
'(ah) '(ah)
!(G’J‘) C!(j)

Além de suposicoes da forma (?a)*, a premissa maior !(a*) nao
depende de qualquer outra férmula topo, pois a férmula final de
IT também sé depende de férmulas topo da forma (?a)*.

J& que, para a atomica e diferente de L, !(a*) ndo é um teorema
da légica linear, a premissa maior !(a*) depende de pelo menos
uma férmula topo da forma (?a)*. Logo IT pode ser reapresentada
da seguinte forma:

[(C)*] Q) oty Net)Y [Qa)']
2 2
I(ah) '(ah)
!(QJ_) C!(j)

Seja IT" a subdeducao de Il determinada pela premissa maior
(at) de r(II). Podemos notar que IT" é uma deducao normal
[Pa)*], Qa)*t Im!(a/ﬂ e IT" é menor que IT, um absurdo.

(b) A premissa maior de r(IT) é da forma (?a)*:

Nesse caso II é da seguinte forma:



APENDICE F. PROVAS DE INCOMPLETUDE PARA NDLL’ E NDLL”143

[(P)'] Q)Y Q)Y [(Qa)]
1 )Y}
?a)* (a

'(ah)

1
) Cuj

Além de férmulas topo da forma (?a)*, a premissa menor !(ab)
nao depende de qualquer outra féormula topo, pois a férmula final
de IT também s6 depende de féormulas topo da forma (?a)*.

Seja IT" a subdedugao de Il determinada pela premissa menor

() de r(IT). Podemos notar que IT" é uma deducao normal de
[Ca)*], Qa)*t lm!((f‘) e IT" é menor que II, um absurdo.

4. r(IT) é Wy:

Nesse caso, por pertencer a F, a premissa maior de r(I) é da forma
!(a*) ou da forma (?a)*. Logo temos os seguintes casos:

(a) A premissa maior de r(IT) é da forma !(a"):
Nesse caso II é da seguinte forma:

[C)*] Q)]
% %
&) Nab)

@y

Além de suposicoes da forma (?a)*, a premissa maior !(a*) nao
depende de qualquer outra férmula topo, pois a féormula final de
IT também sé depende de férmulas topo da forma (?a)*.

Ja que, para a atomica e diferente de L, !(a*) ndo é um teorema
da ldgica linear, a premissa maior !(a*) depende de pelo menos
uma férmula topo da forma (?a)*. Logo IT pode ser reapresentada
da seguinte forma:

[(Pa)*'] ()t [P)*]
Y Y,
(a) (ah)
I(a*)

W,

Seja IT" a subdeducao de Il determinada pela premissa maior
'(at) de r(IT). Podemos notar que IT" é uma deducao normal de
[Ca)*], Qa)*t IW!(OH) e IT" é menor que II, um absurdo.
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(b) A premissa maior de r(IT) é da forma (?a)*:
Nesse caso II é da seguinte forma:

[(20)*] (O]

Y, Y,

(7)Yt
()

W,

Além de suposicoes da forma (?a)*, a premissa menor !(a*) nao
depende de qualquer outra férmula topo, pois a féormula final de
IT também sé depende de férmulas topo da forma (?a)*.

J& que, para a atomica e diferente de L, !(a*) ndao é um teorema
da légica linear, a premissa menor !(a*) depende de pelo menos
uma féormula topo da forma (?a)*. Logo IT pode ser reapresentada
da seguinte forma:

[(Pa)] [Pa)7] (Pa)*
% )

(a)* (o)
o)

W,

Seja II" a subdedugao de Il determinada pela premissa maior
() de r(IT). Podemos notar que IT" é uma deducao normal de

[Ca)*], Qa)*t IW!(O#) e IT" é menor que II, um absurdo.
5. r(I) é L,:
Nesse caso, IT é da seguinte forma:
[C)*] CQa)t ()™
T
b Lei

Seja IT" a subdeducao de I1 determinada pela ocorréncia de L ilustrada
acima. Logo IT" é a menor deducao normal de [(?a)*], (?a)*, (I(a™))* IW
1 e é da seguinte forma:

[(?a)*] (?az)L (o)™
I

Temos os seguintes casos dependendo de r(IT):
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(a) r(IT’) é E;:
Nesse caso, IT" é da seguinte forma:

[(Pa)'] (Qa)t (M)t

2
|
TE

No entanto a premissa ! L de r(I") nao pertence a F, um absurdo.
(b) r(Il’) é E»:

Seja 78 a premissa maior de r(I'). Por pertencer a F, 78 é da

forma ?@. Como, para a atomica e diferente de 1, ?a nao é um

teorema da légica linear, ?8 depende de pelo menos uma férmula

topo da forma (?a)* ou da férmula topo (!(at))*. Temos entao os

seguintes casos:

i. 28 depende de pelo menos uma ocorréncia de (?a)* e da
formula topo da forma (!(a™))*:
Nesse caso, IT" é da seguinte forma:

(Co*] Co* (@D et Qe W W
Zi 2 DI DI
T Y1 Vn 1
i Eoi,emjuk)

Seja I1” a subdeducao de IT" determinada pela premissa maior
2¢ de r(dI’). II” é a menor deducao normal de
[(C)*], Ca)t, ((at)*t IW?CV e é da seguinte forma:

[(?)*] ()t (o)t
2
T

Temos os seguintes casos dependendo de r(IT”):

A. r(I1”) é E;:
Nesse caso IT” é da seguinte forma:

()] o)t (Mah))*
v

No entanto a férmula !?a nao pertence a F, um absurdo.
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B. r(I1”) é Iy:
Nesse caso IT” é da seguinte forma:

[(P)*] (Qa) ((aH)*
% 12

Sabemos que NDLL’ é correto. Logo nao existe dedugao
de [(?a)*], C@)*, (@) g @ considerando @ atomica
e diferente de 1, um absurdo.
C. r(IT") é By
Seja 76 a premissa maior de r(Il"”"). Por pertencer a F, 76
¢ da formai ?a. Como, para a atomica e diferente de 1,
?a nao é um teorema da logica linear, ?6 depende de pelo
menos uma féormula topo da forma (?a)* ou da férmula
topo (!(a*))*. Temos entao os seguintes casos:
e 76 depende de pelo menos uma ocorréncia de (?a)* e da
férmula topo da forma (!(a*))*:
Nesse caso, [1” é da seguinte forma:

Jn Jn+m k.
[(P)*] o)t (et [(a)t] Qo] ¢ e e e
1 22 Zm+[ Z771+2
T @1 Om T E
2 2t 1sesJnmok2)

Seja I a subdeducao de I1” determinada por ?6. 1"
é uma dedugao normal de [(?a)*], (?@)*, (o)t e
e IT"”" é menor que I1”, um absurdo.

e 26 depende apenas de férmulas topo da forma (?a)* e
de pelo menos uma ocorréncia delas:
Seja IT"”" a subdeducao de IT” determinada por ?6. IT1"
¢ uma deducao de [(?a)*], ?@)* ;g7 ?e. Como NDLL’
¢é correto, tal dedugao nao pode existir nesse sistema,
um absurdo.

e 26 depende apenas de (!(at))*:
Seja IT"” a subdeducao de IT” determinada por ?6. IT1"
é da seguinte forma:

({a)*
211
N0

Temos os seguintes casos dependendo de r(IT""):
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— KWIT”) é Ey:
Esse caso ¢ similar ao caso 5.(b).1l.A.

— r(I1") é 1,:
Esse caso ¢ similar ao caso 5.(b).i.B.

— r(IT"") é Eo:
Seja 7Y a premissa maior de r(I""). Por pertencer
a F, N é da forma ?a. Como, para a atomica e
diferente de 1, ?a nao é um teorema da logica linear,
N depende da férmula topo (!(at))*.
Seja [T a subdeducao de IT”" determinada por .
I1”” é uma deducao normal de (!(at))* Im?a e é
menor que [T, um absurdo.

— r(IT") é Cy:
Por pertencer a F, a premissa maior de r(I"") é da
forma !(a*) ou da forma (?a)*. Assim, temos os
seguintes casos:

* A premissa maior de r(IT"”) é da forma !(a™b):
Como, para a atomica e diferente de L, !(a') nao
é um teorema da légica linear, a premissa maior de
r(IT"”") depende da férmula topo (!(a™))*.
Seja IT"”"" a subdeducao de IT”" determinada pela pre-
missa maior !(a*) de r(IT"””). I1”” é uma deducao
de ()t (@), Como NDLL’ é correto, tal
deducao nao pode existir, um absurdo.
* A premissa maior de r(IT"") é da forma (?a)*:
Como, para a atomica e diferente de L, (?a@)* nao
¢ um teorema da légica linear, a premissa maior de
r(IT"") depende da férmula topo (!(a™))*.
Seja [T a subdeducao de [T determinada pela pre-
missa maior (?a)* de r(IT”). IT"” é uma deducao
de ({(at))* lW (?a)*. Como NDLL’ é correto, tal
deducao nao pode existir, um absurdo.

— r(I1'") é Wy:
Essa caso é similar ao caso anterior no qual r(IT"”) é
Cy.

— r(IT") é L.:
Nesse caso, [T é da seguinte forma:
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(@ Nt (o)

Seja [T a subdeducao de IT"” determinada pela pre-
missa L de r(IT"”). IT"” é da seguinte forma:

((@H)" (a)*
i
1
I é uma deducao normal de (!(a*))*, (?a)* IW
1. Como (?a)* é uma suposicao de IT””, podemos
dizer que II”” também ¢é uma dedugao normal de
[(2a)*], ({(aM)*, (?a)* g L e é menor que IT', um
absurdo.
D. r(I1”) é C;:
Nesse caso, por pertencer a F' a premissa maior de r(I1”) é
da forma !(a*) ou da forma (?a)*. Logo temos os seguintes
casos:

e A premissa maior de r(IT”) é da forma !(at):
Como, para a atomica e diferente de L, !(a*) nao é um
teorema da légica linear, a premissa maior de r(I1”") de-
pende de pelo menos uma férmula topo da forma (?a)*
ou da férmula topo (!(at))*. Temos entdo os seguintes
casos:

— A premissa maior de r(I"") depende de pelo menos
uma ocorréncia de (?a)* e da férmula topo da forma
(M(ah))*:

Nesse caso, I1” é da seguinte forma:

()] ()t (b))t ) et Q)]
21.1 21,2
l(at ?
(a™) - a Cu

Sabemos que NDLL’ é correto. Logo nao existe dedugao
de [?a)*], Qa)*, ((at))* IW!(Q/L) considerando «

atomica e diferente de 1, um absurdo.
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— A premissa maior de r(IT"") depende apenas de férmulas
topo da forma (?a)* e de pelo menos uma ocorréncia
delas:

Nesse caso, IT” é da seguinte forma:

()] (Qa)* ) 1eh) ()t (b))t
211 P
' 2
@) o a Cipy

No entanto, a subdeducao determinada pela premissa
maior !(a*) é uma deducao normal de [(?a)*], (?a)* Im
'(a*) e é menor que I, um absurdo.

— A premissa maior de r(IT"”) depende apenas de (!(a™))*:
Nesse caso, IT” é da seguinte forma:

(Nat))* ety 1@h) ()t Qa)t
211 212

(ot 9

() - a iy

Sabemos que NDLL’ é correto. Logo nao existe dedugao
de (M(a™))* Im!(al) considerando « atomica e difer-
ente de 1, um absurdo.

e A premissa maior de r(Il"”) é da forma (?a)*:
Como, para a atomica e diferente de L, (?a)* nao é um
teorema da logica linear, a premissa maior de r(I1”") de-
pende de pelo menos uma férmula topo da forma (?a)*
ou da férmula topo (!(at))*. Temos entao os seguintes
Casos:

— A premissa maior de r(I1”) depende de pelo menos
uma ocorréncia de (?a)* e da férmula topo da forma
(M(ah))*:

Nesse caso, [1” é da seguinte forma:

[(P)*] o)t (o)t ot ot [(Pa)t]
Zl.ll 21,2
%) 2 Cu

Ta
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E.

F.

Sabemos que NDLL’ é correto. Logo nao existe deducao
de [?a)*], Qa)*, (M(at)* lW (?a)* considerando «
atomica e diferente de L, um absurdo.

— A premissa maior de r(Il"") depende apenas de férmulas
topo da forma (?a)* e de pelo menos uma ocorréncia
delas:

Nesse caso, IT” é da seguinte forma:

()] Qa)* Gy ot [(Pa)t] (et)*t
211 212
2)*+ ?
(?a) o a C!(l)

No entanto, a subdedugao determinada pela premissa

menor ?a é uma deducao normal de [(?a)*], (?a)*, ((a™))*

Im?a/ e ¢ menor que II”, um absurdo.
— A premissa maior de r(IT"”) depende apenas de (!(a™))*:
Nesse caso, IT” é da seguinte forma:

(!(gﬁ))l (a)t! (?oz)ﬂz [(P2)*] (22)*
(?cly')1L Y
% Cop

Sabemos que NDLL’ é correto. Logo nao existe deducao
de (M(ab))* IW (?a)* considerando a atomica e dife-
rente de L, um absurdo.

r(I1”) é W,:

Esse caso é similar ao tltimo caso no qual r(I1”) é C,.

HI17) 6 L,:

Nesse caso, I1” é da seguinte forma:

[P)*] (a)*  (e*)* ()

2
% Lew
No entanto, a subdeducao determinada pela ocorréncia
de L ilustrada acima em II” é uma deducao normal de
[(2a)*], Q) ((@*)* 5 L e é menor que IT', um ab-
surdo.
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ii. 7B depende apenas de férmulas topo da forma (?a)* e de pelo
menos uma ocorrencia delas:
Nesse caso, IT" é da seguinte forma:

[P)*] Q) [(a)4] [(Ca)t] Y - v el
I 2, DI n+2
2 Y1 YV L B
L 2(jtseeesfnskt)

Por ser correto, o sistema NDLL’ nao prova [(?a)*], (?a)* lW
?a considerando @ atomica e diferente de 1.

iii. 2B depende apenas de (!(a*))*:
Nesse caso, IT" é da seguinte forma:

(@' [(2a)t] [(Pa)*] (2a)* ()] Y . v ab
21 22 ZHI En+1 2,1+2
?a/ Y1 Vi Yn 1 E
1 2(Jtseensfnskt)

Paral <i<n.
Seja I1” a subdeducao de IT" determinada pela premissa maior
2. 1”7 é da seguinte forma:

(Nat)*
2
i
Temos os seguintes casos dependendo de r(IT”):
A. 1(I17) é By:
Esse caso ¢ similar ao caso 5.(b).i.A.
B. r(IT") é 1,:
Esse caso ¢ similar ao caso 5.(b).i.B.
C. r(IT") é By
Seja Ny a premissa maior de r(I1”). Por pertencer a F, 7
¢ da forma ?a. Como, para a atomica e diferente de 1, ?a
nao é um teorema da légica linear, 2 depende da férmula
topo (!(a*))*. Seja IT"” a subdeducao de IT” determinada
por M. IT"” é uma dedugao normal de ({(a*™))* g7 ?a e é
menor que I1”, um absurdo.
D. r(I1”) é Cy:
Nesse caso, por pertencer a F, a premissa maior de r(I1”)
é da forma !(a*) ou da forma (?a)*. Logo temos um dos
seguintes casos:
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e A premissa maior de r(Il"”) é da forma !(a*):
Como, para a atomica e diferente de L, !(a*) ndo é um
teorema da logica linear, a premissa maior de r(I1"") de-
pende da féormula topo (!(at))*. Seja I a subdeducao
de IT” determinada pela premissa maior !(a*). I1"” é
uma deducao normal de (!(a*))* Im!(c#). No entanto,
como NDLL’ é correto, tal prova nao pode existir con-
siderando a atomica e diferente de L, um absurdo.

e A premissa maior de r(Il") é da forma (?a)*:
Como, para a atomica e diferente de L, (?a)* nao é um
teorema da logica linear, a premissa maior de r(I1”") de-
pende da féormula topo (!(at))*. Seja I a subdeducao
de I1” determinada pela premissa maior (?a)*-. I1"” é
uma deducao normal de (!(a*))* g7 (?@)*. No en-
tanto, como NDLL’ é correto, tal prova nao pode existir
considerando a atomica e diferente de L, um absurdo.

E. rI1”) ¢ Wy:
Esse caso é similar ao anterior no qual r(I1”) é C,.
F. r(I1”) é L.
Nesse caso, [1” ¢ da seguinte forma:

()t oy

2 0

Seja I a subdeducao de IT” determinada pela premissa
L de r(IT"”). II"” é uma deducao normal de [(?a)*], (?a)*,
(M) g L e [T é menor que IT’, um absurdo.

(c) r(IT") é Cy:
Nesse caso, por pertencer a F, a premissa maior de r(Il") é da

forma !(a*) ou da forma (?a)*. Logo temos um dos seguintes
casos:

i. A premissa maior de r(IT") é da forma !(a):

Como, para a atomica e diferente de L, !(a*) ndo é um teo-

rema da logica linear, a premissa maior de r(I") depende de

pelo menos uma férmula topo da forma (?a)* ou da férmula

topo (!(at))*. Temos entao os seguintes casos:

A. A premissa maior de r(I') depende de pelo menos uma
ocorréncia de (?a)* e da férmula topo da forma (!(a*))*:
Nesse caso, IT" é da seguinte forma:
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[(P)*] ()t (e )t et Nt [(Qe)t]
| i
I(ab) I Cuy

1

Como NDLL’ é correto, nao existe prova para [(?a)*], (?a)*,
((at))* Im!(c#) considerando « atomica e diferente de
1, um absurdo.

B. A premissa maior de r(Il") depende apenas de férmulas
topo da forma (?a)* e de pelo menos uma ocorréncia delas:
Nesse caso, IT" é da seguinte forma:

[(?a)*]
2

I(at 1
(a™) . Cu

Qo) ety Neh [Pt (b))t
Py}

No entanto, a subdeducao determinada pela premissa maior
'(at) de r(IT") é uma deducao normal de [(?a)*], (?a)* lW
() e é menor que IT, um absurdo.

C. A premissa maior de r(Il") depende apenas de (!(a*))*:
Nesse caso, IT" é da seguinte forma:

(@ N 1) et [Qo)t] Qa)t
21 22

() L Cu

1

Como NDLL’ é correto, nao existe prova para (!(a*))* Im
() considerando a atomica e diferente de L, um ab-
surdo.
ii. A premissa maior de r(IT") é da forma (?a)*:
Como, para a atomica e diferente de L, (?a)* nao é um teo-
rema da légica linear, a premissa maior de r(I") depende de
pelo menos uma férmula topo da forma (?a)* ou da férmula
topo (!(at))*. Temos entao os seguintes casos:

A. A premissa maior de r(I') depende de pelo menos uma
ocorréncia de (?a)* e da férmula topo da forma (!(a*))*:
Nesse caso, IT" é da seguinte forma:
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[(Pa)*] o)t (o))" )t Qo [Qa)]
lJ_ 22
%) 1 C!(z)

L

Como NDLL’ é correto, nao existe prova para [(?a)*], (?a)*,
((at))* IW (?a)* considerando a atomica e diferente de
1, um absurdo.

B. A premissa maior de r(Il") depende apenas de férmulas
topo da forma (?a)* e de pelo menos uma ocorréncia delas:
Nesse caso, IT" é da seguinte forma:

[(?cr)ﬂ2 Q)Y )t ot [t (b))t

1 22
(?a)*

1
T Cig
No entanto, a subdeducao determinada pela premissa menor
1 de r(I") é uma deducao normal de [(?a)*], ?a)*, (!(a*))*
i L e ¢ menor que Il’, um absurdo.
C. A premissa maior de r(IT") depende apenas de (!(a™))*:
Nesse caso, IT" é da seguinte forma:

(!(cg))L Qo) ot Q)] Qa)t

(() 1) :
a L
C!(l)

1

Como NDLL’ é correto, nao existe prova para (!(a*))* lﬁ
(?a)* considerando @ atomica e diferente de L, um ab-
surdo.
(d) r(Ir) é Wy:
Essa caso é similar ao caso anterior no qual r(IT") é C,.
(e) r(Il") é E;:
As premissas de r(IT") pertencem a F. Logo temos um dos seguintes
casos:
i. As premissas de r(Il") sao a e a*:
Como nem a nem a* sao teoremas da légica linear, cada
uma das premissas de r(I") depende de pelo menos uma das

formulas topo da forma (?a)* ou da férmula topo (!(at))*.
Logo temos os seguintes casos:
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11.

A. A premissa menor de r(IT") depende de pelo menos uma

ocorréncia de (?a)* e da férmula topo da forma (!(a*))*:
Nesse caso, IT" é da seguinte forma:

[Q0)'] Qa)t (Neb)* [(‘?a)l]Z ()t
2

1 1

a a
1 B,

Como NDLL’ é correto, nao existe prova para [(?a)*],
(?a)*, (M(@™))* g @ considerando @ atomica e diferente
de 1, um absurdo.

. A premissa menor de r(Il') depende apenas de férmulas

topo da forma (?a)* e de pelo menos uma ocorréncia delas:
Nesse caso, IT" é da seguinte forma:

('] (ay- (1)
27}

1 1

a a
1 E,

Como NDLL’ é correto, nao existe prova para [(?a)*], (?a)*
—i @ considerando « atomica e diferente de 1, um ab-
surdo.

. A premissa menor de r(Il") depende apenas de (!(a*))*:

Nesse caso, IT" é da seguinte forma:

ot [t Ca)t
(!(al)) @ 5 @

2
1

a a
1 B,

Como NDLL’ é correto, nao existe prova para (!(a*))* IW
a considerando @ atomica e diferente de 1, um absurdo.

As premissas de r(IT") sao ?a e (?a)*:

Como nem ?a nem (?a)* sao teoremas da légica linear, cada
uma das premissas de r(I") depende de pelo menos uma das
formulas topo da forma (?a)* ou da férmula topo (!(at))*.
Logo temos os seguintes casos:

A. A premissa menor de r(IT") depende de pelo menos uma

ocorréncia de (?a)* e da férmula topo da forma (!(a*))*:
Nesse caso, IT" é da seguinte forma:
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[(C)'] Qo) (')t [Ca)t] (o)t
21 22
2 Qa)*
1

E,

Seja I1” a subdedugao de IT" determinada pela premissa
menor ?a de r(IT"). Podemos notar que II” é uma deducao
normal de [(?a)*], ?a)*, ({(a™)* Hgp?a. No caso 5.(b).1.
mostramos a solucao para uma deducao IT” igual. Assim,
o presente caso ¢é resolvido de forma similar.

B. A premissa menor de r(Il') depende apenas de férmulas
topo da forma (?a)* e de pelo menos uma ocorréncia delas:
Nesse caso, IT" é da seguinte forma:

[(C)*] Ca)t [Pa)'] (M)~
21 22

2 ?a)*t
1

E,

Como NDLL’ é correto, nao existe prova para [(?a)*], (?a)*
— J« considerando a atomica e diferente de 1, um ab-
surdo.

C. A premissa menor de r(Il") depende apenas de (!(at))*:
Nesse caso, IT" é da seguinte forma:

(™)t [Co)*] (o)t
21 22
2 ?a)*

1

E,

Seja I1” a subdeducao de IT" determinada pela premissa
menor ?a de r(IT"). Podemos notar que I1” é uma deducao
normal de (/(@*))* g7 2. No caso 5.(b).iii. mostramos
a solucao para uma deducao IT” igual. Assim, o presente
caso é resolvido de forma similar.
iii. As premissas de r(IT") sao !(a*) e ({(ah))*:
Como (!(a*))* nao é um teorema da légica linear, a premissa
maior de r(IT") depende de pelo menos uma férmula topo. Ja
que, pelo principio da subférmula, (!(a*))* sé6 pode ocorrer
em Il como férmula topo, a premissa maior de r(Il') é uma
formula topo e depende de si mesma. Como !(a') também
nao é um teorema da logica linear, a premissa menor de r(IT")
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1v.

depende de pelo menos uma férmula topo da forma (?a)* e
IT" é da seguinte forma:

[((?a)'] (Pa)*
Z
l(ah) ((a)*
1 E,

No entanto, a subdeducao de IT" determinada pela premissa
menor de r(IT") é uma deducao normal de [(?a)*], (?a)* lW
() e é menor do que IT, um absurdo.

As premissas de r(IT') sdo (2a)* e (2a)**:

Como (?a)** nao é um teorema da légica linear, a premissa
maior de r(I") depende de pelo menos uma féormula topo.
J& que, pelo principio da subférmula, (?a)** sé pode ocorrer
em Il como férmula topo, a premissa maior de r(Il") é uma
formula topo e depende de si mesma. No entanto, a férmula
final de IT" s6 depende de férmulas topo da forma (?a)* ou
(Y(a*))*. Assim, a premissa maior de r(IT") ndao poderia ser da
forma (?a)**, um absurdo.

(f) r(al’) é L.:
Nesse caso, IT" é da seguinte forma:

[(P)*] Q@) (ah)t 1+
2

f Lew)

No entanto, L+ nao pertence a F, um absurdo.

F.2 Incompletude do sistema NDLL”

Seja NDLL” o sistema de deducao natural obtido de NDLL pela substituicao
respectiva das regras I,, E,, C, e W, pelas regras I,’, E,”, C,” e W,” mostradas

abaixo:
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(n > 0 e B nao depende de nenhu-
ma outra ocorréncia de férmula
topo além de lay,..., !a,. Assim,
se n =0,  é um teorema.)

gl . B o

% 1B ... 1B, -y
0% 7 (J1seesdnsk)

(n > 0, y é da forma 2§ ou

L e nao depende de qualquer
ocorréncia de férmula topo além

de 181,..., 1B, e @.)

Podemos notar que NDLL é uma generalizacao de NDLL”, e portanto,
NDLL” é correto e fracamente normalizdvel da mesma forma que NDLL.
Nesse apéndice, no entanto, queremos demonstrar que NDLL” é incompleto.
Provamos entao o seguinte Teorema:
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Teorema F.2 (Incompletude do sistema NDLL”) Nao eriste dedugoes em
NDLL” para todos os teoremas da logica linear.

Por reducao ao absurdo, assumimos o contrario, ou seja, para cada teo-
rema da logica linear existe pelo menos uma deducao em NDLL” que o prova.
Logo, em NDLL” existe uma deducao normal IT para o teorema da légica li-
near (?a@)* r!(at) sendo @ uma férmula atomica diferente de L e 1¥. Sem
perda de generalidade, assumimos que IT é a menor® entre todas possiveis
dedugoes normais em NDLL” para (?a)* +!(a*). Por ser normal, IT obedece
o principio da subférmula e todas as formulas que ocorrem em II pertencem
ao seguinte conjunto:

F ={?)* (D), Q) @), a,at, 0t 2, L)

Logo, o conjunto das regras de inferéncias que ocorrem em I1 é um sub-
conjunto proprio de {I,”,E,,I,,E,",C’,W,",I,,E,, L.}. Além disso, as férmulas
), (M(e@h))t e et sé ocorrem em IT se forem hipéteses descartadas por
aplicacao de L.

Como !(at) é a férmula final de I, temos os seguintes casos dependendo
de r(IT):

1. rdD é 1,

Nesse caso, a* é a ultima premissa de r(IT) e, pelas restricoes da regra
I,’, s6 depende de féormulas topo da forma !6. Assim, a férmula topo
(?a)* ocorre necessariamente acima de uma premissa intermedidria de
r(IT). Dessa forma, para 1 <i < n, I1 seria da seguinte forma:

(2a)* !,B{l !ﬁ{i U
2 2 2z, DI
B ... 1B ... 1B at
(b LG

Como a premissa intermediaria !8; pertence a F, |3; é da forma !(a™).
Seja IT" a subdeducao de IT determinada pela premissa intermediéria
!8;. Podemos notar que IT" é uma deducao normal de (?a)* IW!(Q/L)
e IT" é menor que II, um absurdo.

Q) Fl(ab) é facilmente demonstrado no calculo de seqiientes linear para qualquer a.
A restricao “sendo @ uma férmula atémica diferente de L e 1”7 facilita nossa demonstragao
da incompletude do sistema NDLL”

SEm relacdo ao tamanho das deducdes em NDLL”
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2. r(IT) é By:
Nesse caso, IT é da seguinte forma:
(?a)*

N(at)
()

No entanto a premissa !!(a*) de r(Il) nao pertence a F, um absurdo.

3. r(ID) é Cy:

Seja ¢ a premissa maior de r(IT). Pela restricao da regra C,’, o simbolo
principal de § é !. Como pertence a F, ¢ é da forma !(a*). J& que !(at)
nao é um teorema da légica linear, § depende da férmula topo (?a)* e
IT é da seguinte forma:

Qa)t oty oty
o 5,
(at) ) ~,
@) Cri

Além da férmula topo (?a)*, 6 ndao depende de qualquer outra férmula
topo, pois a féormula final de IT também s6 depende de (?a)*.

Seja IT" a subdeducao de IT determinada pela premissa maior ¢ de r(IT).
Podemos notar que IT" é uma deducao normal de (?a)* IW!(QL) elIl’
¢ menor que II, um absurdo.

4. r(Il) é W,

Nesse caso, I1 seria da seguinte forma:

I
B o) .,
I(ab) Wi

Por pertencer a F, |8 é da forma !(a*). Como !(a*) ndo é um teorema
da légica linear, ambas as premissas de r(IT) dependem de pelo menos
uma férmula topo. No entanto, a féormula final de IT depende apenas
de uma ocorréncia de (?a)*, um absurdo.

5. 1(ID) 6 L.

Nesse caso, IT é da seguinte forma:
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Qa)t  ((ah)*Y
x
@ J-c(j)

Seja IT" a subdeducao de I1 determinada pela ocorréncia de L ilustrada
acima. Assim IT" é a menor deduc@o normal de (?e)*, (/(e")* g7 L
e é da seguinte forma:

(Qa)t (Ma)*
z
I

Temos os seguintes casos dependendo de r(IT"):

(a) r(IT’) é Ey:
Nesse caso, IT" é da seguinte forma:

()t (Nah)*
2
'L
Th

No entanto a premissa ! L de r(I") nao pertence a F, um absurdo.
(b) r(IT") é Ey":

Seja 78 a premissa maior de r(IT"). Por pertencer a F, 78 é da forma

2. Como ?a nao é um teorema da légica linear, 7?8 depende de

pelo menos uma das férmulas topo (2a)* e (!(at))*. Assim, temos
0s seguintes casos:

i. 28 depende de ambas férmulas topo (?a)* e (!(a™))*:
Nesse caso, IT" seria da seguinte forma:

?a)* (o)t Y AN L
2 2 DI DI
2 vi ..y, L,
n Eo Gy
Podemos notar que as premissas intermediarias !y,..., !y,

nao dependem de qualquer férmula topo, pois a féormula fi-
nal L de IT" também nao depede de férmulas topo além de
uma ocorréncia de (?a)* e de uma ocorréncia (!(a*))*. Logo,
"Y1, ..., Y, sdo teoremas da légica linear. Como F nao contém
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ii.

1il.

qualquer teorema da légica linear para a atomica e diferente
de L e 1, entao n = 0, r(Il') nao possui premissas inter-
mediarias, e I1" é da seguinte forma:

()t (Mat)™ g
21 22

?CL’ L 9
L E? (k)

Como NDLL” ¢é correto, nao existe prova para @ g7 L con-
siderando a atomica e diferente de L, um absurdo.

78 depende apenas de (?a)*:

Nesse caso, IT" é da seguinte forma:

Qa)t  (Mat)* (at) oF

21 22 23
2a () Lo
T ? (jik)

Como NDLL” é correto, nao existe prova para (!(at))* lW
() considerando « atomica e diferente de L, um absurdo.

78 depende apenas de (!(a*t))*:
Nesse caso, IT" é da seguinte forma:

(Mot Qo) 1ty o
)

1 Z2 22
2 '(ah) 1L,
n E2Gw

Seja I1” uma subdeducgao de IT" determinada pela premissa
intemediaria !(a*). Podemos notar que IT” é uma deducao
normal de (?a)* IW!(()#) e IT” é menor que I, um absurdo.

(c) r(Il’) é Cy:
Seja !B a premissa maior de r(Il"). Por pertencer a F, |8 é da
forma !(a*). Como !(a*) ndo é um teorema da légica linear, !B
depende de pelo menos uma das férmulas topo (?a)* e (!(a*t))*.
Assim, temos os seguintes casos:

1.

'8 depende de ambas férmulas topo (?a)* e ({(a*))*:
Nesse caso, IT" é da seguinte forma:

Ca)t (M)t et Net)
z1 22

(™) 1
Cri

1
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11.

iii.

Como NDLL” é correto, nao existe prova para !(at), !(at) lW
1 considerando a atomica e diferente de 1, um absurdo.

'8 depende apenas de (?a)*:

Nesse caso, IT" é da seguinte forma:

Pyt 1@ty Nt (et
ot s
I(ah) 1L Clo

1

Seja IT” uma subdedugao de IT" determinada pela premissa
maior !(a*). Podemos notar que IT” é uma deducao normal
de (?a)* lm!((f‘) e I1” é menor que II, um absurdo.

I8 depende apenas de (!(a*))*:

Nesse caso, IT" é da seguinte forma:

(@ Nt ety Wty Qa)t
2:1 22

'(at) L '
N0

4

Como NDLL” é correto, nao existe prova para (!(at))* lW
!(a) considerando « atomica e diferente de L, um absurdo.

(d) rIr)é w,:
Seja !B a premissa maior de r(Il"). Por pertencer a F, |8 ¢é da
forma !(a*). Como !(a*) nao é um teorema da ldgica linear, !B
depende de pelo menos uma das féormulas topo (?a)* e (!(at))*.
Assim, temos os seguintes casos:

1.

ii.

'8 depende de ambas férmulas topo (?a)* e ({(a*))*:
Nesse caso, IT" é da seguinte forma:

()t (N )*
Z

(ah) L
1

Wy’

Como NDLL” ¢é correto, nao existe prova para g7 L, um
absurdo.

I8 depende apenas de (?a)*:

Nesse caso, IT" é da seguinte forma:

Qo)™ ()t

'(21 ) ng

(™t I
T W,
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Seja IT” uma subdeducao de IT" determinada pela premissa
maior !(a*). Podemos notar que IT” é uma deducao normal
de (?a)* IW!(QL) e IT” é menor que I, um absurdo.

iii. !B depende apenas de (!(a*))*:
Nesse caso, IT" é da seguinte forma:

(@)D" ()t
Z:l 22
'(ah)

1

Como NDLL” é correto, nao existe prova para (!(at))* lW
'(at) considerando « atomica e diferente de L, um absurdo.

(e) r(Il’) é E;:
As premissas de r(IT") pertencem a F. Logo temos um dos seguintes
casos:

I
W)

i. As premissas de r(IT") sdo a e a*:
Como a e a* nao sao teoremas da logica linear, cada uma das
premissas de r(Il") depende ou da férmula topo (?a)* ou da
formula topo (!(a*))*. Assim temos os seguintes casos:
A. a depende de (?a)* e at depende de (!(at))*:
Nesse caso, IT" é da seguinte forma:

Qa)t (a)*
21 2

a a
L E,

Como NDLL” é correto, ndo existe prova para (?a)* lW

a considerando a atomica e diferente de 1, um absurdo.
B. a depende de (!(a*))* e a* depende de (?a)*:

Nesse caso, IT" é da seguinte forma:

(b (o
>

1 2

o a
1 B,

Como NDLL” é correto, nao existe prova para (!(a*))* lW
a considerando @ atomica e diferente de 1, um absurdo.
ii. As premissas de r(IT") sao ?a e (?a)*:
Como ?a e (?a)* nao sao teoremas da logica linear, cada uma
das premissas de r(IT") depende ou da férmula topo (?a)* ou
da férmula topo (!(a*))*. Assim temos os seguintes casos:
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A. ?a depende de (?a)* e (?a)* depende de (!(at))*:
Nesse caso, IT" é da seguinte forma:

Qa)t (Ma)*
2 2
e’ (?a)*t

1 E,

Como NDLL” é correto, nao existe prova para (?a)* lW

?a considerando a atomica e diferente de 1, um absurdo.
B. ?a depende de (!(a*))* e (?a)* depende de (2a)*:

Nesse caso, IT" é da seguinte forma:

(M) (Qa)*
2 2
2 ?a)*

1 E,

Seja I1” a subdedugao de IT" determinada pela premissa
menor ?a de r(IT"). IT” é uma menor dedugao normal de
(M(ah))* IW?Q. Temos os seguintes casos dependendo de
r(I1”):
o r(IT") é Iy:

Nesse caso, IT” é da seguinte forma:

(@)
%

Como NDLL” é correto, nao existe prova de (!(a*))* lW

a considerando @ atomica e diferente de 1, um absurdo.
o r(IT1”) é Ey:

Por pertencer a F, a premissa maior de r(IT") é da forma

?a. Como ?a nao é um teorema da légica linear, a pre-

missa maior de r(IT”) depende da férmula topo (!(a™))*.

Podemos observar que I1” é da seguinte forma:

et o
%1.1 %1.2
' {04 9
T 70
Seja I a subdedugao de I1” determinada pela pre-
missa maior ?a de r(IT"”). IT"” é uma dedugao normal
de ({(at))* Im?oz e é¢ menor que IT”, um absurdo.
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o r(IT") € Cy:
Por pertencer a F', a premissa maior de r(IT"") é da forma
(). Como !(a*) ndo é um teorema da légica linear,
a premissa maior de r(IT"”) depende da férmula topo
(Y(a™))*. Podemos observar que I1” é da seguinte forma:

(@)t oty oty
'211 %1.2
(ah) la Cry

T

Como NDLL” é correto, nao existe prova de (!(a*))* lW
!(a*) considerando a atomica e diferente de L, um ab-
surdo.

o r(IT") ¢ W,

Esse caso é similar ao caso anterior no qual r(IT”) é C,’.
o r(IT”) é L,:

Nesse caso, I1” é da seguinte forma:

(@)t (a)

Seja IT”" a subdeducao de I1” determinada pela ocorréncia
de L ilustrada acima. IT"”” é uma deducao normal de
(Ma)*, Qa)*t lW L e é menor que I, um absurdo.
iii. As premissas de r(IT") sao !(a*) e (I(a™))*:
Como !(at) e (I(a™))* nao sao teoremas da légica linear, cada
uma das premissas de r(Il") depende ou da férmula topo (?a)*
ou da férmula topo (!(at))*. Assim temos os seguintes casos:
A. Y(at) depende de (?a)* e (I(at))* depende de ({(a™))*:
Nesse caso, IT" é da seguinte forma:

CQa)t (Na)*
z pX

1 2
o) (M)
I

E,

Seja IT” a subdeducao de IT" determinada pela premissa
menor !(a*) de r(IT"). I1” é uma deducao normal de (?a)* lW
'(a*) e é menor que I, um absurdo.

B. !(at) depende de ({(a?))* e (!(at))* depende de (?a)*:
Nesse caso, IT" é da seguinte forma:
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C) N
3 Y,
) (Mot
1

Como NDLL” é correto, nao existe prova de (!(a*))* lW
() considerando a atomica e diferente de L, um ab-
surdo.

E,

iv. As premissas de r(Il") sao (?a)* e (2a)*™:

Como (?a)* e (?a)*" ndo sdo teoremas da légica linear, cada

uma das premissas de r(Il") depende ou da férmula topo (?a)*

ou da férmula topo (!(at))*. Assim temos os seguintes casos:

A. (?2)* depende de (?a)* e (2a)** depende de (!(a*))*:
Pelo principio da subférmula, (?a)*" s6 poderia aparecer
em I1 como férmula topo. Logo a premissa maior de r(IT")
s6 depende de si mesma. No entanto, no presente caso,
(?a)** depende da férmula topo (!(a*))*, um absurdo.

B. (2a)* depende de (!(a™))* e (2a)** depende de (2a)*:
Esse caso é similar ao caso anterior.

(f) r(al) é L.
Nesse caso, IT" é da seguinte forma:
()t (@b~ L
z

1

f Lew

No entanto, L+ nao pertence a F, um absurdo.



Apéndice G

Lemas Auxiliares a
Normalizacao

Lema G.1 (Lema sobre ocorréncias de férmulas maximas do tipo 1.(e) e
4.(c)) Seja IT uma deducao de Flm 1 tal que:

1. @ € a unica ocorréncia de formula mdzima em I1;

2. a € premissa menor de r(I) e é uma ocorréncia de formula mdzxima do
tipo 1.(e) ou 4.(c).

Entao 11 € reduzida a uma dedugao normal 1" de T 7 L.

Provamos esse Lema G.1 por indugao em s(a).
Como a é uma ocorréncia de férmula maxima do tipo 1.(e) ou 4.(c), r(IT)
é E, e i(I) = (0,0). Entao temos os seguintes casos dependendo de a:

1. @ é ocorréncia de férmula méaxima do tipo 1.(e):
Nesse caso, IT é da seguinte forma:
IT =

aJ_]

T
@ Lt gt
1 o

IT é reduzida a uma deducao I1" através da redugao 22 como segue:
Il =

168
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4

Podemos notar que IT" é normal.

2. a é ocorréncia de férmula maxima do tipo 4.(c):

Nesse caso, a é conclusao de uma regra R tal que R é Eg, Eg, E3, Eo,
C,, W, ou E;. Entao temos os seguintes casos dependendo de R:

(a) R é E®, Eg, C!, W! ou EIZ

IT é da seguinte forma:
II =

1
01
1 B,

Tal que B é a premissa maior de R. Entao Il é reduzida a uma
dedugao II} através da redugao 23 como segue:

IT} =
2
B L *
T R

Se I ¢é normal, entao I" = II]. Se nao, a ¢ também uma ocor-
réncia de férmula méxima do tipo 1.(e) ou iv).(c) em IIj. Nesse
caso, seja II; a subdedugao determinada pela ocorréncia de L mais
acima ilustrada acima em IIj. II} é da forma descrita por esse
Lema G.1. Como s(a) em IT5 é¢ menor que s(a) em II, por hipétese
de indugao, IT; é reduzida a uma dedugao normal IT;. II" ¢ entao
a seguinte deducao normal:

Il =

R é Eg:

IT é da seguinte forma:
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1=
ﬁjl /)/./2
Z:1 22 23
ey a «a
a EGB(j|,j2) at
1 E,

Entao II é reduzida a uma deducao I1} através da reducao 24 como

segue:
HT =
ﬁjl /}/JZ
%, Y,
o a at E a at E
ﬁ@,y J_ 1 J_ L
1L E@(Jl J2)

Se IT] ¢ normal, entao II" = II]. Se nao, pelo menos uma das
subdeducoes determinadas pelas premissas menores L ilustradas
acima em II} ¢ da forma descrita por esse Lema G.1.

Seja IT5 a subdeducao de IT} determinada pela primeira premissa
menor L (na ordem da esquerda para a direita) e ITj a subdedugao
determinada pela segunda. Podemos notar que s(a) em II e em
IT; é menor que s(a) em II.

Assim, se IT; é da forma descrita por esse Lema G.1, entao, por
hipétese de inducao, IT; é reduzida a uma deducao normal IT3*. O
mesmo ocorre com II5: se I} ¢ da forma descrita por esse Lema
G.1, entao, por hipétese de indugao, IT; é reduzida a uma dedugao
normal II}".

Sejam IT} e IT} as seguintes deducoes:
e Se II; ¢ normal IT) = IT;, se nao IT, = I15".

e Se II; é normal IT} = ITj,

se nao I} = IT3".
Entao, IT" é a seguinte dedugao normal:

Il =

2
poy IL I
1L ®(J1,j2)

(C) R ¢ Ef_yi

IT é da seguinte forma:
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II =
¥yl v B
%é 22 Z:n+1 2n+2
B oy .. Yn a
@ EnGoeuby gt -
J_ 1

Entao IT é reduzida a uma dedugao I1j através da redugao 25 como
segue:
IT} =

o B
2n+2
3, DI @ @

E
B Yy ... Y. at Lp o
L 20 1seesfnt 1K)

LJn+l

Se II} é normal, entao I1" = II]. Se nao, @ é também uma ocorrén-
cia de férmula méxima do tipo 1.(e) ou 4.(c) em IIj. Nesse caso,
seja IT; a subdeducao determinada pela ocorréncia mais acima de
L ilustrada acima em ITj. II; é da forma descrita por esse Lema
G.1. Como s(a) em II5 ¢ menor que s() em II, por hipétese de
inducao, IT; é reduzida a uma deducao normal IT;. II" é entao a
seguinte deducao normal:

Ir =

21 Z 2
2 n+1 .
B v oo Ve ot I
1 EoGi o

Lema G.2 (Lema da permanéncia) Seja I1 uma dedugio tal que i(II) =
(0,0). Entao, sell é reduzida a uma deducao I, m(IT") = (0, 0).

Como i(IT) = (0,0), qualquer ocorréncia de féormula maxima em II é do
tipo 1.(e) ou 4.(c). Entao Il" é obtida a partir de IT atravé das redugoes 22,
23, 24 e 25. Podemos notar que nenhuma dessas redugoes ¢ capaz de produzir
ocorréncias de formulas discordantes em IT’. Assim, i(IT") = (0, 0).
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Lema G.3 (Lema sobre dedugoes de indice (0,0)) Seja IT uma deducao de
r IW,B tal que i(IT) = (0,0). Entao Il € reduzida a uma dedugao normal I

de T B.

Se IT é normal, entao IT" = I1.

Se nao, provamos esse Lema G.3 por inducao em [(IT).

Entao seja Il,...,II, as subdeducoes imediatas de r(IT) tal que II é da
seguinte forma:

II=

IT, ﬂ I1, H(IT)

Como [(IT;) < [(IT), para 1 < i < n, por hipdtese de inducao, IT; é reduzida
a uma deducao normal IT. Entao seja IT* a seguinte deducao:

I =

I, ... I, (1
;
B

Se IT* é normal, entao IT" = IT*. Se nao, pelo Lema G.2, i(IT*) = (0,0), B8 é
1 e IT* é da seguinte forma:

I =

2

1
a_ «a
1 E,

Tal que @ é ocorréncia de formula méxima do tipo 1.(e) ou 4.(c). Como
podemos notar, IT* é da forma descrita pelo Lema G.1. Entao IT* é reduzida
a uma dedugao normal IT".

Lema G.4 (Lema sobre ocorréncias de formulas maximas do tipo 1.(a)) Seja
IT uma deducao de T’ IW B e a a unica ocorréncia de formula mdxrima de
IT tal que a € uma premissa de r(Il) e € uma ocorréncia de formula mdzrima
do tipo 1.(a). Entao 11 € reduzida a uma dedugdo I de T lm B tal que
i(IT) < i(1D).

Podemos notar que i(IT) = i(@). Temos um dos seguintes casos depen-
dendo de r(II):
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1. #(IT) é E_.:
a éy —o Bellé da seguinte forma:
Il =
),j
Zﬁz
X I
Yy y—=B Y
ﬁ —0

Nesse caso, i(IT) = i(y — B).
IT é reduzida pela reducao 1 a uma dedugao I1" como segue:
IT =

%

Y
2

B

Entao, temos um dos seguintes casos:

(a) y nao é uma ocorréncia de férmula discordante em I1’:
Nesse caso, i(IT") = (0,0) < i(I) = i(y — B).
(b) ¥ é uma ocorréncia de férmula discordante em IT':
Nesse caso, como d.(y) < d.(y — B) podemos notar que i(Il") =

i(y) < i) =ity — p).
2. r(IT) 6 Eg:
a éy®d ell é da seguinte forma:
II=

Nesse caso, i(IT) = i(y ® 9).
IT é reduzido pela reducao 2 a uma deducao IT" como segue:

Il =
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23

Entao, temos um dos seguintes casos:

(a) ¥ e § nao sdo ocorréncias de férmulas discordantes em IT":
Nesse caso, i(IT") = (0,0) < i(I) = i(y ® 9).
(b) ¥ e/ou & sao ocorréncias de férmulas discordantes em IT:

Nesse caso, como d.(y) < d.(y ® 9) e d.(6) < d.(y ® §) podemos
notar que i(Il") < max(i(y), i(0)) < i(Il) = i(y ® ).

3. r(IT) é Ex:
a é 0, Bé L ellé da seguinte forma:
1=
,yJ_j 5J_/<
i S, %
L
—legw 2 32
V0 ) o

1

Nesse caso, i(IT) = i(y99).
IT é reduzida pela reducao 3 a uma deducao IT" como segue:
I =
X X3
,yJ_ 6J_
L

Entao, temos um dos seguintes casos:

(a) y* e 6* nado sao ocorréncias de férmulas discordantes em IT':
Nesse caso, i(IT") = (0,0) < i(IT) = i(y’0).

(b) y* e/ou 6* sao ocorréncias de férmulas discordantes em IT':
Por definigao, d.(y26) = d.(y) + d.(6) + 2. Assim d.(y*) < d.(y®9)
e d.(6") < d.(y®6). Dessa forma, podemos notar que i(Il") <
max(i(y*), i(64)) < i(I1) = i(y’89).
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4. r(IT) é Ejg ou Epg:
a &y &y, Bé vy parai=1ou?2ellé da seguinte forma:
Il =

F]l./n Fjl---jn
21 p)
Y1 Y2 I
V1&Y2 E &
Vi &

Nesse caso, i(IT) = i(y;&y3).
IT é reduzida pela reducao 4 a uma deducgao I1" como segue:
IT =
r]l.]n
%
Vi

Podemos notar que em I’ nao existem ocorréncias de férmulas discor-
dantes. Logo, i(I") = (0,0) < i(IT) = i(y; &y»).

5. r(IT) é Eg:
a é vy, ®vy, eIl é da seguinte forma para i = 1 ou 2:
IT =
s, [/ )/llq [Jt-n y’2€2
Yi ) 23 24
Y19y B B E
B ®(k1.k2)

Nesse caso, i(IT) = i(y; & y»).
IT é reduzida pela reducao 5 a uma deducao I1" como segue:

Il =

D
1—“]1'"‘]" 71
Zi+2

Entao, temos um dos seguintes casos:
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(a) y; ndo é uma ocorréncia de férmula discordante em IT':
Nesse caso, i(Il") = (0,0) < i(IT) = i(y; ® y2).
(b) ¥; é uma ocorréncia de férmula discordante em IT:

Nesse caso, como d.(y;) < d.(y; ® y,) podemos notar que i(Il") =
i(y)) < i1D) = i(y1 ® y2).

6. r(Il) é Ey:
a é Vxy, B é y:ell é da seguinte forma:
II=
z
Ya
Vxy IE\S,
o

Nesse caso, i(IT) = i(Vxy).
IT é reduzida pela reducao 6 a uma deducao IT" como segue:

I =

2(1

t

Y;

Podemos notar que em IT" nao existem ocorréncias de formulas discor-
dantes. Logo, i(IT") = (0,0) < i(IT) = i(Vxy).

7. r(Il) é E3:
a é dxy e Il é da seguinte forma:
IT =
21 fy;lfj
Vi >,
dxy I3 B Eo
B =(§))

Nesse caso, i(I) = i(dxy).
IT é reduzida pela reducao 7 a uma deducao I1" como segue:

Il =
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Entao, temos um dos seguintes casos:

(a) ¥’ nao é uma ocorréncia de férmula discordante em IT:
Nesse caso, i(IT") = (0,0) < i(IT) = i(Axy).
(b) ¥ é uma ocorréncia de férmula discordante em IT’:

Nesse caso, como d.(y}) < d.(dxy) podemos notar que i(Il") =
i(y;) < i(dl) = i@xy).

8. r(Il) é E:
a ¢é !B eIl é da seguinte forma:
IT =
v v
21 Zn Z:n+l
o e By
1B YJtseesfn)
Z g
B

Nesse caso, i(IT) = i(!B).

Como, em II, !B é a tnica ocorréncia de formula maxima, entao nenhu-
ma da premissas intermedidrias 7y,...,7y, ilustradas acima pode ser

conclusao de uma regra de introdugao ou de qualquer uma das regras
J—w E®7 EéBa E37 C!7 W! € El~

IT é reduzida pela reducao 8 a uma deducao IT" como segue:

I =
2 2,
Y1 e Yn
2n+l
Como as ocorréncias de férmulas yy,...,7y, ilustradas acima nao sao

conclusao de uma regra de introdugao ou de qualquer uma das regras
1., Eg, Eg, E5, C,, W, e E;, entao em II" nao existem ocorréncias de
férmulas discordantes. Logo, i(I1") = (0,0) < i(IT) = i(!B).
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9.

10.

r(IT) é E,:
a é ?y e Il é da seguinte forma:
IT=
% S
l I, 22 z:n+1 Z:n+2
B 2(15eesJnsk)

Nesse caso, i(I) = i(?y).

Como, em II, ?y é a unica ocorréncia de féormula maxima, entao ne-
nhuma da premissas intermediarias ¢y, ..., d, ilustradas acima pode ser
conclusao de uma regra de introdugao ou de qualquer uma das regras
Lo, E®, Eg, Eg, Cy, W, e E;.

IT é reduzida pela reducao 9 a uma deducao I1" como segue:

I =

by} L1 2
0 1 . (Sn Y
z:n+2
Como as ocorréncias de féormulas 6y, ..., 8, ilustradas acima nao sao

conclusao de uma regra de introducao ou de qualquer uma das regras
1., Eg, Eg, E3, C,, W, e E;, entao a tnica ocorréncia de férmula de IT
que pode ser discordante ¢ y. Logo temos um dos seguintes casos:

(a) ¥ nao é uma ocorréncia de férmula discordante em IT':
Nesse caso, i(IT") = (0,0) < i(IT) = i(?y).
(b) ¥ é uma ocorréncia de férmula discordante em IT':

Nesse caso, como d.(y) < d.(?y) podemos notar que i(Il") = i(y) <

i) = i(?y).
r(IT) é Ey:
a ¢ 1 eIl é da seguinte forma:
IT =
>
— 1, &
1
B E,
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11.

Nesse caso, i(II) = i(1) = (1, 1).
IT é reduzida pela reducao 10 a uma deducao IT" como segue:
IT =

2
B

Podemos notar que em II" nao existem ocorréncias de férmulas discor-
dantes. Logo, i(IT") = (0,0) < i(IT) = i(1) = (1, 1).

rdD) é E,:
aé vyt Bé Lellé da seguinte forma:
Il =
’)’j
i
= L
Y 7 E
1 1

Nesse caso, i(IT) = i(y™*).
IT é reduzida pela reducao 11 a uma deducao II" como segue:
I =

%

Y

2
i

Entao, temos um dos seguintes casos:

(a) y ndo é uma ocorréncia de férmula discordante em I1’:
Nesse caso, i(IT") = (0,0) < i(IT) = i(y™*).
(b) ¥ é uma ocorréncia de férmula discordante em IT':

Nesse caso, como d.(y) < d.(y*) podemos notar que i(Il") = i(y) <
(I = i(y*).
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Lema G.5 (Lema sobre ocorréncias de férmulas méximas do tipo 1.(b)) Seja

IT uma deducdo de T’ Im B e a a unica ocorréncia de formula mdxima de
IT tal que a € uma premissa de r(Il) e € uma ocorréncia de formula mdzima
do tipo 1.(b). Entao 11 € reduzida a uma dedugio I de T Im B tal que
i(IT) < i(ID).

Podemos notar que i(Il) = i(a), r(Il) ¢ W, e a, a premissa maior de
r(IT), é uma férmula essencialmente !-modal. Temos um dos seguintes casos
dependendo de a:

1. aél:

Nesse caso, I1 é da seguinte forma:
Il =

Th
B

)
B

W,

Nesse caso, i(II) = i(1) = (1, 1).
IT é reduzida pela redugao 38 a uma deducao I1" como segue:
Il =

z
B

Podemos notar que em II' nao existem ocorréncias de férmulas discor-
dantes. Logo, i(I") = (0,0) < i(IT) = i(1) = (1, 1).

2. a é da forma y ® o:

Nesse caso, I1 é da seguinte forma:

II=
Zl 22
L; I,
Y80 " By,
B

Nesse caso, i(IT) = i(y ® 9).
IT é reduzida pela reducao 39 a uma deducao Il" como segue:
IT =



APENDICE G. LEMAS AUXILIARES A NORMALIZACAO 181

X X3
21 u W,
Y B W,
ﬁ .

Entao, temos um dos seguintes casos:

(a) v e d ndo sdo ocorréncias de férmulas discordantes em IT':
Nesse caso, i(IT") = (0,0) < i(I) = i(y ® 9).
(b) y e/ou 6 sao ocorréncias de férmulas discordantes em IT’:

Nesse caso, como d.(y) < d.(y ® §) e d.(6) < d.(y ® §) podemos
notar que i(I") < max(i(y), i(0)) < i(I) = i(y ® 9).

3. a é da forma ly:

Nesse caso, IT é da seguinte forma:

II =
o7 oy
Zl Z” 2n+1
0 o,
I'(Jl ~~~~~ Jn) k2
ly
3 W

Nesse caso, i(IT) = i(ly).

Como, em II, !y é a tnica ocorréncia de férmula méxima, entao ne-
nhuma da premissas intermediarias ¢y, ..., d, ilustradas acima pode ser
conclusao de uma regra de introducao ou de qualquer uma das regras
Lo, E®, Eg, Eg, Cy, W, e E;.

IT é reduzida pela reducao 40 a uma deducao II" como segue:

Il =
2n z:n+2
On
W
2 :
0
lﬁﬁ W,
Como as ocorréncias de férmulas 6y, ..., 0, ilustradas acima nao sao

conclusao de uma regra de introdugao ou de qualquer uma das regras
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1., Eg, Eg, E5, C;, W, e E;, entao em II' nao existem ocorréncias de
formulas discordantes. Logo, i(IT") = (0, 0) < i(IT) = i(ly).

4. a é da forma y*:

Nesse caso, IT é da seguinte forma:
II=

Nesse caso, i(IT) = i(y™*).

A ocorréncia de hipétese y/ é premissa de uma regra R. Como y* é
uma formula essencialmente !-modal, vy é uma féormula essencialmente
?-modal. Dessa forma, se ¥/ for a premissa maior de R, entao R é Eo,
Es ou E,. Assim, temos uma das seguintes redugoes dependendo de R

eyl
(a) R é uma aplicagao de regra de introdugiao ou y/ é premissa menor

de R:

Nesse caso, IT é reduzida pela redugao 41.(a) a uma dedugao IT’
como segue:

I =

T ! ﬁJ_jz

Legn

E,

<AV~

Legin

Entao, temos um dos seguintes casos:

i. ¥ nao é uma ocorréncia de formula discordante em IT":
Nesse caso, i(IT") = (0,0) < i(ITT) = i(y™*).
ii. ¥ é uma ocorréncia de formula discordante em IT":
Nesse caso, como d.(y) < d.(y*) podemos notar que i(Il") =

i(y) < i) = i(y").
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(b) R é uma aplicagao de E_ e ¥/ é a premissa maior de R, assim y/ é
da forma 6*’:
Nesse caso, I é da seguinte forma:
II=

Nesse caso, i(IT) = i(6*").
IT é reduzida pela reducdo 41.(b) a uma deducao II" como segue:

I =
Zé.l %
ﬁ ! ﬁJJ E
1 1
Ziz
= 1y
ﬁ )

Entao, temos um dos seguintes casos:
i. 0 nao ¢ uma ocorréncia de férmula discordante em II":
Nesse caso, i(Il") = (0,0) < i(II) = i(y*) = i(6*7).
ii. ¢ é uma ocorréncia de formula discordante em IT’:
Nesse caso, como d.(6) < d.(6*") = d.(y*) podemos notar que
i(I1) = i(6) < i) = i(y*).
(c) R é uma aplicagao de Eg e ¥/ é a premissa maior de R, assim y/ é
da forma &9¢’:
Nesse caso, I é da seguinte forma:

II=
, Elil 2&2
oY 0 @
1 Es
2
5 1 L
(65¢) B W,
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Nesse caso, i(IT) = i((6"¢)*).
IT é reduzida pela reducao 41.(c) a uma dedugao IT" como segue:
Ir =

Z1.2 22
T, ¢ B
ot B
— W,

ﬁ .

1
213
L
B

Entao, temos um dos seguintes casos:

W,
ﬁJ_j

E,

L

i. 6 e ¢* nao sao ocorréncias de férmulas discordantes em IT':
Nesse caso, i(IT") = (0,0) < i(IT) = i(y™*).

ii. 6% e/ou ¢* sdo ocorréncias de férmulas discordantes em IT:
Nesse caso, como d.(6%) < d.((69¢)") e d.(¢*) < d((69¢)*")
podemos notar que i(IT") < max(i(6*), i(¢*)) < i(IT) = i((6Pp)*) =
i(y").

(d) R é uma aplicacao de E, e y/ é a premissa maior de R, assim y/ é
da forma ?¢/:

Nesse caso, I1 é da seguinte forma:

II=
9011‘ cpf;’ Sln
. 21.1 El.n Z:1.(n+1)
207 @1 ... ep lﬁE” l
w (I aaaaa n+1)
21 (n42)
1 >
I 2
R [
B !

Nesse caso, i(IT) = i((?6)*).

Como, em II, (?6)* é a unica ocorréncia de férmula méxima, entao
nenhuma da premissas intermediarias ¢, ..., ¢, ilustradas acima
pode ser conclusao de uma regra de introdugao ou de qualquer
uma das regras L., Eg, Eg, E5, C;, W, e E;.

Como, em II, (?6)* é a unica ocorréncia de féormula méxima e
Y é uma férmula essencialmente 7-modal, a conclusao ¥ de E,
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ilustrada acima nao pode ser premissa maior ou intermediaria de
uma regra.

IT é reduzida pela reducao 41.(d) a uma dedugao IT" como segue:

I =
po2
1J1
z:l.n u Wg
QOH ﬁ W!
ﬁ .
z:1.1 .
®1 B
— W, L
B . B E,
W Leiin
Z:1.(n+2)
% Leiin)

Como a ocorréncia de férmula ¢ ilustrada acima nao pode ser
premissa maior ou intermediaria de qualquer regra e as ocorrén-
cias de formulas ¢y, ..., ¢, ilustradas acima nao sao conclusao de
uma regra de introducao ou de qualquer uma das regras L., Eg,
Ee, E3, C,;, W, e E;, entao em II" nao existem ocorréncias de
formulas discordantes. Logo, i(IT") = (0,0) < i(IT) = i((?6)*).

Lema G.6 (Lema sobre ocorréncias de férmulas méximas do tipo 4.(b)) Seja
IT uma deducao de T’ IW,B e a a unica ocorréncia de formula mdrima de
IT tal que a € uma premissa de r(Il) e € uma ocorréncia de formula mdzima
do tipo 4.(b). Entdo T1 € reduzida a uma dedugdo I de T lm B tal que
i(T1") < i(T0).

Podemos notar que i(Il) = i(a), r(IT) ¢ W, e @, a premissa maior de r(II),
é uma formula essencialmente !-modal e é conseqiiencia de uma aplicacao da
regra E®, E@, Eg, Cg, W! ou E].

Como «a é uma férmula essencialmente !-modal, d.(a) > 0 ¢ i(a) > (0,0).
Sem perda de generalidade, consideramos i(@) = (p, q).

Seja R a regra da qual a é conclusao. Logo, temos um dos seguintes casos
dependendo de R:

1. Ré E®, Ej, C!, W! ou E]I
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Nesse caso, IT é da seguinte forma:
Il =

YD

Y «@ 3

a R g
ﬁ !

Tal que y é a premissa maior de R.

Podemos notar que i(IT) = i(@) = (p, q).
IT é reduzida pela reducao 12 a uma deducao IT" como segue:

I =

22 Z:3
2 qu
Y ﬁR'

B

Temos um dos seguintes casos:

(a) a nao é ocorréncia de féormula discordante em IT’:
Nesse caso, i(IT") = (0,0) < i(II) = i(p, q)-

(b) @ é ocorréncia de férmula discordante em IT':

186

Podemos notar que a propagacao de @ em II" é igual a g — 1 e
portanto menor que a propagacao de @ em II. Logo, i(a) em IT" é

(p,g—1 eidl') =(p,q—1) <i(Il) = (p,q).

2. R é Eg:

Nesse caso, I1 é da seguinte forma:
Il =

I“{l---}n ,ykl I“{l"-]n 6‘/{2

ly..0y
21 2 23 FZI
vy®Oo 107 a@n 2y
a ®(ki.k2) B W
ﬁ !

Podemos notar que i(IT) = i(@) = (p, q).
IT é reduzida pela redugao 13 a uma deducao I1" como segue:
I =
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T ly..] i ly...1
1"4{1 Jn ,ykl FZ n r‘{l Jn 6/{2 FZ "

22 %4 23 %1

2 @a P a P
y®s B Wi Wi
IB E®(k1 k2)

Temos um dos seguintes casos:

(a) @ nao é ocorréncia de féormula discordante em IT’:
Nesse caso, i(I") = (0,0) < i(II) = i(p, q).

(b) pelo menos uma das ocorréncias de « ilustradas acima é ocorréncia
de féormula discordante em IT":

Podemos notar que a propagacgao de qualquer uma das ocorréncias
de « ilustradas acima em I’ é menor do que ¢ e portanto menor
que a propagacao de @ em II. Logo, i(IT") é menor que i(IT).

Lema G.7 (Lema sobre ocorréncias de férmulas méximas do tipo 1.(d)) Seja
IT uma deducao de T’ IW B e a a unica ocorréncia de formula mdxrima de
IT tal que a € uma premissa de r(Il) e € uma ocorréncia de formula mdzima
do tipo 1.(d). Entao 11 € reduzida a uma dedugdo I de T lm B tal que
i(IT) < i(T0).

Podemos notar que i(IT) = i(a), r(IT) é W, a é conclusao de uma aplicagao
da regra L. e d.(@) > 0, pois @ é uma férmula essencialmente !-modal. Prova-
mos esse Lema G.7 por inducao em [(IT). IT é da seguinte forma:

II =

at’
%
1 2
T L B
—w,
B
IT é reduzida pela reducao 19 a uma dedugao II} como segue:

IT} =
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k 22
o B

ﬁ W! ﬁJ_l E
L +
a,J_ L(k)
2
1
- J-cl
ﬁ 0]
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Como a é uma férmula essencialmente -modal, a* é uma férmula essen-
cialmente ?-modal e portanto jamais poderia ser premissa intermediaria de
uma regra ou premissa maior de C, ou W,. Dessa forma, se a ocorréncia de
formula a* ilustrada acima for uma ocorréncia de féormula discordante em
IT}, ela é premissa maior de uma aplicacao de E,. Assim, temos um dos

seguintes casos:
1. a* nao é ocorréncia de férmula discordante em IT;:

Nesse caso, IT" = IT] e i(II') = (0,0) < i(ID) = i(a).

2. a* é ocorréncia de férmula discordante em IT}:

Nesse caso I1] é da seguinte forma:

IT} =
2,
k
@
W g
1 E,
2 = T
€ E
L 1
= Leg
B U]
IT; é reduzida pela reducao 11 a uma dedugao IT; como segue:
I =
2 %
a
W
I
L 1
= Ll
B U]

Temos um dos seguintes casos:
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(a) @ nao é ocorréncia de férmula discordante em IT;:
Nesse caso, IT" = IT; e i(II') = (0,0) < D) = i(a@).
(b) @ ¢ ocorréncia de féormula discordante em IT;:

Seja II; a subdeducao de II; determinada pela ocorréncia de g
ilustrada acima que é conclusao de W,. Podemos notar que i(Il3) =
i(IT}) = i(a) = i(II). II; é da seguinte forma:

I} =

21 1 22
F W,
B .

Como a é uma ocorréncia de formula discordante, temos um dos
seguintes casos:

i. @ é conclusao de regra de introducao:
Nesse caso, I é reduzida a uma deducao IT; tal que i(IT}) <
i(IT3) pelo Lema G.5. II' é da seguinte forma:
I =

m g

1 E,
22
L
B
Logo, i(Il") = i(I1}) < i(II) = i(II3).
ii. a é conclusao de L.:
Nesse caso, como [(IT}) < I(ID), IT; ¢ reduzida a uma deducao
IT; tal que i(IT;) < i(IT;) por hipdtese de indugao. II' é da
seguinte forma:
Ir =

Loy

m g

T
z:1.2
= Lo

B
Logo, i(IT") = i(IT}) < i(I) = i(I13).
iii. a é conclusao de Eg, Eg, E5, C;, W, ou E;:
Nesse caso, I é reduzida a uma deducao II; tal que i(II}) <

i(IT;) pelo Lema G.6. II" ¢ da seguinte forma:
Ir =
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* J_l
I, B .
J_ L
P
L Loy

B
Logo, i(Il') = i(IT}) < i(TT) = i(TT5).

Lema G.8 (Lema sobre ocorréncias de férmulas maximas dos tipos 2.(a),
2.(d) e 3.(a)) Seja I uma deducao de T Im!,b’ tal que z(IT) > 0, r(I1) € uma
aplicacao de I, ay,...,a, sao as premissas intermedidrias de r(Il) e todas as
ocorréncias de formulas mdrimas de I1 sao premissas de r(I1). FEntao 11 é
reduzida a uma deducao IT" de T’ lm!ﬁ tal que z(IT") < z(IT).

Provamos o Lema G.8 por inducao em [(IT).

Como z(IT) > 0, pelo menos uma das premissas intermediarias aq,...,a,
de r(IT) é uma ocorréncia de férmula discordante. Sejam z(IT) = (p,q,m) e
Y1s.-.,Ym as ocorréncias de féormulas discordantes de II tal que i(yy) = ... =
i(ym) = (p,q). Sem perda de generalidade, consideramos a; para 1 <i<n a
formula v, e {ys, ..., Ym} C{ait1,. .., @}

Temos um dos seguintes casos dependendo de a;:

1. @; é uma ocorréncia de férmula méxima do tipo 2.(a):

Nesse caso, @; é conclusao de uma regra de introducao. Como «; é uma
formula essencialmente !-modal, temos os seguintes casos:

(a) a; é conclusao de Ii:
Nesse caso, I é da seguinte forma:
II =

% 1, S Zy+i
ar ... N O

Tal que y; = a; = 1.

Nesse caso, p =1, g = s(a;) e zID) = (1, g, m).

IT é reduzida pela reducao 26 a uma deducao Il" como segue:
Ir =
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. 71 .
a1 L o
2 i1 2 2, Tt
@y ... Qi Qi a, Lo
':3 V1o Jim1sJit1eeesin)

Temos os seguintes subcasos:

1.

ii.

a ocorréncia de formula 1 ilustrada acima nao é uma ocorrén-
cia de féormula discordante em IT:

Se y; = a; é a unica ocorréncia de féormula discordante de
IT, ou seja m = 1, entao z(I") = (0,0,0) < z(I) = (1,¢4,1).
Caso contrario, se m > 1, entao z(I') = (1,¢g,m — 1) < z(Il) =
(1,q,m).

a ocorréncia de formula 1 ilustrada acima é uma ocorréncia
de férmula discordante em IT':

Nesse caso, podemos notar que s(a;) em I1" é g — 1 e é menor
que s(a;) em I1, logo i(a;) em IT" também é menor que (p, q), e
conseqiientemente, o numero de ocorréncias de férmulas dis-
cordantes em II" de indice (p,q) ¢ m — 1. Logo z(IT") < z(IT).

(b) a; é conclusao de Ig:

Nesse caso, II é da seguinte forma:
II =

T N A
L. ¢ o Lo
'B

Tal que y; =a; =0 ® ¢.

Nesse caso, p =d. (0 ® ¢) e g = s(a;).

IT é reduzida pela reducao 27 a uma dedugao II" como segue:

H/

5/(1 (’Okzl
al' ¢ °
DI i Yo X I Zii1
@il 0 @ @y ... @y

':8 I!(]l ,,,,,, Ji—1.k1.k2, Jiv1

~~~~~~

Jn)
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As ocorréncias de ¢ e ¢ ilustradas acima que sao premissas in-
termedidrias podem ser ocorréncia de férmula discordante em IT’,
porém, como d.(0) < d.(6®¢) e d.(¢) < d.(0® ), essas ocorréncias
de férmulas discordantes nao influenciam z(IT").

Temos os seguintes subcasos:

i. a ocorréncia de férmula 6 ® ¢ ilustrada acima nao é uma ocor-
réncia de férmula discordante em IT':
Se y; = @; é a Unica ocorréncia de férmula discordante de II,
ou seja m = 1, entao z(Il") = (0,0,0) < z(II) = (d.(6 ® ), q, 1).
Caso contrario, se m > 1, entao z(IT") = (d.(6 ® ¢),q,m — 1) <
Z(I) = (d.(6 ® ¢), g, m).

ii. a ocorréncia de férmula 6®¢ ilustrada acima é uma ocorréncia
de férmula discordante em IT':
Nesse caso, podemos notar que s(a;) em I" é g — 1 e é menor
que s(a;) em I1, logo i(a;) em IT" também é menor que (p, q), e
conseqiientemente, o numero de ocorréncias de férmulas dis-
cordantes em II" de indice (p,q) é m — 1. Logo z(IT") < z(IT).

a; é conclusao de I;:

Nesse caso, I é da seguinte forma:

1=
k k
o e
% S g a| 167 @
2 1 $d I ) DI
. 5 (k1 .k) o :
B (i)

Tal que y; = a; =!6.

Nesse caso, p = d.(10) e g = s(@;).

IT é reduzida pela reducao 28 a uma dedugao I1" como segue:
Ir =

¢ .. @
2 d+1
A ke O L .
a/{l... 16 Hnsesla) In
X1 X1 X Zig Zin1 Xy Tl

ay...qi-1 Q1 ... P4  Qiyl...Qp

18 I!(jlnnsji—l,kl,»~7kd,ji+1 ..... Jn)
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As ocorréncias de formulas ¢,..., ¢, ilustradas acima que sao
premissas intermediarias de r(I") nao sao ocorréncias de formulas
discordantes em IT’, pois, caso contrario, elas também seriam ocor-
réncias de formulas discordantes em II, mas essas ocorréncias de
férmulas nao sao premissas de r(Il) e nao poderiam ser ocorréncias
de féormulas discordantes em II.

Temos os seguintes subcasos:

i. a ocorréncia de formula !6 ilustrada acima nao é uma ocor-
réncia de férmula discordante em IT":
Se y; = @; é a Unica ocorréncia de férmula discordante de II,
ou seja m = 1, entao z(I") = (0,0,0) < z(ID) = (d.(19),q,1).
Caso contrario, se m > 1, entao z(I") = (d.(16),q,m — 1) <
z(IT) = (d.(16), g, m).

ii. a ocorréncia de féormula !¢ ilustrada acima é uma ocorréncia
de féormula discordante em IT':
Nesse caso, podemos notar que s(a;) em II" é g — 1 e é menor
que s(a;) em II, logo i(a;) em IT" também é menor que (p, g), e
conseqiientemente, o nimero de ocorréncias de formulas dis-
cordantes em II" de indice (p,q) é m — 1. Logo z(IT") < z(IT).

a; é conclusao de I;:

Nesse caso, I1 é da seguinte forma:

II=
ok ;
Zi a{l é‘J_]t a,],ln
a; ... OF Lo a, I
1B O e )

Tal que y; = a; = 6*.

Nesse caso, p = d.(6") e g = s(@;).

A ocorréncia de hipétese ¢ é premissa de uma regra R. Como
6+ é uma férmula essencialmente !-modal, 6 é uma férmula essen-
cialmente ?-modal. Dessa forma, se 6% for premissa maior de R,
entao R é Ey, Ex ou E,. Assim, temos uma das seguintes redugoes
dependendo de R e 6%

i. R é uma aplicacdo de regra de introducao ou 6 é premissa
menor de R:
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Nesse caso, IT é reduzida pela reducao 29.(a) a uma dedugao
IT" como segue:

a{l 5J_]z a{;n
21 Zi—l z Z:n+1
1 i+1 n
@ @y 0N Qi ... @ By
yﬁ Y(J1seesfin) (!IB)J_lz
1
5 Lew
%
1
1 Lew)

Temos os seguintes subcasos:

A. a ocorréncia de formula ¢ ilustrada acima nao é uma o-
corréncia de férmula discordante em IT':
Se y; = a; ¢ a Unica ocorréncia de féormula discordante
de II, ou seja m = 1, entao z(I") = (0,0,0) < z(II) =
(d.(6%),q,1). Caso contrario, se m > 1, entao z(Il") =
(d(64), g, m — 1) < z(I) = (d.(6%), g, m).

B. a ocorréncia de férmula § ilustrada acima é uma ocorrén-
cia de féormula discordante em IT":
Nesse caso, R é uma regra de introducao e ¢ é a premissa
maior de R. Como d.(6) < d.(6+) = p, o numero de ocor-
réncias de férmulas discordantes em IT” de indice (p, q) ¢é
m— 1. Logo z(IT") < z(IT).

ii. R é uma aplicacdo de E, e 6" é a premissa maior de R, assim
sk ¢ da forma ¢**:
Nesse caso, I1 é da seguinte forma:

1=
2i.l 1k
LA E
L
ZJ_ jl _J_J—ji jn
in a ... ey
1
2 —1 Liw >, DI
a © e ay [)’I
8 Ut veedn)

1L

Tal que y; = a; = ¢
Nesse caso, p = d.(¢*") e g = s(a)).
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Nesse caso, IT é reduzida pela reducao 29.(b) a uma dedugao
IT" como segue:

II' =
k
(pkl S0J_ 2 E
L I )l
al' ... ot Yoo a
2 Zip Zin T Xy L1
al...di-1 (" Qjy1. ..y B L(' o D L
'18 (U1 Ji=1,K15 Ji+15Jn (yﬁ)J_ 3 E
1L L
Ziz
1 Leks)

A ocorréncia de ¢ ilustrada acima que é premissa intermediaria
de I, pode ser ocorréncia de formula discordante em IT". O

. ~ . , 1L
mesmo pode se dizer sobre a ocorréncia de formula ¢+ ilustrada
acima. Dessa forma, temos os seguintes subcasos:

A. ¢ e ¢*" nio sdo ocorréncias de férmulas discordantes em
IT:
Se y1 = a; ¢ a Unica ocorréncia de féormula discordante
de II, ou seja m = 1, entao z(I") = (0,0,0) < z(IT)
(d.(¢*),q,1). Caso contrario, se m > 1, entdo z(IT")
(dc(‘)DJ_l)’ q,m — 1) < Z(H) = (dc(()DLJ_)’ q, m)

B. ¢ e/ou ¢** sdo ocorréncias de férmulas discordantes em
IT:
Nesse caso, se ¢ for ocorréncia de férmula discordante em
I, d.(¢) < d.(¢*") e se ¢, por sua vez, for ocorréncia
de férmula discordante em IT’, s(¢**) em II’ é menor que
s(¢**) em II. Logo, mesmo no pior caso no qual tanto ¢
quanto ¢** sdo ocorréncias de férmulas discordantes em
I, z(IT") < z(TD).

iii. R é uma aplicacdo de Ex e 6" é a premissa maior de R, assim

o ¢ da forma @yt

Nesse caso, I1 é da seguinte forma:

Il =
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i1 22
AL
2
L J1 i Jn
i3 ay ... PRY o 4
Z #I Zn z:n+1
a} PP O ey Lo
'ﬁ Y(J1seeonfin)

Tal que y; = a; = @S¢~ .

Nesse caso, p = d.(e2y*) e g = s(a;).

Nesse caso, IT é reduzida pela redugao 29.(c) a uma dedugao
IT" como segue:

Ir =
k: k
(p?wkl SDJ_ 2 wJ_ 3 E
L 1
. i :
A Syt k) .alr
21 Z,‘_1 Zij_l Z’f z:i+1 z:n E’H'l
ay...Qi1 @ W Qjt]...Ap Lo o ks it i) k
'ﬁ UL Ji=15K2:K35 Ji+15n ('ﬂ)J_ 4 E
T 1
Zi3
13 Ltk

As ocorréncias de ¢+ e Y+ ilustradas acima que sao premissas
intermediarias de I, podem ser ocorréncias de férmulas dis-
cordantes em IT". O mesmo pode se dizer sobre a ocorréncia
de formula @2yt ilustrada acima. Dessa forma, temos os
seguintes subcasos:

A, o, Ut e 9yt nao sao ocorréncias de formulas discordan-
tes em IT':
Se y; = a; ¢ a Unica ocorréncia de formula discordante
de II, ou seja m = 1, entao z(I") = (0,0,0) < z(Il) =
(d.(p2¥t),q,1). Caso contrario, se m > 1, entao z(IT") =
(de(psy), q,m = 1) < z(ID) = (de(@2Y), g, m).

B. ¢*, ¢t e/ou ¢@yt sdo ocorréncias de férmulas discordan-
tes em IT":
Nesse caso, se ¢+ for ocorréncia de férmula discordante
em IT, d.(¢*) < d.(¢9¢"), se Y+ for ocorréncia de for-
mula discordante em IT', d.(¢*) < d.(@9¢") e se Ry,
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por sua vez, for ocorréncia de formula discordante em IT’,
s(e2yt) em IT" é menor que s(¢’2y+) em I1. Logo, mesmo
no pior caso no qual tanto @Y+ quanto ¢* e ¥+ sao o-
corréncias de féormulas discordantes em IT', z(IT") < z(IT).
iv. R é uma aplicacdo de E, e 6* é a premissa maior de R, assim
5% é da forma ?2¢*:
Nesse caso, I é da seguinte forma:

Il =
111 ] wi;l‘pldﬂ
) i1 g 2 d+1
'7(,0 lﬁl ce l//d T E
- 21 seeslar1) i LJi J
DIPI a (M)
L
% L ® o ¥
ag... (?¢) Sl I
|ﬁ Y(J1seeesdn)

Tal que y; = a; = (2¢)*.

Nesse caso, p = d.((?¢)*) e g = s(@;).

Nesse caso, IT é reduzida pela reducao 29.(d) a uma dedugao
IT" como segue:



TH

v+Pyo —
T
N+~u..~w
yor- L
T
E&AAQC (e ey iy :
u + N
& T 2 T.\d ﬂ ﬂ% ﬁlvé WB
I+ ¢ RCOIRe¢ BCOS :
u DRI [ ‘—‘
:\B ANV\V._‘H ._|ASOV _.\\@
.ﬂm .
ey Y G | wk ,
" .. h{
L4 “ry ot e

Pp...
:E& 5

!
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A ocorréncia de & ilustrada acima que é conclusao de L.
nao pode ser premissa intermediaria em II" porque 7 é uma
formula essencialmente 7-modal. Essa mesma ocorréncia de
7 também nao pode ser premissa maior em IT" pois, em II, &
é conclusao de E, e se fosse premissa maior de alguma regra
também seria ocorréncia de formula discordante em I1, mas x
nao é premissa de r(Il) e, logo, nao poderia ser uma ocorréncia
de férmula discordante em II.

As ocorréncias de férmulas 1, ..., ¥, ilustradas acima que
sao premissas intermediarias de I, nao podem ser ocorréncias
de férmulas discordantes em IT’, pois, caso contrarios, essas
formulas também seriam ocorréncias de formulas discordantes
em II. Como em II essas formulas nao sao premissas de r(Il),
elas nao poderia ser ocorréncias de formulas discordantes.

A ocorréncia de férmula (?¢)* ilustrada acima pode ser dis-
cordante em IT". Dessa forma, temos os seguintes subcasos:

A. a ocorréncia de férmula (?¢)* ilustrada acima nao é uma
ocorréncia de férmula discordante em I1”:
Se y; = a; é a Unica ocorréncia de féormula discordante
de II, ou seja m = 1, entao z(I") = (0,0,0) < z(II) =
d.((?¢)*),q,1). Caso contrario, se m > 1, entao z(I') =
d((?9)h), g, m = 1) < z(D) = (dc((?9) "), g, m).

B. a ocorréncia de férmula (?¢)* ilustrada acima é uma ocor-
réncia de férmula discordante em IT':
Nesse caso, podemos notar que s(a;) em Il" ¢ g -1 ¢ ¢
menor que s(a;) em II, logo i(e;) em II" também é menor
que (p,q), e conseqliientemente, o nimero de ocorréncias
de férmulas discordantes em IT” de indice (p,q) é m — 1.
Logo z(IT") < z(IT).

2. @; ¢ uma ocorréncia de férmula maxima do tipo 2.(d):

Nesse caso, a; é conclusao de L, e IT é da seguinte forma:

I1=
1k
a: ,
z’:l ol L ay
21 1 > 2n+1
Q) a; Lewy a, B
T L)

Nesse caso, p = d.(a;) e g = s(a;).
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Nesse caso, II é reduzida pela redugao 20 a uma deducao IIj como

segue:
Hl =
a{l ain
21 Zi—l I Zz+1 Zn 2:n+1
(03] a1 Q@ i1 ay, L( ) 1
| J1seeesjn | )
E - W
— 1
1 c(h)
a;
%
1
13 Lewy)

Temos os seguintes casos:

(a)

@; nao ¢ uma ocorréncia de férmula discordante em IIj:

Nesse caso, Il = II. Se y; = @; é a tnica ocorréncia de férmula
discordante de II, ou seja m = 1, entao z(Il") = (0,0,0) < z(IT) =
(d.(a;),q,1). Caso contrario, se m > 1, entao z(I"') = (d.(«;), g, m —
1) < z(I) = (dc(@)), g, m).

@; é uma ocorréncia de férmula discordante em ITj:

Como «; é uma férmula essencialmente !-modal, ;" ¢ uma férmula
essencialmente 7-modal. Logo, @; nao pode ser premissa inter-

mediaria de qualquer regra. Por ser ocorréncia de féormula dis-

cordante em IIj, @; é premissa maior de E, e II] é da seguinte

forma:
IT} =
a{] ain
2 I I it 2, P
ay a1 a; (077 N ¢ 27 ,31
!,3 Y 1smeesJin) (!ﬁ)ﬂz
E
i1 = Lean
l‘ .
1 l EJ‘
212

1
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Nesse caso, I} é reduzida pela redugao 11 a uma dedugao IT; como

segue:
;E
a{l ain
2 i1 i X 2, Tt
ay ... i1 @ iy ay I
'ﬁ Y(J1seennfin) (yﬁ)J_lz
1 EL
Zj_'z
@lcaz)

Seja ITj a subdeducao de II; determinda pela ocorréncia de !B
ilustrada acima que ¢ conclusao de I;. ITj é da seguinte forma:

S —
IT; =
a{l ailn
% i1 X Zin %, Tl
a ... i O Qi @, ’BL~ .
!ﬁ '(J17""Jﬂ)

A ocorréncia de férmula «; ilustrada acima nao pode ser conclusao
de uma aplicacao da regra L., pois, caso contrario, em II essa
ocorréncia de @; seria uma ocorréncia de formula maxima do tipo
1.(e), mas essa ocorréncia de @; em IT nao é premissa de r(Il) e
nao poderia ser ocorréncia de férmula maxima em II.

A ocorréncia de férmula «; ilustrada acima nao pode ser conclusao
de uma aplicagao da regra Eg, Eg, Eg, Eq, C;;, W, ou E4, pois, caso
contrario, em II essa ocorréncia de @; seria uma ocorréncia de fér-
mula maxima do tipo 4.(c), mas essa ocorréncia de @; em IT nao é
premissa de r(IT) e nao poderia ser ocorréncia de férmula maxima
em II.

Logo, se a ocorréncia de q; ilustrada acima for ocorréncia de férmu-
la discordante em II3, ela é conclusao de uma regra de introducao.
Portanto, s(a;) em IT; é¢ menor ou igual a s(a;) em IT e z(IT3) < z(ID).
Temos um dos seguinte casos:

i. a; nao é ocorréncia de férmula discordante em ITj:
Nesse caso, II" = II;. Se y; = a; ¢ a tnica ocorréncia de for-
mula discordante de II, ou seja m = 1, entao z(IT") = (0,0, 0) <
z(IT) = (d.(a}),q,1). Caso contrario, se m > 1, entao z(Il") =
(de(@i), g, m — 1) < z(I1) = (dc(@:), g, m).
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ii. a@; é ocorréncia de férmula discordante em ITj:
Nesse caso, como [(IT;) < I(IT), por hipétese de inducao IT; é
reduzida a uma deducao IT; tal que z(IT}) < z(IT) < z(ID). II" é
a dedugao obtida pela substituicao em II; da subdedugao II;

por II;:
IT =
I, ()"
1 EL
22
% Lewy

Podemos notar que z(IT') = z(IT}) < z(IT;) < z(TD).

3. a; é uma ocorréncia de férmula maxima do tipo 3.(a):

Nesse caso, a; é conclusao de uma regra Eg, Eg, E5, C,, W, ou E;.
Logo, temos os seguintes casos:

(a) a; é conclusao de Eg, E3, C), W, ou Ei:
Nesse caso, I é da seguinte forma:
II =

2 5 a )N 2l
... a; .

Tal que R é Eg, E5, C,, W, ou E; e § é a premissa maior de R.
Nesse caso, p = d.(@;) e g = s(@;).

Nesse caso, IT é reduzida pela reducao 15 a uma deducao IT" como
segue:

Il =

Temos os seguintes casos:
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1. @; nao é ocorréncia de féormula discordante em IT':
Nesse caso, se y; = @; é a Unica ocorréncia de féormula dis-
cordante de II, ou seja m = 1, entao z(I") = (0,0,0) < z(IT) =
(d.(a;),q,1). Caso contrario, se m > 1, entao z(Il") = (d.(«@;), g, m—
1) <z(D) = (dc(ai), g, m).

il. @; é ocorréncia de férmula discordante em IT':
Nesse caso, podemos notar que s(a;) em II" é g — 1 e é menor
que s(a;) em II, logo i(a;) em IT" também é menor que (p, g), e
conseqiientemente, o nimero de ocorréncias de férmulas dis-
cordantes em I1" de indice (p,q) é m — 1. Logo z(IT") < z(ID).

(b) @; é conclusao de Eg;:
Nesse caso, I é da seguinte forma:

II=
I..1 I..
1—*11 d 5k1 Fll d l//k2 i i
2 2in Y3 a ...
P o ® @; % 3, il
a ... Q; ekik) ., B L.
!’3 V(s dn)

Nesse caso, p = d.(@;) e g = s(@;).
Nesse caso, I1 é reduzida pela reducao 16 a uma deducao II" como

segue:
Il =
1"11 ld5k1 a{l a'f;” Flll 1‘16k2 a’{l a{;n
2 22 2 Tyl 2 %3 P L+l
3 aj. a; ... aj.. a; a,
66’91[// ‘ﬁ I'(/l ..... Jn) 'ﬁ I'(/l """ Jn)
3 Eo k)

Temos os seguintes casos:

i. as ocorréncias de formulas da forma «@; nao sao ocorréncias de
férmulas discordantes em IT':
Nesse caso, se y; = @; é a unica ocorréncia de férmula dis-
cordante de II, ou seja m = 1, entao z(I") = (0,0,0) < z(IT) =
(d.(a;),q,1). Caso contrario, se m > 1, entao z(Il") = (d.(«@;), g, m—
1) < z(D) = (dc(@), g, m).
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ii. pelo menos uma das ocorréncias de formulas da forma «; é
uma ocorréncia de formula discordante em IT":
Nesse caso, podemos notar que s(a;) de ambas ocorréncias de
a; em IT" é menor que s(;) em II, logo i(a;) em IT" também é
menor que (p,q), e conseqiientemente, o numero de ocorrén-
cias de férmulas discordantes em IT" de indice (p,q) é m — 1.
Logo z(IT") < z(IT).

Lema G.9 (Lema sobre ocorréncias de férmulas méximas dos tipos 2.(b),
2.(e) e 3.(b)) Seja I uma dedugdo de T’ lmﬂ tal que z(IT) > 0, r(IT) € uma
aplicacao de Fs, ay,...,a, sao as premissas intermediarias de r(I) e todas
as ocorréncias de formulas mdximas de Il sao premissas intermediarias de
r(IT). Entao Il € reduzida a uma deducao IT" de I’ IW,B tal que z(IT") < z(IT).

A demonstragao desse Lema G.9 é similar a demonstragao do Lema G.8.
|

Lema G.10 (Lema sobre ocorréncias de férmulas maximas do tipo 2.(c))

Seja I1 uma dedugao de T’ IW,B e a a unica ocorréncia de formula mdxima
de II tal que @ é uma premissa de r(I) e € uma ocorréncia de formula mdzi-
ma do tipo 2.(c). Entao Il é reduzida a uma dedugao T’ de T lmﬁ tal que
i(IT) < i(1D).

Podemos notar que i(IT) = i(a), r(IT) é C, e a, a premissa maior de r(IT), é
uma férmula essencialmente -modal. Temos um dos seguintes casos depen-
dendo de a:

1. aél:

Nesse caso, IT é da seguinte forma:

Il =

1k 1k

—1 z
B C
B (k)
Nesse caso, i(IT) = i(1) = (1, s(1)).

IT é reduzida pela redugao 34 a uma deducao I1" como segue:
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Ir =

Temos os seguintes subcasos:
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(a) as ocorréncias de féormulas 1 ilustrada acima néo sdo ocorréncias

de férmulas discordantes em IT’:
Entao i(IT") = (0,0) < i(IT) = (1, s(1)).

(b) pelo menos uma das ocorréncias de formulas 1 ilustradas acima é

uma ocorréncia de férmula discordante em I1:

Nesse caso, podemos notar que s(a) em II" é menor que s(a) em
IT, logo i(@) em IT" também é menor que i(a) em II, e conseqiien-

temente, i(I1") < i(I1).

2. a é da forma y ® o:

Nesse caso, IT é da seguinte forma:

II=
T 2 oy yed
Y 0y PN
y®s ° B
:8 1(k)

Nesse caso, i(I) = i(y ® 9).
IT é reduzida pela redugao 35 a uma deducao IT" como segue:

Il =

,yk 1 5/(2 ,yk 1 6/(2

Y®6 Lo Y®6 ls
Zyl B Ciry
#C!Um

Entao, temos um dos seguintes casos:
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(a) v, 6 e as ocorréncias de férmulas y ® § ilustradas acima nao sao
ocorréncias de férmulas discordantes em IT':

Nesse caso, i(IT") = (0,0) < i(IT) = i(y ® 9).
(b) v, § e/ou as ocorréncias de férmulas y ® § ilustradas acima sao
ocorréncias de féormulas discordantes em IT":

Nesse caso, como d.(y) < d.(y ® 6), d.(0) < d.(y ® 9) e s(y ® §) em
IT" é menor que s(y ® §) em II, i(IT") < i(IT).

3. a é da forma !y:

Nesse caso, IT é da seguinte forma:

st ok
21 Zn 2n+1 'fyk y,yk
61 6” Y I 2:n+2
| Y(j1seeesdin)
ly B o
ﬁ 1(k)

Nesse caso, i(IT) = i(ly).

Como, em II, !y é a tnica ocorréncia de férmula méxima, entao ne-
nhuma da premissas intermediarias ¢y,...,d, ilustradas acima pode ser

conclusao de uma regra de introdugao ou de qualquer uma das regras
L, E®7 E@v E37 C!7 W! € El~

IT é reduzida pela reducao 36 a uma deducao II" como segue:

I =
oL ot o
)y )
k ks n+1 k ks n+1
oy O, Yy | o' o, 0% I
Iy 1 endin) Iy TN
5 ¥
: I Ciikn)
2
0 B
g Cuik)
Como as ocorréncias de férmulas 6y, ..., 0, ilustradas acima nao sao

conclusao de uma regra de introdugao ou de qualquer uma das regras
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1., Eg, Eg, E5, C,, W, e E;, entao é;,...,0, nao sao ocorréncias de
férmulas discordantes em IT'.

Temos os seguintes subcasos:

(a) as ocorréncias de férmulas !y ilustradas acima nao sdo ocorréncias
de férmulas discordantes em I1":

Entao i(Il") = (0,0) < i(II) = (d.(y), s(¥)).
(b) pelo menos uma das ocorréncias de férmulas !y ilustradas acima
¢ uma ocorréncia de formula discordante em IT":

Nesse caso, podemos notar que s(a@) em I’ é menor que s(a) em
I1, logo i(a) em IT" também é menor que i(a) em II, e conseqiien-
temente, i(IT") < i(I1).

4. a é da forma y*:

Nesse caso, I1 é da seguinte forma:

II=
j
%1 yHo oyt
po L 2
Cuwy

Nesse caso, i(IT) = i(y*).

A ocorréncia de hipétese y/ é premissa de uma regra R. Como y* é
uma férmula essencialmente !-modal, y é uma férmula essencialmente
?-modal. Dessa forma, se y/ for a premissa maior de R, entao R é E,,
E ou E,. Assim, temos uma das seguintes redugoes dependendo de R

ey
(a) R ¢ uma aplicagao de regra de introdugao ou y/ é premissa menor
de R:

Nesse caso, IT é reduzida pela reducao 37.(a) a uma dedugao IT
Como segue:

Il =
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Legin

Entao, temos um dos seguintes casos:
i. v nao é uma ocorréncia de férmula discordante em IT":
Nesse caso, i(IT") = (0,0) < i(IT) = i(y™*).
ii. ¥ é uma ocorréncia de formula discordante em IT":
Nesse caso, como d.(y) < d.(y*) podemos notar que i(Il") =

i(y) < idD) = i(y").
(b) R é uma aplicagao de E, e ¥/ é a premissa maior de R, assim y/ é
da forma &*’:
Nesse caso, II ¢ da seguinte forma:

II=
Zé'l 5J_j
f EJ_
Ziz 5J_lk (r)u_lk
e L 22
7 Ci

Nesse caso, i(IT) = i(6*7).
IT é reduzida pela reducdo 37.(b) a uma dedugao II" como segue:

Il =
k 1h k 1b
o o E, 0 J_& E,
F L) F 1(b)
2(15.1 ,282
7 Cupy g
E
J_ 1
P

L

L
B
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Entao, temos um dos seguintes casos:

i. 6 e as ocorréncias de 6 ilustradas acima nio sdo ocorréncia
de férmula discordante em IT':
Nesse caso, i(IT") = (0,0) < i) = i(y*) = i(6*7).

ii. 6 e/ou pelo menos uma das ocorréncias de 6** ilustradas
acima sao ocorréncias de formulas discordantes em IT’:
Nesse caso, como d.(0) < d.(6*") = d.(y*) e s(6*F) em IT' é
menor que s(6**) em II, logo i(IT") < i(II).

(c) R é uma aplicagao de Eg e ¥/ é a premissa maior de R, assim y/ é
da forma "9¢’:
Nesse caso, I1 é da seguinte forma:

I1=
, Zlil 2112
(X S"7Z)

14 - 14 ol k k

Zis (75p)* . (675p)*
I 2
G B
B k)

Nesse caso, i(IT) = i((6"9¢)*).
IT é reduzida pela reducao 37.(c) a uma dedugao IT" como segue:

I =
6>§?¢11 6ﬂ<1 (pJ_kz . (5@9012 5J_k1 (,OJ‘kz -
1 G 1 ®
Grar CEDE
2112 PN
> 2
Si 3 Ciiky)
3 Cuit) g
I E,
= 1.
,3 (

Entao, temos um dos seguintes casos:

i. 6, ¢t e as ocorréncias de (6’9¢)* ilustradas acima nao sao
ocorréncias de féormulas discordantes em IT':
Nesse caso, i(IT") = (0,0) < i(IT) = i(y™*).



APENDICE G. LEMAS AUXILIARES A NORMALIZACAO 210

ii. 6%, ¢* e/ou pelo menos uma das ocorréncias de (6"9¢)* ilustradas
acima sao ocorréncias de formulas discordantes em IT':
Nesse caso, como d.(6%) < d.((6'0¢)"), d.(¢*) < d.((60¢)*) e
s(e2y*) em IT' é menor que s(e2y+) em I1, entao i(IT') < i(IT).

(d) R é uma aplicacao de E, e y/ é a premissa maior de R, assim y/ é
da forma ?¢/:

Nesse caso, I é da seguinte forma:

II =
AR
257 21 Zin Feh
) 901 e wgon w Eq(l] ..... In+1)
Z1e) (0 26y
@ >
— 1. ]
(26)" £ Cuy

Nesse caso, i(IT) = i((?6)*).

Como, em II, (?6)* é a unica ocorréncia de formula méxima, entao
nenhuma da premissas intermediarias ¢y, ..., ¢, ilustradas acima
pode ser conclusao de uma regra de introdugao ou de qualquer
uma das regras L., Eg, Eg, E5, C;, W, e E;.

Como, em II, (?6)* é a unica ocorréncia de férmula méaxima e
Y é uma férmula essencialmente 7-modal, a conclusao ¢ de E,
ilustrada acima nao pode ser premissa maior ou intermediaria de
uma regra.

IT é reduzida pela reducao 37.(d) a uma deducao II" como segue:



¢or

T
at:.v,w
M

o+ =

T T
q.\._|Q AC\ZO g
g I
: I~z
Q«:O Q
. d ih
Q vD.O t.ﬁw
Q m\.ﬂg
NN :
AND.ﬂH T %Ov A_\v.ﬂH .ﬂA%Ov
T T T T
S p S p
_t&._‘ A_+=,NNr..L,NNvmm _ _to\._‘ A::.:r:n_.:vmm ~
M wh P w9l U 50 T P
:tfw :tfw
R _.Nws @l _.__Ns

i
=
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Como a ocorréncia de férmula ¢ ilustrada acima nao pode ser
premissa maior ou intermediaria de qualquer regra e as ocorrén-
cias de formulas ¢y, ..., ¢, ilustradas acima nao sao conclusao de
uma regra de introducao ou de qualquer uma das regras L., Eg,
Ee, E3, C;, W, e E;, entao temos os seguintes casos:

i. as ocorréncias de formulas (?6)* ilustradas acima nao sao o-
corréncias de féormulas discordantes em IT:
Entao i(IT") = (0,0) < i(ID) = (d.(y), s(y)).

ii. pelo menos uma das ocorréncias de féormulas (?6)* ilustradas
acima ¢ uma ocorréncia de férmula discordante em IT':
Nesse caso, podemos notar que s((?0)*) em IT" é menor que
s((?26)*) em IT, logo i((?6)*) em IT" também é menor que i((?6)*)
em II, e conseqiientemente, i(II") < i(IT).

Lema G.11 (Lema sobre ocorréncias de férmulas maximas do tipo 3.(c))

Seja IT uma dedugao de T’ IW,B e a a unica ocorréncia de formula mdzrima
de I1 tal que a € uma premissa de r(I) e € uma ocorréncia de formula mdzi-
ma do tipo 3.(c). Entao I1 € reduzida a uma dedugdo IT de T Im,é’ tal que
i(IT) < i(1D).

Podemos notar que i(IT) = i(a), r(IT) é C, e @, a premissa maior de r(II),
¢ uma formula essencialmente !-modal e é conseqiiencia de uma aplicacao da
regra Eg, Eg, E5, C;, W, ou E;.

Como a é uma férmula essencialmente !-modal, d.(a) > 0 e i(a) > (0,0).
Sem perda de generalidade, consideramos i(a@) = (p, q).

Seja R a regra da qual a é conclusao. Logo, temos um dos seguintes casos
dependendo de R:

1. Ré E®, Eg, Cg, Wg ou E]Z
Nesse caso, IT ¢ da seguinte forma:
IT =

Tal que y é a premissa maior de R.
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Podemos notar que i(Il) = i(@) = (p, q).
IT é reduzida pela reducao 12 a uma deducao II" como segue:
IT =

Temos um dos seguintes casos:

(a) @ nado é ocorréncia de féormula discordante em IT':
Nesse caso, i(IT") = (0,0) < i(IT) = i(p, q).
(b) @ é ocorréncia de férmula discordante em IT':

Podemos notar que s(a) em IT" é menor que s(a) em II. Logo, i(a)
em IT" é menor que i(@) em II e i(IT") < i(I1).

2. R é Eg:
Nesse caso, I1 é da seguinte forma:
IT =

l"{lmjn ,.ykl I‘{l---}n 6/{2

Z 2 25 (l’l al
vY®O 10 a 2y
a E@(kl,kz) B
B Cy

Podemos notar que i(IT) = i(@) = (p, q).

IT é reduzida pela redugao 13 a uma deducao I1" como segue:

I =
I“{l---jn )’kl oa' ab r‘{l~~-jn ok ol o
2 24 23 24
2y a B Q, @ B C
y® ) ﬁ () ()
ﬂ EEB(kl,kz)

Temos um dos seguintes casos:
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(a) @ nao é ocorréncia de férmula discordante em IT’:
Nesse caso, i(IT") = (0,0) < i(IT) = i(p, q)-

(b) pelo menos uma das ocorréncias de a é ocorréncia de férmula dis-
cordante em II":

Podemos notar que s(a@) em IT" é menor do que s(a) em II. Logo,
i(IT) < i(TD).

Lema G.12 (Lema sobre ocorréncias de férmulas maximas do tipo 2.(f))
Seja IT uma dedugao de T’ IW,B e a a unica ocorréncia de formula mdzrima
de I1 tal que @ € uma premissa de r(Il) e é uma ocorréncia de formula mdxi-
ma do tipo 2.(f). Entao 11 € reduzida a uma deducdo IT" de T lmﬁ tal que
i(IT") < i(ID).

Podemos notar que i(Il) = i(a), r(IT) é C,, a é conclusao de uma aplicagao
da regra L. e d.(@) > 0, pois @ é uma férmula essencialmente !-modal. Prova-
mos esse Lema G.12 por indugao em [(IT). IT é da seguinte forma:

I1

1J

a

Y, ak ot

L 2

a U

—ﬁC[(k)
B

IT é reduzida pela reducao 19 a uma dedugao II} como segue:

IT} =

Ciw g
L1
1 LG
aJ_ J1
Dy
L
Como a é uma férmula essencialmente -modal, @* é uma férmula essen-
cialmente ?-modal e portanto jamais poderia ser premissa intermediaria de
uma regra ou premissa maior de C, ou W,. Dessa forma, se a ocorréncia de
férmula a* ilustrada acima for uma ocorréncia de férmula discordante em

IT}, ela é premissa maior de uma aplicacao de E,. Assim, temos um dos
seguintes casos:

E,

Le(in)
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1. a* nao é ocorréncia de féormula discordante em IT:
Nesse caso, I1" = II} e i(Il") = (0,0) < i) = i(a).

2. at é ocorréncia de férmula discordante em IT;:
Nesse caso II] ¢ da seguinte forma:
 —
I} =

i L1
o L(j1)

212
L

B c(j2)
IT} € reduzida pela reducao 11 a uma dedugao IT; como segue:
IT; =

Temos um dos seguintes casos:

(a) a nao é ocorréncia de férmula discordante em IT3:
Nesse caso, IT" = IT; e i(II') = (0,0) < i) = i(a).

(b) @ é ocorréncia de férmula discordante em II5:
Seja II; a subdeducao de II; determinada pela ocorréncia de S
ilustrada acima que é conclusao de C,. Podemos notar que i(II;) =
i(IT}) = i(a) = i(I). II; é da seguinte forma:
IT; =
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Como a é uma ocorréncia de formula discordante, temos um dos
seguintes casos:

1.

il.

1il.

a ¢ conclusao de regra de introdugao:
Nesse caso, I é reduzida a uma deducao II; tal que i(IT}) <
i(I13) pelo Lema G.10. II" é da seguinte forma:
Il =
11 1LJ2
4 f E,
22

1
B Leiin

Logo, i(Il") = i(I1}) < i(II) = i(I13).
a é conclusao de L.:
Nesse caso, como [(IT) < I(ID), IT] ¢ reduzida a uma dedugao
IT; tal que i(IT}) < i(II5) por hipétese de indugao. II' é da
seguinte forma:
II' =
H* LJ2
L
2
L
B
Logo, i(Il") = i(I1}) < i(II) = i(I13).
a € conclusao de Eg, Eg, E5, C,, W, ou E;:
Nesse caso, IT; é reduzida a uma dedugao IIj tal que i(II}) <

i(IT3) pelo Lema G.11. II" é da seguinte forma:
Il =

)

i ﬁJ_jz
21.2
L

B c(j2)
Logo, i(IT") = i(HZ) < i(Il) = i(H;).

Lema G.13 (Lema sobre ocorréncias de férmulas méximas do tipo 4.(a))

Seja IT uma deducao de T’ IW:B e @ a unica ocorréncia de formula madxima
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de I1 tal que a € uma premissa de r(I) e € uma ocorréncia de formula mdzi-
ma do tipo 4.(a). Entdo Il € reduzida a uma dedugdo I de T’ IW:B tal que
i(IT") < i(1D).

Podemos notar que i(IT) = i(a), r(Il) é¢ uma regra de eliminagao R; e @, a
premissa maior de r(IT), é conseqiiencia de uma aplicacao da regra Eg, Eg,
Ea, E7, Cg, Wg ou E].

Como a é uma premissa maior de regra de eliminacao, d.(a) > 0 e i(@) >
(0,0). Sem perda de generalidade, consideramos i(@) = (p, q).

Seja R, a regra da qual @ é conclusao. Logo, temos um dos seguintes
casos dependendo de R;:

1. Rz é E®, Eg, Cg, Wg ou Eli

Nesse caso, IT é da seguinte forma:
IT =

DREDY)
Yy a
a

23

R
B 1
Tal que y é a premissa maior de R,.
Podemos notar que i(Il) = i(@) = (p, q).

IT é reduzida pela reducao 12 a uma deducao Il" como segue:

Ir =
2
Z1 a 23 R]
Y B R,
B

Temos um dos seguintes casos:

(a) @ nado é ocorréncia de féormula discordante em IT’:
Nesse caso, i(IT") = (0,0) < i(IT) = i(p, g).
(b) @ é ocorréncia de férmula discordante em I1':

Podemos notar que a propagacao de @ em I’ é igual a g — 1 ¢
portanto menor que a propagacao de @ em Il. Logo, i(a) em IT" é

(p’q - 1) € l(HI) = (P’CI - 1) < Z(H) = (paCI)
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2. R2 é E@:
Nesse caso, IT é da seguinte forma:
Il =

o . Fl21 oy
a ®(ki,k2) >

B

Podemos notar que i(IT) = i(@) = (p, q).

IT é reduzida pela redugao 13 a uma deducao I1" como segue:

I =
Ly yh heh o ot Tt
I 2 2 ;
AN Y S
Y@ B 1 F 1
5 Ee .4

Temos um dos seguintes casos:

(a) @ nado é ocorréncia de féormula discordante em IT’:
Nesse caso, i(IT") = (0,0) < i(IT) = i(p, q).

(b) pelo menos uma das ocorréncias de @ é ocorréncia de férmula dis-
cordante em II":
Podemos notar que a propagacao de qualquer uma das ocorréncias

de a ilustradas acima em I’ é menor do que g e portanto menor
que a propagacao de @ em II. Logo, i(Il") é menor que i(II).

3. R2 é E?I
Nesse caso, IT é da seguinte forma:
IT =
S osr A
DI 2l PN
v 6 ... Oy a B
@ Wjtodnk) ¥

B
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Podemos notar que i(Il) = i(@) = (p, q).

a ¢ a premissa maior de R; e X, se R for E,, estd a esquerda de a.
Como a ¢é uma férmula essencialmente ?-modal, R; é E5, E, ou E;.
Assim temos um dos seguintes casos:

(a) Rl é E?:
Nesse caso, 8 é L, a é Y2y e Il é da seguinte forma:
II=
Sooar A
DI L1 DI R
v 6 ... O 1230 Eoir i b DA YA
l/’?‘,p S(JLsees]ns wJ_ ‘,DJ_ B
L S

IT é reduzida pela reducao 14.(a) a uma dedugao IT" como segue:

IT =:
§hoar Y
Erz+2 i I
X T X X " Yt SDME
v & ... 6, Yt ot L &
L 2 J1seerfnol1sl2,k)

Temos os seguintes casos:

i Y, ¢t e YPp nao sao ocorréncias de férmulas discordantes
em II":
Nesse caso, i(IT") = (0,0) < i(IT) = i(W2p).

ii. Y, o' e/ou Yy sdo ocorréncias de férmulas discordantes em
IT:
Nesse caso, como d.(Yt) < d.(Y2p), d.(p*) < d.(W2p) e
(@) em IT" é menor que s(¢’2y) em 11, entao i(IT") < i(IT).

(b) R] é Ef]i
Nesse caso, @ é W e 11 é da seguinte forma:
II=
Sloar Y l l

g:l ?2 Zgﬂ Z3)n+2 9011 .. -‘Pnrf lplml

! ... Op ! ’ ’ >/

Lo N v Eogi, ity 2] Szom %“

: Lo E{)(ll ,,,,, In+1)

B
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Como, em II, @ é a tnica ocorréncia de formula maxima, entao
nenhuma da premissas intermediarias di,...,0, ilustradas acima
pode ser conclusao de uma regra de introdugao ou de qualquer
uma das regras L., Eg, Eg, E5, C;, W, e E;.

IT é reduzida pela reducao 14.(b) a uma dedugao IT" como segue:
I =:

j in / Im Ln
Sl PP Y
2{)n+2 Just i 2:n+1
n+ n+m

X % L XY i i Pm B E

m 215
Ty O1... 0,  Q1...0n ’BE

ﬁ ?(.i1»~~-yjn+msk>
Como as ocorréncias de férmulas 6y,...,9, ilustradas acima nao

sao conclusao de uma regra de introducao ou de qualquer uma das
regras L., Eg, Eg, E3, C,, W, e E;, entao temos um dos seguintes
casos:

i. My nao é ocorréncia de férmula discordante em I1’:
Nesse caso, i(IT") = (0,0) < i(II) = i().
ii. 7y é ocorréncia de férmula discordante em IT':

Nesse caso, como s(7¢) em IT" ¢ menor que s(?7¢) em II, entao
i(IT") < i(IT).

Rl é EJ_:
Nesse caso, 8 é L, a é Y+ e Il é da seguinte forma:
II =
AU AN
DI} 21 ZnIZ
> ?7 61 ce 5,,
) n EoGiccinlo
v v
1 1

IT é reduzida pela reducdo 14.(c) a uma dedugao IT" como segue:
I =:

S A

z"n+2

DIEEDY) L 2 ¥ s E
r))/ 51 6}1 l// 1 +
T Eogir,..jniio

lm+ 1)
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Temos os seguintes casos:

i. ¥ nao é ocorréncia de férmula discordante em I1”:
Nesse caso, i(IT") = (0,0) < i(IT) = i(y™).

ii. ¢ ¢é ocorréncia de férmula discordante em I1”:
Nesse caso, como d.(¥) < d.(y+), entao i(IT') < i(IT).

Lema G.14 (Lema sobre r(Il)) Seja I1 a dedugao de T’ lm « tal que a nao
€ L ei(Il) = (0,0). SejaIl" a dedugcao normal obtida a partir de I1 pelo Lema
G.3. Entao, r(I") e r(I) sao a mesma regra.

IT" é obtida de Il apenas através das reducgoes 22, 23, 24 e 25. Essas
reducoes sao aplicadas apenas sobre ocorréncias de férmulas maximas que
sao premissas da regra E,. Como a conclusao de E, ¢ invarialvelmente L e
a nao ¢ L, entao r(IT") e r(I) sao a mesma regra.

Lema G.15 (Lema das férmulas méximas iguais para E ) Seja II uma

deducao deT’ lm a tal que IT possui no mdzimo duas ocorréncias de formulas
mazximas e se B € uma ocorréncia de formula mazxima em Il entao:

1. B € da forma y**.
2. B € ocorréncia de formula discordante .
3. a subdeducao de I1 determinada por B € da forma:

L1
Y v E,
F ]l(j)
4. se B for premissa maior de uma aplicacdo de E, entdao a formula vizinha

de B da forma y* ndo € conclusio de L., Egy, Eg, Eq, B>, C,, W, ou E,
em II.

Entao 11 € reduzida a uma deducdao I de T’ Im a tal que TIT" nao contém
ocorréncias de formulas discordantes .

Provamos esse Lema G.15 por inducao em i(IT).
Temos os seguintes casos:
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1. Em IT ndo existem ocorréncias de formulas maximas:

Nesse caso IT" = I1.

2. Em II existe apenas uma ocorréncia de formula maxima:

222

Nesse caso, seja B a ocorréncia de férmula maxima de I1. Temos os

seguintes casos:

(a) B é premissa maior de E; :
Nesse caso, I é da seguinte forma:

II=
y )/J_j
5, L™
)/J_ 1L ING)]
1 EJ‘
2
a

A . ;e . 1 .~
A ocorréncia de y* que é vizinha a y*~, por definicao desse Lema,

nao é conclusao de L., Eg, Eg, E3, Es, C,, W, ou E;

IT é reduzida pela reducao 11 a uma dedugao I} como segue:

H’lz

Temos os seguintes casos:

i. y* nao ¢ ocorréncia de féormula discordante em IT/:

Nesse caso, I1" = IT}. Como podemos observar I1" nao contém

ocorréncias de formulas discordantes.
ii. y* é ocorréncia de férmula discordante em IT/:

Como y* nao é conclusao de L., Eg, Eg, E5, Es, C;;, W, ou

E, entao y* é conclusao de I, e IT] é:
[ A—
I, =
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IT| é reduzida pela reducao 11 a uma dedugao II" como segue:
II' =

Y
i
1

2
@

Podemos observar que IT" nao contém ocorréncias de formulas
discordantes.
(b) B é premissa maior de W:
Nesse caso, I é da seguinte forma:
Il =

A ocorréncia de § ilustrada acima que é conclusao de W, nao é
premissa maior ou intermedidria, caso contrario, ¢ seria ocorréncia
de férmula maxima diferente de .

IT é reduzida pela reducao 41.(b) a uma dedugao IT" como segue:

Il =
2
)
r e Wy ik
0 1) E
1
L Lew
0
2
a

Como § nao pode ser premissa maior ou intermediaria, IT" nao
contém ocorréncias de formulas discordantes.
(c) B ¢é premissa maior de C:
Nesse caso, I é da seguinte forma:
Il =
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’)/ ’)/'le N yJ_J.jZ /_yJ_J_jZ
— Loy Z
0
5 Cijn)
2
o

N , 12
Suponha que uma ocorréncia da férmula topo da forma y*+

ilustrada acima é premissa maior de E,. Nesse caso, a férmula
vizinha dessa ocorréncia de férmula nao poderia ser conclusao de
1., Eg, Eg, Eg, Es, C,, W, ou E, pois, caso contrario, essa féormula
vizinha seria ocorréncia de formula maxima diferente de 8 em II.
A ocorréncia de § ilustrada acima que é conclusao de C, nao é
premissa maior ou intermediaria, caso contrario, 6 seria ocorrén-
cia de formula maxima diferente de g.

IT é reduzida pela reducao 37.(b) a uma deducao I} como segue:

H; =
,yjz ,)/J_j3 ,yjz ,}/J_j4
T, B T, B
= Ly = Ligy
Y
2
0% 0
5 Ciin) stk
E,
= Le
1)
2
a

Temos os seguintes casos:

i. as ocorréncias de y** nao sdo ocorréncias de férmulas discor-
dantes em II;:
Nesse caso, ITf = II'. Como 6 nao pode ser premissa maior ou
intermediaria, IT" nao contém ocorréncias de formulas discor-
dantes.

ii. pelo menos uma das ocorréncias de y** é ocorréncia de for-
mula discordante em IT/:
Podemos notar que s(y**) em IT| é menor que s(y**) em I,
logo i(II}) < i(I). Como II] é da forma desse Lema, por
hipétese de indugao, IT] é reduzida a uma deducao IT” livre de
ocorréncias de féormulas discordantes.
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(d) B é premissa intermediaria de I;:
Nesse caso, I é da seguinte forma:

II=
L
s B 5 o yH &
61 1 IJ_(j) 6'1 DI
: !(‘p‘. - I'(kl ----- kn)
z:n+2
o4

Paral <i<n.

Suponha que a ocorréncia da férmula topo da forma )/llki ilustrada
acima ¢é premissa maior de E,. Nesse caso, a férmula vizinha dessa
ocorréncia de férmula nao poderia ser conclusao de L., Eg, Eg, E3,
E,, C,, W, ou E, pois, caso contrario, essa férmula vizinha seria
ocorréncia de féormula méaxima diferente de 8 em II.

A ocorréncia de !¢ ilustrada acima nao é premissa maior ou inter-
mediaria, caso contrério, !¢ seria ocorréncia de féormula maxima

diferente de 8.
IT é reduzida pela reducao 29.(b) a uma deducao I} como segue:

IT), =
k; 1J1
VA4
1 I o
51;1 1L LG 5£n
2 X, pI
51 Y 6}1 I
] (ki sokn) 1,,)LJ2
' . (l¢) E,
=
| C(JZ)
P
z:n+2
04

Como !¢ nao é premissa maior ou intermedidria, !¢ nao é ocor-
rencia de féormula discordante em IT}. Temos os seguintes casos:

. 1~ N , .
i. y*~ nao ¢ ocorréncia de férmula discordante em IT;:

Nesse caso, II" = II}. Podemos observar que II" ¢ livre de

ocorréncias de formulas discordantes.

.. 1 . N , .
ii. y*~ é ocorréncia de férmula discordante em IT;:
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Nesse caso, seja IT} a subdeducao I1} determinada pela ocorréncia
de ¢ ilustrada acima. Podemos notar que s(y**) em IT, ¢é
menor que s(y**) em II, logo, i(IT%)) < i(II). Como IT) estd no
formato desse Lema, por hipétese de indugao, IT), é reduzida a
uma deducao IT] livre de ocorréncias de féormulas discordantes.
IT" é a seguinte deducao:

II' =
21 z"n
o1 .. ¥V ... Oy f% I .
!90 L(kysennkn) (!QO)JJZ .
1
% Leio)
P
Z:n+2
a

Podemos notar que IT" é livre de ocorréncias de férmulas dis-
cordantes.
(e) B é premissa intermedidria de Es:

Esse caso ¢ similar ao anterior no qual 8 é premissa intermedidria

de Ig.

3. Em II existem duas ocorréncias de férmulas méximas e as duas sao
vizinhas:

Temos os seguintes casos:

(a) As duas ocorréncias de férmulas maximas sdo premissas inter-
medidrias de I;:

Nesse caso, I é da seguinte forma:

k1 1 Lkn L Lki
. v oy vy vty ) 5
! — Lign = Ly n I
51 n I
P Lk s
z:n+2
a

Paral <h<i<n.

N . s 1 -
Suponha que uma ocorréncia da férmula topo da forma y*~ ilustrada
acima é premissa maior de E,. Nesse caso, a férmula vizinha dessa
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ocorréncia de formula nao poderia ser conclusao de L., Eg, Eg, E3,
E,, C,, W, ou E, pois, caso contrario, essa férmula vizinha seria
ocorréncia de férmula maxima diferente de 8 em II.

A ocorréncia de !¢ ilustrada acima nao é premissa maior ou inter-
mediaria, caso contrério, !¢ seria ocorréncia de féormula maxima
diferente de .

IT é reduzida por duas aplicagoes seguidas da reducao 29.(b) a
uma deducao I} como segue:

Il =
,ykh ,)/J_jl ,yki ,yJ_jZ E
1 + 1 +
sk 11 LG 1L LG Shn
21 2” 1 2:n+1 '
(oS I s o ¢
’(,0 V(k1,eeeskn) (!(’D)J_]é
1 on
= Loty Lia
o (l¢) E
1
.
| c(ja)
P
2n+2
a

Como !¢ nao é premissa maior ou intermedidria, !¢ nao é ocor-
rencia de formula discordante em II}. Temos os seguintes casos:

i. as ocorréncias de y** nao sdo ocorréncias de férmulas discor-
dantes em II;:
Nesse caso, II" = II}. Podemos observar que II" ¢é livre de
ocorréncias de férmulas discordantes.

ii. pel d éncias de y*+ é éncia de for-
. pelo menos uma das ocorréncias de y*~ é ocorréncia de foér
mula discordante em II/:
Nesse caso, seja IT} a subdeducao I1} determinada pela ocorréncia
. . 1 3
de ¢ ilustrada acima. Podemos notar que s(y*~) em II é
1L T . / ;
menor que s(y*~) em II, logo, i(IT}) < i(II). Como IT} estd no
formato desse Lema, por hipétese de indugao, IT), é reduzida a
uma deducao IT] livre de ocorréncias de féormulas discordantes.
IT" é a seguinte deducao:
I =
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5, s,
(oS I 2 o HgI '
",0 Ykt seeokin) (!SD)JJS
1 n o
E c(j3) ('QD)J_M E
i
% LeG
P
2n+2
04

Podemos notar que IT" € livre de ocorréncias de férmulas dis-
cordantes.

(b) As duas ocorréncias de férmulas maximas sd@o premissas inter-
mediarias de Es:
Esse caso é similar ao anterior no qual as duas ocorréncias de
férmulas méaximas sao premissas intermediarias de I,.

4. Em II existem duas ocorréncias de férmulas méaximas e as duas sao
adjacentes:

Nesse caso, sejam ¢; e ¢, as duas ocorréncias de féormulas maximas de
IT e Y, e Y, as ocorréncias de férmulas imediatamente abaixo de ¢; e
¢, respectivamente. Sem perda de generalidade, consideramos que ¢
ocorre acima de uma férmula vizinha p de ¢,. Logo I é da seguinte

forma:
II=
Y
2
Y
)Y}
/)
23
a

Por ser ocorréncia de formula discordante ¢; é premissa de E,, C,, Wy,
I, ou E,. Logo ¢ ¢é conclusao de E,, C,, Wy, I, ou E,. Se for conclusao
de E., ¥y é L e nao pode ser premissa maior ou intermediaria de
qualquer regra em II. Se for conclusao de C,, W), I, ou Es, ¢y também
nao pode ser premissa maior ou intermediaria de qualquer regra, pois,
caso contrario, ¥ seria ocorréncia de férmula discordante diferente de
o1 e ¢y em II. Logo, de qualquer jeito, ¥; nao é premissa maior ou
intermediaria de qualquer regra em II.
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Temos os seguintes casos

(a) p nao é premissa menor de E,:

Sejam I1} a subdeducao de IT determinada por p e IT} a subdeducao
de II} determinada por ;. II; é do formato desse Lema e s6
contém uma ocorréncia de féormula maxima ¢;. Logo, podemos
reduzir IT, a uma reducao ITj livre de ocorréncias de férmulas dis-
cordantes tal como no caso 2 da prova desse Lema.

Seja IT, a deducao obtida de IT| pela substituicao de IT, por IIj.
Como ¢, a férmula final de IT), e IT;, nao pode ser premissa maior
ou intermediaria de qualquer regra em II}, IT} é livre de ocorren-
cias de férmulas discordantes. Logo, i(IT}) = (0,0). Assim, pelo
Lema G.3, II} é reduzida a uma dedugao normal II{ cuja férmula
final é p.

Seja ITg a deducao obtida de II pela substitui¢ao da subdedugao IT]
pela dedugao normal IT. Como p, a férmula final de ITZ, ¢ férmula
vizinha da ocorréncia de férmula méxima ¢, da forma y**, entdo p
nao pode ser ocorréncia de férmula méxima do tipo 1.(e) ou 4.(c)
em II}. Isso ocorre porque, nesse caso, p nao ¢ premissa menor
de uma aplicagao de E,. Logo, I} s6 contém uma ocorréncia de
formula maxima ¢,, ¢ da forma desse Lema e pode ser reduzida a
deducao IT" livre de ocorréncias de férmulas discordantes tal como
no caso 2 da prova desse Lema.

(b) p é premissa menor de E, e ocorréncia de férmula diferente de i:

Sejam II} a subdeducao de IT determinada por p e IT}, a subdeducao
de II} determinada por ¢,. II, é do formato desse Lema e s6
contém uma ocorréncia de féormula maxima ¢;. Logo, podemos
reduzir IT, a uma reducao IIj livre de ocorréncias de férmulas dis-
cordantes tal como no caso 2 da prova desse Lema.

Seja IT, a deducao obtida de IT| pela substituicao de IT; por II;.
Como ¢, a férmula final de IT), e IT;, nao pode ser premissa maior
ou intermediaria de qualquer regra em II}, IT é livre de ocorren-
cias de férmulas discordantes. Logo, i(II}) = (0,0). Assim, pelo
Lema G.3, II} é reduzida a uma dedugao normal II{ cuja férmula
final é p.

Seja IIy a deducao obtida de IT pela substitui¢ao da subdeducao
IT) pela deducao normal II;. Como p é uma ocorréncia de for-
mula diferente de ¢, r(II}) = r(II}). Como p ¢é premissa menor
de E, cuja premissa maior é ¢, da forma y**, p é da forma y* e
¢ diferente de L. Logo, pelo Lema G.14, r(I13) = r(II})) = r(IT)).
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Dessa forma, II; s6 contém uma ocorréncia de formula maxima ¢;,
¢ da forma desse Lema e pode ser reduzida a deducao IT" livre de
ocorréncias de férmulas discordantes tal como no caso 2 da prova
desse Lema.

(c) p é premissa menor de E, e é a mesma ocorréncia de férmula y:

Nesse caso, como p é premissa menor de E, cuja premissa maior
é da f Lt 5 da f +. Sab

¢y da forma Yy, p é da forma y*. Sabemos que p, a mesma
ocorréncia de férmula ¢, é conclusao de E,, C,, Wy, I, ou E», logo
temos os seguintes casos:

i. p é conclusao de C,, W, ou Es:

No entanto, por ser férmula vizinha de ¢, e premissa menor
de E,, p nao pode ser conclusao de C,, W, ou E, por definigao
desse Lema. Logo esse caso nao existe.

ii. p é conclusao de E:
Nesse caso, por ser conclusao de E, , p seria da forma L. No
entanto, p é da forma y*. Logo esse caso nao existe.

iii. p é conclusao de I;:
Nesse caso, por ser conclusao de I, p seria da forma !u. No
entanto, p é da forma y*. Logo esse caso nao existe.

5. Em IT existem duas ocorréncias de férmulas maximas e as duas nao sao
vizinhas nem adjacentes:

Nesse caso, sejam ¢; e ¢, as duas ocorréncias de féormulas maximas de
IT e ¥y e ¥, as ocorréncias de férmulas imediatamente abaixo de ¢; e
¢, respectivamente. Logo I1 é da seguinte forma:

1=

Yy v
DY)

S/%)
23
a

Por ser ocorréncia de férmula discordante , ¢;, para 1 <i < 2, é premissa
de E,, C,, Wy, I, ou E;. Logo ¥; é conclusao de E,, C,, W,, I, ou
E,. Se for conclusao de E,, ¢; é L e nao pode ser premissa maior ou
intermediaria de qualquer regra em II. Se for conclusao de C,, W, I,
ou E,, ¥; também nao pode ser premissa maior ou intermediaria de
qualquer regra, pois, caso contrario, ¥; seria ocorréncia de férmula dis-
cordante diferente de ¢; e ¢, em II. Logo, de qualquer jeito, ¢; nao é
premissa maior ou intermediaria de qualquer regra em II.



APENDICE G. LEMAS AUXILIARES A NORMALIZACAO 231

Sejam II] e IT} as subdeducoes de I determinadas por ¢ e y, respecti-
vamente. II] é do formato desse Lema e sé contém uma ocorréncia de
férmula maxima ¢;. Logo, podemos reduzir IT} a uma reducao I} livre
de ocorréncias de formulas discordantes tal como no caso 2 da prova
desse Lema. Por sua vez: II, também ¢é do formato desse Lema e s6
contém uma ocorréncia de féormula méaxima ¢,. Logo, podemos reduzir
IT, a uma reducao II} livre de ocorréncias de férmulas discordantes tal
como no caso 2 da prova desse Lema.

IT" é a dedugao obtida de I pela substituicao de II{ por II} e de IT} por
IT;. Como ¢, a férmula final de II} e IT}, e ¥, a férmula final de IT)
e IT}, nao pode ser premissa maior ou intermedidria de qualquer regra
em II, IT" é livre de ocorréncias de férmulas discordantes.

Lema G.16 (Lema das férmulas maximas iguais para Eg) Seja I uma
deducao deT’ lm a tal que IT possui no mdzimo duas ocorréncias de formulas
mazimas e se B € uma ocorréncia de formula mdzrima em Il entao:

1. B € da forma (y86)*.
2. B € ocorréncia de formula discordante .

3. a subdeducao de Il determinada por B é da forma:

L By
(’}/?(S)J' [L(j)
4. se B for premissa maior de uma aplicacdo de E, entdo a formula vizinha

de B da forma y96 nao € conclusao de L., Ey, Fg, F3, Er, C, W, ou
E, emII.

Entao 11 € reduzida a uma deducao I de T’ lm a tal que IT" nao contém
ocorréncias de formulas discordantes .

Esse Lema G.16 é demonstrado de forma similar ao Lema G.15.
||

Lema G.17 (Lema das férmulas maximas iguais para E,) Seja IT uma dedugdo

de T Im a tal que I1 possut no mdrimo duas ocorréncias de formulas mdxi-
mas e se B € uma ocorréncia de formula mazxima em Il entao:
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1. B € da forma (?y)*.
2. B € ocorréncia de formula discordante .
3. a subdeducao de Il determinada por B € da forma:

‘p]l( 1 Soﬁ” ;yk)Hl
. by
e o o

J_ L
)" 1)

4. sep for premissa maior de uma aplicacao de E, entao a formula vizinha
de B da forma ?y nao é conclusao de L., Eg, Eg, F5, Ey, C), W, ou F,
em IL.

Entao 11 € reduzida a uma deducao I1" de T’ Im a tal que IT" nao contém
ocorréncias de formulas discordantes .

Esse Lema G.17 é demonstrado de forma similar ao Lema G.15.

Lema G.18 (Lema critico) Seja IT uma dedugdo de T’ lmﬁ tal que i(I1) =
(p,q) > (0,0) e toda ocorréncia de formula mdzima em I1 € premissa de r(IT).
Entao I1 € reduzida a uma deducao I1" de I’ Imﬁ tal que z(I1") < z(IT).

Sejam aj,...,q, as ocorréncias de formulas discordantes de indice (p, q)
em II, ou seja i(a;) = ... = i(a,) = i(II). Como i(IT) > (0,0), entao n > 1
e z(ID) = (p,q,n). Em I, ay,...,q@, sao todas férmulas vizinhas e premissas
de r(IT). Sem perda de generalidade consideramos que a4, ..., @, ocorrém na
ordem da esquerda para a direita em r(I), ou seja, @; estd a esquerda de «;
se e somente se i < j.

Provamos esse Lema G.18 por inducao em [(IT). Temos os seguintes casos:

1. n =1, r(I) é uma regra de eliminac¢ao e a; é a premissa maior de r(IT)
e é uma ocorréncia de férmula maxima do tipo 1.(a):

Nesse caso, I1 é da forma descrita pelo Lema G.4 e é reduzida a uma
deducao IT" tal que i(IT") < i(IT). Assim, z(IT") < z(IT).
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2. n =1, r(Il) é uma regra de eliminacao e a; é a premissa maior de r(Il)
e ¢ uma ocorréncia de férmula maxima do tipo 4.(a):

Nesse caso, I é da forma descrita pelo Lema G.13 e é reduzida a uma
deducao IT" tal que i(IT") < i(IT). Assim, z(IT") < z(ID).

3. n=1, r(Il) é uma regra de eliminacao e a; ¢ a premissa maior de r(IT)
e é uma ocorréncia de férmula maxima do tipo 1.(c):

Nesse caso, a; é a Unica ocorréncia de formula maxima em II e é con-
clusao de L.. IT é da seguinte forma:

I1=

at!
Y
L
a, L >,

B

Tal que X, pode estar a esquerda de a; e pode também ser vazia.

r(ID

Nesse caso, i(IT) = i(ay).
IT é reduzida a uma deducao II] pela reducao 19 como segue:

IT} =

CZ{I 22

B

r(IT)
L
ay
2
? Legin)

ﬁu'z

Ligy

E,

Em II, a ocorréncia de hipétese afllj pode ser premissa maior de E,, C,
ou W, e pode também ser premissa intermediaria de I, ou E,. Nesse
casos, a; ¢ uma ocorréncia de férmula discordante em IT;. Entao temos
os seguintes casos dependendo de a;:

(a) a7 nao é ocorréncia de féormula discordante em IT;:
Nesse caso, como i(II}) = (0,0) <i(Il) = i(ay), IT" = I1].
(b) at’ é premissa maior de E, em IT:
Nesse caso, I1] ¢ da seguinte forma:
IT} =
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L2

ﬁ ﬁJ.]Z E
Zig L
(03] a; E

J_ €1

z:1.2

% Legin

*

A ocorréncia de a; ilustrada acima em IIj que é premissa menor
de E, nao pode ser conclusao de L., Eg, Eg, E5, Es, C;, W, ou E,
caso contrario, ela seria uma ocorréncia de formula maxima em II
do tipo 1.(e) ou 4.(c), mas nao é premissa de r(I).

IT} é reduzida a uma dedugao IT; pela redugao operacional 11 como

segue:
H;E
201
a >
=2 ),
B B
J_ 1
22
?lcm)

Temos os seguintes casos:

i. a; nao ¢ ocorréncia de férmula discordante em IT;:
Nesse caso, como i(II5) = (0,0) < i(Il) = i(ay), II" = 1T;.

ii. @; ¢ ocorréncia de férmula discordante em IT;:
Nesse caso, como a; nao pode ser conclusao de L., Eg, Eg,
E5, E,, C,, W, ou E;, entao a; é conclusao de uma regra
de introdugao. Assim, i(a;) em II; ¢ igual a i(a;) em II e
i(IT;) = i(IT).
Seja IT; a subdeducao determinada pela ocorréncia mais acima
de g ilustrada acima em II3. IT; é da forma descrita por esse
Lema G.18 e podemos notar que i(IT}) = i(I15) = i(Il) e [(IT}) <
I(AT). Assim, IT; é reduzida, por hipétese de inducao, a uma
deducao IT; tal que i(IT}) < i(IT3) = i(ID).
Seja IT" a deducao obtida a partir de IT; pela substituicao de
IT; por II;. II' é entao a seguinte deducao:
II' =
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HZ Bsz
1 B,
B Lei
Podemos notar que i(II") = i(I1}) < i(I).
(c) @i’ é premissa intermedidria de I, em IT:
Entao II] ¢ da seguinte forma:

HT =
Q’{l 22 r(H)

1 J2 ky Lk kq

B n B A o ar

w R A
1 Lik...k0)
ly "
21 (d+2)

1
B Le(p)

Tal que 1 <i<deaj é¢;. Nessecaso, i(IT) = i(ay) > i(I) = i(ay).
A ocorréncia de !y ilustrada acima em II} nao pode ser premissa
maior ou intermediaria, caso contrario, ela seria uma ocorréncia
de férmula discordante diferente de a; em II.

Como a; ¢ férmula essencialmente !-modal, a; ¢ férmula essencial-
mente ?-modal. Assim, r(I) é E,, E5 ou E,. Temos os seguintes

casos:
1. r(II) é E;:
Entao, a; ¢ da forma ¢+, g é L, e II] é da seguinte forma:
IT; =
2, .
6J_]1 E
- 1 12 k1 J_J_ki kq
L - L E, @' ...0 RN
I < Ligy Zia X1 (a+1)
o1 ... 0 c oo Pa I
Iy {1 se.orka)
21 d+2)
1
T Letin
N ; ki
Suponha que a ocorréncia da férmula topo da forma &+

ilustrada acima é premissa maior de E,. Nesse caso, a férmula
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vizinha dessa ocorréncia de férmula nao poderia ser conclusao
de L., Eg, Ee, E3, Ey, C;, W, ou E;, pois, caso contrério, essa
formula vizinha seria ocorréncia de férmula maxima diferente
de B em II.

IT; é reduzida a uma dedugdo IT; através da redugao 29.(b)
como segue:

H; =
sk gt
4 EJ‘
=1 Lo k
cplfl... o+t gy
21.1 22 Zl.d Z1.(d+1)
Q1...0...04 yL(k o 4
',y (K yeens d (!,}/)J_Jl
T EJ_ J_J_jz
L L
Ty Lein
21 (d+2)
1
T Lein

Nesse caso, como a ocorréncia de !y ilustrada acima em IT que
é conclusao de L. nao pode premissa maior ou intermediaria,
ly nao é ocorréncia de férmula discordante em IT3.

Como d.(6) < d.(6%) = d.(a;), mesmo que § seja ocorréncia
de férmula discordante em II;, i(6) < i(IT). No entanto o+t
pode ser ocorréncia de férmula discordante em IT;. Temos os
seguintes casos:

A. 6" nao é ocorréncia de férmula discordante em IT:
Nesse caso, II' = II;. Podemos notar que i(Il') é no
maximo igual a i(d), logo z(IT") < z(IT).

B. 6" é ocorréncia de férmula discordante em IT:

Nesse caso, seja IT] a subdeducao determinada pela ocorréncia
de v ilustrada acima em II5.

Como, se §** for premissa maior de E,, sua férmula viz-
inha nao poderia ser conclusao de L., Eg, Eg, Eg, Eq, C,,
W, ou Ey, IT} é da forma do Lema G.15. Logo II; pode ser
reduzida, pelo Lema G.15, a uma dedugao II; livre de o-
corréncias de férmulas discordantes. IT" é entao a seguinte
dedugao:

II' =
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(d)

2 pY) 24
@1 .o ... Pa H4 I
1kt ook
!7 (k1,e.ka) (!,)/)_J_Jl - .
J_ i J_J.]Z
J_ 1
iy Legin
21 (d+2)
1
T et

Podemos notar que i(I") ¢ no maximo igual a i(9), logo
z(IT") < z(T).
ii. r(IT) é Exs:
Usando o Lema G.16 ao invés do Lema G.15, esse caso é
similar ao anterior.
iii. r(IT) é Es:
Usando o Lema G.17 ao invés do Lema G.15, esse caso é
similar ao anterior.

a/fj ¢é premissa intermediaria de E, em IT:
Nesse caso, II é reduzida a uma dedugao IT" tal que z(I") < z(IT)

por um procedimento similar ao usado no caso anterior no qual
a;”’ é premissa intermediaria de I, em II.

ozfj é premissa maior de C, em II:

Nesse caso, IT é reduzida a uma dedugao IT” tal que z(IT") < z(IT) por
um procedimento similar ao usado no caso no qual afj é premissa
intermediaria de I, em II.

a/fj é premissa maior de W, em II:

Nesse caso, IT é reduzida a uma dedugao IT” tal que z(IT") < z(IT) por
um procedimento similar ao usado no caso no qual allj é premissa
intermediaria de I, em II.

4. n=1, r(Il) é W, e a; é a premissa maior de r(II) e é uma ocorréncia de
férmula méxima do tipo 1.(b):

Nesse caso, I ¢ da forma descrita pelo Lema G.5 e é reduzida a uma
deducao IT" tal que i(IT") < i(IT). Assim, z(IT") < z(IT).

5. n=1, r(Il) ¢ W, e a; é a premissa maior de r(II) e é uma ocorréncia de
férmula méxima do tipo 4.(b):

Nesse caso, I ¢ da forma descrita pelo Lema G.6 e é reduzida a uma
deducao IT" tal que i(IT") < i(IT). Assim, z(IT") < z(ID).
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6.

10.

11.

12.

n=1,rII)é W, e a; é a premissa maior de r(I) e é uma ocorréncia de
férmula méxima do tipo 1.(d):

Nesse caso, I é da forma descrita pelo Lema G.7 e é reduzida a uma
deducgao IT" tal que i(IT") < i(IT). Assim, z(IT") < z(ID).

.n=1,r(l) é C, e a; é a premissa maior de r(Il) e é uma ocorréncia de

férmula méxima do tipo 2.(c):

Nesse caso, I é da forma descrita pelo Lema G.10 e é reduzida a uma
deducao IT" tal que i(IT") < i(IT). Assim, z(IT") < z(IT).

n=1,r(I) éC, e a; é a premissa maior de r(I) e é uma ocorréncia de
férmula méxima do tipo 3.(c):

Nesse caso, I é da forma descrita pelo Lema G.11 e é reduzida a uma
deducao IT" tal que i(IT") < i(IT). Assim, z(IT") < z(IT).

.n=1,r(l) é C, e a; é a premissa maior de r(Il) e é uma ocorréncia de

féormula maxima do tipo 2.(f):

Nesse caso, I é da forma descrita pelo Lema G.12 e é reduzida a uma
deducao IT" tal que i(IT") < i(IT). Assim, z(IT") < z(ID).

n>1,rIl)él eay,...,a, sao todas premissas intermediarias de r(II):
Nesse caso, I1 é da forma descrita pelo Lema G.8 e é reduzida a uma
deducao IT" tal que z(IT") < z(IT).

n>1,r(Il) ¢ Eyea,...,aqa, sao todas premissas intermedidrias de r(II):
Nesse caso, I é da forma descrita pelo Lema G.9 e é reduzida a uma
deducao IT” tal que z(IT") < z(IT).

n>1, r(Il) é Ey e @ é a premissa maior de r(II):

Temos os seguintes casos:

(a) a; é ocorréncia de férmula discordante do tipo 1.(a):
Esse caso é resolvido por um procedimento similar ao do caso 1
desse Lema.

(b) @; é ocorréncia de férmula discordante do tipo 4.(a):
Esse caso é resolvido por um procedimento similar ao do caso 2
desse Lema.

(c) @ é ocorréncia de férmula discordante do tipo 1.(c):

Esse caso ¢ resolvido por um procedimento similar ao do caso 3
desse Lema.
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