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RESUMO

Este trabalho é um estudo geral da relagdo entre o embutimento de arvores orientadas
em digrafos e alguns parametros dos mesmos. Dizer que uma arvore orientada esta em-
butida em um digrafo é equivalente a dizer que o digrafo contém uma copia da arvore
como subdigrafo. No embutimento em digrafos podem ser considerados como parametros
o numero de vértices, o nimero cromatico ou ainda o nimero de arcos do digrafo. Se-
rao apresentados as principais conjecturas e resultados de cada abordagem, bem como as
relagoes existentes entre elas. A Conjectura de Burr, uma das mais conhecidas sobre em-
butimento pelo niimero cromatico, diz que toda arvore orientada com n > 1 vértices pode
ser embutida em qualquer digrafo (2n — 2)-cromatico. Mostraremos que esta conjectura
¢é valida para orientagoes de estrelas de ordem n > 2 e para qualquer arvore orientada de
ordem 2 <n < 5.

Palavras-chave: digrafos, arvores orientadas, coloragao de grafos, embutimento.



ABSTRACT

This work is a comprehensive study on the relationship between the embedding of oriented
trees in digraphs and some of their parameters. Saying that an oriented tree is embedded
in a digraph is equivalent to say that the digraph contains a copy of that tree as a
subdigraph. In the embedding in digraphs, we may consider as parameters the number of
vertices, the chromatic number or the number of arcs of the digraph. The main conjectures
and results of each approach will be presented, as well as the relations among them. Burr’s
Conjecture, which stablishes the relationship with the chromatic number, says that every
oriented tree with n > 1 vertices is embedded in any (2n — 2)-chromatic digraph. We
show that this conjecture holds for oriented stars of order n > 2 and for any oriented tree
of order 2 < n <5.

Keywords: digraphs, oriented trees, graph colouring, embedding.
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1 INTRODUCAO

Este trabalho trata da relagdo entre o embutimento de arvores orientadas em
digrafos e diversos parametros dos mesmos. De uma forma geral, a questao central nesse
tipo de estudo é determinar condigoes suficientes para que um digrafo contenha uma
coOpia de qualquer arvore orientada. Isso permitiria, por exemplo, ao encontrar uma
arvore orientada A que nao pudesse ser embutida em um digrafo D, determinar que D
nao satisfaz as condigoes suficientes.

Observa-se que esse problema ¢ mais geral do que o problema de isomorfismo
de subdigrafos, onde se deseja determinar se um certo digrafo D possui como subdigrafo
um digrafo isomorfo a uma arvore orientada A. No presente estudo, pretende-se encontrar
condigoes suficientes para que D possua como subdigrafo todas as arvores orientadas. A
complexidade do problema que tratamos depende da complexidade de checar as condig¢oes
suficientes.

As condigbes que tratamos e estudamos, impostas sobre os digrafos, estao
relacionadas a certos parametros dos mesmos, como sera visto a seguir.

O estudo da relagdo entre embutimento e o niimero cromatico, por exemplo,
permite estudar o nimero cromatico de um digrafo pela determinacdo de subdigrafos
de ocorréncia obrigatoria. Esse tipo de abordagem foi iniciada apds a demonstracao de
um teorema classico de grafos (Gallail (1968), Roy| (1967), Hasse| (1964)), Vitaver| (1962])),
inicialmente provado por Gallai e por Roy, que garante a existéncia de um caminho
direcionado de tamanho x(D)—1 em todo digrafo D, onde x(D) é o seu niimero cromatico.

Como um exemplo de aplicagao desse resultado, tem-se que o fato de, para um
certo grafo G, nao ser possivel orienté-lo de forma a produzir um caminho direcionado
de tamanho k, garante que x(G) < k. O grande nimero de aplicagoes existentes para
o problema de coloragao em grafos, que trata de determinar o niimero cromatico de um
grafo, e a dificuldade de resolugdo do mesmo, justifica o interesse nessa abordagem.

Além das condigoes impostas sobre o nimero cromatico do digrafo para a
existéncia de arvores orientadas, estuda-se também o nimero de arcos suficientes, com
respeito ao seu numero de vértices, a um digrafo para garantir tal existéncia.

No que diz respeito as relagoes com o nimero cromatico do digrafo, a partir
do resultado Gallai-Roy-Hasse-Vitater, os primeiros digrafos estudados foram os torneios
(grafos direcionados completos), cujo nimero cromético é exatamente a sua ordem. Em
seguida, os estudos foram direcionados a digrafos quaisquer, na busca de provar a mais
importante conjectura no tema, a Conjectura de |Burr| (1980), que propoe que qualquer
arvore orientada de ordem n pode ser embutida em qualquer digrafo de nimero cromético
2n — 2.

No que diz respeito ao seu niimero de arcos, os estudos estao ligados a teoria
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extremal de grafos, aplicados a digrafos. |Erdds| (1965)) conjecturou que se um grafo com
n vértices possui pelo menos n(k — 2)/2 arestas, entao ele possui uma cépia de qualquer
arvore de ordem k.

Nessa dissertacao, fazemos um apanhado dos principais resultados sobre o
embutimento de arvores orientadas em torneios e sobre as condi¢oes impostas ao nimero
cromatico do digrafo e ao seu nimero de arcos, a fim de garantir o embutimento de
tais arvores. Observamos que a terminologia introduzida pelos autores dos resultados
apresentados foi mantida, tornando esse estudo um documento de referéncia sobre o tema.

Além desse apanhado, provamos a Conjectura de Burr para as arvores orien-
tadas com até 5 vértices e para orientagoes de estrelas de qualquer ordem.

A dissertagao estd organizada como segue. Inicialmente, no Capitulo [2] serao
apresentados os principais conceitos relacionados a grafos, digrafos, arvores orientadas e
coloragao de vértices; bem como as notagoes que serao utilizadas neste estudo. No Capi-
tulo [3| serao apresentadas algumas das técnicas utilizadas para se verificar o embutimento
em digrafos.

Como serd visto no Capitulo[d] o embutimento de drvores orientadas em digra-
fos pode ser abordado considerando como pardmetro o nimero de vértices, o nimero de
arcos, ou ainda o numero croméatico do digrafo em que se deseja verificar o embutimento.

Seja A uma arvore de ordem n. Utiliza-se o nimero de vértices como parametro
para verificar o embutimento em torneios. Neste caso, diz-se que A é f(n)-inevitavel,
se todo torneio com f(n) vértices contém uma cépia de A. Na segunda abordagem,
caracteriza-se uma fung¢do g(n) de modo que todo digrafo D com pelo menos g(n).|V (D)|
arcos contém uma coépia de A. Quando se utiliza o niimero cromatico como parametro
para embutimento, fala-se em digrafos universais. Diz-se que A é h(n)-universal, se todo
digrafo com nimero cromético pelo menos h(n) contém uma cépia de A.

A primeira abordagem esta relacionada com a terceira, uma vez que torneios
de ordem n sdo casos particulares de digrafos n cromaticos. Portanto, todo digrafo h(n)-
universal é também h(n)-inevitavel. A segunda abordagem também esté relacionada a
terceira, pois, como serd mostrado no Capitulo [, todo digrafo D com nimero cromético
2¢g(n) 4+ 1 possui pelo menos g(n).|V(D)| arcos.

No capitulo Capitulo |5, apresentamos os nossos resultados, ou seja, a prova
da Conjectura de Burr para arvores orientadas de ordem n, n < 5 e para orientacoes de
estrelas de qualquer ordem.

Concluimos esse trabalho, no Capitulo [0, apresentando diregoes para a conti-

nuacao deste estudo.
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2 DEFINICOES E TERMINOLOGIA

Neste capitulo serao apresentados os conceitos gerais de grafos, digrafos e co-
loracao de vértices, que serao utilizados no documento. Estes e outros conceitos podem
ser encontrados em [Bondy e Murty (2008), |West| (2001)) e Bang-Jensen e Gutin/ (2007)).

2.1 Grafos

Um grafo é definido por um par ordenado G = (V(G), E(G)), sendo V(G) o
conjunto de vértices e F(G) o conjunto de arestas de GG, e por uma fungio de incidéncia
de G, 1¢, que associa cada aresta com um par de vértices (ndo necessariamente distintos)
de G. Se e é uma aresta, e u ¢ v 20 os vértices tais que Yg(e) = {u,v}, diz-se que u e v
sao as extremidades de e. Se nao existir mais de uma aresta incidente sobre um mesmo
par de vértices u e v em (G, cada aresta e pode ser representada por suas extremidades
(e = wv). A ordem de um grafo é o seu ntiimero de vértices (denotada por n), e o tamanho
é o seu numero de arestas (denotado por m).

As extremidades de uma aresta sao ditas incidentes a esta. Dois vértices sao
adjacentes se incidem sobre uma mesma aresta, e duas arestas sao adjacentes se incidem
sobre um mesmo vértice. Vértices adjacentes distintos sao chamados de vizinhos. O
conjunto dos vizinhos de um vértice v em um grafo G é representado por Ng(v).

Um lago é uma aresta cujas extremidades sao iguais. Se duas ou mais arestas
incidem sobre o mesmo par de vértices, estas sao chamadas de multiplas. Um grafo simples
nao possui lacos ou arestas multiplas.

Um grafo simples é completo se quaisquer dois dos seus vértices sao adjacentes.
K, representa um grafo completo com n vértices. Um grafo é bipartido se o seu conjunto
de vértices pode ser particionado em dois subconjuntos X e Y de modo que toda aresta
tenha uma extremidade em X e outra em Y. Denota-se um grafo bipartido G com particao
(X,Y) por G[X,Y]. Se G é simples e todos os vértices de X sao adjacentes a todos os
vértices em Y, G é bipartido completo. K,, , representa um grafo bipartido completo com
partigoes de tamanhos m e n, respectivamente. Um grafo G é vazio se E(G) = 0.

O grau de um vértice v em um grafo simples G, denotado por dg(v), é o
niumero de arestas de G incidentes a v. Representa-se por §(G) e A(G), respectivamente,
o menor e o maior dentre os graus dos vértices de G. Um grafo é regular quando todos
0s seus vértices possuem o mesmo grau. Neste caso, se k é o grau destes vértices, entao
G é k-regular.

Dois grafos G e H sdo isomorfos (G = H), se ha bijegoes 0 : V(G) — V(H)e ¢ :
E(G) — E(H) tais que 1g(e) = {u,v} se, e somente se, ¥y (p(e)) = {0(u),0(v)}. Ha um
exemplo de grafos isomorfos na[Figura 1} onde 6 := {(1,b), (2,d), (3, f), (4,¢), (5,¢€), (6,a)}.
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1 2 3
@ ()] )
© @ @] \ /\/
4 5 6
G H

Figura 1 — Grafos isomorfos

2.1.1 Passeios

Em um grafo simples GG, um passeio é uma sequéncia de vértices P = vy . . . vy,
onde {vg,...,v} C V(G) e {vy,vis1} € E(G),0 < i < k. Os vértices vy e vy sao as
extremidades de P, e os vértices v1 a vp_; sdo chamados de internos de P. O tamanho de
um passeio é a quantidade de arestas deste. Se vy = vy, entao P é um passeio fechado.
Caso contrério, P é aberto. Um caminho (resp. trilha) é um passeio aberto sem repeticao
de vértices (resp. arestas); e um ciclo (resp. circuito) é um passeio fechado sem repetigao
de vértices internos (resp. arestas). Um caminho que contém todos os vértices de um
grafo é chamado de caminho hamiltoniano. A notacao xPy indica que P é um caminho
com extremidades x e y. A distancia entre dois vértices z e y em um grafo G' é o tamanho
do menor caminho com extremidades x e y, caso exista um, ou infinita, caso contrario.

Seja C' um ciclo em um grafo G. Uma corda em C' é uma aresta xy € E(G)
de modo que z e y estdo em V(C), mas zy ¢ E(C).

Um grafo G = (V(G), E(G)) é conexo se hd um caminho entre quaisquer dois
vértices de V(G). Um grafo conexo que ndo possui ciclos é chamado de drvore. Em uma
arvore, uma folha é um vértice cujo grau € igual a um. Uma estrela de ordem n, denotada

por S, é uma arvore com n — 1 folhas.

2.1.2 Subgrafos

Sejam G e H dois grafos. Diz-se que H é subgrafo de G se V(H) C V(G) e
E(H) C E(G). Seja H um subgrafo de G. Se H ¢ isomorfo a um grafo H', entdo G contém
uma cdpia de H'. Diz-se que H é uma componente coneza (ou simplesmente componente)
de G se H é um subgrafo conexo maximal de G. Ou seja, nao ha um subgrafo de G,
diferente de H, que seja conexo e contenha H.

Dado um grafo GG, se e é uma aresta de G, entdo pode-se obter um subgrafo de
G com m — 1 arestas removendo-se e de G. O grafo resultante desta operagao ¢ denotado

por G\e. Se v é um vértice de GG, pode-se obter um subgrafo de G com n — 1 vértices
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removendo-se v e todas as arestas incidentes a ele em GG. O grafo resultante desta operacao
¢ denotado por G'\ {v} ou G — v. Estas operagoes estao ilustradas na

) i i P Y
o \" L =
e
[0 )] [ )] [ &)
a \ a ™, i
L L L L L L
G G\e G—v

Figura 2 — Remocao de vértices e arestas

Um subgrafo induzido de um grafo GG é obtido apenas por remocoes de vértices.
Se X ¢é o conjunto de vértices removidos, o subgrafo resultante é denotado por G — X, e
o subgrafo de G induzido por Y = V(G)\ X ¢é denotado por G[Y]. O conjunto de arestas
¢é formado pelas arestas de G que possuem as duas extremidades em Y. Um conjunto de
vértices que induz um grafo vazio é chamado de estdavel ou independente. Um conjunto

de vértices que induz um grafo completo é chamado de cligue.
Um subgrafo gerador de um grafo GG é obtido apenas por remocoes de arestas.

Uma drvore geradora é um subgrafo gerador que é uma arvore.

2.1.3 Identificacdo de vértices e contracdo de arestas

u v u e v Xy

@ ® U\ /’)‘ A

o /\w ®
G H G/{u,v} ou H/e

Figura 3 — Identificacao de vértices e contracao de arestas

A identificacao de dois vértices nao adjacentes u e v de um grafo GG, denotada
por G/{u,v}, consiste na substituigdo de u e v por um novo vértice x,, que serd a
extremidade de todas as arestas incidentes anteriormente a u ou a v, removendo-se as
arestas multiplas. A contragio de uma aresta e em um grafo G, denotada por G/e,

consiste em remover a aresta e, caso esta nao seja um lago, identificar suas extremidades.

Na Figura |3| estao ilustradas estas operacgoes.
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2.2 Digrafos

Um digrafo é definido por um par ordenado D = (V(D), A(D)), sendo V(D) o
conjunto de vértices e A(D) o conjunto de arcos de D, e por uma fungao de incidéncia de
D, ¢p: A(D) — V(D) x V(D), que associa cada arco com um par ordenado de vértices
(nao necessariamente distintos) de D. Se a é um arco, e ¥p(a) = (u, v), entdo diz-se que
u domina v. Pode-se dizer ainda que u é a cauda, e v é a cabeca de a. Os vértices que
dominam um vértice v sao seus vizinhos de entrada. Ja os dominados por ele sao seus
vizinhos de saida. Estes dois conjuntos sao representados, respectivamente, por N (v) e
Nf(v). A vizinhanga de v em D é Np(v) = Np(v) U Nj(v).

De forma complementar aos conceitos de vizinhanca de entrada e vizinhanca
de saida, definem-se também segunda vizinhanca de entrada e sequnda vizinhanga de
saida. A primeira é definida como N~ (v) = {UmENB w) Np () }\Np(v)}. Analogamente,
a segunda é definida como NjT(v) = {UxeNg(v) N (@) \NJ(v)}.

Dados um digrafo D e um vértice v € V(D). O grau de entrada (resp. saida) de
v em D, denotado por d(v) (resp. df(v)), é o nimero de arcos com cabega (resp. cauda)
v. O graude v em D é a soma dos seus graus de entrada e de saida (dp(v) = dp(v)+d}(v)).
Se dp(v) = 0, entao v é do tipo fonte. Se df,(v) = 0, entdo v é um sumidouro. Se para
todo vértice v de D, df,(v) = dp(v), D é um digrafo euleriano. O grau minimo de entrada
(resp. saida) de D é representado por 6~ (D) (resp. 67 (D)). De forma andloga, o grau
maximo de entrada (resp. saida) é representado por A~(D) (resp. AT(D)). Um digrafo
é dito k-direqular se dj;(v) = dp(v) = k, para todo v € V(D).

O reverso de um digrafo D é o digrafo obtido a partir de D, invertendo-se cada

um de seus arcos.

2.2.1 Relacoes entre grafos e digrafos

A qualquer digrafo D pode ser associado um grafo G' com o mesmo conjunto
de vértices, substituindo-se cada arco por uma aresta com as mesmas extremidades e
removendo-se em seguida as arestas multiplas. Este é o grafo subjacente de D, denotado
por G(D). Reciprocamente, qualquer grafo G pode ser transformado em um digrafo,
substituindo cada aresta por dois arcos opostos com as mesmas extremidades. Este é
o digrafo associado ou simétrico de G, representado por D(G). Se cada aresta de G é
substituida por apenas um arco com as mesmas extremidades, o digrafo obtido é uma
orientagdo de G.

Uma orientacao de um grafo simples é chamada de grafo orientado. Uma
orientacdo de um grafo completo é chamada de torneio. Um torneio bipartido é uma
orientagao de um grafo bipartido completo. Na [Figura 4, G é um grafo completo. H e I

sao torneios. Além disso, H é o reverso de I.
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a_ b a_ b
i ) i )
c “d c ~d
G H I

Figura 4 — Grafos e digrafos

Denotamos por Ra,.; um torneio diregular de ordem 2n + 1 em que todo
vértice tem graus de entrada e de saida iguais a n. Na temos um Rs.

Figura 5 — Exemplo de torneio diregular de ordem 5

Os conceitos de subdigrafo, subdigrafo induzido e subdigrafo gerador sao ana-
logos aos conceitos de subgrafo, subgrafo induzido e subgrafo gerador (Subsecao [2.1.2)).
Seja S um subconjunto dos vértices de um digrafo D. S é um conjunto estavel (resp. uma

clique) em D se, e somente se, S é um conjunto estavel (resp. uma clique) em G(D).

2.2.2 Caminhos e ciclos

Um caminho orientado é uma orientacao de um caminho. Seja P = vy... 0,
um caminho orientado. Se v; domina v;yq, entdo (v;,v;11) é um arco de avango; caso
contrario, é um arco de retorno. P é um caminho direcionado se todos os seus arcos sao
ou de avanco ou de retorno. Um bloco de P é um subcaminho direcionado maximal de
P com tamanho maior que zero. Note que um caminho orientado é uma concatenacao
de blocos. Denota-se por Pt (by, ..., b;) (resp. P~(by,...,b;)) um caminho com k blocos
cujo primeiro bloco é de avango (resp. de retorno), e b; representa o tamanho do bloco i,
para 1 <1 < k.

Se P é um caminho orientado de ordem n com n — 1 blocos, entao ele é um
caminho antidirecionado. Representamos por A (resp. por A, ) um caminho antidireci-

onado de ordem n cujo primeiro arco é de avango (resp. de retorno).
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Na[Figura 6, P, é um P*(1,2,1,1), P, é direcionado, P é um P7(3,2) e P, é

um caminho antidirecionado (Af).

P, & > P B a 2 i< a
1 & o e L o o
P @ P . — — S
2 -__j '\h.: i_,;'\ L b C-/
£ a0 Y Y i7 -
P3 L = = o L )"—'\H\;
P, ™ - =y i oy >
4 . L . L -

Figura 6 — Caminhos orientados

De forma analoga as defini¢des para caminho, definem-se ciclo orientado, ciclo
direcionado e ciclo orientado com dois blocos. A cintura de um digrafo D é o tamanho
do seu menor ciclo direcionado.

Um digrafo D é conexo se G(D) é conexo. Adicionalmente, D é fortemente
conero se, para quaisquer dois vértices distintos u, v € V(D), hd um caminho direcionado
de u para v. Na[Figura 7, G é um digrafo conexo e H é um digrafo fortemente conexo.
Seja H um subdigrafo de D. Diz-se que H é uma componente de D se G(H) é uma

componente de G(D).

') )
O O O >0
G H

Figura 7 — Exemplos de digrafo conexo e fortemente conexo

2.2.3 Rei, kernel e antikernel

Em um digrafo D, diz-se que um vértice x é um rei (king) se o tamanho do
menor caminho direcionado de z a qualquer vértice em V(D)\{x} é no maximo dois. Ou
seja, se {x} U N (2) U NpT(z) = V(D).

Seja D um digrafo. Um kernel em D é um conjunto independente S C V(D)
de modo que todo vértice em V(D)\S domina pelo menos um vértice em S. D é kernel-
perfeito se todos os seus subdigrafos induzidos possuem um kernel.

Um antikernel em um digrafo D é um conjunto independente S C V(D) de
modo que todo vértice em V(D)\S é dominado por pelo menos um vértice em S. Por

analogia ao conceito de kernel-perfeito, é definido antikernel-perfeito.
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Figura 8 — Exemplo de kernel e antikernel em um digrafo

Se um digrafo D é, simultaneamente, kernel-perfeito e antikernel-perfeito, ele

é chamado de bikernel-perfeito. Na [Figura 8| os vértices destacados em [(b)] (resp.

representam um kernel (resp. antikernel) no digrafo em [(a)]

224 Arvores orientadas

Uma drvore orientada é definida como uma orientagao de uma arvore. Uma
arvore orientada enraizada é uma arvore orientada em que um vértice é designado como
raiz. Ademais, se este é uma fonte, entdo a arvore é bem enraizada.

O nivel de um vértice v em uma arvore enraizada A é a sua distancia a raiz
em G(A). Um arco (z,y) de A é um arco de retorno se o nivel de y for menor que o nivel
de z. Denota-se por B(A) o subdigrafo induzido de A por seus arcos de retorno, por b(A)
o numero de arcos de B(A), e por ¢(A) o nimero de componentes de B(A). Estas sdo as
componentes de retorno de A. No exemplo da [Figura 9] b(A) =5 e ¢(A) = 3.

j\/ F\ L
\ ) ;
B L L (,_X\\M’ Q '\J

4 B(A)

=
.
o

Figura 9 — Componentes de retorno de uma &arvore orientada

Seja A uma arvore orientada. As folhas de entrada de A sdo os vértices v tais

que d}(v) =1 e d,(v) = 0. Analogamente, as folhas de saida de A sdo os vértices v tais
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que d}(v) = 0 e d,(v) = 1. O conjunto das folhas de entrada (resp. de saida) de A é

representado por In(A) (resp. Out(A)).
Uma estrela de entrada (resp. de saida) é uma orientagdo de uma estrela de

ordem n onde todas as folhas sdo de entrada (resp. de saida), e é representada por S,

(resp. S;7). Denota-se por S;; uma estrela orientada que possui exatamente 7 folhas de
entrada e j folhas de saida, onde i + j =n — 1. A ilustra essas orientagoes de

estrelas.

e o
A A
& LG @
v\”) —, .
@ v O > L 4
+

Sq Sy S35

O [ O [

@
.
J

Figura 10 — Orientagoes de estrelas

Seja A uma arvore enraizada em um vértice s. Segundo |Bang-Jensen e Gutin|
(2007), A é uma arborescéncia de entrada (vesp. arborescéncia de saida) se dj(s) = 0
(resp. d4(s) = 0) e, para todo vértice x # s, djj(z) =1 (resp. d(z) =1).

Como apresentado em , uma arvore orientada A é antidirecionada
se, para todo v € V(A), d}(v) = 0 ou d;(v) = 0. Este tipo de arvore pode também

ser chamado de drvore fonte-sumidouro (do inglés, source-sink tree) pois, pela definigdo,

todos os seus vértices sdo fontes ou sumidouros.

O\

-

N AN

Figura 11 — Exemplos de arvores orientadas

Na [Figura 11|, A;, Ay e Az sdo arvores orientadas. Mais especificamente, A, é

uma arborescéncia de saida, e Az é uma arvore orientada antidirecionada.
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2.2.5 Identificacdo de vértices, contracdo e subdivisdo de arcos

Similarmente ao que é feito em grafos nao orientados, identificar dois vértices
nao adjacentes a e b de um digrafo D consiste em substituir estes vértices por um tnico
vértice v,,, dominando todos os vértices que sao dominados por a ou por b, e sendo

dominado por todos os vértices que dominam a ou b. O digrafo resultante é denotado por

D/{a,b}. A[Figura 12|ilustra esta operacao.

a b Vap
= a (i
Q0 O /"—J
D D/{a,b}

Figura 12 — Identificagao de vértices e um digrafo

Contrair um arco em um digrafo D é equivalente a contrair uma aresta no
seu grafo subjacente. Uma subdivisio de um arco (a,b) de um digrafo D consiste na
substituigao de (a,b) por um caminho direcionado de a para b de forma que todo vértice
interno deste caminho tenha grau dois. A subdivisdo de um digrafo D é o digrafo D’
obtido a partir de D pela sudivisao de um ou mais de seus arcos. Na [Figura 13| D’ é uma

subdivisao de D.

a_ b
¢ <o
)
c “~d
D

Figura 13 — Exemplo de subdivisao de digrafos

2.3 Coloracao de Vértices

Uma k-coloragdo de vértices, ou simplesmente uma k-coloragdo, é uma atribui-
¢ao de k cores distintas aos vértices de um grafo, onde a cada vértice é atribuida uma cor.
Usualmente, o conjunto de cores costuma ser {1,2,...,k}. Uma coloragdo é prépria se

nao ha vértices adjacentes com a mesma cor.
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Uma k-coloragao pode ser vista como uma partigao {Vi,Va, ..., Vi} do con-
junto de vértices do grafo, onde cada parte V; possui os vértices com a cor i. Dizemos que
V; representa uma classe de cor. Uma k-coloracao é propria se cada classe de cor é um
conjunto estavel. Um grafo é k-colorivel se ele tem uma k-coloracao prépria. Um digrafo
D ¢ k-colorivel se, e somente se, G(D) é k-colorivel.

O menor valor de k para o qual um (di)grafo G tem uma k-coloragdo prépria
é chamado de namero cromdtico de G, denotado por x(G). Neste caso, o (di)grafo é cha-
mado de k-cromdtico. Problemas de coloracao de (di)grafos estao entre os mais estudados
em Teoria dos Grafos pela sua relevancia, tanto do ponto de vista tedrico quando do de
aplicagoes. Segundo Karp| (1972), decidir se um (di)grafo é k-colorivel é um problema
NP-Completo. De acordo com [Lund e Yannakakis (1994)), encontrar uma aproximagao
para o nimero cromatico de um grafo é um problema computacionalmente dificil.

Um (di)grafo é k-critico se o seu nimero cromatico é k, enquanto todos os seus

sub(di)grafos préprios sdo (k — 1)-coloriveis.
Proposicao 2.3.1. Se D € um digrafo k-critico, entio 6(D) > k — 1.

Demonstracao. Seja D um digrafo k-critico. Suponha, por contradi¢ao, que existe um
vértice v em V(D) tal que dp(v) < k — 1. Como D é k-critico, x(D —v) = k — 1. Uma
vez que v é adjacente a no maximo k — 2 vértices, pode-se atribuir a ele uma cor em
{1,...,k —1}. Portanto, x(D) = k — 1, uma contradicao. O

Proposicao 2.3.2. Se D é um digrafo k-cromatico com dois vértices nao adjacentes a e

b, entio x(D/{a,b}) > k.

Demonstra¢io. Sejam D' = D /{a,b} e x € V(D’) o vértice correspondente a identifica¢ao
de @ e b em D. Por contradi¢ao, suponha que x(D') < k — 1. Uma vez que a e b nao
sao adjacentes, eles podem receber a mesma cor de x, obtendo-se uma (k — 1)-coloragao

propria de D, uma contradicao. O

Teorema 2.3.3 (Brooks). Se G é um grafo conexo, e G ndo é um ciclo impar e nem
completo, entao x(G) < A(G).

> d(v)
O grau médio de um digrafo D, denotado por Ad(D), é % Sabe-se
que > dv) = ¥ (dp(w) +dihw) eque ¥ dplv) = ¥ di(v). Portanto,
veV (D) veV (D) veV (D) veV (D)
> dp()
temos Ad(D) = 2%. O grau médio mdximo of D, denotado por Mad(D), é

max{Ad(H) | H C D}.

Lema 2.3.4 (Addario-Berry et al)). Se G é um grafo de grau médio mdzximo menor ou

igual a k, k > 3, entio x(G) < k ou G contém um grafo completo de ordem k + 1.
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Demonstragio. Se x(G) > k, entdo G contém um grafo (k + 1)-critico H. Uma vez que,
pela Proposigao [2.3.1, 6(H) > k e Mad(G) < k, o subgrafo H deve ser k-regular. Como
X(H)=k+1ek >3, pelo Teorema [2.3.3, H ¢ um grafo completo de ordem k + 1. [
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3 FERRAMENTAS

Neste capitulo serdo apresentadas algumas ferramentas utilizadas para verifi-
car o embutimento de arvores em digrafos, tais como ordem mediana, floresta de saida

geradora final, decomposicao em algas e circuito bom.

3.1 Ordens Medianas

Seja T = (V(T),A(T)) um torneio. Uma ordem de T é uma enumeragao
L = (vy,...,v,) dos vértices de T. Segundo L, {(v;,v;) € A(T) :i < j} sdo os arcos para
frente. Os demais arcos sao arcos para trds. De acordo com |Bang-Jensen e Gutin| (2007)),
uma ordem L que maximiza o nimero de arcos para frente é chamada de ordem mediana.
Seja [vi, v;] = {vi,...,v;}. L é uma ordem mediana local se, para todos 1 < i < j <mn,

valem as seguintes desigualdades:

|NZ (vi) N [vi, 5] > [NF (0) O [v3, 5] (3.1)
[N (v5) 0 [os, v5]| > [N (v5) O o, 0] (3.2)

De uma forma geral, sejam L e L’ ordenagoes dos vértices de um digrafo D. L e
L' sao ordens vizinhas se uma pode ser obtida a partir da outra pela movimentacao de um
unico vértice. Ou seja, duas ordens sao vizinhas se, apds a remoc¢ao de um mesmo vértice
de ambas, elas se tornarem iguais. Por exemplo, sejam as ordens L; = (vy, vy, v1,03),
L2 = <U3,U2,U4,U1> € L3 = <U3,U2,U1,U4>. As ordens L1 (§ LQ, como também L2 € Lg, Sao
vizinhas, pois L1 —v3 = Loy —wv3 e Ly—vy = L3 —v4. Jd as ordens L e L3 nao sao vizinhas.

Observe que se a desigualdade nao for valida, para algum ¢ < j, entao
pode-se obter uma ordem vizinha melhor colocando-se v; imediatamente apos v;. De
forma andloga, se a desigualdade nao for valida, entao pode-se obter uma ordem
vizinha melhor colocando-se v; imediatamente antes de v;. Em outras palavras, se uma
ordem L nao é mediana local, entao ela possui uma ordem vizinha melhor que ela.

Segundo Havet e Thomassé| (2000b), pelas desigualdades e , V1... U,
¢ um caminho hamiltoniano sempre que L = (vy,...,v,) for uma ordem mediana local.
De fato, para 1 < i < n — 1, se v; ndo domina v;,; (por se tratar de um torneio, temos
que v;;1 domina v;), entdo L ndo é uma ordem mediana local, pois é possivel encontrar
uma vizinha melhor que ela colocando-se v; apés v 1.

De acordo com Bang-Jensen e Gutin (2007), hd uma diferenca significativa
entre os problemas de determinacao de uma ordem mediana e de uma ordem mediana
local. A determinacao da primeira é um problema N P-dificil. J4 a tltima pode facilmente

ser construida em tempo polinomial por meio de um algoritmo guloso (Algoritmo [1)) em
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tempo O(n?). No Algoritmo [1], v(L) = [{(vi,v;) : 1 < j <i < n}| e N(L) é o conjunto de

ordens vizinhas de uma ordem L.

Algoritmo 1: LocalMedianOrder
Entrada: Um digrafo D = (V(D), A(D))
Saida: Uma ordem mediana local de V(D)

inicio

1. S := Permutacao aleatéria dos vértices de V(D)

2. Enquanto existir S” € N(5) tal que v(5") < v(S), faga
S := S’ nova solugdo corrente

3. Retorne S

fim

Seja T" um torneio de ordem n. Segundo o conceito de rei apresentado na
Subsecao [2.2.3] uma ordem de reis em T é definida como sendo uma sequéncia S =
(v1,...,v,) onde v; é um rei no torneio T'[{v;|j >= i}]. Toda ordem mediana é uma
ordem mediana local; e toda ordem mediana local é uma ordem de reis. De fato, seja
L = (vy,...,v,) uma ordem mediana local de 7. Se existir um vértice v; que nao é um
rei no torneio T[{vit1,...,v,}], 1 < i < n, entdo existe um vértice v;, 1 < j < n, que
domina v; e todos os seus vizinhos de saida no intervalo [v;;1,v,]. Neste caso, L nao é
uma ordem mediana local, pois é possivel obter uma ordem melhor que ela, colocando-se

v; logo apos v;.

3.2 Floresta de Saida Geradora Final

De acordo com El-Sahili (2004b) e |Addario-Berry, Havet e Thomassé| (2007)),
uma floresta de saida é uma unido disjunta de arborescéncias de saida. Seja F' uma floresta
de saida e x um vértice de F'. O nivel de x em F' é o seu nivel na arborescéncia de F' a que
ele pertence. Por exemplo, o nivel 0 compreende todas as raizes das arborescéncias de F'.
Denota-se por F; o conjunto de vértices com nivel : em F'. Um vértice y é descendente de
x em F' se hd um caminho direcionado de = para y em F'.

Seja F' uma floresta de saida geradora de um digrafo D. Se hd um arco (z,y)
em D de F; para Fj, com ¢ > j, e x nao ¢ descendente de y, entao a floresta de saida
F’ obtida com a adigdo de (z,y) e a remogao dos arcos de F' que dominam y, caso
exista algum, é chamada de melhoramento elementar de F. Uma floresta de saida F’
¢ um melhoramento de F' se ela pode ser obtida a partir de F' apds uma sequéncia de
melhoramentos elementares. A observacao chave é que pelo menos um vértice tem o seu
nivel em F’ maior do que em F. O conjunto de vértices de D é finito e, portanto, nao

¢é possivel realizar melhoramentos infinitamente. Se F' é uma floresta de saida geradora
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para a qual nao ha melhoramentos elementares, entao F' é uma floresta de saida geradora
final.

2 2

P A

. / \\3 |
“x o © @ D
3 1 4
F' 1
()5
'r\__/ ‘/_/J
5 4
D .

1@ Q4

Figura 14 — Florestas geradoras de saida

Na [Figura 14} F’ é uma floresta de saida geradora para D. O vértice 3 domina
o5 em D e 3 nao é descendente de 5 em F’. Portanto, F” é um melhoramento de F’.
Nao h& mais melhoramentos elementares para F”. Esta é, portanto, uma floresta de saida
geradora final de D. Da definigdo de floresta de saida geradora final, [El-Sahili (2004b)

mostrou o seguinte:

Proposicao 3.2.1. Sejam D um digrafo e F' uma floresta de saida geradora final de D.
Se um vértice v € I domina, em D, um vérticey € F;, j <1, entao v é um descendente

dey em F. Em particular, cada nivel de F' é um conjunto estdvel em D.

Demonstracao. Todo digrafo possui pelo menos uma floresta geradora de saida que é uma
floresta sem arcos. Entao, escolha uma floresta geradora de saida F' em D que gere a
menor sequéncia (Fy, ..., Fp|) na ordem lexicografica. Seja S um nivel qualquer de F.
Afirmamos que S é um conjunto estavel de D. Por contradigdo, suponha que exista um
arco a = (z,y) em D com z, y € S. Sejam f o arco de F' com cabega y, caso exista, e
F'= F +a— f. Suponha que S = F;. Entao, para todo k > 1, temos: F] = Fj, para
k <i,e F/ = F;—1. Assim, na ordem lexicografica, (F}, FY, ... ,F|’D|) < (Fo,Fy,...,Fp)).

Uma contradicao. O

3.3 Decomposicao em Alcas

Seja um digrafo D. Uma decomposicao em al¢as de D é uma sequéncia

H,, ..., H, de digrafos de modo que:

1. H; é um ciclo direcionado de D;
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2. Para ¢ = 2,...,r, H; ¢ uma alga, isto é, um caminho ou um ciclo direcionado de
D comegando e terminando em V(Hy,..., H;_1), mas sem vértices internos neste
conjunto;

3. D=H,U...UH,.

Uma alca H; que é um arco é chamada de alca trivial. Segundo |Addario-Berry,

Havet e Thomassé| (2007), o valor de r ¢ invariante para toda decomposi¢io em algas de

um digrafo D. De fato, 7 := m —n + 1 (nimero de arcos menos o nimero de vértices
mais um). Entretanto, o niimero de algas nao triviais nao é invariante. Na [Figura 15| a
seguir, sao apresentadas duas decomposigoes (H e H’), cada uma com 4 algas (r = 4),

para o digrafo D.

1 2

e

Figura 15 — Decomposicao em alcas

3.4 Circuito Bom

De acordo com |Addario-Berry, Havet e Thomassé| (2007), sejam D um digrafo

e k um inteiro positivo. Um circuito direcionado C' de D é dito k-bom se |C| > k e
X(DV(C)]) < k.

(1976)) apresentou a seguinte extensao para o Teorema de Gallai-Roy
(Teorema 4.3.3)), que serd apresentado na Secao para digrafos fortemente conexos:
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Teorema 3.4.1. Todo digrafo D fortemente conexo possui um circuito cujo tamanho €

pelo menos x(D).

Seja D um digrafo fortemente conexo. Pelo Teorema [3.4.1 D possui um
circuito de tamanho pelo menos x(D) e, portanto, um circuito x(D)-bom. |Addario-Berry,

Havet e Thomassé (2007) mostraram que:

Lema 3.4.2. Sejam D um digrafo fortemente conexo e um inteiro k € {3,...,x(D)}.

Entao, D possui um circuito k-bom.

Demonstracao. Pelo Teorema , h& um circuito com tamanho pelo menos x(D). Supo-
nha k < x(D). Em particular x(D) > 3. Considere o menor circuito C' com tamanho pelo
menos k. Afirmamos que C' é k-bom. Suponha, por contradigao, que x(D[V (C)]) > k+1.
Por indugao no nimero de vértices, assuma que D = D[V(C)]. Além disso, se D contém
um circuito de tamanho 2, podemos remover um de seus arcos de modo que C' e x(D)
permanecam inalterados. Assim, assumimos que D nao tem circuito de tamanho 2, e que
todo circuito de tamanho pelo menos £ ¢ hamiltoniano. Nosso objetivo é encontrar uma
contradicao.

Observe que, para todo vértice u € V(D), Np(u) < k — 2. De fato, se
V1,...,VUx_1 fossem vizinhos de entrada de u de modo que vq,...,vp_1,u aparecessem
nesta ordem em C, o circuito obtido de C' considerando o arco (vg_g,u) teria tamanho
pelo menos k, uma vez que o vizinho de saida de v em C' nao é um dos seus vizinhos de
entrada. Pela minimalidade de | isto é uma contradi¢do. Pelo mesmo argumento, temos
que todo vértice tem grau de saida no maximo k — 2 em D.

Consideremos Hy, ..., H, uma decomposicao em algas de D que minimiza o
numero de alcas triviais. Podemos enumerar primeiro as algas nao triviais, assumindo
que Hy, ..., H, sdo alcas nao triviais, e H,y1, ..., H, sdo arcos. Seja D' = H; U...U H,,.
Claramente, D’ é um subgrafo gerador de D e fortemente conexo. Uma vez que x(D) > 3,
D nao é um circuito induzido. Em particular, p > 1.

Denotamos por z; ...z, a alga H, sem as suas extremidades.

Se ¢ = 1, o digrafo D" — x; é fortemente conexo. Portanto, D — 1 é também
fortemente conexo. Além disso, seu ntimero cromatico é pelo menos k. Assim, pelo
Teorema |3.4.1] existe um circuito de tamanho pelo menos k£ em D — x1, uma contradicao.

Se ¢ = 2, observe que x5 é 0 Unico vizinho de saida de x;. Caso contrario,
poderfamos ter duas alcas nao triviais de H,,, contradizendo a maximalidade do ntimero
de algas nao triviais. Similarmente, x; é o Unico vizinho de entrada de x,. Uma vez
que o grau de entrada de todo vértice é pelo menos k — 2, x; e x5 tém grau no maximo
k — 1 no grafo subjacente de D. Uma vez que x(D) > k, segue que x(D \ {z1,x2}) > k.
D\ {z1, 25} é fortemente conexo e, pelo Teorema [3.4.1], contém um circuito de tamanho

pelo menos k, o que contradiz a minimalidade de C.
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Dai, podemos supor que ¢ > 2. Para todoi=1,...,q— 1, pela maximalidade
de p, o unico arco em D saindo de {x1,...,z;} é (25, z;41). Caso contrario, poderiamos
ter duas algas nao triviais de H,. Similarmente, para todo j = 2,...,¢, o nico arco em
D entrando em {z;,...,2,} é (xj_1,2;). Em particular, como para ¢ = 2, z; tem grau
de saida 1 em D e z, tem grau de entrada 1 em D.

Uma outra consequéncia é que G(D) tem duas componentes conexas, Dy =
D\ A{zy,...,2,} ¢ Dy = D[{xs,...,24-1}]. Uma vez que os graus de z; ¢ z, em G(D)
sdo no maximo k — 1 e D é pelo menos (k + 1)-cromético, segue que x(D;) > k + 1
ou x(Ds2) > k + 1. Observe que D; é fortemente conexo e, portanto, ndo podemos ter
X(D1) > k+ 1, caso contrario, pelo Teorema , D teria um circuito de tamanho pelo
menos k e menor que C, o que é impossivel. Assim, x(D2) > k + 1. Além disso, uma
vez que H, ndo pode ser decomposta em duas algas nao triviais em D, os arcos (z;, ;)
em D, com i < j, sdo exatamente os arcos (z;, x;11). Em particular, as componentes
conexas de Dy sdo da forma {z;, ..., z,4,}, e assim ha no maximo um arco entrando nelas
e um arco saindo delas. Assim, uma componente fortemente conexa de Dy tem nimero

cromatico pelo menos k£ + 1, e obtemos uma contradi¢ao pelo Teorema |3.4.1 O
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4 CONDICOES PARA A EXISTENCIA DE ARVORES ORIENTA-
DAS EM DIGRAFOS

Neste capitulo sao apresentados alguns tipos de embutimentos, juntamente
com alguns dos principais resultados sobre cada um destes tipos.

Sejam D e D' digrafos. Um embutimento de D' em D é uma fungao injetiva
f: V(D) = V(D) tal que (f(z), f(y)) € A(D) sempre que (z,y) € A(D’). Ou seja, dizer
que D’ estd embutido em D é equivalente a dizer que D contém uma cépia de D'

Na[Figura 16 pode-se observar que A; e Ay podem ser embutidas no torneio 7'.
A fungao injetiva f; : V(A;) — V(T') pode ser definida como f; = {(1,¢),(2,d),(3,a)}.
Seguindo a mesma ideia, pode-se definir fy : V(A2) — V(T) = {(1,d),(2,a),(3,¢)}

b

Y

FAWAN

Y3 2¢ “d

Figura 16 — Embutimento em digrafos

Nos estudos relacionados a embutimento de arvores orientadas A em digrafos
D, podem ser considerados o niimero cromatico, o nimero de arcos, ou ainda a ordem

(no caso de torneios) para caracterizagao dos digrafos D que contém copias de A.

4.1 Embutimento em Torneios

Um grafo orientado D é x-inevitdvel se, para todo torneio T de ordem z, existe
um embutimento de D em T'. A ideia geral é determinar o menor valor de uma funcao
f(n) de modo que todo torneio de ordem f(n) contém uma copia de qualquer arvore
orientada de ordem n.

Uma vez que um torneio ¢ uma orientacdo qualquer de um grafo completo,

pela simetria direcional temos:

Proposicao 4.1.1. Seja D uma grafo orientado. Se D € l-inevitdvel, entao o reverso de

D é também l-inevitdvel.

4.1.1 Caminhos inevitaveis

Rédéi (1934) apresentou o resultado a seguir, um dos primeiros relacionados a

caminhos inevitéveis.
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Teorema 4.1.2. Todo torneio contém um numero impar de caminhos direcionados ha-

mailtonianos.

C3

Figura 17 — Excec¢oes de Griinbaum

Considere os torneios da [Figura 17, C5, R5 e P; sao torneios diregulares de

ordens, respectivamente, 3, 5 e 7. Este ultimo é conhecido como Torneio de Palley de

ordem 7. |Griinbaum! (1971) mostrou que:

Teorema 4.1.3. Ezceto para o C3, Rs e P, todo torneio contém um caminho hamilto-

niano antidirecionado.

Este resultado é conhecido como as Exceg¢oes de Griinbaum. Estas podem ser
representadas pelos pares: (Cy, AD), (Cs, A7), (Rs, A?), (Rs, A3), (Pr, AF) e (Pr, A7),
Rosenfeld (1972) apresentou um resultado mais forte que o do Teorema [4.1.3]

Ele mostrou que em um torneio com n > 12 vértices, cada vértice ¢ a origem de um

caminho hamiltoniano antidirecionado. Ele ainda conjecturou o seguinte:

Conjectura 4.1.4. Hd um inteiro N > 7 tal que todo torneio de ordem n > N contém

uma copia de qualquer orientacao de um caminho hamiltoniano.

A condigdo N > 7 resulta dos contraexemplos apresentados no Teorema
A Conjectura foi verificada por [Thomason| (1986) para N suficientemente grande.

Ele mostrou que N existe e é menor que 2!28,

Teorema 4.1.5. Para n suficientemente grande, todo torneio de ordem n contém todo

caminho com n vértices.

Havet e Thomassé (2000a)) apresentaram um refinamento para o Teorema
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Teorema 4.1.6. Seja T um torneio de ordem n e P um caminho orientado de ordem n.

Se (T, P) nao é uma excecao de Grinbaum, entio T contém uma copia de P.

Com esse resultado, Havet e Thomassé (2000a)) mostraram que N = 8 e que,
para torneios de ordem inferior a 8, as tnicas excegoes sao as apresentadas no Teorema
4.1.3], provando assim a Conjectura [£.1.4]

4.1.2 Arvores inevitaveis

Segundo Kithn, Mycroft e Osthus) (2011a)), em 1971, David Sumner conjecturou

0 seguinte:
Conjectura 4.1.7. Toda drvore orientada A de ordem n > 2 € (2n — 2)-inevitdvel.

Essa conjectura continua em aberto. Este é um dos problemas mais conhecidos
sobre torneios. O limite (2n — 2) é o melhor possivel. Para ver isso, seja A = S e T
um torneio regular de ordem 2n — 3. Todos os vértices de T' possuem n — 2 vizinhos de
entrada e de saida. Portanto, 7' ndo contém uma cépia de A.

Kihn, Mycroft e Osthus| (2011a) provaram uma versao assintotica da Con-
jectura [4.1.7], na qual todo torneio de ordem (2 + o(1))n contém uma cépia de qualquer
arvore direcionada de ordem n. Usando ideias e resultados deste trabalho, Kihn, Mycrott
e Osthus (2011b) provaram que a Conjectura de Sumner vale para todo n suficientemente

grande. Juntamente com Stephan Thomassé, Havet| (2003) fez a seguinte conjectura:
Conjectura 4.1.8. Toda drvore orientada de ordem n com k folhas é (n+k—1)-inevitdvel.

A Conjectura implica a Conjectura [£.1.7, uma vez que toda drvore ori-
entada de ordem n possui no maximo £ = n — 1 folhas.

As ordens medianas sdo muito utilizadas como ferramentas para verificacao
do embutimento de arvores orientadas em torneios. Sejam T um torneio de ordem n, e
L = (v1,...,v,) uma ordem mediana local de T. As vizinhancas de entrada (N (v;)) e

de saida (N (v;)) de um vértice v; em T, segundo L, sao definidas a seguir:

Np (vi) = N (vi) N [o1, vi1] (4.1)
NE (i) = N (0) N [vig, 0] (4.2)

Sejam A uma arvore orientada, 7" um torneio, L uma ordem mediana local de
T, f um embutimento de A em T e f(A) o conjunto de vértices em T' mapeados para os
vértices de A. De acordo com Havet e Thomassé| (2000b)), f é um L-embutimento se, para

todo vértice z € V(T'), valem as seguintes desigualdades:

[Ny () 0 fA)] < INE (@)\F(A)] +1 (4.3)
INE () N f(A)] <IN (2)\f(A)] +1 (4.4)
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Pelas desigualdades acima, observa-se que todo vértice x € V(T') possui mais
vizinhos de entrada e de saida do que o necessario para fazer o embutimento de A em 7.
Partindo das desigualdades e (£.3), [El-Sahili (2004c) diz que um L-
embutimento de uma arvore A em T pode ser visto como um embutimento de A em

T tal que, para toda segao final I := [v;41,v,] de L, vale a seguinte desigualdade:
1
|f(A)ﬂ[\<§|IH—1 (4.5)

Um ntmero consideravel de resultados parciais para a Conjectura de Sumner
tem sido obtido. Alguns destes serao apresentados a seguir.
Havet e Thomassé| (2000b) provaram que a conjectura de Sumner vale para

um caso particular de arvores orientadas - as arborescéncias - pelo seguinte teorema:
Teorema 4.1.9. Toda arborescéncia A de ordem n > 1 é (2n — 2)-inevitdvel.

Demonstragdo. Por inducao em n, um resultado mais forte foi provado. A desigualdade
é sempre satisfeita para qualquer torneio 7' de ordem 2n — 2 e qualquer ordem
mediana local L de T. O resultado é trivial se A é apenas um arco. Se n > 2, sejam
T um torneio de ordem 2n — 2 e L = (xy,..., T2, 2) uma ordem mediana local de T.
Denota-se por (1", L) a restricao de (T, L) para [zy,..., T2, 4]. Sejam x uma folha de
saida de A, y o vizinho de entrada de x e A’ = A\ {z}. Pela hipétese de indugao, héd um
L’-embutimento f de A’ em T". Seja z; = f(y). Temos:

INE (i) N f(AD] = ING () 0 (A <IN () \ F(AD)] 4 1= [N () \ f(AY)] = 1.

Em particular, temos que |N/ (x;) N f(A")| < [N (x;) \ f(4")]. Aplicando as
propriedades de ordem mediana ao intervalo [z;, x9, o] de L, garante-se que pelo menos
um vértice de [N/ (z;) \ f(A’)| pertence a N/ (x;). Estendemos o mapeamento f, fazendo
f(z) = x;. Esta extensao é um L-embutimento de A em T (s@o adicionados dois vértices

ao topo de L', enquanto f(A’) é incrementada de apenas um vértice). ]

Segundo [El-Sahili (2004c), um digrafo D é m-embutivel se, para todo torneio T
de ordem m e toda ordem mediana L de T', D possui um L-embutimento em 7'. Mostrar
que um digrafo D é m-embutivel é mais forte do que mostrar que ele é m-inevitdvel.

El-Sahili (2004¢) faz uso da seguinte proposicao, implicita em Havet e Tho-

massé| (2000b), para demonstracao de seus resultados:

Proposicao 4.1.10. Seja T um torneio de ordemn > 3, e L = (vy,va, ..., v,) uma ordem
mediana de T'. Sejam T e L' as restrigoes, respectivamente, de T e L para o intervalo
[v1, V2, ..., Uy—2]. Seja A uma digrafo com um arco (x,y) onde y é uma folha. Suponha
que A’ = A —y tem um L'-embutimento ' em T'. Entdo, A tem um L-embutimento f

em T que estende f.
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Demonstragio. Seja f' um L'-embutimento de A’ em 7. Suponha que f'(z) = v;. Seja
I" = [Vi41, vp—a). Entdo temos |f'(A")NTI'| < §|I'| + 1.

Facamos agora I = [v;,1,v,]. Pela definigdo de ordem mediana, temos:
IN{ (v;) N I| > 3|I| = |I'| + 1. Portanto, |[Nf (v;) N I| > |f'(A)NT| = |f(A)NI|.

Em outras palavras, v; tem um vizinho de saida v; € I\f'(A’). Definimos

f:V(A) — V(T) por: f(v):= { Jv), se veVA) O

v;, se v=y

O Teorema ¢ uma consequéncia direta da Proposicao
Como definido na Subsegao seja A uma arvore orientada, b(A) é o nimero

de arcos de retorno e ¢(A) o nimero de componentes de retorno de B(A). Os principais

resultados apresentados por El-Sahili| (2004c) para arvores inevitdveis sdo os seguintes:

Teorema 4.1.11. Toda drvore orientada bem enraizada A de ordem n é (2n + 2d)-
embutivel, onde d := b(A) — c(A).

Demonstragio. Procedemos por indugao em ¢(A). Se ¢(A) = 0, entdo A é uma arbores-
céncia e o resultado segue do Teorema Seja A uma arvore orientada bem enraizada
de ordem n > 2, com raiz r e ¢(A) > 1. Se A tem uma folha de saida y, entdo simples-
mente removemos y e aplicamos a Proposicao [1.1.10] Podemos entdo assumir que toda
folha de A é de entrada.

Seja T um torneio de ordem 2n + 2d e L = (v, vy, ..., Vop10q4) uma ordem
mediana de T'. Assuma que A tem um L-embutimento f em 7. Seja B’ uma componente
de retorno de A que contém uma folha de A e raiz y. Observe que y # r, pois r é uma
fonte. Seja x o vértice que domina y em A. Se B’ tem m vertices, A’ = A— B’ tem n—m
vértices, b(A') = b(A)—(m—1) e c(A") = c(A) — 1. Seja T" = T[{v1, va, .. ., Vant2d—am+a}]
e L' = (v1,v9,...,V2n424—4m+a) uma ordem mediana de 7’. Por indugdo, A’ tem um
L'-embutimento f" em T".

Denote por A” a arvore orientada obtida de A’ adicionando-se 2m — 2 vértices
com cauda x, e por S o conjunto das 2m — 2 novas folhas. Pela Proposigao [£.1.10, A”
possui um L-embutimento f” em T como extensao de f’. O subtorneio de T induzido por
17(S) possui 2m —2 vértices e, portanto, contém uma cépia B” de B’, pelo Teoremam
Seja g : V(B') — V(B”) um isomorfismo de B’ para B”. Temos um L-embutimento f de
f'(w), se veV(A)

A em T definido por: f(v) :=
por: f(v) g(v), se veV(B)

]

Teorema 4.1.12. Toda drvore orientada bem enraizada A de ordem n > 2, cujas com-

ponentes de retorno sio todas caminhos, é (2n — 2)-embutivel.

A prova do Teorema é essencialmente a mesma do Teorema A
unica diferenca é que é preciso adicionar apenas m arcos com cauda x a A’, em vez

de 2m — 2, pois, pelo Teorema todo torneio contém um caminho hamiltoniano
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direcionado. Com este resultado, El-Sahili| (2004c) mostrou que a Conjectura vale
para mais um tipo especial de arvores orientadas. O resultado a seguir, para arvores

orientadas em geral, é uma consequéncia direta do Teorema [4.1.11}
Corolario 4.1.13. Toda drvore orientada A de ordem n > 2 é (3n — 3)-embutivel.

Demonstracio. Seja A uma arvore orientada de ordem n > 2. Pode-se assumir que A
tem pelo menos tantos arcos para frente quantos para tras com relacao a alguma raiz.
Caso contrario, considera-se o oposto de A. Se A for uma arborescéncia, pelo Teorema
ela é (2n — 2)-embutivel. Supoe-se entdo que A ndo é uma arborescéncia. Pode-se
enraizar A de forma a minimizar d(A). A raiz r de A é necessariamente uma fonte, pois se
algum vértice v dominasse r, escolhendo-se v para raiz reduziria o valor de d(A). Assim,
A é bem enraizada. Uma vez que b(A) < (n—1)/2 e c(A) > 1, d(A) < (n—3)/2. Pelo

Teorema [4.1.11] obtém-se o resultado. O

4.2 Embutimento pelo Niimero de Arcos

O foco agora é encontrar o menor valor de uma fungao g(n) de modo que todo
digrafo D com pelo menos g(n).|V(D)| arcos contém uma copia de toda arvore orientada
de ordem n. Em um de seus trabalhos sobre drvores antidirecionadas, |Burr| (1982)) mostrou

o seguinte resultado:

Teorema 4.2.1. Seja A uma drvore antidirecionada de ordem n. Se D é um digrafo com

pelo menos (4n — 4).|V(D)| arcos, entao D contém uma copia de A.

A prova deste teorema é baseada nos Lemas e a seguir, segundo
Burr (1982)), atribuidos a Erdés, adaptados para digrafos.

Lema 4.2.2. Todo digrafo tem um subdigrafo bipartido com pelo menos metade dos arcos.

Demonstracao. Por induc¢ao no nimero p de vértices. Para p < 2 o resultado é trivial.
Suponha que o resultado é valido para p — 1, e sejam D um digrafo com p vértices e
v € V(D). Pela hipétese de indugdo, D — v contém um subdigrafo bipartido B[X7, X5]
com pelo menos metade de seus arcos. Sejam A; e Ay os conjuntos de arcos que tém uma
extremidade v e a outra em X; e X, respectivamente. Um dos conjuntos (A; ou As) tem
pelo menos metade dos arcos que incidem em v. Adicionando este conjunto e o vértice v

a B, obtém-se um digrafo bipartido com pelo menos metade dos arcos de D. O

Lema 4.2.3. Se D for um um digrafo com p vértices e q arestas, entdo existe um subdi-

grafo D' de D cujo grau minimo € pelo menos q/p.

Demonstragio. Sucessivamente, remove-se de D um vértice com grau menor que q/p até
que nao haja mais um vértice que satisfaga essa condicao. Isto, claramente, ndao esgota

todos arcos do digrafo, restando assim um subdigrafo D’ satisfazendo ao Lema. O]
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Demonstragio do Teorema[{.2.1, Primeiro, usando o Lema [£.2.2] podemos encontrar um
subdigrafo bipartido gerador D; de D com pelo menos (2n — 2).|V(D)| arcos. Sejam
X e X’ as partes de D;. Claramente, algum conjunto de pelo menos (n — 1).|V(D)|
arcos é direcionado de X para X’ ou no sentido contrario. Portanto, ndo existe caminho
direcionado de tamanho 2. Pelo Lema ha um digrafo Dy C Dy com grau minimo
pelo menos (n — 1), e claro, sem caminhos direcionados de tamanho 2. Claramente, Do

contém uma copia de A. O

Burr| (1982) ainda complementa que o valor (4n — 4).|V(D)| pode ser melho-
rado. Ele mostra que o melhor limite inferior encontrado para g(n) é (n—2).|V(D)|. Para
ver este resultado, seja A = S;, e G = Ka,_42,-4 com metade dos arcos em cada diregao.
Tem-se que |V (D)| = 4n — 8 e |A(D)| = (2n — 4)* = (n — 2).|V(D)] arcos, e portanto D
nao possui copia de A.

Erdos| (1965) conjecturou o seguinte:

Conjectura 4.2.4. Seja G um grafo. Se |E(G)| > 5(n—2).|V(G)|, entio G contém toda

drvore de ordem n.

A Conjectura foi provada para grafos que nao contém ciclos de tamanho
4, por Saclé e Wozniak (1997), e para arvores de didmetro no maximo 4, por McLennan

(2005). |Addario-Berry et al.| (2013) fizeram a seguinte conjectura:

Conjectura 4.2.5. Seja D um digrafo. Se |A(D)| > (n — 2).|V(D)|, entdao D contém

toda arvore antidirecionada de ordem n.

Conforme mostrado por Burr (1982), o valor (n — 2) como limite inferior para
g(n) é o melhor possivel. Considere também o digrafo D(K,,_1) que tem (n— 1) vértices e
(n—2)(n — 1) arcos, mas nao contém nenhuma arvore orientada de ordem n. Para grafos
orientados, a Conjectura[4.2.5/implica a Conjectural.3.10] De fato, todo digrafo (2n —2)-
critico D é um grafo orientado e tem grau minimo pelo menos 2n — 3. Consequentemente,
tem @2 V(D) > (n — 2).|V(D)] arcos.

Para digrafos simétricos D, as Conjecturas e sao equivalentes. Con-
sidere um grafo G e o digrafo associado D(G). Note que |E(G)| > £(n —2).|[V(G)] se, e
somente se, |A(D(G))| > (n—2).|V(D(G))|. Além disso, se A é uma arvore de ordem n e
A’ é uma de suas duas orientagoes antidirecionadas, entao pode-se verificar que G contém
uma cépia de A se, e somente se, D(G) contém uma cépia de A’

Nao ha conjectura andloga a Conjectura para arvores que nao sao anti-
direcionadas. Observe, por exemplo, que uma biparti¢do (X,Y) de modo que todos os
arcos tenham cauda em X e cabega em Y nao possui caminhos de tamanho 2. Seja 2C'
o tamanho de cada parti¢do. O ntimero de arcos é no maximo 4C? = C.|V(D)|. Dali,
para uma arvore orientada A que nao seja antidirecionada e qualquer constante C', ha um

digrafo D com pelo menos C.|V(D)]| arcos que ndo contém uma cépia de A.
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Seja A uma arvore antidirecionada. Considere a definigdo de m(A) (Segao
4.3.2)). |Addario-Berry et al(2013) mostraram o seguinte resultado:

Teorema 4.2.6. Se A é uma drvore antidirecionada e D é um digrafo com pelo menos
(4m(A) — 4)|V(D)| arcos, entdo D contém uma cdpia de A.

4.3 Embutimento pelo Nimero Cromatico

Um grafo orientado D é x-universal se ha um embutimento dele em qualquer
digrafo x- cromatico. O foco principal dos estudos é determinar o menor valor de h(n) de
modo que todo digrafo h(n)-cromatico contém uma cépia de qualquer arvore orientada
de ordem n.

O nimero cromatico de um digrafo independe da orientacao dos seus arcos.

Portanto, a Proposi¢ao pode ser estendida para digrafos universais.

Proposigao 4.3.1. Seja D um digrafo orientado. Se D é l-universal, entao o reverso de

D ¢ também l-universal.

Como um torneio de ordem n é um caso particular de digrafo n-cromaético,
digrafos h(n)-universais sdo também h(n)-inevitaveis. A rela¢do entre embutimento pelo

numero de arcos e pelo niimero cromatico se da segundo a seguinte proposicao:

Proposicao 4.3.2. Se toda drvore A de ordem n pode ser embutida em todo digrafo D

com pelo menos g(n).|V(D)| arcos, entao A é (2g(n) + 1)-universal.

Demonstragio. Seja D um digrafo (2g(n) + 1)-cromético. D possui um subdigrafo D’
(2g(n) + 1)-critico. Pela Proposi¢ao [2.3.1] todos os vértices de D’ possuem grau pelo
menos 2¢g(n). Sabendo-se que a soma dos graus dos vértices de um digrafo é igual ao
dobro do nimero de arcos deste, D’ possui pelo menos g(n).|V(D’)| arcos e, portanto, D’

e também D) possui uma copia de A. O]
( p D

Erdos (1959) mostrou que ha grafos de ntiimero cromatico n com cintura arbi-

trariamente grande. Por esta razao, apenas arvores orientadas podem ser universais.

4.3.1 Caminhos universais

Ao contrario do embutimento de caminhos em torneios, sao poucos os resulta-
dos sobre a universalidade de caminhos orientados de uma forma geral. Um dos primeiros

resultados apresentados sobre caminhos universais ¢ mostrado pelo teorema a seguir, de
Gallai (1968)), Roy| (1967)), Hasse| (1964), [Vitaver| (1962).

Teorema 4.3.3. Todo digrafo D contém um caminho direcionado com x(D) vértices.
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Demonstracao. Seja k o nimero de vértices no caminho direcionado mais longo de D, com
k < x(D). Colore-se D com k cores, atribuindo-se ao vértice v a cor ¢(v) correspondente
ao numero de vértices do caminho direcionado mais longo comegando em v. Sera mostrado
que esta coloragao é propria, servindo como argumento para demonstrar o teorema por
contradicao.

Considere um subdigrafo D’ de D maximal aciclico. Pelo fato de D’ ser um
subdigrafo de D, todo caminho direcionado em D’ tem no maximo k vértices. Considere
qualquer arco (z,y) de D. Se (z,y) é um arco de D', seja yPw o caminho direcionado
mais longo, comecando em y, em D’. Entdo, = ¢ V(P); caso contrario, yPzy seria um
ciclo direcionado em D’. Assim, zyPw ¢é um caminho direcionado em D’ e ¢(x) > ¢(y).

Se (z,y) ndo é um arco de D', entdo D’ + (x,y) contém um ciclo direcionado;
pois D’ é aciclico maximal. Entdao D’ contém um caminho direcionado P de y para z.
Seja () o maior caminho direcionado comegando em z em D'. V(P)NV(Q) = {x}. Entao
P@) é um caminho direcionado iniciando por y em D', implicando que ¢(y) > ¢(z). Em

ambos os casos, c¢(x) # c(y). O

A nogao de floresta de saida geradora final, vista na Se¢do [3.2 é muito ttil
no contexto de digrafos universais. Por exemplo, é possivel obter uma outra prova do
Teorema Considere a floresta de saida geradora final F' de um digrafo n-cromético
D. Pela Proposicao cada nivel em F' é um conjunto estéavel em D. Logo, F' possui
pelo menos n niveis. Dai D contém um caminho direcionado de ordem pelo menos n.

Como exemplo de aplicacao deste resultado, tome um grafo bipartido G[ X, Y].
Considere D uma orientagdo de G onde (u,v) € A(D) se, e somente se, u € X ev € Y.
Pelo Teorema (G)=x(D) <2.

Sobre caminhos com dois blocos, consideremos aqueles em que o primeiro arco
é de avanco, denotados por P*(k,[). Pela Proposigao , os resultados também valem
para os caminhos P~ (k,[). El-Sahili (2004b) mostrou que:

Teorema 4.3.4. Seja n um inteiro maior que trés. Entao, qualquer digrafo n-cromdtico

contem um PT(n —2,1).

Demonstracao. Seja D um digrafo n-cromatico. Sem perda de generalidade, suponha que
D é n-critico. Como este resultado ja estda provado para torneios, suponha entao que D
nao é um torneio. Provaremos que D contém um P*(n —2,1).

Seja () = v1vy ... vy 0 maior caminho direcionado em D. Pelo Teorema
temos t > n. Se w é um vizinho de v, fora de @, entdo w domina v; (caso contrario, Qu
é um caminho direcionado maior que @) em D). Assim, D contém um P*(n —2,1).

Agora, suponha que Np(v;) € V(Q). Seja vs o vizinho de v; de menor indice.
Uma vez que D é n-critico, dp(v;) > n — 1 e, entdo, t —s > n — 1. Se v, domina v,

entdo o caminho v;_,42... 00, é um Pt(n —2,1). Caso contrédrio, se s > 1 entdo temos
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um P*(n —2,1) contido no caminho v,y ... 0050, 1. Se s = 1, entdao temos um ciclo

direcionado C' = v1vy ... vv;. Consideremos dois casos:

1. V(D) # {v1,ve,...,v}. Seja w € Np(v;) \ V(Q), para algum i € {1,2,...,t}.

Entao, D contém um caminho direcionado de tamanho ¢, uma contradicao;

2. V(D) = {v1,vq,...,v}. Como D ndo é um torneio, temos ¢t > n+ 1. Seja v;v; uma
corda em G(C') interceptando um caminho de tamanho minimo de C. Vamos supor
que ¢ = 1 e, portanto, vy ...v; ¢ o caminho direcionado minimal que ¢ interceptado
por v;v; em G(C). Afirmamos que ¢ —j + 2 > n. Isto é trivial se j = 3. Se
Jj > 3, temos Np(va) \ {vi,v3} C {vj41,...,v_j+3}. Uma vez que D é n-critico,
dp(ve) >mn—1. Assim: t —j+2>dp(vy) +1 > n.

Se (v1,v;) € A(D), entdo vjyq ... vv1v;0,-1 contém um P*(n—2,1). Caso contrario,

(vj,v1) € A(D) e, portanto, vj4q ... vv1v; contém um P (n —2,1).

Corolario 4.3.5. Todo digrafo 4-cromdtico contém um P*(k,1) de ordem 4.

O Corolério ¢ uma consequéncia direta do Teorema [£.3.4] levando-se em
conta que um caminho de dois blocos com 4 vértices é um P*(1,2) = P*(2,1).
Em outro trabalho sobre caminhos com dois blocos, El-Sahili e Kouider| (2007))

apresentaram os seguintes resultados:

Teorema 4.3.6. Seja D um digrafo. Entao D contém um P*(k,l—1) ou um P (k—1,1)
com k + 1= x(D). Em particular, D contém um P*(k—1,1—1).

Demonstracao. Pela Proposicao D contém uma arvore de saida geradora final F,
com p niveis, em que os conjuntos de vértices de cada nivel sao conjuntos estaveis de D.
Seja S; o conjunto de vértices de F' no nivel i, 1 < i < p. Note que p > x(D) =k +[.
Para 0 < j <[ -1, faca X; = L>J Sk+i+r- Entao, (S1, 5, ..., Sk—1, Xo,...,X;—1) é uma
particao de V(D) em k + [ — 7ii(()jonjuntos. Como x(D) = k + [, algum conjunto X;
nao é estavel. Portanto D[X|]| contém vértices = e y adjacentes. Assim, € Skijiq €
Yy € Sktjtu, ode s # t, pois os conjuntos S; sao estaveis. Sem perda de generalidade,
assuma que s < t. Denote por T, e T, as arborescéncias de saida de F' que contém,
respectivamente, x e y. E possivel que z e y estejam na mesma arvore (1), = T,). Seja P
o caminho direcionado em T, da sua raiz até z, e seja () o caminho direcionado em T,
até y, do seu ancestral em Sjy;ig41. Entao, P tem tamanho k4 j+sl—1>k—1,eQ

tem tamanho (t — s)l — 1 > [ — 1. Portanto, D tem um P*(k,[ — 1), se x domina y, ou
um P*(k —1,1), se y domina z. O

Uma consequéncia trivial deste resultado é que h(n) < n 4+ 1. Segue dai a

prova do Corolario [4.3.7]
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Coroléario 4.3.7. Todo digrafo (k + | + 2)-cromdtico contém um P*(k,l).
El-Sahili e Kouider| (2007)) ainda conjecturaram o seguinte:
Conjectura 4.3.8. Para caminhos Pt (k,l), onde k+1=mn—1, h(n) =n.

Addario-Berry, Havet e Thomassé| (2007)), utilizando as nogoes de floresta de

salda geradora final e circuito bom, provaram a Conjectura [4.3.8| para n > 4:

Teorema 4.3.9. Sek+1l=n—12>3 e D ¢é um digrafo n-cromdtico, entio D contém
um P (k,1).

4.3.2 Arvores universais

Burr| (1980), considerando a fun¢do h de modo que toda arvore orientada de

ordem n é h(n)-universal, provou que h(n) < (n — 1)? e conjecturou o seguinte:

Conjectura 4.3.10 (Conjectura de Burr). Toda drvore orientada de ordem n é (2n—2)-

universal.

Addario-Berry et al. (2013)) apresentaram um refinamento para o limite supe-

rior apresentado por Burr, considerando subdigrafos bikernel-perfeitos.

Teorema 4.3.11. Toda drvore orientada de ordem n estd contida em todo digrafo bikernel

perfeito n-cromdtico.

Demonstracao. Assuma que o teorema é falso e considere A um contraexemplo de ordem
minima. Seja k a ordem de A, trivialmente k& > 2. Sejam D um digrafo k-cromético
bikernel-perfeito, v uma folha de A e w o nico vizinho de v em A. Por simetria, assuma
que v domina w. Uma vez que D é bikernel-perfeito, ele tem um kernel S. O digrafo
D — S tem ntiimero cromatico pelo menos k—1 e, por inducéo, ele contém uma cépia A’ de
A — v. Pela definicdo de um kernel, o vértice w’ em A’, correspondente a w, é dominado
por um vértice v’ de S. Portanto, D contém A. Uma vez que isto é valido para todo D,

A nao é um contraexemplo para o teorema, uma contradicao. ]

Algumas classes de digrafos bikernel-perfeitos sdo conhecidas. Uma dessas é a
classe dos digrafos simétricos. Richardson (1946 apud ADDARIO-BERRY et al., |2013))
provou que digrafos aciclicos e digrafos sem ciclo impar direcionado sao bikernel-perfeitos.
Addario-Berry et al| (2013) obtiveram melhores limites superiores para h(n), provando
que todo digrafo com ntmero cromatico suficientemente grande possui um subdigrafo

aciclico (e portanto bikernel-perfeito) n-croméatico. Surgem entao os seguintes problemas:

e Qual o menor inteiro h'(n) tal que todo digrafo A'(n)-cromatico tem um subdigrafo

aciclico n-croméatico?
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e Qual o menor inteiro A”(n) tal que todo digrafo h”(n)-cromatico tem um subdigrafo

bikernel-perfeito n-croméatico?
O Teorema [4.3.11] implica que h(n) < h”(n) e, trivialmente, h”(n) < h'(n).
Proposigao 4.3.12. h'(n) < n?—2n+2

Demonstragio. Seja D um digrafo (n? — 2n + 2)-croméatico. Seja (vy, vs, ..., v;) uma or-
denacao dos vértices de D. Sejam D; e Dy digrafos tais que V(D;) = V(Dq) = V(D),
E(Dy) = {(vi,v;)li < j} e E(Dsy) = {(v;,v;)]¢ > j}. Claramente, D e Dy sdo aci-
clicos e x(D1) x x(D2) > x(D). Dai D; ou Dy tem nimero cromético pelo menos
[ (n2—2n+2)]:n. O

A Proposigao 4.3.12| implica diretamente h(n) < n* — 2n + 2. |Addario-Berry

et al.| (2013) deram entdao um melhor limite superior para h(n).
Teorema 4.3.13. h(n) < n?/2 —n/2+1

Demonstragao. Vamos provar que h(n) < h(n—1)4+n—1. k(1) = 1. Sejam D um digrafo
(h(n—1)4n—1)-cromético e A uma arvore orientada de ordem n. Seja D’ um subdigrafo
maximal aciclico de D. Se x(D') > n, pelo Teorema [£.3.11] D’ contém uma cépia de A.
Se x(D') <n—1, entdao x(D —D') > h(n—1). Seja v uma folha de A. O digrafo D — D’
contém uma cépia de A — v. Pela maximalidade de D', para todo z € V(D — D’), ha
vértices y e z de D’ de modo que hé arcos (z,y) e (z,z). Estendemos A — v para A

adicionando um vértice a D’. O

A seguir, outros resultados também apresentados por |Addario-Berry et al.
(2013) que tratam da universalidade das arvores antidirecionadas. Seja A uma arvore
antidirecionada. Considere VT (A) (resp. V7 (A)) o conjunto de vértices com grau de
entrada (resp. saida) igual a 0, e m(A) := max{|V*(A4)|, |V~ (A)|}.

Teorema 4.3.14. Se A € uma drvore antidirecionada de ordem n, que ndo seja uma

estrela, entao A é (10n — 8m(A) — 11)-universal.
Como consequéncia direta do Teorema [4.2.6] e da Proposicao [4.3.2] temos:

Corolario 4.3.15. Toda drvore antidirecionada A é (8m(A) — 7)-universal.

No Teorema [4.3.14} o valor de h(n) decresce a medida que m(A) aumenta. J&
no Corolério 4.3.15, o valor de h(n) cresce com o valor de m(A). As fungdes se igualam
5

quando m(A) = 222 Portanto:

Corolario 4.3.16. Toda drvore antidirecionada A de ordem n > 3 € (5n — 9)-universal.

Addario-Berry et al| (2013)) ainda mostraram que:
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Proposicao 4.3.17. Todo grafo orientado com grau minimo pelo menos 2n — 5 contém

toda arvore antidirecionada de ordem n com diametro 3.

Corolario 4.3.18. Toda drvore antidirecionada de ordem n e diametro 3 é (2n — 4)-

universal.

Demonstragio. Se D é um digrafo (2n — 4)-cromético, entdo D contém um digrafo D’
(2n —4)-critico, cujos vértices tém grau pelo menos 2n— 5. Assim, pela Proposigao 4.3.17]

D' (e também D) contém toda arvore antidirecionada de ordem n com didmetro 3. [
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5 CASOS ESPECIAIS DA CONJECTURA DE BURR

Seja A uma &arvore orientada de ordem n. Definimos univ(A) = min{k | todo
digrafo k-cromético contém uma copia de A}. Uma vez que um torneio de ordem n é
n-cromético, univ(A) deve ser pelo menos n.

Como visto na Subse¢do [4.3.2] a Conjectura de Burr (Conjectura diz
que toda arvore de ordem n > 2 é (2n — 2)-universal. Neste capitulo, sdo apresentados os
nossos resultados que mostram a validade desta para estrelas orientadas de ordem maior
que 2, e para arvores orientadas em geral de ordem no méaximo 5.

Arvores orientadas de ordem 2 ou 3 sdo caminhos orientados com no maximo
dois blocos. Para caminhos direcionados (caminho orientado com apenas um bloco) ou
orientados com dois blocos, os resultados seguem, respectivamente, dos Teoremas e
[4.3.9 Mostramos a validade da Conjectura para arvores de ordem 4 e 5.

5.1 Universalidade de Estrelas

Como visto na Subsegao[2.2.4] denota-se por S; ; uma orientagao de uma estrela
de ordem n com exatamente i folhas de entrada e j folhas de saida, onde ¢ + j = n — 1.
Portanto, S;f = Sp,—1 €S, = Sh-10-

Segundo Addario-Berry et al.|(2013), a Proposi¢ao[5.1.1]a seguir é um resultado
bem conhecido que trata da universalidade de estrelas de ordem n cujas folhas sdo ou de
entrada (S, ) ou de saida (S,7). Pela Proposicio [4.3.1] ¢ suficiente enunciar o resultado

para um dos casos.
Proposigao 5.1.1. univ(S;) =2n — 2, para n > 2.

Demonstracao. Uma vez que o torneio Ry, 3 nao possui vértice com grau de saidan—1 e,
consequentemente, ndo possui copia de S;7, temos que univ(S;") > 2n — 2. Paran =2, o
resultado é trivial. Se n = 3 entdo S, = P~(1,1) estd contida em um caminho orientado
com dois blocos de ordem 4. O resultado segue do Teorema [4.3.9]

Vamos assumir que n > 3. Seja D um digrafo (2n — 2)-critico. Suponha,
por contradicdo, que D nao possui vértice com grau de saida pelo menos n — 1. Assim,

Mad(D) < 2n — 4 e entao, pelo Lema [2.3.4] (D) < 2n — 3, uma contradigao. O

Na temos uma ilustragdo representando dois torneios regulares - o
primeiro é um Rg; 1 (todo vértice tem graus de entrada e de saida iguais a i — 1) e o
segundo é um Ry, (todo vértice tem graus de entrada e de saida iguais a j — 1) - com
arcos de cada vértice do primeiro para cada vértice do segundo. Seguindo essa ilustragao,
forma-se um torneio de ordem 2i+425 —2. Este ndo possui um vértice com grau de entrada

pelo menos ¢ e grau de saida pelo menos j, portanto nao possui uma cépia de S; ;.
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Bt

Figura 18 — Ilustragao de um torneio de ordem 2¢ + 2j — 2 que nao contém .S, ;

O resultado a seguir trata da universalidade de estrelas orientadas que possuem

pelo menos uma folha de entrada e uma folha de saida.
Proposicao 5.1.2. univ(S;;) =2i+2j—1, parai>1ej > 1.

Demonstracio. Sem perda de generalidade, podemos assumir que 1 < i < j. Caso
contrario, pela Proposicao , pegamos o reverso de S; ;. Uma vez que existe um torneio
de ordem 27+ 2j — 2 que nao contém S; ; , temos que univ(S; ;) > 2i+2j — 1.
Seja D um digrafo (2i 4 2j — 1)-critico. Pela Proposicao[2.3.1] §(D) > 2i+2j — 2. Sejam
S={veV(D)|dyv)>ile H=D-S.

Afirmamos que x(H) < 2i. Caso contrario, pelas Proposigoes e , H
teria um vértice com grau de entrada pelo menos i. Assim, x(D[S]) > 2j. Pela Proposicao
5.1.1] D[S] (e consequentemente D) contém um vértice com grau de saida pelo menos j

e, portanto, contém uma cépia de S, ;. n
Teorema 5.1.3. Se S é uma estrela orientada de ordem n > 2, entdo univ(S) < 2n — 2.

Demonstragio. Se S = S, j, com i > 1e j > 1, pela Proposicao [5.1.2] univ(S) = 2n — 3.
Caso contrario, todas as folhas de S sao ou de entrada ou de saida. Pela Proposicao[5.1.1
univ(S) = 2n — 2. O

Com esse resultado, fica provada a validade da Conjectura de Burr para estrelas

orientadas de ordem n > 2 em geral.

5.2 Universalidade das Arvores Orientadas de Ordem 4

Uma arvore orientada de ordem 4 pode ser uma orientagao de um caminho ou

de uma estrela. Temos, portanto, os seguintes resultados:
Proposicao 5.2.1. Se P é um caminho orientado de ordem 4, entao univ(P) = 4.

Demonstracao. P deve ser ou um caminho direcionado, ou um caminho orientado com
dois blocos, ou um caminho antidirecionado. Portanto, temos univ(P) = 4, de acordo
com os Teoremas e e com o Corolario [4.3.18] respectivamente. O

Teorema 5.2.2. Se A é uma drvore orientada de ordem 4, entdo univ(A) < 6.
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Demonstragio. Sem perda de generalidade, podemos assumir que |Out(A)| > |In(A)]|
(caso contrério, consideramos o reverso de A). Seja k o nimero de folhas de A. Se k = 2,
entdo A é um caminho orientado e, pela Proposi¢ao[5.2.1] univ(A) = 4. Se k = 3, entdo A
¢ uma orientacao de uma estrela. Se A = 5 5 entao, pela Proposicao , univ(A) = 5.
Se A = Sp3 =S5 entdo, pela Proposicio univ(A) = 6. O

Com esses resultados, fica provada a Conjectura de Burr para arvores orienta-

das de ordem 4.

5.3 Universalidade das Arvores Orientadas de Ordem 5

Consideremos, de inicio, os caminhos antidirecionados de ordem 3 (caminhos

destacados nas Figuras a ou 4 (caminho destacado na |[Figura 19b)) que podem
ser encontrados em um Rj (Figura 19al).

oV

@c

(d) | () (f)

Figura 19 — Caminhos antidirecionados em Rj

Considerando caminhos antidirecionados de ordem 5, El-Sahili (2004al) mos-

trou que:

Teorema 5.3.1. Seja D um digrafo conexo 5-cromdtico diferente de Rs e com grau mi-

nimo de saida pelo menos dois. Se D contém Rs, entdo D contém uma copia de Aj .

Observamos que, se o digrafo D contém Rj, é suficiente mostrar que se ele
possuir pelo menos um vértice fora da copia de R5, mas conectado a esta, e com grau de
saida pelo menos dois, entdao D contém uma cépia de A;. Portanto, temos o seguinte

refinamento para o Teorema [5.3.1



Capitulo 5. Casos especiais da Conjectura de Burr 46

Teorema 5.3.2. Se um digrafo D contém uma cépia R de Rs, e existe x € V(D) \ V(R)
tal que D[V (R) U{z}] é conexo e d}f,(z) > 2, entdo D contém uma cépia de Aj .

Demonstragao. Observe que:

1. Para todo vértice v em V(R), é possivel encontrar um A; e, consequentemente, um

Az em R que termina em v (Figura 19b)).

2. Para quaisquer dois vértices distintos u e v em V(R), é possivel encontrar um Ag
em R que termina em um dos vértices e nao intercepta o outro (Figuras a [191).

Por conta da simetria dos vértices de Rs, é suficiente mostrarmos os caminhos
destacados na |[Figura 19,

Uma vez que D[V (R) U {x}] é conexo, existe y € V(R) tal que (x,y) ou (y,x)
é um arco de D. Se (y,z) € A(D), entdao, por (1), hd uma copia P de Ay em R que
termina em y. Seja P = P'y, entdao P'yx é uma cépia de A5 em D.

Suponha que (x,y) € A(D). Uma vez que dj(x) > 2, hd pelo menos um
vizinho de saida z de x diferente de y. Temos de considerar dois casos, a saber: z
pertence ou nao a V(R). Se z ¢ V(R) entao, por (2), existe uma cépia P; de A3 em
R terminando em y e, consequentemente, Pyxz é uma copia de Ay em D. Se z € V(R)
entdo, por (2), para os vértices y e z, hd uma cépia P, de A5 em R terminando em um e

nao contendo o outro. Portanto, ou Pyxz ou Pyxy é uma cépia de A5 em D. O

Proposicao 5.3.3. Sejam D um digrafo e P = vjvavsvy uma copia de PT(1,2) em D de
modo que df,(v;) >3, para 1 <i <4, edp(vy) = 3. Se N*(vy) \V(P) # 0 ou v, ewvs sdo

adjacentes, entdo D contém uma cépia de P*(1,2,1).

Demonstragio. Se existe z € N (vy) \ V(P), entdao Px é uma copia de PT(1,2,1) em
D. Agora, suponha que N} (vy) = {v1,v9,v3}. Se vy e v3 sdo adjacentes, por simetria,
pode-se dizer que (vi,v3) € A(D). Uma vez que dj(vy) > 3, existe y € Njy(vy) \ V(P).

Entao, vqvevzvry é uma copia de PH(1,2,1) em D. ]

Proposicao 5.3.4. Se P é um caminho orientado de ordem 5 com 3 blocos, sendo o

sequndo bloco de tamanho 2, entdo univ(P) < T.

Demonstragio. Sem perda de generalidade, podemos supor que P é um P*(1,2,1). Consi-
deremos um contraexemplo minimo D de um digrafo 7-critico. Presuma, por contradicao,
que D nao contém uma cépia de P. Seja S = {v € V(D) | dp(v) > 4y e H =D — S.
Como D é T-critico, pela Proposicao , d(D) > 6. Assim, todo vértice em H tem grau
de saida pelo menos 3. Primeiro afirmamos que x(H) > 4. Suponha que nado. Entao,
X(D[S]) > 4 e, pela Proposigio [5.2.1] ele contém uma cépia P’ de P~(2,1). Seja v o
primeiro vértice de P’. Uma vez que dp(v) > 4, ha pelo menos um vizinho de entrada u

de v que nao estd em V(P’). Consequentemente, uP’ é uma cépia de P, uma contradi¢ao.
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Pela Proposicao m, H contém uma cépia P’ de PT(1,2). Seja P’ = abcd.
Temos que N (d) = {a, b, c} e que a e ¢ ndo sdo adjacentes, caso contrario, pela Proposicio
5.3.3) D contém uma cépia de P. Em particular, uma vez que b € V(H) e todo vértice
em V(H) tem grau de saida no maximo 3, N, (b) = {a, ¢, d}.

Sejam D' = D/{a,c} e z o vértice correspondente a identificacao de a e c. Pela
Proposicio [2.3.2) temos x(D’) > x(D) = 7. Pela minimalidade de D, D' contém uma
copia P’ de P. Mostramos que D também contém uma cépia de P. Seja P’ = v1v3030405.
Assim, z € {v9,v3, 04}, pois, caso contrario, P’ também estaria em D. Identificamos trés

casos distintos, de acordo com a posicao de z em P’, a saber:

1. Se z = vy entdo, sem perda de generalidade, D contém os caminhos P; = via e
Py = cvsvgvs. Temos que d # vy, pois Np(d) = {a,b,c} e a ¢ {vs,vs}. Além disso,
b & {vs,v5}, pois N (b) = {a,c,d} e vy & {a,c}. Se d ¢ {vs,v5}, entdo dcvsvsvs
¢ uma cépia de P em D. Se d € {vs,vs}, entdo b # vy. Assim, seja w o vértice
de {vs,v5} \ {d}, cbdv,w é uma cépia de P em D. Em ambos os casos, temos uma

contradigao.

2. Se z = vz entao, sem perda de generalidade, D contém os caminhos P, = vjv2a e
Py = cvqus. Se d = vy, entdo b = vy, pois N (b) = {a,c,d} e vi ¢ {a,c}. Assim,
dbcvgvs € uma copia de P em D. Se d # vy, entao vivsadc é uma copia de P em D.

Em ambos os casos, temos uma contradicao.

3. Se z = vy entao, sem perda de generalidade, D contém os caminhos P; = vivouza e
Py = cvs. Temos que b # vq, pois N, (b) = {a,c,d} e {a,c} N{vy,v3} = 0. Além
disso, d ¢ {vy,v3,vs}, pois D é orientado e N (d) = {a,b,c}. Se b € {vy,v3} entdo,
como D é orientado, d # vy. Assim, seja w o vértice de {vy,v3} \ {b}, wvsbdc é uma
copia de P em D. Se b ¢ {v1,v3}, entdo vyvavzab é uma cépia de P em D. Em

ambos 0s casos, temos uma contradigao.

]

Proposicao 5.3.5. Se P é um caminho orientado de ordem 5 com 3 blocos, sendo o

altimo bloco de tamanho 2, entdo univ(P) < 7.

Demonstracao. Pela Proposicao , podemos assumir que P é um P*(1,1,2). Seja D
um digrafo 7-critico. Pela Proposi¢ao [2.3.1] temos 6(D) > 6. Seja S = {v € V(D) |
d}(v) > 3}. Se x(D[S]) > 4 entao, pela Proposigio[5.2.1, D contém uma cépia P’ de um
Af. Seja u o dltimo vértice de P’. Como dj,(u) > 3, existe v € Nj(u) \ V(P'). Assim,
P'v é uma cépia de P.

Se x(D[S]) < 3 entdo, x(D — S) > 4. Assim, pela Proposi¢ao [5.2.1] (D — 5)
contém uma cépia P’ de P~(1,2). Seja u o primeiro vértice de P’. Como d(u) > 4,
existe v € Np(u) \ V(P’). Assim, vP’ é uma copia de um P. O
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Teorema 5.3.6. Se P é um caminho orientado de ordem 5 e com 3 blocos, entao
univ(P) < 7.

Demonstragio. Sem perda de generalidade, suponha que P é um P*(k,l,m). Entao,
ou P é um P*(1,2,1) ou um P*(1,1,2) ou um P*(2,1,1). Este ultimo é o reverso
do segundo (pela Proposicao é suficiente analisarmos um dos casos). Se P é um
P*(1,2,1) ou um P*(1,1,2), respectivamente, pela Proposi¢ao e pela Proposicao

5.3.5, univ(P) < 7. O
Proposicao 5.3.7. Se P é um caminho orientado antidirecionado de ordem 5, entdo
univ(P) < 8.

Demonstracao. Pela Proposicao podemos assumir que P é um A; . Pelas Excegoes
de Griinbaum, Teorema [£.1.3] temos que Rs ndo contém uma cépia de P. Portanto,
univ(P) > 6.

Seja D um digrafo 8-critico. Suponha por contradicdo que D nao contém
uma coépia de P. Sejam S = {v € V(D) | dj,(v) > 3} e H = D — S. Inicialmente,
afirmamos que x(D[S]) < 3. Uma vez que dj;(v) < 2 para todo vértice v € V(H), temos
Mad(H) < 4. Pelo Lema H contém um torneio de ordem 5.

Entdo, x(D[S]) > 4. Pela Proposicio [5.2.1, D[S] contém uma cépia P’ of Af.
Seja P’ = xvy. Como D é orientado, sem perda de generalidade, podemos presumir que
(x,y) ¢ A(D). Observe que y tem pelo menos um vizinho de saida b que nao esta em
V(P"). Além disso, como N (z) NV (P") = {v}, existe a € Nj)(z)\ {v,y,b}. Assim, aP’'b
é uma copia de P, uma contradicao.

Pelo Teorema todo torneio de ordem 5 em H deve ser copia de Rj5. Seja
p o nimero de cépias de R5 em H. Denotamos estas copias por R, para cada 1 <1 < p.

Observemos alguns fatos:

1. Como df;(v) < 2, ndo existe arco deixando nenhuma cépia Ri. Para 1 <i < j < p,

R! e R! sdo disjuntas em vértices, e ndo hé arcos de R: para R?:
5 5 ) 5 59

2. Pelo fato de D ser 8-critico, cada vértice de Ri tem pelo menos trés vizinhos de
entrada que ndo estdo em V(RE). Seja N; o conjunto dos vizinhos de entrada dos

vértices de RL em D\ RL; e

3. Para todo vértice x em N;, df(z) = 1. Caso contririo, pelo Teorema [5.3.2 D

contém uma cépia de P.

Sejam R=V(R})U...UV(RE) e N = Ny U...UN,. Agora construimos H’

a partir de H, como segue:

o V(H") = (V(H)\ R) U{z,y};
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o A(H') = A(H\ R)U{(n,2),(n.y) | n € N}

Uma vez que dff (v) < 2, para todo v € V(H'), temos Mad(H') < 4. Além
disso, H' ndo contém torneios de ordem 5. Assim, pelo Lema , X(H") < 4. Podemos
encontrar uma coloragao prépria ¢; : V(H') — {1,2,3,4}. Sem perda de generalidade,
faca c1(x) = 3 e ¢1(y) = 4. Pelo fato de todo vértice em N ser adjacente a ambos x e v,
eles podem receber apenas cores em {1,2}.

Observe que D[R] é uma unido disjunta de torneios de ordem 5. Logo, D[R]
admite uma 5-coloragao prépria ¢o : R — {3,4,5,6,7}. Como x(D[S]) < 3, entao D[S]
admite uma 3-coloracao prépria cs3 : S — {5,6,7}. Uma vez que nao existem arcos entre

R e S, a unido de ¢y, ¢y e ¢3 € uma 7-coloracao prépria de D, uma contradicao. O

Com isso fica provada a Conjectura de Burr para caminhos orientados de
ordem 5. Os resultados a seguir tratam de arvores orientadas de ordem 5. Inicialmente,
abordaremos os casos em que a arvore possui exatamente uma folha de entrada e duas
folhas de saida. Estas arvores estao ilustradas na |[Figura 20|

Y [ Y |:_:

. ) ':. » )
b _

-

X X (
(a) (b)
Y |CH y ()
u v z u v z
. .: J:_:I '—‘.: :_:\'
X 'C( x |::r|

Figura 20 — Arvores orientadas A de ordem 5 com |In(A)| =1 e |Out(A)| = 2.

Proposicao 5.3.8. Se A é uma drvore orientada de ordem 5 tal que |Out(A)| = 2
e |[In(A)| = 1, cujas folhas de saida ndo sao adjacentes a um mesmo vértice, entio

univ(A) < 7.

Demonstracio. Uma vez que A possui trés folhas, uma de entrada e duas de saida, A
nao ¢ um caminho nem é uma estrela Ss 5. A também ndo é uma arvore antidirecionada,
pois possui uma folha de saida e uma folha de entrada adjacentes a um mesmo vértice.
Assim, seja y a unica folha de entrada de A. Sejam wu o vizinho de saida de y e x a folha
de saida adjacente a u, como nas Figuras ou Seja D um digrafo 7-critico. Faca
S={veV(D)|dp(v) =3}
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Se x(D[S]) > 4, entao, pela Proposigao D[S] contém um caminho dire-
cionado P; e um caminho antidirecionado P,, ambos de ordem 4, e portanto uma copia
P’ de A —{z}. Seja (a,b) o primeiro arco de P’. b tem pelo menos um vizinho de saida
¢ que nao estd em V(P'). Adicionando ¢ e o arco (b,c) a P’ nos di uma cépia de A.

Se x(D[S]) < 3, entdo x(D — S) > 4. Assim, pela Proposi¢ao [5.2.1] (D — 5)
contém um P~(1,2) e, portanto, uma cépia P’ of A — {y}. Como 6+ (D — S) < 3, temos
0= (D —S) > 4. Sejam a e b os vértices internos de P’. Ambos, a e b, tém pelo menos
um vizinho de entrada, respectivamente ¢ e d, que nao estd em V(P’). Adicionando c e o

arco (a,c) (ou d e o arco (b,d)) a P’ nos d4 uma cépia de A. O

Proposigao 5.3.9. Se A é uma arborescéncia de ordem 5 tal que |Out(A)| = 2, cujas

duas folhas de saida sio adjacentes a um mesmo vértice, entao univ(A) < 8.

Demonstracio. A tem apenas uma folha de entrada z. Sejam v o vizinho de saida de z, y
uma das folhas de saida de A e u o vizinho de entrada de y, como na [Figura 20d Agora,
seja D um digrafo 8-critico. Faca S = {v € V(D) | dp(v) > 3}.

Se x(DI[S]) > 5, entao, pela Proposigao , DIS] contém uma copia A" de
A —{z}. Seja v' o mapeamento de v em D[S]. Como d(v') > 3, v/ tem pelo menos um
vizinho de entrada que nao estd em V(A’) e, portanto, D contém uma cépia de A. Caso
contrério, x(D — S) > 4 e entao, pelo Teorema , ele contém um caminho direcionado
P’ que é uma coépia de A—{y}. Seja v’ o mapeamento de u em (D —S). Como dj,(u') > 5,
e NiH(uw')\ V(P") # (), temos que D contém uma cdpia de A. O

O seguinte lema serd necessario a demonstragao do Teorema [5.3.11}

Lema 5.3.10 (Lema 7 de |Addario-Berry et al.| (2013)). Seja A uma drvore orientada de
ordem n, comn >3 e A # St. Se A— Out(A) é l-universal, entao A é (I + 2n — 4)-

universal.
Teorema 5.3.11. Se A é uma drvore orientada de ordem 5, entao univ(A) < 8.

Demonstragio. Considere que A possui mais folhas de saida do que de entrada (caso
contrério, pela Proposigao [£.3.1] podemos pegar o reverso de A). Seja k = [Out(A)|. Se
k =1, entdao A pode ser ou um caminho direcionado ou um caminho orientado com trés
blocos. O resultado segue, respectivamente, dos Teoremas e[5.3.6

Suponha que k£ = 2 e que as suas folhas de saida nao sdo adjacentes a um
mesmo vértice. Se A for um caminho orientado, entao este deve ser antidirecionado ou
com dois blocos. No primeiro caso, pela Proposicao , univ(A) < 8. No segundo, pelo
Teorema , univ(A) = 5. Caso contrario, A é uma arvore e, pela Proposigao
univ(A) < 7.

Agora suponha que £ = 2 e que suas folhas de saida sao adjacentes a um

mesmo vértice. A deve ser ou uma arvore antidirecionada, ou uma arborescéncia, ou Ss 5.
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Se A é uma arvore antidirecionada, seu didmetro é igual a 3 e, pelo Corolario 4.3.18
univ(A) < 6. Se A é uma arborescéncia, entao, pela Proposi¢ao [5.3.9] univ(A) < 8. Caso
contrario, A = S5 e entdo, pela Proposicao 7 univ(A) = 7.

Se k = 3, entao A — Out(A) é 2-universal. Pelo Lema , temos que
univ(A) < 8. Se k = 4, entéo, pela Proposicao [5.1.1] univ(A) < 8. O

Com esses resultados, fica entao provada a validade da Conjectura de Burr

para arvores orientadas em geral de ordem no méaximo 5.
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6 CONCLUSOES

Neste capitulo, serao apresentadas as consideragoes finais sobre o estudo reali-
zado, além de sugestoes de futuras abordagens para o estudo de embutimento de arvores

orientadas em digrafos.

6.1 Consideracoes Finais

Os problemas referentes ao embutimento de arvores orientadas em digrafos, de

forma geral, sao:

1. Qual o menor valor de f(n) tal que qualquer arvore orientada de ordem n é f(n)-

inevitavel?

2. Qual o menor valor de g(n) tal que qualquer arvore orientada de ordem n esté

contida em todo digrafo D com g(n).|V(D)| arcos?

3. Qual o menor valor de h(n) tal que qualquer arvore orientada de ordem n é h(n)-

universal?

O primeiro problema trata do embutimento de arvores orientadas em torneios.
A Conjectura de Sumner (Conjecturad.1.7) diz que toda drvore orientada de ordem n > 2
é (2n — 2)-inevitavel. Este problema, como ja foi dito no capitulo anterior, permanece em
aberto. O melhor resultado para ele, f(n) < 3n — 3, foi encontrado por El-Sahili (2004c])
(Corolario . A Conjectura de Sumner foi provada por |[Kithn, Mycroft e Osthus
(2011b) para n suficientemente grande.

Para o segundo problema, restrito as arvores antidirecionadas, Burr| (1982)
mostrou que n — 2 < g(n) < 4(n — 1). |Addario-Berry et al. (2013) conjecturaram que
vale para g(n) =n — 1 (conjectura [4.2.5)).

O terceiro problema trata da universalidade de arvores orientadas. |Burr (1980))
provou que h(n) < (n—1)? e conjecturou que h(n) = 2n—2 (Conjectura [£.3.10). [Addario-
Berry et al| (2013) apresentaram um melhor limite superior que é h(n) < n?/2 —n/2 + 2
(Teorema [4.3.13)).

Considerando a principal conjectura de cada problema, os resultados para di-
grafos inevitaveis sao os que mais se aproximam. Considerando o niimero de arcos, nao ha
uma conjectura para arvores orientadas de uma forma geral. Para arvores antidireciona-
das, o melhor limite encontrado, apesar de distante do que foi conjecturado, é um limite
linear. Para digrafos universais, no entanto, ainda ha muito o que ser explorado mesmo

para caminhos orientados. Os resultados ainda estao distantes do que foi conjecturado.
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Nessa dissertacao, nos detivemos no estudo do problema relacionado ao nimero

cromatico (digrafos universais) e validamos a Conjectura de Burr para orientagoes de

estrelas de ordem n > 2 e para arvores orientadas em geral de ordem no méaximo 5.

6.2 Trabalhos Futuros

Como trabalhos futuros, os problemas relacionados a digrafos universais podem

ser abordados de algumas formas, tais como:

a)

. /_)m

(9]

D,

examinar a Conjectura de Burr para subclasses especiais de arvores ori-
entadas. Como exemplo destas subclasses, temos: caminhos orientados,

arborescéncias, arvores orientadas com limite de grau de cada vértice etc.;

melhorar os limites encontrados para a universalidade de arvores orientadas
de ordem 5, e entao seguir no estudo para arvores orientadas de ordem 6
ou mais;

estudar o comportamento da Construcao de Hajos em digrafos. Segundo
Hajos (1961), sejam D; e Do dois digrafos, (z1,41) (ou (y1,21)) um arco de
Dy, (z2,y2) (ou (y2,x2)) um arco de Dy. A Construgao de Hajos forma um

novo digrafo identificando os vértices x; e 5, removendo os arcos (z1,y1) e

(x2,2), e adicionando um novo arco entre y; e yo. No exemplo da|Figura 21}
D3 é o resultado da construcao de Hajos dos digrafos D e D.

/ Y

AN
AT SCAT

5
D, Ds;

Q—k/ k)o-

Figura 21 — Construgao de Hajos

O Teorema de Hajés diz que um (di)grafo tem ntimero cromético pelo menos

h(n), se e somente se ele é h(n)-construtivel. O conjunto dos digrafos h(n)-construtiveis

¢é definido iterativamente da seguinte forma:

a)
b)

c)

se D é um torneio de ordem h(n), entdo D é h(n)-construtivel;

se D é um digrafo h(n)-construtivel com dois vértices ndo adjacentes u e

v, entdo D/{u,v} é h(n)-construtivel,

se Dy e Dy sao dois digrafos h(n)-construtiveis, o digrafo obtido pela Cons-

trucdo de Hajés a partir de Dy e Dy é também h(n)-construtivel.
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O interesse por esta tltima abordagem é pelo fato dos resultados para torneios
(digrafos inevitaveis) serem os mais proximos da conjectura correspondente, e por serem
os torneios casos base na Construgao de Hajos. A ideia é estudar uma a uma as operagoes
que geram digrafos h(n)-construtiveis a fim de verificar a preservagdo do embutimento de

arvores orientadas ao longo de sucessivas aplicagoes das operagoes de Hajos.
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